PROBLEMAS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES
Hoja 1

. Se considera la recta proyectiva

RP' = {[z,y] : (z,y) € R? = {(0,0)} }

con la topologia usual dada por la topologia inicial de = : (z,y) — [z,y], ¥
las cartas naturales

Y Z/l:{[x,y]:x#O}B[m,y]%u:%ER

_ — _
p  U=A{[z,y]:y#0}> [fc,y]—w:gER
probar que forman un atlas determinando explicitamente las ecuaciones del

cambio de coordenadas.

. (%) Generalizar la construccién anterior determinando un atlas para el
plano proyectivo RP2.

. Identificando el cuerpo C de los niimeros complejos con R? mediante la
biyeccién canénica:
Csux+iy — (z,9) € R?

probar que las cartas naturales en la recta proyectiva compleja CP!.

z
@ Ll:{[zo,zl]:zo7é0}9[20,z1]—>2—1G]R2
0

_ — 2
© u:{[Zo,Zl]1217&0}9[2’0,21]—>Z—OER2
1
forman un atlas estudiando las ecuaciones del cambio de coordenadas.

. Sea M el conjunto de todas las rectas afines de R?. Demostrar la aplicacién ¢
que hace corresponder a la recta de ecuaciéon y = mz + b el par (m, b) define
una carta de M. Encontrar otra carta andloga que forme con la anterior un
atlas para M.

. (¥ ) Determinar un atlas natural modelado en R? sobre el conjunto

R es recta afin de R?
v={mp [ N }

de rectas punteadas del plano de forma que la aplicacién M > (R,p) — p €
R3 sea diferenciable.



6. Demostrar que la topologfa de una variedad diferenciable M:

a) Es Ti pero no tiene porqué ser T5.
b) Es I.A.N. pero no tiene porqué ser [1.A.N.

¢) No tiene porqué ser conexa, pero si es localmente conexa. Ademds, si
es conexa, entonces necesariamente es conexa por caminos.

7. (% %) Sea M el conjunto de las rectas afines de R?.

a) Demostrar que la aplicacién

Y = UIT + Ug

LR S (ug, us, us, uy) ~
@ <17 2y W3, 4) Z:U3ZU+U4

define una carta ¢ = (uq, ug, ug, uy), sobre M.

b) Construir cartas andlogas ¢ = (vq, v, v3,04), 1 = (w1, we, w3, wy) que
formen con ¢, un atlas de M modelado en R*

¢) Demostrar que la aplicacién ¢ : M — RP? que hace corresponder a
cada recta su direccion, es diferenciable.

8. Sea M = {(x,y) € R? : 4> — 42% (1 — 2?) = 0}. Demostrar que las siguientes
aplicaciones son biyectivas

P:(0,27) 5 u ~~ (sinu,sin2u) € M
P:(—m,m) U~ (sinu,sin2u) € M

pero ¢ = P71y p = P definen estructuras diferenciables distintas sobre
M. ;Son difeomorfas ambas estructuras? . ;Admite M con su topologia
usual (heredada de R?), estructura de variedad diferenciable?

9. Demostrar que la aplicacién
F:S's (z,9) = {(m,y) c2? 4 (y — 1)2 = 1} — [z,y] € RP?
da lugar (por extensién continua) a un difeomorfismo.

10. Identificando CP! con C= C U {oo} mediante la biyeccién

21/20 81 29 # 0
[ZO>ZI] - { 0o si 20 =0

probar, usando la proyeccién estereografica en S? que CP? es difeomorfo a
S2.

11. (%) Demostrar que la funcién
[z,y, 2] — [2°, 23y, 222 + *, 2y2]

define una aplicacién diferenciable del plano proyectivo RP? en RP3.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

%% Identificando CP' con C= C U {oo} mediante la biyeccion

21 /29 st 29 # 0
20, 21] = { 00 sl zg =0

probar, usando la proyeccién estereografica en S? que CP! es difeomorfo a
S2.

%% Demostrar que la aplicacién
(@, y,2) = [z,y, 7]
induce por restricciéon una aplicacién diferenciable de la esfera
S ={(z,y,2) : 2* +y° + 22 =1}
en el plano proyectivo RP?. ;Es difeomorfismo? ;Es difeomorfismo local?

Demostrar que la funcién [ : (z,y,z) — [z,y + 2] define una funcién dife-
renciable de la esfera unitaria S? en la recta proyectiva RP*.

Probar que en torno a cada punto p de una variedad diferenciable M™,
siempre existe una carta (U, ¢) con ¢ (U) =R™, y ¢ (p) = (0,...,0).

Demostrar que si p y ¢ son dos puntos de una variedad diferenciable M
siempre existe una funcién f : M — R diferenciable tal que f(p) = 1,

flg) =2

Sea U un abierto de una variedad diferenciable M, que contiene a un com-
pacto K no vacio de M

a) Probar que existe una funcién h € F(M) con h > 0, h(p) > 0 para
todo p € K, y sop (h) compacto y contenido en U.

b) Probar que existe una funcién p € F(M) con p > 0, p(p) = 1 para
todo p € K, y sop (i) compacto y contenido en U.



18.

19.

20.

21.

22.

% %% Dar estructura de variedad diferenciable al conjunto M de las ma-

trices reales
U1 V1 w1

(u,v,w) = | uy v wo
uz V3 w3

con rango igual a la unidad, de manera que la aplicacién F' : M > (u, v, w) —
L (u,v,w) € RP; sea diferenciable. Determinar los puntos de M en donde
la diferencial de F' se anula.

Sea p un punto de una variedad diferenciable M™ y { € T,M un vector
tangente no nulo. Demostrar que existe una carta (U, ¢ = (uy,...,uy,)) en
torno a p con

eU)=R", ¢(p)=(0,...,0),y &= ((‘%)19

Probar que la funcién F(z,y, z) = zyz define por restriccién una aplicacion
diferenciable f en la esfera S? de ecuacién x? + y? + 22 = 1, encontrar los
puntos p de S? para los cuales se tenga & (f) = 0 para todo £ € T,S?

Probar que la funcién

2 .2
3 Tr+z

induce una aplicacién diferenciable, f : RP? — R, f([z,v,z]) = F(z,vy, 2)

que se anula sdlo en un punto. Determinar los puntos ¢ € RP? tales que

¢(f) = 0 para todo ¢ € T, (RP?).

%% Demostrar que la funcién f : (z,y,2) — [,y + 2] define una funcién
diferenciable f : S? — RP! de la esfera unitaria S? en la recta proyectiva
RP!. Determinar en que puntos p de S? se verifica df (p) = 0.



23.

24.

25.

26.

27.

Y% Demostrar que el conjunto M de R3 definido por la ecuacién cartesiana
(x2+y2+z2—5)2 =16 (1—22)
es un toro obtenido por rotacién alrededor del eje Z, de una circunferencia
con centro en el eje X y x = (2 + cosu) cosv, y = (2 + cosu) sinv, z = sinu
, —T <u<m, —m <v <7 es una parametrizacion de M. Demostrar que la
aplicacion
F:M > (z,y,2) = [r,y,2] € RP?
es diferenciable y encontrar todos los puntos p € M tales que dF| p 1O €s
inyectiva..

Sea M, el conjunto de matrices reales 3 X 2 de rango 2
up U1
(u,v) = | uy wo
Uz U3

y M el conjunto de los planos vectoriales de R3.

a) Probar que M es un abierto de R3*2

b) Dar estructura de variedad diferenciable a M de forma que la aplicacién

m : M — M, que hace corresponder a cada (u,v) € M, el plano
vectorial L (u,v) generado por ambos vectores, sea una submersion.

Demostrar que la proyeccién canénica 7 : R3 — {0} > (z,y,2) — [1,y,2] €
RP? es una submersion, y que

ker <d7r|p) =L ((@)p) Vp € R® — {0}

Sea M una superficie de R3. Demostrar que la aplicacién inclusién ¢ : M —
R3 es una aplicacién diferenciable. Probar que en las coordenadas (u,v) de la
carta ¢ = P~! de una parametrizacién P = (P, (u,v), P (u,v), P3 (u,v)),
se verifica

(@), - )

B (2) 2R (2) o (2)
»(p) O P du »(p) dy P du »(p) 0z p

ou
%% % Si M es una superficie de R® que no contiene al origen o = (0,0), y
sea t : M — R3 la aplicacién inclusién. Probar que la proyeccién canénica
7 : R —{o} 3 (z,y,2) — [x,9,2] € RP? induce por restriccién sobre M
una aplicacién diferenciable en F' = 7o ¢ : M — RP?. Demostrar que los
puntos p de M en donde F' es inmersién son exactamente los que verifican
que (@)p ¢ T,M. Usar este hecho para determinar los puntos singulares de

F', cuando se toma M = {(ac,y,z) ER: 2?2+ + (2 — 2)2 — 1}_




28.

29.

30.

31.

Sea M la variedad diferenciable de las rectas afines de R?® construida en el
ejercicio 7. Demostrar que la aplicacion que hace corresponder a cada recta
affn su direccién define una aplicacién diferenciable F' : M — RP?, que es
submersién suprayectiva. Probar que todas las fibras F'~! (p) para p € RP?
son difeomorfas.

Yk k

a) (Eselcono M = {(x,y,z) € R®: 22 + y* — 22 =0, 2z > 0} subvariedad
regular de R3? ;Podemos dar a M estructura de variedad diferenciable
de dimensién 2 con la topologfa relativa de R3?

b) Ahora M = {(z,y) € R? : y* — 42 (1 — 2?) = 0}. Demostrar que las
siguientes aplicaciones son biyectivas

P :(0,2m) 3 u ~ (sinw,sin2u) € M

P:(—m,m) 32U~ (sinw,sin2u) € M

pero ¢ = P71y g = P! definen estructuras diferenciables distintas
sobre M. ;Son difeomorfas ambas estructuras? . ;Admite M con su
topologfa usual (heredada de R?), estructura de variedad diferenciable?

% % Demostrar que la funcién

1

m (Iz, 2[Ey, 2xz + y2, 2yZ)

[,y 2] —

es un embedding del plano proyectivo RP? en R*.

Consideremos la esfera S* = {(z,y,2) € R?: 2% + y? + 22 = 1} parametri-
zada por

P(0,¢) = (sinfcos ¢,sinfsinp,cosf) 0 <l <7, 0<¢<2m

y sea F' : S? — §? la aplicacién diferenciable inducida por el automorfismo
de R? dado por la matriz

1 0 4
V2 V2
0 1 0
-1 0 4L
V2 V2

Calcular

0 0 s
F, <%>p, F, (6_¢>p conp =P (5,7r>



32.

33.

34.

35.

Sea F': M — N un embedding entre variedades. Probar que entonces F' (M)
es una subvariedad regular de N.

Se considera el campo X definido en las coordenadas canénicas (z,y, z) de
R? por:

0
+ (1 —2*)=

0
X =—z0— — B

ox zyﬁ_y

a) Probar que X es tangente a la esfera S? de ecuacién 22 + y* + 22 = 1.

b) Determinar la expresién analitica de la restriccion V de X a S? en la
carta ¢ = (u,v) : S$?\ {(0,0,1)} — R? dada por la proyeccién estereo-
grafica de polo norte con ecuaciones

¢) Determinar la expresiéon de V' en la carta ¢= (p, ), obtenida a partir
de ¢ = (u,v) mediante el cambio de coordenadas:

{ u = pcosb

v = psinf

ok k

a) Se considera en R? — {0} el campo V = —yd/dz + xd/dy. Determinar
explicitamente todos los campos X € X (R? — {0}) tales que [V, X] = 0. In-
dicacion: Resolver el problema usando coordenadas polares, y cambiar luego
otra vez a coordenadas cartesianas.

b) Sea M una variedad arbitraria , p € M y € € T,M, { # 0. Demostrar que
existen campos V'y W en M tales que V' (p) = W (p) = &, pero [V, W]|, # 0.
Indicacion: Suponer primero que la variedad estd globalmente coordenada

%% Si X, Y € X (M) son campos en una variedad M se define el corchete
de Lie como la aplicacién

(X, Y] F(M) — F (M), f~ XY (f) =Y (X))

Probar que [X,Y] € X(M), y que [X,fY] = fIX,)Y]+ X ()Y, V €
JF(M).
Calcular [X,Y] para los campos de R dados por

9. 9 8, .0
X—va,Y—xzax—Fyzay—l—(z 1)82



36.

37.

38.

39.

40.

Sea m : R* — {0} > (v,y,2) — [z,y,2] € RP? la proyeccién canoénica.

Demostrar que m.(§,) = m. ( (A) ,\p). Probar que una condicién suficiente

para que un campo X definido en un abierto de R* — {0}, esté m-relacionado
con un campo X en un abierto de RP? es que la parte vectorial X de X,
verifique la propiedad:

X(Ap) = AX(p) , VA €R—{0} y ¥p

Usando el ejercicio anterior, demostrar que los campos en (un abierto de)
R?’

_y2+22£+x2+z2£+x2+y22

-z Or y Oy z 0z
0 0 0
Y—x%-l—y@—y—z&

estdn 7-relacionados con campos X, Y en (un abierto) RP2. Determinar la
expresion analitica en la carta (U, ¢ = (u,v)) de los campos X, Y,y [X, Y]
donde U = {[z,y,z] € P2(R) /2 # 0} y

u=uz/z
v=y/z
Calcular las curvas integrales de los campos X y V' del ejercicio 33. ;Son

campos completos?

%% Sea X un campo de vectores en la variedad M y f: M — R una
funcién diferenciable. ;Que relacién existe entre las curvas integrales de X
y las de (ef ) X7?7.Si X es completo, jes necesariamente (ef ) X completo?
Justifiquense las respuestas.

%% Demostrar que el campo en R3:
0 0 0
X =zo— — 2 —1)=
zx8x+zyay—l—(z )32

es tangente a la superficie M = {(x,y,2) : 22 + y> — 22 = -1, 2 > 0}.

{vzo

induce una carta global ¢ = (u,v) de M determinar o(M).

Probar que la aplicacion:



Determinar la expresion analitica del campo V/, restriccién de X a M, en
la carta )= (p, ), obtenida a partir de ¢ = (u,v) mediante el cambio de

coordenadas:
{ u = pcost

v = psinf

Calcular las curvas integrales de V' y ver si es un campo completo.



41.

42.

%% + + Si M es variedad diferenciable, V' € X(M), y aeX*(M) se define
la derivada de Lie de « respecto a V/, :

Lya:X(M)> X -V (a(X)) — a([V,X]) € §(M)

probar que LyaeX*(M) y que Ly : X*(M) — X*(M) es una aplicacién
R-lineal que verifica

Ly(fo) =V(f)a+ fLya Vf € F(M)

y ademas:
Ly (df) = dLy(f) para todo f € F(M)

Determinar la expresién analitica de Ly-a, en una carta (U, o= (u',...u™))
en funcién de las V; y las a; donde

V= ZViaii, ya:Zaidui

%% % Dada la superficie M en R3, . : M — R3 la inclusién se denota

gu =" (dx @ dx + dy @ dy — dz ® dz)

a) Si M es la superficie con ecuacién z? + y? — 22 = —1, z > 0, calcular
gn expresandolo en la carta dada en el ejercicio 40. Probar que g, es una
métrica riemanniana en M. b) Determinar la regiéon de S? en donde gs: es
Riemanniana, y donde gs2 es Lorentziana.

10



43.

44.

45.

46.

47.

% %% Sea M una variedad diferenciable, f : M — R aplicacién diferen-
ciable, y p € M con df (p) = 0. Se va a definir el Hessiano de f en p como
un tensor H} € L? (T,M) (que generaliza al Hessiano habitual) mediante el
siguiente procedimiento

a) Probar que la aplicacion: X(M)xX(M) > (V,W) =V (W (f))(p) € R
es simétrica, y solo depende de los vectores £ = V(p), n = W(q). Da
lugar por tanto a un tensor simétrico A ]’3 € A?(T,M) que se denomina
Hessiano de f en el punto p.

b) Determinar la expresién analitica local de H} respecto a una carta
(U, p = (u',...u™)) cuyo dominio contenga a p.

¢) Explicar porqué necesitamos que df (p) = 0, para definir el Hessiano
en p.

%% + +Sea M variedad diferenciable, o € X*(M) y V € X(M). Se define:

do: X(M) x X(M) 3 (X,Y) = X (a(Y)) -Y (a (X)) —a([X,Y]) € (M)

Probar que da € Q?(M). Determinar la expresién analitica de la 2-forma
da del ejercicio 44 en una carta (U, p = (u',...u™)) donde o = > c;du’.
Probar que si a = df para cierto f € F(M), entonces da = 0. ;Es cierto el
reciproco?

a) Probar que la 2-forma en R? dada por w = xdy Adz — ydx Adz + zdx A dy
induce sobre la esfera S? su forma canénica de volumen ws:

b) Probar lo andlogo para la esfera S* a partir de la 3-forma en R? dada en
sus coordenadas (z,y, z, w) por

w=2xdy Ndz ANdw —ydz ANdz N\ dw + zdz A dy N dw — wdz A dy A dz

SiVeX(Mm),yaec QM) se define
(iva) (V... V) = a (V. Vi, ... Vi)
probar que iy : Q"TH M) — Q"(M), ysia® ..., a" € Q'(M) entonces

iv (@® A A" :Z(—l)iai(V)aoA...aAo/z\iA.../\of
i=0
donde el sombrero”indica missing. Demostrar que si w es forma de volumen
en M y V es transversal a la hipersuperficie N de M, entonces la restriccién
a N de iyw es forma de volumen en N.

%% % Probar que RP? es orientable. Determinar en RP? una forma de
volumen. Probar que RP? no es orientable. ;Cudles son los n para los que
RP™ es orientable?

11



48. Calcular f pi"w orientando previamente M, en los casos siguientes:

a) D=S’N{z+y+2=0}, w=(y+2)dz+ (z+2)dy + (z +y)dz
b) D=S*N{z>0}, w=uwxdyAdz—y*de Ndz — 2yzdx N dy
¢) D="Tgey ={(z,y,2) € R® / 16(2* + y?) = (2 + y* + 2> + 3)?},

49. Dada M = 22 + y?> + 2z* = 1, y la funcién

F: M — s?
(2,9, 2) (z,y,2%)
estudiar dénde F' es un difeomorfismo local y después de orientar las dos

superficies, jdénde conserva la orientaciéon? Calcular | 1 F*w para una forma
arbitraria w de grado dos en S?.

50. Laterna X = (X1, Xs, X3) (donde X; = X; (z,y, z) son funciones diferencia-
bles R?* — R ) puede difrazarse de campo X = X10/0x+ X20/0y+ X30/0z,
de 1-forma w’ = Xidr + Xody + X3dz o de 2-forma w% = Xidy A dz —
Xodx N dz + Xszdx A dy. Si Y = (Y1,Y2,Y3) es otra terna demostrar que
Wixigy = fw +gwy parai =1,2 f,g: R* — R diferenciables. Probar que
wi Awy = w% .y donde "x"denota producto vectorial. Calcular la funcién

F:R3? — R tal que dw% = Fdx AdyAdz ; se denomina a F divergencia de
X (F =div (X)).

51. Continuando con el problema anterior y conocido X = (X1, Xo, X3) deter-

minar Z = (Zy, Zy, Z3) sabiendo que dw’ = w%. Se denomina a Z rotacional
de X (z =rot (X). Demostrar que div (rotX) = 0.

52. %% % Se considera en R3 la forma diferencial
w= f(r)dy Adz — (4z2* + f (z))dz A dy

a) Determinar f sabiendo que dw =0,y f(0) = 0. b) Encontrar entonces
otra 1-forma 6 = Q (z,y,2)dy tal que df = w. c) Usando el teorema de
Stokes, calcular el valor de la integral de w sobre el hemisferio norte (z > 0)
de la esfera S?

53. %% Se da en R3 la forma
a =yzdr + (z2f(x) + h(z))dy + (yg (x) + h (x)) dz

donde f,g,h : R — R son funciones diferenciables. Determinar f, g, h para
que « sea cerrada, y probar que en este caso es « es exacta.

12



o4.

95.

96.

o7.

58.

59.

Sea M =22 +3y> =322+1,0< 2 <1,y w = ydr — 2dy + fdz siendo
f + M — R una funcién diferenciable. Calcular los dos miembros del teorema
de Stokes y ver que coinciden.

Dada f : R — R diferenciable se considera el grafo M = 2z = f(2? + 3?)
sobre la corona 1 < 2% 4 92 < 4, y la forma

w= f'(y)dy Ndz+ f'(z)dz AN dz + dx A\ dy
Calcular [, w usando el teorema de Stokes
Sea M C R3 el cilindro dado por 22 +¢y? =1,y
R={(z,y,2) e M : -1 <2<1}

Sea f: M — M, la aplicacién que en coordenadas x = cosf, y =sinf, z =t
se expresa por
f(cosf,sinf,t) = (cos 46, sin 46, —t)

a) Orientar M y estudiar si f|,, conserva la orientacién inducida en el

borde.

b) Calcular el elemento de volumen 2, y una funcién h tal que f*Qy, =
hQ

¢) Calcular la integral [, f*(dx A dz) utilizando el teorema de Stokes y
la diferencial de zdz

d) Demostrar que f induce un difeomorfismo de cualquier abierto Y C R
dado por 0y < 6 < 0y + 5 sobre un abierto denso, y deducir que

fire=if

Calcular: fc (yzdx + xzdy + xydz) donde C' es la interseccién del cilindro
22 +y? = 1, y la superficie z = y2.

para toda forma w.

Se considera en R? — {0} la forma

—xz yz

a:mdy/\dz—i—mdﬂf/\d«z‘i‘f@ay,z)dl’/\dy

siendo f una funcién diferenciable arbitraria en R3. Demostrar que la res-
triccién w de a al cilindro z2 + y? = a? es exacta.

Sea a = (2x 4+ ycoszy) dx + (z cosxy) dy. Probar que « es cerrada, y en-
contrar una funcién f : R? — R diferenciable tal que o = df.

13



60.

61.

62.

63.

64.

F(x)=0
a<G(z)<b
regular de M = F~!(0) en el supuesto de que M sea hipersuperficie, D # &,
y rang (DF|, ,DG|,) =2si F(z)=0,yG(z) =ao0G(z)=0b

Demostrar que D = {a: € ACme“ : / } es un dominio

Sean M = {(z,y,2) € R® : 2 (2> +¢?) = 1}, a = 27dz A (ydz — zdy),
D ={(x,y,2) € M : 2> +y? > 1}, y para cada r > 0, sea D, = {(z,y,2) €
M :7? > 22 +y* > 1}. Se pide: (a) Probar que M es una superficie de R3 y
que D y D, son dominios regulares de M. (b) Demostrar que no existe una
forma /3 tal que df = a. (c¢) Si w = j},;« es la restriccién de o a M, probar
que existe ¥ € Q' (M) con dv = w. (d) Calcular para cadar >0, I, = [, w
(e) Probar que ni la adherencia de D, ni el soporte de w son compactos, pero
sin embargo la integral [ = | pw tiene sentido. Determinar el valor de I.

Sea D C R? el tronco de hiperboloide 22 + 9> = 22 +1,0 < 2z < 1,y
w = ydz A dy — dx A dz. (a) Demostrar que D es un dominio regular del
hiperboloide. Dar una orientacién a D y determinar la orientacién inducida
en su frontera D. (b) Determinar los puntos en donde se anula la restriccion
de w al hiperboloide. (¢) Determinar | p W,y demostrar que coincide con /. oW
siendo C' el tronco de cono con frontera orientada 0C' = 0D.

A una funcién diferenciable f : R? — R, le asociamos el dominio

Ry = {(:v,y,Z) / ;zify(f’gyi }

y sea w = A(y)dz A dy — dx A dz + B(z)dz A dy, donde donde se interpreta
que por ejemplo que A = A(y) es una funcién diferenciable de R en R
que solo depende de la segunda coordenada coordenada y, ...etc.Se pide:
a) Demostrar que R es un dominio regular de la superficie z = f(z,y),
y determinar su borde R;. b) Fijada w, probar que la integral fRf w solo

depende de la restriccién de f a S* = {(z,y) : 22 +y*> = 1}. ¢) Calcular
fRf w suponiendo que f (z,y) = 0 si 22 + y> = 1.

Dada la funcién F : R® — R, F(x,y,z) = 2? + y* + 22 y la superficie
M C R3? de ecuacién z? + 2y? + 2?2 = 36 encontrar los puntos p € M en
donde d (F|,,;) (p) = 0. Estudiar para que valores a € R, podemos asegurar
que R, ={p € M : F(p) < a} es un dominio regular.de M. Calcular que en
cada region regular R, la integral fRa cos (x +y)dx Ndy
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PROBLEMAS ABIERTOS DE GEOMETRIA
DE VARIEDADES DIFERENCIABLES

Todas las variedades salvo aviso explicito serdn de clase infinito, Ty y ITAN

1. Probar que una variedad ddiferenciable es ITAN si y solo si admite un atlas
numerable.

2. Poner un ejemplo de variedad diferenciable conexa que no sea ITAN.

3. Poner un ejemplo de una variedad diferenciable M con un punto p, que no
admita entornos U con adherencia compacta. Probar que en todo caso tal
variedad no puede ser T5

4. Sean M, y M, dos variedades diferenciables con el mismo conjunto de pun-
tos, digamos M. Probar que M; = Ms si y solo si el anillo de funciones
F (M) coincide con F (M,)

5. Sea F un anillo conmutativo con elemento unidad y M la familia de sus
ideales maximales. Para cada f € F, se define Uy = {z e M : f ¢ z}.

a) Probar que la familia {U; : f € F} es base para una topologia de M
denominada topologia de Zariski.

b) Supuesto que M es variedad diferenciable compacta yF = F (M)
demostrar que F, = {f € F : f(z) =0} es un ideal méximal y la
aplicacién

M>x—F, e M

es un homeomorfismo cuando se dota a M de la topologia de Zariski.

6. Estudiar si es vélido el apartado b) del problema anterior para M variedad
diferenciable no compacta, tomando como anillo

F=FM)={feF(M): sop(f) es compacto}

7. Completar todos los detalles que faltan en el Manual del Curso para demostrar
la existencia de la funcién meseta.



8. Dar estructura de variedad diferenciable al conjunto M = G, (R*) de los

10.

planos vectoriales de R* construyendo cartas del tipo

1 0
0 1 ub o uld
1.1 | 5 5 )€ R*? = R*
ur o w o
1 Uy 1 up
ui i

donde [v, w] representa el plano generado por los vectores (columna) v y w
de R%.

Demostrar que la familia G, (R*) de todas las matrices (v, w) de rango 2,
formadas por vectores (columna) v y w de R*, constituye un abierto de R®,

y la proyeccion Gs (R*) 3 (v, w) — [v, w] € G, (R*) es una submersion.

Sea M variedad diferenciable, F' € F (M) y sea @ # N = F~*(0). Supong-
amos dF (r) # 0 para todo x € N (se dice por esto que F' = 0 es una
buena ecuacion para N ). Demostrar que entonces para todo f € F (M) tal
que f|y = 0, existe h € F (M) tal que f = hF. Esto significa que el ide-
al I (N) ={feF(M): f|y =0} es principal. Probar que si una funcién
G € I (N) es generador de I (N), entonces G = 0, es una buena ecuacién
para N.

Sea F un difeomorfismo local entre las variedades M y M, y sea G : I.x M —
M una aplicacién diferenciable. Denotando G (t, ) = F} (x), supéngase que
Fy = F y que existe una sucesién (t,,) — 0 tal que F; es inyectiva para
todo m. Probar que entonces necesariamente es F' inyectiva.





