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INTRODUCCION

E l  á l g e b r a  y  l a  g e o m e t r í a  l e l o s  d e  s e r  d o s  d i s c i p l i n a s  i n d e p e n -  

d i e r i t e s ,  e s t á n  I n t i m a m e n t e  r e l a c i o n a d a s ,  y  s e  d e b e n  r e c í p r o c a m e n ­

t e  g r a n  p a r t e  d e  l o s  l o g r o s  a l c a n z a d o s  e n  e l l a s .  E l  n a c i m i e n t o  d e  l a  

G e o m e t r í a  a n a l í t i c a  e n  e l  s i g l o  x v i i  e s  e l  e j e m p l o  h i s t ó r i c o  d e  m á s  

r e l e v a n c i a  q u e  p o n e  d e  m a n i f i e s t o  d i c h a s  r e l a c i o n e s .  H a s t a  e n t o n ­

c e s ,  l o s  ú n i c o s  m é t o d o s  e f i c a c e s  e n  g e o m e t r í a  e r a n  l o s  d e  l a  G r e ­

c i a  a n t i g u a ,  p e r o  g r a c i a s  a l  u s o  d e  l a s  c o o r d e n a d a s ,  l o s  m é t o d o s  

a l g e b r a i c o s  p e r m i t i e r o n  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  a n t e s  i m p e n s a b l e s ,  y  

s o b r e  t o d o  a m p l i a r  l a  g e n e r a l i d a d  d e  l o s  c o n c e p t o s  g e o m é t r i c o s  

c l á s i c o s .  L a  g e o m e t r í a  a n a l í t i c a  f u e  t a m b i é n  e l  a n t e c e d e n t e  n e c e s a ­

r i o  d e l  c á l c u l o  i n f i n i t e s i m a l  q u e  a p a r e c i ó  a ñ o s  m á s  t a r d e .

Y a  e n  e l  s i g l o  x i x .  g r a c i a s  a l  c o n c e p t o  a l g e b r a i c o  d e  g r u p o  i n t r o ­

d u c i d o  p o r  G a l o i s  p a r a  ¡ a  r e s o l u c i ó n  d e  e c u a c i o n e s  a l g e b r a i c a s ,  F  

K l e i n  c o n s i g u e  d a r  u n a  d e f i n i c i ó n  d e  g e o m e t r í a  q u e  a g l u t i n a  d e  m o ­

d o  p r e c i s o  l o s  r a s g o s  c o m u n e s  g e n e r a l e s  d e  t o d a s  l a s  t e o r í a s  g e o ­

m é t r i c a s  e x i s t e n t e s  e n  s u  é p o c a .  S e g ú n  K l e i n ,  u n a  g e o m e t r í a  s o b r e  

u n  c o n i  u n t o  X  v i e n e  d e f i n i d a  p o r  u n  g r u p o  G  d e  t r a n s f o r m a c i o n e s  

a c t u a n d o  s o b r e  é l .  E l  c o n i u n t o  X ,  p u e d e  e s t a r  e v e n t u a l m e n t e  d o t a d o  

d e  o t r a s  e s t r u c t u r a s  a l g e b r a i c a s ,  t o p o l ó g i c a s ,  d i f e r e n c i a b l e s ,  ... e t c .  

( P i é n s e s e  p o r  e j e m p l o  e n  l R " j .  L a  a c t u a c i ó n  d e  G  s o b r e  X ,  p u e d e  

i n d u c i r  a c t u a c i o n e s  s o b r e  d e t e r m i n a d a s  f a m i l i a s  d e  o b j e t o s  í i  d e d u ­

c i d a s  d e l  c o n j u n t o  X  o  c /e  s u s  e v e n t u a l e s  e s t r u c t u r a s  a d i c i o n a l e s .  

L a  p r o p i e d a d  q u e  d e f i n e  e n t o n c e s  a  l o s  o b j e t o s  O  s e  d e n o m i n a  p r o ­

p i e d a d  g e o m é t r i c a  o  i n v a r i a n t e  d e  l a  g e o m e t r í a  e n  c u e s t i ó n .

S i g u i e n d o  a  K l e i n ,  e l  e s t u d i o  d e  u n a  g e o m e t r í a  c o n s i s t e  e n  l a  

b ú s q u e d a  y  a n á l i s i s  d e  l a s  p r o p i e d a d e s  y  c o n c e p t o s  g e o m é t r i c o s ,  

q u e  p e r m a n e c e n  i n v a r i a n t e s  p o r  l a  a c c i ó n  d e l  g r u p o .

P a r a  f i j a r  i d e a s ,  s u p o n g a m o s  q u e  n u e s t r o  c o n j u n t o ,  e s  e l  c o n  I  u n -



t o  d e  p u n t o s  d e l  p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  u n  a  h o i a  d e  p a p e l .  C r e e ­

m o s  q u e  e l  l e c t o r  y a  t i e n e  u n  c r i t e r i o  f o r m a d o  p a r a  r e c o n o c e r  a  

« 0 ) 0 » c u á n d o  d o s  f i g u r a s  d i b u i a d a s  s o b r e  e s t e  p a p e l  s o n  i g u a l e s .  E l  

p r o c e s o  d e  c o m p a r a c i ó n  e s t á  i n t r í n s e c a m e n t e  l i g a d o  a  l a  i d e a  d e  

t r a n s p o r t a r  u n a  d e  t a s  f i g u r a s  p a r a  i n t e n t a r  h a c e r l a  c o i n c i d i r  c o n  l a  

o t r a .  D e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  g e o m é t r i c o ,  e s  p r e f e r i b l e  p e n s a r  q u e  

h a  s i d o  u n a  a p l i c a c i ó n  b i y e c t l v a  d e l  c o n i u n t o  d e  p u n t o s  d e l  p l a n o  

e n  s i  m i s m o ,  l a  q u e  h a  l l e v a d o  u n a  f i g u r a  a  s u p e r p o n e r s e  c o n  l a  

o t r a .  D e  a q u í  s u r g e  l a  i d e a  i n t u i t i v a  d e  m o v i m i e n t o :  E l  g r u p o  d e  l o s  

m o v i m i e n t o s ,  { q u e  d e f i n e  l a  g e o m e t r í a  a f í n  e u c l i d e a  d e l  p l a n o )  e s  e l  

g r u p o  f o r m a d o  p o r  l a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  { d e l  p l a n o ) ,  q u e  a p l i c a n  c a ­

d a  f i g u r a  e n  o t r a  f i g u r a  i g u a l .  P o r  o t r a  p a r t e  e s t a s  t r a n s f o r m a c i o ­

n e s  e s t á n  c a r a c t e r i z a d a s  p o r  l a  p r o p i e d a d  d e  c o n s e r v a r  l a  d i s t a n c i a  

e n t r e  p u n t o s .  A s í  e l  c o n c e p t o  d e  d i s t a n c i a  e s  u n  i n v a r i a n t e  d e  e s t a  

g e o m e t r i a .

F i j e m o s  e n  n u e s t r o  p l a n o ,  d o s  r e c t a s  p e r p e n d i c u l a r e s  X ,  Y  

q u e  s e  c o r t a n  e n  u n  p u n t o  o r i g e n  o ,  y  e l i j a m o s  s o b r e  c a d a  u n a  d e  

e l l a s  l o s  p u n t o s  u  y  v  c o n  d i s t a n c i a  u n i d a d  a l  o r i g e n .  E s t o  e s  u n  

s i s t e m a  d e  r e f e r e n c i a  e u c l i d e o  R ;  a  p a r t i r  d e  é l ,  y  m e d i a n t e  u n  p r o ­

c e s o  b i e n  c o n o c i d o ,  p o d e m o s  a s i g n a r  a  c a d a  p u n t o  p  d e l  p l a n o  u n a  

ú n i c a  p a r e j a  d e  n ú m e r o s  ( x ,  y )  q u e  s e  d e n o m i n a n  c o o r d e n a d a s  e u c l í -  

d e a s .

U n  m o v i m i e n t o ,  t r a n s f o r m a  u n  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c i a  e u c l i d e o  R 

e n  o t r o  R ' ,  y  c a d a  p u n t o  p  c o n  c o o r d e n a d a s  ( x ,  y )  r e s p e c t o  a  R ,  e n  

u n  p u n t o  p '  c o n  l a s  m i s m a s  c o o r d e n a d a s  ( x ,  y )  r e s p e c t o  a  R '  R e c i ­

p r o c a m e n t e ,  l a  t r a n s f o r m a c i ó n  a n t e s  d e s c r i t a ,  c u a n d o  s e  t o m a n  R  y  

R '  s i s t e m a s  d e  r e f e r e n c i a  e u c l í d e o s  a r b i t r a r i o s ,  e s  u n  m o v i m i e n t o .

E n  e s t o  s e  b a s a  u n a  c o n o c i d a  t é c n i c a  u t i l i z a d a  p o r  a l g u n o s  d i b u ­

j a n t e s ,  c o n s / s í e n f e  e n  t r a z a r  d o s  c u a d r i c u l a d o s  i g u a l e s ,  u n o  s o b r e  

l a  f i g u r a  o r i g i n a l ,  y  e l  o t r o  e n  e l  l u g a r  e n  d o n d e  s e  d e s e a  h a c e r  l a  

c o p i a  ( v é a s e  f i g u r a ) .

S i  n u e s t r o  d i b u / a n t e  l o  q u e  d e s e a  e s  h a c e r  u n a  a m p l i a c i ó n  d e l  

o r i g i n a l  d e b e r á  s e r v i r s e  d e  u n  c u a d r i c u l a d o  m á s  g r a n d e .  E n  u n  l e n ­

g u a j e  m á s  t é c n i c o ,  d i r í a m o s  q u e  s u  c o p i a  e s  e l  r e s u l t a d o  d e  t r a n s ­

p o r t a r  l a  f i g u r a  o r i g i n a l ,  m e d i a n t e  u n a  t r a n s f o r m a c i ó n  d e l  p l a n o  q u e  

e n v í a  c a d a  p u n t o  p  c o n  c o o r d e n a d a s  ( x ,  y )  r e s p e c t o  a l  s i s t e m a  d e  

r e f e r e n c i a  e u c l i d e o  R ,  a l  p u n t o  p '  c o n  l a s  m i s m a s  c o o r d e n a d a s  ( x ,  y )  

r e s p e c t o  a  u n  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c i a  R '  q u e  e s  e u c l i d e o  e n  t o d o ,  

s a l v o  q u e  p a r a  s u  c o n s t r u c c i ó n  p u e d e  h a b e r s e  c a m b i a d o  l a  u n i d a d  

d e  m e d i d a .

E s t e  t i p o  d e  t r a n s f o r m a c i o n e s  s e  d e n o m i n a n  s e m e j a n z a s ,  y  d e f i -



n e n  l a  g e o m e t r i a  a f í n  e q u i f o r m e  d e l  p l a n o .  T o d o s  l o s  c o n c e p t o s  r e ­

l a t i v o s  a  l a  f o r m a  d e  l a s  f i g u r a s  ( c i r c u l o ,  c u a d r a d o ,  t r i á n g u l o  e q u i l á ­

t e r o ,  p e r m a n e c e n  i n v a r i a n t e s  e n  e s t a  g e o m e t r í a ,  s i n  e m b a r g o  n o  

s u c e d e  a s í  c o n  l o s  t a m a ñ o s  ( c í r c u l o  d e  r a d i o  u n i d a d ,  c u a d r a d o  d e  

l a d o  d o s . . . ,  n o  t i e n e n  y a  c o n s i s t e n c i a ) .

E l  c o n c e p t o  d e  d i s t a n c i a ,  h a  p e r d i d o  p u e s  s i g n i f i c a d o  e n  e s t a  

g e o m e t r í a ,  c o n s e r v á n d o s e ,  s i n  e m b a r g o ,  u n  c o n c e p t o  a l g o  m á s  a b s ­

t r a c t o  q u e  u s u a l m e n t e  s e  d e n o m i n a  r a z ó n  d e  d i s t a n c i a s .  P o r  e j e m ­

p l o ,  u n  p a r  d e  s e g m e n t o s  d e  i a  m i s m a  l o n g i t u d  s e  t r a n s f o r m a n  m e ­

d i a n t e  u n a  s e m e j a n z a  c u a l q u i e r a  e n  o t r o  p a r  d e  s e g m e n t o s  c o n  l a  

m i s m a  l o n g i t u d ,  a u n q u e  q u i z á s  d i s t i n t a  d e  l a  d e  l o s  s e g m e n t o s  o r i ­

g i n a l e s .

N u e s t r o  i n h á b i l  d i b u j a n t e  p u e d e  r e c u r r i r  a ú n  a  m é t o d o s  m á s  g r o ­



s e r o s  p a r a  r e a l i z a r  s u s  c o p i a s ,  s i r v i é n d o s e  a h o r a  d e  u n  c u a d r i c u l a ­

d o  h o m o g é n e o  f o r m a d o  p o r  p a r a l e l o g r a m o s  i d é n t i c o s  ( v é a s e  f i g u r a ) .  

L a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  d e l  p l a n o  q u e  p a s a n  d e l  c u a d r i c u l a d o  e u c l i ­

d e o  o r i g i n a l  a  o t r o  d e l  t i p o  a n t e s  m e n c i o n a d o ,  s e  d e n o m i n a n  t r a n s ­

f o r m a c i o n e s  a f i n e s ,  y  d e f i n e n  l a  g e o m e t r í a  a f í n  d e l  p l a n o .  E n  e s t a  

g e o m e t r í a  e l  c o n c e p t o  d e  f o r m a  h a  p e r d i d o  t a m b i é n  s i g n i f i c a d o .  U n  

c u a d r a d o  p u e d e  t r a n s f o r m a r s e  e n  u n  p a r a l e l o g r a m o  a r b i t r a r i o ,  y  

u n a  c i r c u n f e r e n c i a  e n  u n a  e l i p s e .

L a  g e o m e t r í a  a f í n  s e  e n c a r g a  d e l  e s t u d i o  y  a n á l i s i s  d e  l a s  p r o ­

p i e d a d e s  y  c o n c e p t o s  q u e  p e r m a n e c e n  i n v a r i a n t e s  a l  a p l i c a r l e s  

c u a l q u i e r  t r a n s f o r m a c i ó n  d e  e s t e  t i p o .  I n d i q u e m o s  a  m o d o  d e  e i e m -  

p l o  a l g u n o  d e  e l l o s :

—  L i n e a  r e c t a  y  s e g m e n t o .

—  R a z ó n  s i m p l e  d e  t r e s  p u n t o s  a l i n e a d o s .

—  P a r a l e l i s m o  d e  r e c t a s .

—  P a r a l e l o g r a m o ,  t r i á n g u l o ,  e l i p s e . . .

S e  o b s e r v a r á  q u e  a  m e d i d a  q u e  e l  g r u p o  d e  t r a n s f o r m a c i o n e s  

a u m e n t a  d e  t a m a ñ o ,  e l  c o n c e p t o  g e o m é t r i c o  d e  i g u a l d a d  d e  f i g u r a s  

s e  h a c e  m á s  a b s t r a c t o ,  y  l a s  p r o p i e d a d e s  g e o m é t r i c a s  m á s  p r o f u n ­

d a s .  P a r e c e  e s t a r  r e f l e j a d a  e n  e s t e  e s q u e m a  l a  m i s m a  e s e n c i a  d e  

l a  c a p a c i d a d  d e  a b s t r a c c i ó n  d e l  i n t e l e c t o  h u m a n o .

E l  e s t u d i o  d e  l a  g e o m e t r í a  a f í n ,  a f í n  e u c l i d e a ,  y  a f í n  e q u i f o r m e  

e n  e s p a c i o s  d e  d i m e n s i ó n  f i n i t a ,  c o n s t i t u y e  e l  n ú c l e o  f u n d a m e n t a l  

d e l  l i b r o .  H e m o s  t o m a d o  p a r a  e l l o  c o m o  p u n t o  d e  r e f e r e n c i a  l a s  

i d e a s  d e  K l e i n  a c e r c a  d e  l a s  g e o m e t r í a s ,  y  c o m o  i n s t r u m e n t o  b á s i ­

c o  d e  t r a b a i o ,  e l  á l g e b r a  l i n e a l .  S e  i n c l u y e  t a m b i é n  e l  e s t u d i o  d e  l a  

g e o m e t r í a  v e c t o r i a l  ( c o m o  p r e r r e q u i s i t o ) ,  y  d e  l a s  g e o m e t r í a s  d e  l o s  

e s p a c i o s  v e c t o r i a l e s  m é t r i c o s .  E l  m o d e l o  d e  L o r e n t z ,  c o m o  c a s o  

p a r t i c u l a r ,  t i e n e  i n t e r é s  e s p e c i a l  p a r a  l o s  f í s i c o s  r e l a t i v i s t a s .

E s t á n  a q u í  r e s u e l t o s  a d e m á s ,  d i v e r s o s  p r o b l e m a s  d e  c l a s i f i c a ­

c i ó n  g e o m é t r i c a ,  a l g u n o  d e  l o s  c u a l e s ,  c o m o  e l  d e  c l a s i f i c a c i ó n  l i ­

n e a l  d e  e n d o m o r f i s m o s  v e c t o r i a l e s ,  y  l o s  d e  c l a s i f i c a c i ó n  l i n e a l  y  

e u c l i d e a  d e  l a s  f o r m a s  c u a d r á t i c a s ,  t i e n e n  m a r c a d o  i n t e r é s  e n  o t r o s  

c a m p o s ,  a p a r e n t e m e n t e  l e í a n o s ,  t a l e s  c o m o  E c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a ­

l e s ,  S i s t e m a s  d i n á m i c o s ,  G e o m e t r í a  d i f e r e n c i a l .  M e c á n i c a ,  T o p o l o ­

g í a  g e o m é t r i c a . . . ,  e t c .
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RECOMENDACIONES AL LECTOR

L a  m a t e r i a  d e  e s t e  l i b r o  e s t à  p e n s a d a  p a r a  c u b r i r  u n a  a s i g n a t u ­
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CAPITULO I

GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES



LECCION 1 

GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

El tema está dedicado a exponer las nociones básicas acerca de 
la actuación de grupos sobre conjuntos, y de ios problemas de cla­
sificación que Inducen.

El objetivo final es el de desarrollar la idea general de geome­
tría {expresada por Klein en 1872), como el estudio de las propieda­
des y conceptos que permanecen invariantes por la actuación de un 
grupo de transtormaciones.

Este punto de vista es especialmente útil para la sistematización 
del estudio de las geometrías definidas por grupos de transtorma­
ciones lineales {geometrías lineales).

1. ACTUACION DE UN GRUPO SOBRE UN CONJUNTO

Comenzaremos introduciendo el concepto de actuación de un 
grupo sobre un conjunto con numerosos ejemplos, algunos de ellos 
con utilidad posterior. Por último se estudian los tipos más usuales 
de actuación.

Definición 1.1: Actuación

Sea G un grupo y X u/i conjunto. Una actuación {por la izquier­
da) de G sobre X es una aplicación

GxX 3 (g, x) ^  gx G X 

que verifica las siguientes propiedades:
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i) Para todo par de elementos g, h e G y todo x g X se verifica 
(gh)x =  g(hx).

ii) Para todo x e X se tiene ex =  x, siendo e el elemento neutro 
de G.

1 /2  GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

Ejemplo 1.2

Sea P un polígono regular de n lados en cuyos vértices son 
X = {x ,, x „]. Considérese la Tamilia de rotaciones de con cen­
tro en el centro del polígono P y annplitud 0, =  2Tiiln que denotamos 
por g,. / =  1, n. El coniunto g„) de tales
rotaciones tiene estructura natural de grupo respecto a la composi­
ción de aplicaciones. La aplicación

G x X  a {g„ x ,)----- ^g,{^r) e X

define una actuación de G en X.

Ejemplo 1.3

Sea S{X) el grupo de permutaciones de un conjunto X, es decir: 
el conjunto de biyecciones de X en X dotado de estructura de grupo 
por la composición de aplicaciones. Si G es un subgrupo de S(X), 
el grupo G actúa de forma natural sobre X;

G x X  9 (g, x ) ------g (x) g X.

Ejemplo 1.4

Pueden establecerse algunas actuaciones naturales de un grupo 
G sobre sí mismo:

a) Traslación por la izquierda L

L : G x G  3 {g, x ) ------ Lgx =  gx g G

b) Coniugación por la izquierda C

C : G x G  9 (g, x ) ------ ^g x g ~ '  e G
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De modo análogo a 1.1 puede establecerse el concepto de ac­
tuación por la derecha.

GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 1/3

Definición 1.5

Un grupo G actúa por la derecha sobre un conjunto X cuando se 
ha dado una aplicación

X X G 9 (x, g ) ----- ► xg G X

que verifica las siguientes propiedades:

i) x(gh) =  (xg)h para todo x e X y todo g, h e G.
ii) xe =  x para todo x e X.

Aunque restrmgiremos nuestra atención a las actuaciones de 
grupos por la Izquierda, todos los conceptos y resultados tienen 
una traducción natural para las actuaciones por la derecha.

Ejemplo 1.6.

Siguiendo con el ejemplo 1.4 también existen actuaciones natu­
rales de un grupo G sobre sí mismo por la derecha:

a) Traslación por la derecha R

R : G x G 3  (x , g ) --------R gx^xg  e  G

b) Conjugación por la derecha C

C '; G X G 3 (x, g ) ----- »■ g ~ ' X QE G

Ejemplo 1.7.

Si un grupo G actúa sobre un conjunto X, puede establecerse 
una actuación natural de G sobre el coniunto de partes de X, P(X):

G X P(X) 3 Íg, A ) -----  ̂gA = [ga\a  e A] e P(X).
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Ejemplo 1.8.

1 /4 GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

La tamilia de matrices G{9) =
í  eos Q - s e n  O o \

sen O

\  o

eos o o 
o 1 /

, e e

permite definir una actuación del grupo aditivo 
tera de radio unidad

+  ) sobre la es-

S =  {x = j
X i \

X^

X3/

G \ /3 ( ÍR )  |x^x =  x^ +  x^ +  x^ =  1 }

mediante la aplicación

xS  3{0, G{9) e S

En efecto, la familia de matrices G(0) representa la Tamilia de 
giros en \ /3(IR) de eje Xg y verifica las propiedades:

i) G (0)̂  6 (0) = /  (matriz identidad)
ii) G (0 i) G (62) =  G (0 1 + ^ 2)

iii) G(0) =  /

que tienen comprobación algebraica inmediata.

La propiedad i) permite comprobar que si x g S (es decir, x*x =  
^ 1), entonces G {0 )x e S :

{G{0)xy {G{e)x )=xHG{ey  g ( 0 ) ) x = x V x = x ‘x - i .

Las propiedades ii) y iii) indican que la aplicación (1.8.1) es en 
efecto una actuación.
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(Figura 1)

Los ejemplos de actuaciones expuestos a continuación serán de 
utilidad en el estudia de las geometrías lineales:

Ejemplo 1.9: El grupo lineal general GL(n, K)

Fijado el cuerpo IK, denotamos por GL{n, K) (o simplemente 
GL{n) Si se sobreentiende el cuerpo) al coniunto de matrices no 
singulares cuadradas de orden n con coeficientes en K, dotado de 
estructura de grupo por el producto usual.

Se denomina a GL{n, K) grupo lineal de orden n sobre K  y ac­
túa sobre el espacio V„(K) de matrices columna

, X¡ E  [K ,

de la torma:

GL(n, IK )x \/„ (K ) 3 (A,
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Ejemplo 1.10: Grupo afín general

Sea GA(n, (K) (o GA{n)) el conjunto de matrices con coeficientes 
en el cuerpo K de la Torma

A
( 1

\a  A j

siendo

g V„(ÍK) y A e GL (n,

Es fácil comprobar que GA {n, K) tiene estructura de grupo con 
el producto de matrices y se denomina grupo afín de orden n sobre 
K. Su actuación natural sobre V^(K) es la siguiente

GA{n, K )x V „ (K )  3 {A, i  \  ) ----- ^ s +  a Í  \  e \/„(K )

Obsérvese que si G es un grupo que actúa sobre un coniunto X 
y G' es un subgrupo de G entonces se puede definir una actuación 
de G' sobre X de modo natural.

Veremos ahora algunos ejemplos de esta situación.

Ejemplo 1.11: Grupo ortogonal lineal euclideo 0(n)

Tomando [K =  IR, el conjunto O {n) =  {A e GL [n) \ A ^ A ^ I ]  es un sub­
grupo del grupo lineal general GL{n) y se denomina grupo ortogo­
nal lineal de orden n.

El grupo 0{n) actúa sobre V„(1R) igual que GL{n).
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Ejemplo 1.12: Grupo ortogonal afín euclideo OA(n)

g e o m e t r ía  y  g r u p o s  d e  TRANSFORMACIONES 1/7

Está formado por las matrices de la torma

O A
A = G GA{n, U)

/

tales que Á e 0(n)  y es un subgrupo de GA{n). 0 /\(n) actúa de tor­
ma natural en \Z„(R) como en 1.10.

Ejemplo 1.13: Grupos ortogonales 0(p, q)

Sean p, q enteros mayores o iguales que cero, n ^ p + q > 0  y 
sea Spp la matriz:

(P

- 1
- 1

iq

- 1

El conjunto de matrices:

0(p, q) =  {A e G L {n .  R)|A 'S„,A =  Sp,}

es un subgrupo de GL{n) que denominamos grupo ortogonal de tipo 

P. Q·

Nótese que 0{n, 0) =  0 (n) es el grupo ortogonal euclídeo.

0 {p, q) actúa en \/„([R) de la torma natural, habida cuenta de 
que 0(p. q) es subgrupo de GL{n).
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Ejemplo 1.14: Grupo afín ortogonal OA(p, q)

OA{p, q) está formado por el coniunto de matrices A e GA{n, ÍR)

0^\

1 /8  GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

A tales que A e 0{p, q)
va ^  j

OA{p, q) actúa en \/„([R) como subgrupo de GA(n, R).

Se definen a continuación algunas de las propiedades usuales 
de una actuación:

Definición 1.15: Actuación fiel

Sea G un grupo que acfúa sobre el coniunto X, diremos que ac­
túa fielmente sobre X s/ se verifica la siguiente condición:

Si g x = x  para todo x g X, entonces g =  e.

Ejemplo 1.16

Sea G un grupo cuyo centro

Z s ^ { g  eG \  para cada h e G es gh =  hg}

es distinto de {e}. Entonces la actuación de G sobre sí mismo por 
coniugación (por la izquierda o la derecha) no es fiel. Sin embargo, 
la actuación de G sobre sí mismo por traslación (por la izquierda o 
la derecha) siempre es fiel.

Ejemplo 1.17

La actuación del grupo lineal GL(n) sobre \/„(lK) dada en 1.9 es 
fiel. En efecto, si A = {a,j) y Ax =  x para todo
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se tiene en particular para

GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 1/9

De torma análoga se puede comprobar que la actuación de 
GA{n) en V JK )  es fiel.

Ejemplo 1.18

Si eí grupo G actúa fielmente sobre el coniunto X y G' es sub­
grupo de G entonces G' actúa fielmente sobre X.

Como consecuencia del ejemplo anterior se concluye que las 
actuaciones de los grupos lineales 0(n), 0{p, q), OA{n) y OA{p, q) 
son fieles.

Ejemplo 1.19

La actuación de (ffS, + )  sobre la esfera de radio unidad dada en 
el ejemplo 1.8 no es fiel, ya que G(2tü)x =  x  para todo s e S Y 2n es 
distinto de 0 .

Definición 1.20: Actuación transitiva

Sea G un grupo que actúa sobre el coniunto X, diremos que ac­
túa transitivamente si se verifica la siguiente condición:

Para cada par x, y e X existe g e G tal que gx= y .

Ejemplo 1.21

La actuación del grupo GL{n) sobre \/„{íK) no es transitiva, ya 
que si A e GL{n) es >40 =  0 siendo
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Evidentemente tampoco es transitiva la actuación de 0 (n) y 
0(p, q) por ser subgrupos de GL{n).

Ejemplo 1.22

La actuación de GA(n, IK) en Ì/^(IK) definida en 1.10 es transiti­
va:

SI X =

/ / A

\ y . /

son elementos de V„(K), tomando

V
a =

í^  0· 

I
, {I e GL{n), matriz identidad) se tiene que Ax = y.

Tomando K = U, la matriz A anterior está en los grupos OA{n) y 
OA(p, q), por tanto la actuación de estos grupos en V„{U) es tam­
bién transitiva.

Ejemplo 1.23

La actuación de ([R, + )  sobre la esfera S del ejemplo 1.8 no es 
transitiva. Nótese por ejemplo que el punto

permanece fijo por la actuación de ([R, +). 
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Definición 1.24: Grupo de isotropia

GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 1/11

Sea G un grupo que actúa sobre el conjunto X. Dado x g  X se 
denomina grupo de isotropia de x a

Gx = {g e G|gx =  x}.

Ejemplo 1.25

En la actuación natural de GA{n, ÍK) en Vn(IK), et grupo de iso­
tropia de

0 = e V„{IK) es G, A G GL{n, K)

que puede identificarse canónicamente con GL{n) mediante el iso­
morfismo de grupos

g G,

Ejemplo 1.26

Continuando con el ejemplo 1.23, el grupo de isotropia del punto

/ o
O I es todo ([R, +).

El grupo de isotropia de

1

x=l O I G s
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está determinado por el conjunto de los 0 e [R tales que

1 /1 2  GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

eos 0 —sen 6 O 

sen O eos 9 O
O O 1

1\ / 1

0 ) = 0

0 / ^ 0

es decir:. feos 0 =  1
sen 0 =  0

Asi U, =  2nZ = {2nk\k e Z } .

Proposición 1.27

Si G actúa sobre X, entonces para cada x g X. 
/) es subgrúpo de G.
ii) S/ g e  G y x' =  gx se tiene que Gj^,=gG^g~^

Demostración

i) S\ g, h e G^ entonces

{hg~^)x =  h{g~^ x ) ^h { g~^  {gx)) =

=  h{{g~^g)x) =  h{ex)  =  hx =  x.

Por tanto h g ~ ^  e  G^.

ii) Si X' = g x  y h e  G^ se tiene que

{ghg~ x' ^{gh)  {g~^ x') =  {gh) x =  gfx =  x'

asi pues gG^g~^ está contenido en Ĝ ·̂ Del mismo modo se prueba 
la inclusión en sentido contrario. □

Observación 1.28

Si G actúa transitivamente sobre X, entonces todos los subgru­
pos de isotropia son coniugados.

30



2. RELACION DE EQUIVALENCIA INDUCIDA POR UNA 
ACTUACION

GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 1 /1 3

Toda actuación de un grupo sobre un coniunto induce sobre éste 
una relación de equivalencia.

Definición 2.1

Si G actúa en X, dos elementos x, x' de X, se dicen equivalentes 
(x ~ x ')  si extste\g e G tal que gx =  x'

Es inmediato comprobar que esta relación es de equivalencia. 
Las clases de equivalencia se denominan órbitas. La órbita de un 
elemento x es por tanto 0(x) ={gx \ g  e G}.

El conjunto cociente, que denominaremos espacio de órbitas, se 
denota por X/G.

Observación 2.2

Si G actúa transitivamente sobre X entonces existe una sola ór­
bita en X/G, es decir X/G = {X}.

Ejemplo 2.3

Consideremos la actuación de GL{n, IK) sobre V„(IK) definida en
1.9. El espacio de órbitas V„{K)/GL(n,  IK) está formado por dos ele­
mentos: {0} y \Z „{ lK )-{0}.

Ejemplo 2.4

Considérese la actuación del grupo {[R, +)  sobre la esfera S de­
finida en el ejemplo 1.8 .
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Un método usual para resolver problemas de clasificación induci­
dos por ta actuación de un grupo es determmar sistemas completos 
de mvariantes que sean calculables en la práctica. (El invariante p , 
del eiemplo 2.6 es un invariante completo y fàcilmente calculable.)

Tendremos oportunidad de practicar este método de trabaio en 
muchas ocasiones a lo largo del texto.
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3. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES Y 
GEOMETRIA

La actuación de un grupo G sobre un coniunto X determina, si­
guiendo a Klein, una geometría sobre el conjunto. El estudio de es­
ta geometría es el estudio de aquellas propiedades y conceptos que 
permanecen invariantes por la actuación del grupo.

La «geometría» definida por G en X está determinada por el gru­
po de transformaciones inducido por la actuación:

Definición 3.1. Grupo de transformaciones

Un grupo de transformaciones de un coniunto X es un subgrupo
T del grupo S(X) de permutaciones de X.

Como se adelantó en el eiemplo 1.3 el grupo T actúa natural­
mente sobre X:

T x X  3 {g, x) g(x) G X 

y esta actuación es fiel.

Ejemplo 3.2.

Si K es un cuerpo, el conjunto GL{Vn{K))  de biyecciones linea­
les g : \/„(tK )----- )■ \/„(ÍK) es un grupo de transformaciones de \/„{IK).
Recuérdese que una aplicación g ; \ / „ ( lK ) ----- se dice lineal
si para todo x e y de \/„(ÍK) y / ,  u e K  se verifica:
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f{Áx +  fiy) =  Áf{x) +  uf{y).

A continuación establecerennos cómo una actuación induce un 
grupo de transformaciones.
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Proposición 3.3.

Sea G un grupo que actúa sobre un conjunto X. Sí g g G, deno­
tamos por <D(g) a la aplicación definida por

(D(g) : X 9  X ----gx g  X

se tiene entonces que í> (g) e S (X) para todo g e G  y < D G -+ S (X )
es homomorfismo de grupos.

Demostración

Nótese que si g, /? g  G y x e  X se verifica

O igh) (X) =  {gh) x =  g {hx) =  <D (g) {hx) =  (0) {g) ^  {h)) (x)

y por tanto ^ {g / j)  =  0 (g) <^{h).

En particular 0 ( f i f ) .X ----- >■ X es biyectiva, pues

^ { g)  '') =  ^ { gg~ ^ ) = ^ { e )  =  id X (<I>(e)(x) =  ex =  x para todo
x g X)

con ¡o que se concluye la demostración. □

Definición 3.4: Grupo de transformaciones inducido por una actua­
ción

En las hipótesis de la proposición anterior se denomina a im <t> = 
=  G X grupo de transformaciones inducido por la actuación de G so- 
bre X- El homomorfismo suprayectivo de grupos <I>. G ->· Gx se de­
nomina homomorfismo natural.
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Observación 3.5
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Si G actúa sobre X, nótese que Ker =  e G\gx =  x para todo 
X e  X }  y  por tanto es isomorfisnno si y sólo si la actuación es fiel.

Ejemplo 3.6

La actuación natural de GL{n,  IK) en V„(IK) es fiel (ver 3.3). Ca­
da elemento A e G L i n ,  K) puede Identificarse con la aplicación

■ ^ A Í  ;  \  G V„(K) 

X,

a través del isomorfismo d).

/ y .Si x = j y = son elementos de V„(IK), Á, ^  e K, por

las propiedades del producto de matrices se tiene para 
A e GL (n, IK):

A (Ax + ^y) =  Á (>¿\x) +  ¡JL {Ay)

por tanto A es una biyección lineal de G/.(V„(IK)) (ver 3.2). Probe­
mos que G L(\/„(K )) (grupo de biyecciones lineales de V„([K)) es el 
grupo de transformaciones inducido por la actuación. En efecto, si

g e G L { V A K ) )  y g ( / , ) - eV„([K) siendo {¡
/ o '  

1

VO

se verifica para x = / e V A K ) :
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g (X) = g (Sx, /, ) =  Ix ,g  (/, ) =  S x /  ® ” A  =  Ax

\ a » .

9 i i  ■ · ·

siendo A =
®ni · · ' ^nn J
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Si det /\ =  0 entonces el sistema Ax =
/ O '

tiene Infinitas solucio-

\ 0 .
nes y g no seria biyectiva, por tanto A eGL{n)  y <t>{A) =  A ^ g .

Definición 3.7: Geometrfa

a) Una geometría es un par (X, G) donde X es un conjunto y G 
es un grupo que actúa fielmente sobre X.

b) El grupo de transformaciones de la geometría es el grupo 
Gx inducido por la actuación de G sobre X.

c) Dos geometrías (X, G) y {X, G') sobre el mismo coniunto X 
se consideran iguales st definen el mismo grupo de transformacio­
nes.

Proposición 3.8.

Las geometrías (X, G) y {X, G') coinciden si y sólo si existe 
9: G-»-G' isomorfismo de grupos tal que

0 (g)x =  gx para todo x e X y todo g e  G. (3.8.1) 

Demostración

Sean O: G ^G x  y íD' G~>G'x los isomorfismos naturales. Si Gx
— G'x entonces

0 = 0) ' - ·  d » :G - > G ' 

es isomorfismo de grupos que verifica la propiedad (3.8.1).
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Recíprocamente si O : G ->■ G' es isomorfismo de grupos que veri­
fica (3.8.1) entonces O' ■ 6 { g ) ^ ^ { g )  para todo g e G y

G x=0(G ) =  0'  ̂ 0 (G) — (G ) =  G X- n
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Ejemplos 3.9

1. (\/„(ÍK), GL{n,  IK)) con la actuación dada en 1.9 se denomina 
geometría vectorial de \/„(K). Su grupo de transformaciones es 
el de biyecciones lineales GL{n, !K).

2. ((\/„(ÍK), GA{n,  ÍK)) con la actuación dada en 1.10 define la geo­
metría afín de V„([K).

3 . ((\/„([R), 0 (n)) con la actuación definida en 1.11 define la geo­
metría vectorial euclidea de V „(1R).

4. (\/„([R), 0/A(n)) define la geometría afín euclidea de

Por último introduciremos una ordenación entre las geometrías defi­
nidas sobre un conjunto dado:

Definición 3.10. Subgeometria

Sean (X, G) y (X, G ') dos geometrías sobre el mismo coniunto X. 
Diremos que (X, G) es subgeometria de (X. G') si el grupo Gx de 
transformaciones de (X, G) es subgrupo del grupo de transformacio­
nes G X de (X, G').

Proposición 3.11

S/ (X, G) y (X, G ') son dos geometrías sobre el mismo coniunto 
X, entonces (X, G) es subgeometria de (X. G ') si y sólo si existe 
^ ;G - > G ' monomorfismo (homomorfismo ínyectivo) de grupos tal 
que ^{g) x = g x  para todo x e X.

Demostración: Véase el eierciclo 1.9. □
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Ejemplos 3.12

1. El monomorfismo:

-  0 * \
GLin,  K) 3 A ^  K)

\ 0  A J

muestra que la geometría vectorial de \/n{lK) es subgeometria 
de la afín.

2. Análogamente, se ve que la geometría vectorial euclidea
0 (n)) es subgeometria de la afín euclidea (V„(!R), 0 /\(n)).

3. Por ser 0(n) subgrupo de GL{n),  la geometría vectorial euclidea 
de V„([R) es subgeometria de la vectorial.

4. Análogamente la geometrfa afin euclidea de \/n{[R) es subgeo­
metria de la afin de \Z„([R).

Definición 3.13
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Se denomina invariante de una geometría (X, G) a todo invarian­
te en X respecto a la actuación de G.

Nótese que los Invariantes respecto a la actuación del grupo G 
son exactamente los invariantes respecto a la actuación del grupo 
de transformaciones Gx-

Nota 3.14. Conceptos y propiedades geométricas

Como se observa en los ejemplos 3.9 habitualmente las geome­
trías vienen dadas por actuaciones sobre conjuntos que poseen es­
tructuras matemáticas adicionales que dan pie a la definición de 
conceptos y al establecimiento de propiedades. Dada una geometría 
(X, G) diremos que un concepto o propiedad (obtenido gracias a 
alguna estructura matemática definida en X) es geomètrico si per­
manece invariante respecto la actuación de G sobre X. Cobra ahora 
sentido la definición de geometría como la ciencia que estudia las 
propiedades y conceptos que permanecen invariantes por la actua­
ción de un grupo de transformaciones.
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Ejemplo 3,15

En la geometría vectorial euclidea (\/„([R), 0 (n )) la aplicación

/ x A
ll-ll : 3 - ^ ^ x ‘  +  ... +  x ‘ = J x ^  6 R

V xj
define un invariante, ya que si
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x = l  ] G \/„(lR). /A G 0{n)

Xr

se verifica:

||,4x|| = V(/\x)' (Ax) = s/ x ' (A 'A ) x = ̂ ^  = \\x \\

Un elemento X 6 V„(IR) se dice unitario, si |lxH =  1. La propiedad 
«ser elemento unitario» es una propiedad geométrica para la geo­
metria (\/n(IR), O (/?)).

Observación 3.16

Si (X, G) es subgeometria de (X, G '), los invariantes de (X, G')  
son también invariantes de (X, G) pero no recíprocamente. Análoga 
observación es válida también para las propiedades y conceptos 
geométricos.

Ejemplo 3.17

La aplicación || |¡: \/„([R )^ [R  definida en 3.15 no es invariante 
para la geometría vectorial de V„([R). Por ejemplo para n =  2.·

2 O 

O 1

/ I
( l ) ñ=  1 # 2  =

\ V v>)
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EJERCICIOS
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1.1.* Sea P un polígono regular de n lados en n innpar, cuyos 
vértices son X =  {x^, ..., x „) . Sean g , : U ^ ^ U ^  las rotaciones 
de con centro el centro de p y amplitud 2nl /n y 
s,. las simetrías respecto de una recta que dejan m-
variante P El conjunto, G. formado por dichas rotaciones y 
simetrías tiene estructura de grupo con la composición de 
aplicaciones. Definir una actuación de G en X, Estudiar si se 
trata de una actuación fiel y transitiva. Calcular los subgru­
pos de isotropia de cada elemento de X.

1.2. ¿La actuación del ejemplo 1.2 es fiel? ¿Es transitiva? Calcú­
lense los grupos de isotropia de cada elemento de X.

1.3. Respóndase las preguntas del ejercicio anterior para la actuación 
sobre un conjunto X  del grupo S{X) definida en el eiemplo 1.3.

1.4. Supongamos que G actúa sobre el conjunto X. S\ A e P{X) 
encuéntrense ejemplos donde ei grupo de isotropia de A en la 
acción de g  sobre P{X) no coincide con la Intersección de los 
grupos de isotropia de los elementos de A en la acción de G 
sobre X.

1.5. * Considérese la matriz:

/ 0 0\
M = [ 0 -1 0

\ 0 0 V
Compruébese que G = {/, M]  tiene estructura de grupo con el 
producto de matrices. Definir una actuación de G sobre el 
cono:

C = < x =  eV^{U)/x^, +  x l  =  x l
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Estudiar si se trata de una actuación fiel y transitiva. Calcu­
lar los grupos de isotropia de cada elemento de C- Describir 
el espacio de órbitas y dar un sistema completo de invarian­
tes para la clasificación dada por la actuación.
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1.6. Sea G{0) el grupo de matrices del eiemplo 1.8 . Definir una 
actuación de G(0) sobre Vaili). Estudiar si se trata de una 
actuación fiel y transitiva. Calcular los grupos de isotropia de 
cada elemento de l/gílR). Describir un sistema completo de 
invariantes para la clasificación dada por la actuación.

1.7.* Calcular los grupos de isotropia de cualquier elemento de 
\/„(IK) en las actuaciones de GL(n,  ¡K) y G/í(a7, K)  definidas 
en la lección.

1.8.* Determinar los grupos de transformaciones de las geome­
trías

{ V „ m ,  0{n) )  y 0{p,  q)).

1.9.* Probar la proposición 3.11.

1.10. Probar que la geometría dada por la actuación fiel del ejem­
plo 1.2, es una subgeometria de la geometría definida por la 
actuación del ejercicio 1.1.

1.11.* Construir un invariante para la geometría (\/„(R), GL{n, !K)) 
que no lo sea para la geometría (V„(IK), GA{n,  [K)).
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CAPITULO II

ESPACIOS VECTORIALES Y MODULOS



Hemos supuesto que el lector posee algunos conocimientos de 
àlgebra lineal. Sin embargo, este capítulo preliminar tiene por obje­
to dar un repaso breve a los resultados de álgebra lineal de mayor 
uso a lo largo del texto. A su vez establecemos las notaciones y 
terminología que utilizaremos. Como única novedad a lo que es ha­
bitual en un primer curso de álgebra lineal muchos de los resulta­
dos serán establecidos para módulos, que, como se estudiaré a 
continuación, son una generalización sencilla del concepto de espa­
cio vectorial y serán útiles en capítulos posteriores.

Por otra parte, teniendo en cuenta la definición de geometría del 
capitulo I, se introduce la geometría vectorial.
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LECCION 2

MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA 
LINEAL

El objetivo de esta lección es la definición de las estructuras de 
espacio vectorial y nnódulo, el estudio de la relación de dependen­
cia lineai y de los conceptos de submódulo y subespacio vectorial.

A lo iargo de la lección A denotará a un anillo conmutativo con 
elemento unidad. Si /t, u e A, las operaciones que dotan a A de 
estructura de anillo serán denominadas;

—  suma: A  x A a {/l, / í) ^  a +  ;í e A

—  producto: A  x A a  (A, /í) ^  á u  e  A

1 G A es el elemento unidad para el producto y O g A es el ele­
mento neutro del grupo (A, + ).

En el caso de tener A  estructura de cuerpo, con las dos opera­
ciones anteriores, sera denotado por K.

1. MODULOS Y ESPACIOS VECTORIALES

Los conceptos de módulo y espacio vectorial tienen su origen 
geométrico en la abstracción de las propiedades algebraicas esen­
ciales de los vectores libres del plano y del espacio.

Definición 1,1: Módulo y espacio vectorial

Una estructura de módulo sobre A para un grupo abeliano 
{M, -l·) se establece por una aplicación:
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11/2

A X M 9 (/, v) AV e M

MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA LINEAL

que verifica las sigulerites propiedades: para todo X, ^  e A y todo 
u, V 6 M

i) Á(u +  v) =  Au +  /v

ii) (A +  /i)v =  AV +  ̂ V

iii) (A^)v-A(^v)

tv) 1v = v.

Se dice entonces que M es un módulo sobre A.

Si IK es un cuerpo /  (V, + )  un grupo abeliano con estructura de
módulo sobre K, entonces se dice que V es un espacio vectorial
sobre K.

A los elementos de un espacio vectorial se les denomma habi­
tualmente vectores y a los elementos del cuerpo escalares.

Ejemplos 1.2

1. El anillo A  está dotado de estructura de módulo sobre A 
con el producto de la estructura de anillo.

2. Sea n un entero positivo y sea

V „(A )=  /X, e a 1

son elementos de se define:

/ i x  A

x + y  = y Áx

\ ^ n + y n j

para A e A.
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Con estas operaciones es un mòdulo sobre A. Si K  es un
cuerpo, \/„(K ) es espacio vectorial sobre IK y se denomina modelo 
analítico de espacio vectorial de dimensión n.

MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA LINEAL 11/3

3. Sea X un conjunto y M un módulo sobre A. El conjunto 
tormado por todas las aplicaciones de X en M tiene estructura de 
módulo sobre A con las operaciones:

—  suma, { f + g ) . X 9 x ------ >■ f{x)-\-g{x) e M para f, g e M^.

—  producto, ?J: X 3 x ------ ► Áf{x) e M  para Á e y f e M^.

4. Fijados los enteros positivos m y n, se denomina matriz de 
m filas y n columnas con coeficientes en A, a una aplicación:

A :  {^, /T?} X {1, n} b {i, j ) ------a¡i e A

Llamaremos FL {m, n; A) (o simplemente FL{m, n) si se so­
breentiende el anillo de los coeficientes) al conjunto de todas las 
matrices de m filas y n columnas con coeficientes en A. Como caso 
particular del ejemplo anterior FL{m, n; A) tiene estructura de mó­
dulo sobre A.

Tradicionalmente una matriz F e F L { m,  n; A) se expresa como 
una tabla de la forma:

= {a¡¡) E FLinri, n; A)

En particular se denota por EL {n, / \ ) = EL  {n)=FL (n, n) al mó­
dulo de matrices de n filas y n columnas sobre A.

Obsérvese que V„ { / \ ) ^FL{ n ,  1).

5 . Sea K  un cuerpo y ¡K [t] el anillo de polinomios en la varia­
ble t. S\ V es un espacio vectorial sobre IK se puede definir una 
estructura de mòdulo sobre lK [í] en V mediante la operación:

K [ í ]  X 3 {a^r +  a ^ - i r ' ^  +  .-. +  ao. v ) ----- a„v-\-a„^ ,v + . . .+aoV e V.
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Definición 1.3: Algebra

Sea [K un cuerpo. Supongamos que un grupo abeliano (U, + ) 
tiene estructura de espacio vectorial sobre K. Diremos que V tiene 
estructura de álgebra sobre K si hay definida una operación inter­
na:

X ; V X V ----- ► V

de modo que (V, x )  tiene estructura de anillo.

Ejemplos 1.4.

1. El anillo de polinomios IKff] sobre e! cuerpo IK tiene estruc­
tura natural de álgebra. En efecto, [K [íl es un anillo con el producto 
y suma usuales entre polinomios. El producto (usuaí) de un número 
por un polinomio da estructura de espacio vectorial al grupo {K[ t \ ,  

+  )■

2. Sean m, n, r enteros positivos. Si

A = {an) e FL{m, n; A) y B = {b,,) e FL{n, r; A) 

se define el producto /AS =  C =  {C/k) e FL{m, r; A) por las fórmulas:

11/4 MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA ÜNEAL

Esta operación se denomina producto de matrices y en el caso 
de considerar matrices en EL (/?; A) es una operación mterna;

EL {n; A) x EL {n; A) 3 {A, B ) -----  ̂AS e EL {n; A)

Si K es un cuerpo EL{n; ¡K) tiene estructura de álgebra sobre K  
pues por el ejemplo 1,3 tiene estructura de espacio vectorial sobre 
[K, y con la suma y producto de matrices tiene estructura de anillo.
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2. DEPENDENCIA LINEAL

MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA LINEAL 11/5

La relación de dependencia lineal es el concepto fundamental 
de! álgebra lineal y tiene su origen geométrico en los conceptos de 
vectores libres con la misma dirección en el plano y vectores libres 
coplananos en el espacio.

En toda esta sección M designará un mòdulo sobre A y \/ un 
espacio vectorial sobre IK. Si r es un entero positivo, a un elemento 
(1/ 1, V,) de M*· (o V̂ ) lo llamaremos sistema. Obsérvese que en
un sistema es esencial el orden y pueden aparecer elementos de M 
repetidos.

Definición 2.1: Dependencia lineal

Sea S un subconjunto de M y v g M. Diremos que v depende 
linealmente de S (o es combinación lineal de elementos de S) y 
escribimos v d.l. S, st existe un sistema (v,, v^) e S' y

.... G A*· tales que:

v =  / , v ,  +  . . .+ x ,v .

Se dice que en este caso v d. 1. {v^, v,).

Finalmente, s/ y S2 son subconiuntos (o sistemas) de M, dire­
mos que S. depende linealmente de (S, d i. S2) si para cada v 
de S,, V d.l. $ 2.

Para manipular combinaciones lineales de sistemas es útil cono­
cer el producto de sistemas por matrices y las reglas básicas de 
cálculo con este tipo de producto.

Definición 2.2.

Sea (V i......Vr) G M 'y  A =  (a¡¡) g FL(r, m: A). Se define el sistema
......  v\/J =  (v^, Vr)A por las fórmulas:

r

aii v¡ para i==1, ..., m.
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Proposición 2.3.

Sean (v^, v,) y (w^, w^) dos sistemas de M. Entonces
(Vi, Vr) d.l. (w^, Wg) SI y sólo si existe una matriz A e FL(s, r) 
tal que (v,, v,) =  {w „  .... w,) A.

Demostración. Véase ejercicio 2.4. □

Proposición 2.4.

Sean (v^, ..., v^) g M', A e FL(r, m) y B e FL(m, s). Entonces:

((V,, ..., v,)A)B =  (v ........  v,)(AB)

Si {v^, ..., Vr), {w^, ..., Wr) G y A, ju G A se denota por

Á{y, ,  ..., v,) +  ̂ (w ,,  ..., w,)

al sistema (av^ +  z^w ,̂

Sean (v^, ..., v^) g M', A, B g FL{r, m) y á, u e  A, entonces:

{y,,  Vr) (AA +  ̂ B ) -Á (v , ,  ..., v ,)A  +  ̂ (v , ,  v ,)B

Demostración. Véase ejercicio 2.4. □

Nota 2.5: Notación

Si S C  M denotaremos por <S> al conjunto {v e M/v d.l. S}. 
Análogamente en el caso de un sistema {v^......  v,) e M’’ denotare­
mos

<i/i, ..., a ..., i/,}>.

Proposición 2.6

Sean (v^, ..., v,) y (w^, ..., w^) dos sistemas de M. Si 
{Wi, ..., Wgj C < v „ .... V,> entonces <w,, ..., w^) C  (v ,,  v^>.
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Demostración

Si { w „  ··■, v,y entonces (w,. v/J d.l. (v,. ..., i/,)
y por la proposición 2.3 existe una matriz AeFLi r ,  s) tal que
(w,,  ..., =  ......V^)A. Si WG<W,, ..., Ws> existe BeFL{s,  1) tal que
w ^ { w „  ..., wJ}B y así ..., v,)A)B=^{v,,  ..., i/,) {AB) con
lo que w e  (v ,,  ..., O ·  Q

Proposición 2.7

i) Si S C M es S C <S>.

ii) Si s ,  C  Sa C M es (S ^) C <S,>.

iii) Si S C  /W se verifica « S > > -< S > .

Demostración. Véase el ejercicio 2.5

Definición 2.8: Sistema generador

Sea S C  diremos que S genera M st <S>-=M. Un sistema 
{Vi, .... Vr) e M  ̂es un sistema generador (finito) si <v^, ..., Vr> = M. 
Si M admite un sistema fifenerador finito se dice que M es finita­
mente generado.

Ejemplo 2.9
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es un sistema de generadores de V„{A).  Por tanto, V„(A) es finita­
mente generado.
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2. El anillo de polinomios K[ t ] ,  considerado como espacio vec­
torial sobre IK, no es finitamente generado. En erecto, si 
es un sistema de !K[f], el conjunto:

< r i -  ·■·. Vr> =  { ^ i y i  +  ---+>^r7rMí G [K}

no contiene polinomios de grado superior al máximo de los grados 
de los Por otra parte el conjunto infinito {1, í, ...} gene­
ra K[ t ] .
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Definición 2.10

Sea (v^, Vr) e un sistema, diremos que es linealmente de­
pendiente (l.d.) SI existe {á^, ..., /ir) e (Ai, .... 0) tal
que V i -I-...-l-/rVr“ 0. Sea S CI M, diremos que S es linealmente 
dependiente (l.d.) si existe un sistema linealmente dependiente for­
mado por elementos distintos de S. Si (v^, ..., v^) g (o S C  M) no 
es l.d. diremos que es linealmente independiente (ii.).

Ejemplo 2.11

subconjunto { 1, t, ..., t". ...} C  ¡K[f] es l.i. Véase el ejercí-El
c í o  2 .6 .

^Observación 2.12

Con la notación matrícíal la definición 2.10 se escribe así: 
{v^, V,) es l.d. SI y sólo si existe A e FL{r, 1) tal que {v^, ..., i/^ )A -0
y A ^0.

Proposición 2.13

S/ (v,, Vf) e es un sistema linealmenfe independiente y
A, B G FL(r, m) son tales que

(Vi, ..., v,)A =  (v,, ..., v,)B

entonces A =  B.
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Demostración

Si (\^̂ , .... v , ) A ^ { v „  v^)B entonces (O, 0) =  {\/,, .... v ^ )A -
- ( i ^ i ........ v^)B y por la proposición 2.4 se tiene (O, 0) =
= {v^, Aplicando la observación 2.12 a cada columna
tendremos que /A—S = 0 . □

A continuación estableceremds algunos resultados que son váli­
dos para espacios vectoriales y no para módulos en general:
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Proposición 2.14

Sea V un espacio vectorial sobre K. Si (v^, ..., v j  g V ,  el siste­
ma (Vi, Vf) es l.d. si y sólo existe i g { 1, r} tal que

Vi d.L {V,, .... v¡_„ v¡ + i ......  Vr).

Demostración

Si {v^, ..., V ,)  es l.d. existe ( À i ,  ..., a , )  e  IK" tal que

Á,v,  +  ... +  Á,v, =  0

y algún x, es distinto de cero. Por ser K un cuerpo podemos escri­
bir:

A ^  r — -1 i -i ̂  r
- 1 / , = ^  t/, 

A i A¡ A i A¡

por tanto, d.l. (v,, .... v¡^, ,  v¡+, ,  ..., v,).

Recíprocamente, si v¡ d.l. ( v , ...... ·■·, v,) para algún t,
entonces:

V¡^Á¡ V- + ... + V¡-^ + Á¡+ ^V;+-  ̂+ ... + Á,V,

y pasando todo a un miembro se concluye que (v^, ..., v,) es l.d.Q
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Observación 2.15

11/10  MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA ÜNEAL

El resultado anterior no es válido para módulos en general, no 
es cierto en el módulo del elemplo 5 de 1.2. En dicho ejemplo ha­
blamos definido una estructura de módulo sobre lK [f] en un espa­
cio vectorial V sobre K. Supongamos que existe en V un sistema 
{i/,, Vz) i i- en la estructura vectorial de V. El sistema es l.d. en V 
como módulo sobre K[ t ] ,  pues

( t - ^ ) v ,  +  0v^ =  0.

Sin embargo, en este módulo, no se verifica que d.l. (1̂2)
Vj d.l. ( v j .  En efecto, si existe

y { t ) = a ^  + a , t ^ . . .  + a ^ r  e K[ t ]

tal que v. ¡=y( t )v2 , entonces (ao +  -  -l-am)v2, con lo que v.  d.l. 
{v^) en el espacio vectorial V y por la proposición 2.14 v^) es
l.d. en \/, en contra de lo supuesto. Análogamente tampoco v. d.l. 
[ v2) en el módulo V.

Proposición 2.16

Sea V un espacio vectorial sobre IK. Si (v^, ..., v^) e V'' es un 
sistema l.i. y v e V no depende linealmente de (v^, v^), entonces
el sistema (v.,, ..., v ,̂ v) es l.i.

Demostración. Ver ejercicio 2.8.

3. BASES Y DIMENSION

Un sistema generador linealmente independiente se denomina 
base. El concepto de base es de importancia fundamental en álge­
bra lineal pues permite el estudio algebraico de un espacio vecto­
rial de generación finita mediante los modelos analíticos \/n([K) 
(véase el paràgrafo 3 de la lección 3: geometría analítica vecto-
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rial). En el presente parágrafo enunciaremos el teorema de la base 
que asegura que todo espacio vectorial tiene una base y que todas 
las bases de un espacio vectorial dado tienen el mismo número de 
elementos.
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Definición 3.1: Base

Sea M un módulo sobre A y £ =  (e i, ..., e^) e M" un sistema de 
M. Diremos que e es una base de M, s/ e es un sistema generador y 
linealmente independiente.

Aquellos módulos que admiten una base se denominan módulos 
libres.

Ejemplo 3.2

1. Supongamos que IK es un cuerpo. El sistema {1̂ , ..., I„) de 
Vn{K) definido en e! ejemplo 1 de 2.9, es una base de V„(ÍK) y se 
denomina base canònica. Para A  =  Z (anillo de los números ente­
ros), el sistema anterior es también base, así V„{Z) es módulo li­
bre.

2. El mòdulo sobre K[ t ] ,  V, definido en el ejemplo 5 de 1.2, no 
es libre (véase el ejercicio 2 .10).

Proposición 3.3. Teorema de la base

Sea V un espacio vectorial sobre IK finitamente generado (distin­
to de {oy.

i) Existe una base £ =  (v,, ..., v„) de V.

ii) Todas las bases de V tienen el mismo número de elemen­
tos.

Demostración. Ver ejercicios 2.11 y 2.12. □

Existen versiones más generales del teorema de la base, para 
nuestros fines será, sin embargo, suficiente el teorema 3.3,
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Definición 3.4: Dimensión

Sea V un espacto vectorial finitamente generado. Se llama di­
mensión de V (dim V) al número de elementos de que consta una
cualquiera de sus bases.

La definición anterior se puede enunciar en contextos más gene­
rales que los espacios vectoriales de generación finita, gracias a 
las versiones más potentes de! teorema de la base.

Obsérvese que imponer la condición de ser finitamente genera­
do a un espacio vectorial es equivalente, en virtud de 3.3, a decir 
que dicho espacio tiene dimensión finita.
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Nota 3.5

La expresión espacio vectorial de dimensión finita sustituirá a 
partir de este lugar a espacio vectorial de generación finita.

Uno de los resultados más útiles en álgebra lineal es que todo 
sistema l.i., en un espacio vectorial se puede ampliar a una base.

Proposición 3.6. Teorema de prolongación de una base

Si la dimensión de un espacio vectortal V es n y {v^, ..., v^) es 
un sistema l.i., extste una base de ta forma:

{v, ,  . . . V , ,  V , +  , ,  ........  l / J

Demostración. Véase el ejercicio 2.14.

4. SUBiVlODULOS Y SUBESPACIOS VECTORIALES

Los subconiuntos de un módulo M que a su vez tienen estructu­
ra de módulo con las operaciones de M restringidas se denominan 
submódulos.
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En el coniunto de todos los submódulos de M se definen dos 
operaciones que dotan a dicho conjunto de estructura de retículo.
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Definición 4.1: Submódulo

Sea M un módulo sobre el anillo A. Diremos que \J C1 4>,
es un submódulo de M si:

1. Para cada u, v e U, u +  v e U.

2. S/ u e U y /i G A entonces >.u g  U.

SI V es un subespaclo vectorial sobre el cuerpo K, a los submó- 
dulos de V se les denomina subespaclos vectoriales de V.

Notación 4.2. Si U es un submódulo de M notaremos U <M .

Proposición 4.3

Sea U C  U es un submódulo de M si y sólo si para
cada u, v g U, /i, ^  e A  se tiene que Au + /iV g U.

Demostración. Ver el ejercicio 2.15. □

Observación 4.4

Si u es un submódulo de M, entonces IJ admite una estructura 
natural de módulo con las operaciones de M restringidas a il. S\ U 
es un subespacio vectorial de V (espacio vectorial de dimensión fi­
nita), entonces a es a su vez un espacio vectorial y tiene sentido 
hablar de dimensión de U- Se verifica que O^ídim ü ^ d im  V. Los 
subespacios vectoriales de dimensión uno se denominan rectas vec­
toriales, los de dimensión dos planos vectoriales y los de dimensión 
n —1 hiperplanos vectoriales, donde n =  d im l/.
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Ejemplos 4.5

1. Si S C  M entonces <S> es submódulo de M.

2 . Sea (/l^, á.„) e  A", el conjunto
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U = <! : 1 e V „ (A ) /A ,x ,  x„ =  0V C  V„(A)

es un submódulo de Diremos que +  ...+  /l„ x„ =  0 es la
ecuación implícita de U-

Proposición 4.6

S C  submódulo de M si y  sólo si <S> 8 .

Demostración. Supongamos que S es submódulo de M. Si v d.l. 
S entonces +  con (i/,, ..., e S*" y U i, Á,) e A^
por ser S submódulo v  = á ^ v  ̂+ ... +  á , v ,  e  S, luego <S> C  S y por 
2.7i) se tiene el contenido en el sentido contrarío.

Reciprocamente si ( S ) = S  por el primer elemplo de 4.5, <S> es 
submódulo de M. □

A continuación estudiaremos el coniunto de los submódulos de 
un módulo /W.

Notación 4.7.

Llamaremos {M) al coniunto de todos los submódulos de M. 

La intersección nos da una primera operación interna en

Proposición 4.8.

Sí {U¡}¡gi C  «^(M) entonces p| U ¡e i^ (M ).
le!

Demostración. Véase el ejercicio 2.16.
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Ejemplo 4.9.

En l/„(A ) consideramos:

U , =

í
G U„(A)/A, ., Xi +  ... +  A,„ x„ = 0

1 = 1, m, entonces: 

/
u = r \  U

i = 1
4

es un submódulo de \/„{A ).

Llamaremos ecuaciones implícitas de U a:

A l, x , +  ... +  Ai„

1 X 1 “í” ■ ■ ■ “I" ̂ mn ^ n ^

Proposición 4.10.

Sea S C  entonces:

<s>= n  u
U e y'(M)

s c u

Demostración

Como S CZ U, aplicando 2.7ii), <S> C  ■\U') =  U pues U e ^ { M )  
por lo tanto

<s> c  n  u.
u e 

S CU
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Por otra parte <S> e (/W) y S C <S> se tiene que

n a c <s>. □
U e (̂M)

S C U

La proposición anterior nos dice que <S> es el submódulo más 
pequeño que contiene a S. Más rigurosamente:

Corolario 4.11.

Dado S C  U y U <M , entonces U =  <S> si y sólo si para cada U' <  
< M  tal que S C  U' entonces U C  U'.

A continuación definiremos otra operación interna en ^ {M ) :  

Definición 4.12.

Sea {U ^......  (2 entonces definimos suma de dichos
submódulos del siguiente modo:

u , +  -.. +  u ^ = <  u  U^>

Proposición 4.13.

Si {U^, U^] C  entonces:

U,-^... +  U^ =  {u , +  . . .+ uJ u ¡ e Uí, / - 1 ,  m}

Demostración

Sea {U^......  UJi C ^ ( M )  llamaremos

u ^ { u , - l ·  ... +  u ju ¡  E  U¡, / =1, m}.

m
Es claro que U es submódulo de /W y que U Ui C. U, por 4.11,

/ = i
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U  ̂+  ... +  U „ C  U. Por otra parte sí u¡ e U¡, / =  1......  m se tiene que
m

u, +  ... +  u^ d.l. de i j  U¡ luego u , + +  e U , + +  □
, =

Proposición 4,14

El conjunto X{M) con las operaciones +  y  f ]  de dos submódu­
los, tiene estructura de retículo, no distributivo, con elemento univer­
sal y  elemento nulo.

Demostración. Las propiedades de retículo de la intersección en 
J^{M) son inmediatas, pues se verifican para todo tipo de subcon- 
juntos de M.

En cuanto a las propiedades de la suma:

—  Sí U e ^ m ,  U + U = i U  u u }  =  i u y ^ u .

—  Sí U21 Us G ^ {M ) ,  como consecuencia de 4.13 podemos 
escribir

ü^-\-{Ü2 -^U ^ =  {u^ +  {u^-\-U:^lu¡ e Ui, / =  1, 2, 3} =

=^{{u -i +  u ^  +  u Ju¡ e  U ¡ ,  / =  1, 2 , 3} =  (L/ 1 +  U 2 ) +  U 3 .

—  SI u „  U2 e ^ {M ) ,  =  U  U  U,y=^U:,-l·U

—  Si U E ^ { M )  entonces O e U, luego L/ +  {0} =  <L/ U  {0}> =  <L/> = 
= U.

—  Si u „ u ^ E  ^ { M ) , u , - ^ { u ^ r \ u , )  =  i u ,  u {u, n
= U,.

—  Sí U „  E s e m ,  U, n {U, +  U,) =  U „  pues u,  c u.  +  u^·
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En cuanto al hecho de no ser retículo distributivo en general, 
considérese el siguiente ejemplo: En como espacio vectorial so­
bre U consideramos =  0)>, ¡Jz^dO, 1)> y 1)>. en­
tonces:

- U ,  +  {U2 n  U,) =  U, +  {0 ] ^ U , ^ U ^ ^ { U ,  +  U,) n  +

-u, n  (u,+v, )=u,  n  u ‘ =u,7^{o}=(u, n u,)+(u, n  u,). □
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O b se rv a c ió n  4.15

E n  g e n e r a l  ^ { M )  n o  e s  u n  r e t í c u l o  c o n  c o m p l e m e n t a r i o .  E n  

e f e c t o ,  c o n s i d é r e s e ,  p o r  e i e m p l o ,  e l  a n i l l o  d e  l o s  e n t e r o s  Z  c o m o  

m ó d u l o  s o b r e  Z . E l  c o n i u n t o  d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s  p a r e s ,  < 2 > ,  e s  u n  

s u b m ó d u l o  d e  Z. S i  U  e ^  {Z) e s  t a l  q u e  U  +  < 2 >  =  Z , d e b e  s e r  

U ¥ ^ { 0 ]  p o r  l o  q u e  e x i s t e  p  e  U ,  p ^ 0 \  a h o r a  b i e n  2 p  e  U  O  < 2 > ,  \ u e -  

90  U  O  ( 2 > # { 0 }  c o n  l o  q u e  U  n o  e s  c o m p l e m e n t a r i o  d e  < 2 > .

S i n  e m b a r g o  p a r a  e s p a c i o s  v e c t o r i a l e s  e l  c o n j u n t o  d e  s u b e s p a -  

c í o s  t i e n e  e s t r u c t u r a  d e  r e t í c u l o  c o n  c o m p l e m e n t a r i o :

P ro p o s ic ió n  4.16

S i  V  e s  u n  e s p a c i o  v e c t o r i a l  d e  d i m e n s i ó n  f i n i t a ,  ^ { V )  e s  u n  

r e t í c u l o  c o n  c o m p l e m e n t a r i o .

D e m o s t r a c i ó n

H e m o s  d e  p r o b a r  q u e  s \  f j  e  ^  { V )  e x i s t e  U '  e  ^  ( V )  t a l  q u e  1 / +  U '  =  

=  V y  U  O  U '  =  { 0 ] .  S i  Í7 =  { 0 }  b a s t a  t o m a r  U ' ^ V .  S u p o n g a m o s  q u e  1 ^  

^ d i m  U ^ d i m  V  y  s e a  ( e ^ ,  e , )  u n a  b a s e  d e  U .  P o r  e l  t e o r e m a  d e

p r o l o n g a c i ó n  3 .6 , e x i s t e  ( e , +  i ,  . . . ,  e „ )  g  V " “ " t a l  q u e  ( e ^ ,  . . . ,  e „ )  e s  

b a s e  d e  V.  E s  f á c i l  c o n c l u i r  q u e  < e , +  i ,  . . . ,  e , }  e s  u n  c o m p l e m e n t a r i o  

d e  u. □

P ro p o s ic ió n  4.17: F ó rm u la  d e  la s  d im e n s io n e s

S e a n  U .  y  U g  d o s  s u b e s p a c i o s  d e  d i m e n s i ó n  f i n i t a  d e l  e s p a c i o  

v e c t o r i a l  V ,  e n t o n c e s  U .  P i  y  U ^  +  U 2 t i e n e n  d i m e n s i ó n  f i n i t a  y  s e  

v e r i f i c a :

d i m  i U  1 +  U z )  = d i m  L / i  +  d i m  L/2 — d i m  H  Uz -  

D e m o s t r a c i ó n

S e a  p  =  d l m  U-^ y  q  =  d i m  e n t o n c e s  c o m o  C ]  U 2 C .  ( y  e n  

Ü 2) l a  d i m e n s i ó n  d e  P i  e s  f i n i t a  y  s i  d i m  L/^ ^  U 2 =  c  s e  t i e n e  

q u e  r < p  y  r ^ q .  T o m e m o s  ( e ^ ,  . . . ,  e , )  u n a  b a s e  d e  O  a p l i c a n d o
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EJERCICIOS

11/20 MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA LINEAL

1. Dotar al coniunto de los números complejos, C, de estructura 
de espacio vectorial sobre U y sobre C. Dotar al coniunto de 
los números reales de estructura de módulo sobre I ,

2. Se consideran las operaciones siguientes en

— (x, y) +  (x'\ y') =  (x +  x \  y +  y') para

(X, y), {x', y') e C" y

—  /l(x, y) =  (Ax, Áy), siendo

A G C. /  su conjugado y (x, y) e

Estudiar si con las operaciones anteriores tiene estructura
de espacio vectorial sobre C.

3.* Sea A  un anillo conmutativo con unidad. Estudiar si A^ tiene 
estructura de módulo sobre A con las operaciones:

—  {?., +  f.i') =  {k +  A', li +  u )  para cada

{X, ii), (;/. ii') e A ^

—  vU, ti) =  {vÁ, 1) para cada v g  A, (A, g  A^

4.* Probar las proposiciones 2.3 y 2.4.

5.* Probar la proposición 2.7.

6.* Considérese IK[í] como espacio vectorial sobre [K. Probar 
que {1, í, ..., t", ...} C  IKfí] es linealmente independiente.

7. Considérese el anillo Z de los números enteros como módulo
sobre Z. Demostrar que (3) es un sistema l.i., que 2 no d.l. de
(3) y sin embargo, (3,2) es un sistema l.d.

8.* Sea V un espacio vectorial sobre K. Probar que si (i/,, .... v,) 
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6 V''· es un sistenna l.i. y v e V  no depende linealmente de
(v'i, V,) entonces \/,, i/) es l.i.

9. Sea K ^ lt ]  el coniunto de polinomios de grado interior o igual
a tres con coeficientes en IK. Probar que K ^ it ]  es un espacio 
vectorial sobre K  con las operaciones usuales de polinomios 
y encontrar una base de dicho espacio vectorial.

10.* Sea V el módulo sobre K [ t ]  del elemplo 5 de 1.2, demostrar 
que V no es módulo libre sobre K [ f ] .

11.* Sea V un espacio vectorial sobre K. Si {v^, ..., »/„) es un siste­
ma generador de V, V # {0 }, probar que existe una base de V,
e =  {e,, e j  tal que {& „  e„] C  { v „  v j f .

12.* Sea V un espacio vectorial sobre [K. Si v„) es l.i., y
{ u „  ..., ív j  c <1̂ 1. ■■■. con s > n  entonces {u,, .... u j  es l.d. 
Deducir que si V es de generación finita, todas las bases de
V tienen el mismo numero de elementos.

13. Probar que si V es un espacio vectorial de dimensión n, todo 
sistema l.i., o generador con n elementos es una base de V.

14.* Demostrar el teorema de prolongación de una base 3.6.

15.* Sea M  un módulo sobre A y  U <=z M, El subconjunto U
es un submódulo de M si y sólo si para cada u, v e U, 
Á, M e A, se tiene uu + fiv e U-

16.* Pruébese que si {U i} ,e ,C  ^ iM )  entonces

n
i  e I

17.* ¿Todo submódulo de un módulo libre es un módulo libre? 
Justifiqúese la respuesta.

18. Sea V un espacio vectorial sobre K y U. e 5£(\/). Pro­
bar que SI C  entonces:

n u , ) ^ { u , + u 2 )  n u ,

MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA LINEAL 11/21
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19. Probar que dos hiperplanos vectoriales distintos se cortan en 
una recta vectorial en un espacio vectorial de dimensión tres.

20.* Sea V un espacio vectorial sobre K, de dimensión finita. Si
y Uz son dos subespacios de V de dimensiones y riz, 

respectivamente, ¿cuáles son las posibles dimensiones de
U, +  U, y de n  ü j

11/22 MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA LINEAL
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LECCION 3 

HOMOMORFISMOS

En el primer parágrafo de esta lección estudiaremos algunas no­
ciones sobre homomorfismos entre módulos y espacios vectoriales. 
En particular, la definición de automorfismos de un espacio vecto­
rial permite la introducción del grupo general lineal con el que se 
define la geometría vectorial. En el segundo epígrafe se establecen 
varios resultados sobre submódulos y homomorfismos que serán de 
uso posterior. Por último se estudia un tipo particular de homomor­
fismos entre un espacio vectorial de dimensión n sobre un cuerpo 
K y el espacio \/„([K) (llamados sistemas de coordenadas), con los 
que se introduce la geometría analítica vectorial.

Como en la lección anterior A  denotara un anillo conmutativo 
con elemento unidad y [K será un cuerpo conmutativo.

1. HOMOMORFISMOS Y GEOMETRIA VECTORIAL

Los homomorfismos son las aplicaciones naturales entre módu­
los, es decir: son las aplicaciones que conservan la relación de de­
pendencia lineal.

Definición 1.1: Homomorfismo

Sean M y M' dos módulos sobre el anillo A. Diremos que una 
aplicación f : M M' es un homomorfismo (o aplicación lineal) si se 
verifica:

f(v,-{-V2) = f ( v J - f - f í v J  para cada v ,, Vg e M 

f (Av) Xf (v) para cada x e A y v e M
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Proposición 1.2

III/2 HOMOMORFISMOS

Sea f : M -> M' ¿yn homomorfismo entre módulos. Si (w ,, Wg) =
=  {Vi, v ,)A  con (w ,, w j  G M®, ( v , ......  v,) g M'' y A e FL{r, s),
entonces (f(wO, f ( w j )  =  (f(v ,)......  fW^)) A.

La prueba es una consecuencia inmediata de la definición de homo­
morfismo.

Corolario 1.3.

Supongamos que f : M M' es un homomorfismo. S/ v g M y S 
C M entonces:

V d.t. S=>f(v) d.l. f(S).

Definición 1.4. Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos

Sea f : M ^  M' un homomorfismo entre módulos.

a) Diremos que T es un monomorfismo si t es inyectiva.

b) Si f es sojbreyecí/Va, entonces diremos que f es un epimor- 
fismo.

c) Si f es biyectiva, entonces diremos que t es un isomorfismo.

Definición 1.5. Núcleo

Supongamos que f : M M' es un homomorfismo entre módulos. 
Se llama núcleo de t al coniunto

Ker f =  {v G M ]f(v)^0}.
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Proposición 1.6.

Dado un homomorfismo T : M ^  M' se tiene:

i) Ker f es un submódulo de M.

ii) f es monomorfismo si y sólo si ker t =  {0}.

Demostración. Ver ejercicio 3.4. □

Proposición 1.7. Teorema fundameníal de homomorfismos

Sean U y W dos módulos sobre A, {v^, ..., v j  e M ' una base de 
M y {v'\, v'r) e {M')^ Existe un ijnico homomorfismo t : M ^  M' que 
verifica f(vi)=v'¡. Además:

i) (v'i......  v'r) es l.i. Si y sólo s i  f es monomorfismo.

¡i) ..., v'r) es sistema generador si y sólo si f es epimorfis-
mo.

iii) {v'\, v'r) es base si y sólo si t es isomorfismo. 

Demostración

Sea V e M. Por ser (\/^, base de M, existe (A,, a,) e A '
tal que v =  i / , +  ... +  / ,  v,. Entonces definimos f{v) =  X̂  +  v',.
Es fácil comprobar que / es un homomorfismo y que debe ser úni­
co, asi como el resto del teorema. □

Definición 1.8.

Diremos que dos módulos M y M' son isomorfos si existe un 
isomorfismo f : M ^  M'.

Corolario 1.9.

Dos espacios vectoriales V y V' de dimensión finita sobre K son 
isomorfos si y sólo si d im ^  =  dimM'

HOMOMORFISMOS I I I /3
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Proposición 1.10.

Sean M, M', M" módulos sobre A y T : M -?■ M', f  ; M' M" dos 
homomorfismos. Entonces f' t es un homomorfismo. Además, si T y 
f  son isomorfismos también f  f es un isomorfismo.

Demostración. Véase el ejercicio 3.5. □

n i / 4  HOMOMORFISMOS

Proposición 1,11.

Dados dos módulos M y M' sobre A, llamaremos FL(iVl, M') al 
coniunto de todos los homomorfismos de M en M'. Las siguientes 
operaciones:

+  : FL{M, M')" 9 (fi, e FL(M, M')

definiéndose ( t i + f 2)(v) = f i ( v ) +  f 2(v) para v g M y

: A X FL{M, M̂ ) ^ {a, f) ^  Áf e FL(M, M')

donde {/lf){v) =  ;j(v ) para v g M, dotan a FL(M, M') de estructura de 
módulo sobre A.

Además, si V y V' son espacios vectoriales sobre K de dimensio­
nes n y m respectivamente, se verifica d/mFL{V, V')-=nm.

Demostración. Ver ejercicio 3.6. □

Definición 1,12, Endomorfismos y automorfismos

Sea M un módulo. Los homomorfismos t : M ->■ M se denominan 
endomorfismos y los isomorfismos t : M ^  M se llaman automorfis­
mos.

El conjunto de los endomorfismos de un espacio vectorial V so­
bre IK, EL{V)=FL{V, V), tiene estructura de álgebra sobre K con las 
operaciones definidas en 1.11 y 1.10.
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HOMOMORFISMOS 111/5

Las matrices de FL{m, n) se identifican con los homomorfismos 
de \/„(A) en V^(A) vía la aplicación:

FL{m, n )3 F -^ F E F L {V „ { / \ ) ,

donde:

F -V J A )  9:
■A

e V J A ) .

Es fácil comprobar que se trata de un isomorfismo. Del mismo mo­
do se identifica £L{n) con EL (V„{A)).

En virtud de la proposición 1.10., los automorfismos de un módu­
lo forman un grupo con la operación composición de aplicaciones. 
En el caso de tratarse de los automorfismos de un espacio vectorial 
dicho grupo tiene una relevancia especial:

Definición 1.13. Grupo general lineal

Sea V un espacio vectorial sobre K, el grupo de los automorfis­
mos de V se denomina grupo general lineal de V, GL{V).

El grupo GL{V) actúa sobre V de forma natural:

Proposición 1.14

Sea V un espacio vectorial, la aplicación

G L(V )xV  3(f, v ) ^ f ( v )  g V

es una actuación fiel.

Demostración. Véase el ejercicio 3.7. □

La actuación de 1.13 permite definir la geometria vectorial:
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Definición 1.15. Geometría vectorial

(V, GL(V)) con la actuación dada en 1.13 se denomina geometría 
vectorial sobre V.

Por lo tanto el estudio de ia geometría vectorial es el estudio de 
las propiedades invariantes por la actuación del grupo general li­
neal.

III/6 HOMOMORFISMOS

Ejemplo 1.16

Dado un espacio vectorial V, en virtud del teorema 1.7, las pro­
piedades de dependencia e mdependencla lineal para sistemas son 
propiedades geométricas vectoriales.

2. SUBMODULOS Y HOMOMORFISMOS

En este paràgrafo estableceremos algunos resultados sobre sub­
módulos y homomorfismos. Finalmente se estudia la descomposi­
ción de un módulo en suma directa de submódulos y los sistemas 
de proyecciones así determinados; este estudio será de uso impor­
tante en capítulos posteriores.

Proposición 2.1.

Sea f : M - > M ' un homomorfismo entre módulos. Entonces:

i) Si U <  M, se tiene f (U) <  M' y f |  ̂: U f (U) es homomorfismo.
ii) Si U '<M ', se tiene f " ‘'{U ')< M  y f [ f ' ( U ' ) : f ' ( U ' ) ^ U '  es 

homomorfismo.

Nota 2.2. imagen

En particular f{M )< M ' se denomina imagen de f y se denota 
im f.
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Corolario 2.3

HOMOMORFISMOS HI/7

S/1 : M -> M' es homomorfismo y S C  M entonces f (<S>) =  (S)>.

Demostración

Por la proposición anterior M<(S» es un submódulo de M' y 
fK S } )  D  </^(S)>- Por otra parte, por conservar t la dependencia li­
neai, f « S »  c  <f{s)y. □

A continuación estableceremos el concepto de módulo cociente. 
Sea /W un módulo sobre A;

Definición 2.4

Sea U un submódulo del módulo M. Definimos la siguiente rela­
ción:

v , = v 2 (mod U ) o v 2 —Vi G U.

Observación 2.5

La relación anterior es de equivalencia.

Definición 2.6. Espacio cociente

Sea U <M . Al conjunto de las clases de equivalen a dadas 
por la relación definida anteriormente en M, lo denotaremos 
M/U = {v-l-U |v e M}, donde v-i-U =  {v-t~u j u g  U}. Se definen dos 
operaciones

M /U xM /U -^M /U  
(Vi +  U, V 2 +  U) (vi +  u)-h(v2 +  u) =  (v, +  v2) +  U 

A X M/U M/U 
U, v +  U ) ^ a ( v  +  U) =  /.v-hU
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Observación 2.7

Las operaciones de la definición anterior están «bien definidas», 
es decir:

{v ,^ U )  +  {v2 +  U )^ {v ',  +  U) +  {v'^ +  U)

SI

v, +  U-=v’, +  U y V2 +  U = V\ +  U, 

y análogamente para Á(v +  U). (Ver ejercicio 3.11).

Proposición 2.8. Espacio cociente

Sea U un submódulo de M. Entonces M/U admite una estructura 
de módulo con las operaciones de la definición anterior. Además la 
aplicación:

e : M -----  ̂M/U

V -----vv +  U

es un homomorfismo.

Demostración

Es consecuencia directa de la definición de las operaciones. □  

Proposición 2.9

III/8 HOMOMORFISMOS

Si V es espacio vectorial de dimensión finita y U<V, entonces 
dim(V/U) =  dim V -d im  U.

Demostración

Sea (e ,, ..., ê .) base de U. La ampliamos a (e,, ..., e„) base de 
y. Entonces {e,+  ̂+  U, .... e„ +  í7) es una base de VjU y podemos 
concluir la fórmula requerida. □
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Proposición 2.10. Primer teorema de ísomorfía

Sea un honnomorfismo entre módulos. Extste un iso­
morfismo entre M /K ert y f(M) =  jmf.

Demostración

Se define f ’ .M /K e r f----- y¡mf

î  +  K e r f ----- i-f{v)

En primer lugar f  está bien definido: supongamos que v +  Ker f =  
i/' +  Ker/, entonces v — v’ e ^e r f, por tanto f ( v ') = f ( / ) ,  luego

f '(v  +  Ker f) =  f '  {v' +  Ker f).

Es claro que f ' es sobreyectiva y por último si f  (v +  Ker f) =0, 
entonces f(v) =  0, y así v +  Ker f= K e r  f, de donde f  es también 
inyectiva. □

Corolario 2.11

Si f : V ----- es un homomorfismo y V es un espacio vectorial
de dimensión finita, se verifica:

dim V = dim Imf +  dim Ker f.

Definición 2.12. Suma directa

Sea M un módulo sobre A  y  ..., Û } <= i£(M), U ^ U i +  ... + Ur. 
Diremos que U es suma directa de U^, ..., y lo denotaremos 
U =  U^ 0  ... @ Û , si para cada u e U existen vectores únicos u¡gU¡ 
tales que u =  u, +  ... +  u,.

Ejemplo 2.13

Tomemos \/„(A ) y L/, =  </;>, / ^ 1 ,  n. Entonces

HOMOMORFISMOS 111/9
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111/10 HOMOMORFISMOS

V„(A) =  a , ®  ... ©  Un, pues dado 

/
G V„{/\), se tiene de torma única;

\X n

/ o ' \

V n  / V n

G Up / =  1, n

Proposición 2.14

Sea M un módulo y {U^, U,} C  ^ (M ) .  Supongamos que
U.7¿ <o}, t —1, r, y U =  U  ̂+  ... +  U ,̂ Las siguientes condiciones son 
equivalentes:

i) U =  U , © . . .© U ,

ii) Para todo i =  1, r es U ip j (Sí^íUí) =  {0}

lli) Para todo j =  1....... r —1 es {U^ +  ...-fU¡) P| U|+^ =  {0}

Si V es un espacio vectorial de dimensión finita y U^}
C =5f{V), entonces las siguientes condiciones también son equiva­
lentes a las anteriores:

iv) dim U = dim U . +  ... +  dim U,

v) Si £¡ es base de U¡, i =  1, r entonces e =  (e^, £r) es
base de U

vi) SI u ¡e U ¡—{0} 1 =  1, r entonces (u^, u^) es Li.

Demostración

Probaremos:
ii) \

^  para submódulos
i ) < í =  ¡ii)

VI

v)

V·
iv)
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i )  ^  i i )  S e a  /  G { 1 .........r ¡  y  u  e  U ,  n  ( ^ . ^ ¡ U i ) ·  E n t o n c e s  e s  t /  =  0  +

. . . - f u  +  . . . + 0  =  L / i  +  . . .  +  í v , - ,  +  0  +  u , + 1 +  .. .  +  ü^  s i e n d o  ú n i c a  l a  f o r ­

m a  d e  e x p r e s i ó n ,  p o r  l o  q u e  u = 0 .

i i )  => i i i )  i n m e d i a t o .

i i i )  =>  i)  R a z o n a r e m o s  p o r  i n d u c c i ó n  s o b r e  r. P a r a  /- =  2  s u p o n ­

g a m o s  q u e  U  =  U , - \ - U z  y  U ,  P i  S\  u  e  U  a d m i t e  d o s  e x p r e ­

s i o n e s

íy =  ív-, +  U 2 =  u ' , +  Ü 2 c o n  u- ,,  u ' \ g U ^  y  1/ 3, u ’^ e U ^  

e n t o n c e s  d e b e  s e r

u ^ ~ u \ = u 2 — u' z e  U ^  O  U 2 =  W >  l u e g o  =  y  S u p o n g a ­

m o s  e i  r e s u l t a d o  c i e r t o  p a r a  r ~ 1 . S i  u  e  U  s e  e s c r i b e ;

L/ =  Ui +  ... +  U r - - i +  iy, =  u'i +  . . . + i ; ' , - .  +  Ur con u¡, u \ e U i .  

por el caso r  =  2 y iii) se tiene(t7i + . . . +  U , - J  ©  (7̂  =  1/, luego

úr =  ̂ 'r y + . . . 1 +  . . . +i7'^-1-

E n t o n c e s  p o r  h i p ó t e s i s  d e  i n d u c c i ó n  s e  t i e n e  u ¡  =  u'¡, / =  1 , . . . ,  r  — 1 .

S u p o n g a m o s  a  p a r t i r  d e  a q u í  q u e  V  e s  e s p a c i o  v e c t o r i a l  d e  d i ­

m e n s i ó n  f i n i t a  y  q u e  { U ^ ,  . . . .  U r }  C

i i i )  =>  i v )  S e  r a z o n a  p o r  i n d u c c i ó n  s o b r e  r. P a r a  r  =  2  t e n e m o s  

U ,  n  L/2 =  { 0 }  y  C/ 1 + 1/2 =  C í . ' E n t o n c e s ,  p o r  l a  f ó r m u l a  d e  l a s  d i m e n ­

s i o n e s ,  d i m  í )  =  d i m  + d i m  Ü 2· S u p o n g a m o s  a h o r a  c i e r t o  e l  r e s u l ­

t a d o  p a r a  r - l ,  h e m o s  d e  p r o b a r l o  p a r a  r. A s i ;

d i m  +  . ..  +  U , -  1) =  d i m  í7 i +  .. . +  d l m  L / , _

y  c o m o

+  +  , )  P i  U r = = { 0 } ,

p o r  l a  f ó r m u l a  d e  l a s  d i m e n s i o n e s

d i m í J  =  d i m ( U i  +  . ..  +  L / ^ - i ) + d i m  (7^ ~ d i m  L / i  +  . . .  +  d i m  U r

i v )  =>  v )  E l  s i s t e m a  b =  e,) e s  u n  s i s t e m a  g e n e r a d o r  d e  U  

c o n  d i m  + . . . +  d i m  í y ^ = ^ d i m  L/ v e c t o r e s ,  l u e g o  g e s  b a s e  d e  U.

HOMOMORFISMOS 111/11
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v) ==> vi) Si u¡ e  C/,-~{0}/ =  1......  r ampliamos cada sistema (u,)
a una base e¡ del subespacio U¡. Entonces e =  ......  &,) es una base
de U por lo que {u^, u,), formado por elementos de e, es l.i.

vi) => i) Supongamos que v =  u, +  ... +  u. =  u'\ +  ... +  u'r con
u,, u'i G Ui, / =  1, r. Entonces O =  {u , - u \) + ... -l·{u^ - u [ )  y por vi) es 
ú^ =  u \ ......  u, =  u\. □

111/12 HOMOMORFISMOS

Proposición 2.15. Sistema de proyecciones

Supongamos que V es un espacio vectorial y que V =
=  U, ©  ... ©  U .̂ Para cada i =  1, ..., r se define ttí: V g v ->■ 7t¡(v) e V 
de modo que 7t¡(v) g  U¡ y v =  tCi(v)+  ... +  7Tr(v). Entonces ..., KrSon 
aplicaciones lineales que verifican:

i) 7T 1 +  ... +  7Tr= id v

ii) Tif =  71·, para i =  1......  r

iii) TI; 7T|=0 SI  I # j

Además im7i|=U¡. Al sistema de endomorfismos ..., 7ir) se le 
denomina sistema de proyecciones asociado a la descomposición 
en suma directa V =  U. ©  ... ©  Û .

Demostración

Ver ejercicio 3.13. □

Proposición 2.16

Supongamos que ..., n^) es un sistema de endomorfismos de 
un espacio vectorial V sobre K que verifica las propiedades i), i i) y
iii) de la proposición anterior. Entonces si se verifica V =
= U. ©  ... @ U^y (t:,, ..., Tir) es el sistema de proyecciones asociado 
a la descomposición anterior.

Demostración

Para cada v e U, v =  idv{v) =  n ,{v ) +  ...-\-n.{v) e U, + ... +  Ur, por 
tanto V = U^ +  ...-l·Ur Como n¡ =  n f,  entonces n¡{u) =  u para cada
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u e Ui =  imn¡. Supongamos que u¡ e U, ~ {0 }  para í =  r y tome­
mos Á^u^ + ... +  Á^Ur =  0 con Aj e [K, ......  r. Se verifica que O
= Á^n^{u^) +  ... +  Ár7i,{Ur) y aplicando ahora n¡ se tiene /ii7r,(u,) =  
= XiU¡ =  0 , luego /{, =  0, y =  1, .... r, así pues {u^, .... u,) es l.i. □

El siguiente caso particular tiene interés especial, como vere­
mos en el próximo capítulo;

HOMOMORFISMOS l l ì / 1 3

Definición 2.17. Proyección

Sea n : V ----- >-V un endomorfismo. Diremos que n es una proyec­
ción si se verifica n^ =  7t. A B =  im7r se le denomina base de la pro­
yección y a D =  KerTi: dirección de la misma.

Proposición 2.18. Base y dirección de una proyección

Sea 71; V ----- >-V una proyección. Entonces V =  B@D, siendo B la
base y O la dirección de n y (ti, id^—tc) es el sistema de proyeccio­
nes asociado a dicha descomposición en suma directa.

Demostración

Es una comprobación inmediata que {n, Idv—ti) verifica las con­
diciones i) ii) y iii) de 2.15 y que im(idv—7r) =  kerTr. □

Ejemplo 2.19.

X X
La aplicación l/jílR) a j ------------------------------------------------------->■ es la proyección

Í A  í o \
de base < > y dirección < >.

VO/ V V

En el siguiente capítulo estudiaremos como todo endomorfismo 
de un espacio vectortal da lugar a una descomposición en suma 
directa. Un caso particular sencillo es el siguiente:
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Definición 2.20. Simetría

l l t / 1 4  HOMOMORFISMOS

Sea a : V ----- >■ V un endomorfismo de un espacio vectorial V. Di­
remos que a es una simetría sí se verifica o-̂  =  idv· Al subespaclo 
B =  Ker (cr—idv) se le denomina base de la simetría y a 
D =  Ker (íT +  idv) dirección de la misma.

Proposición 2.21.

Sea ü : V ----- V una simetría del espacio vectorial V sobre el
cuerpo [K de característica distinta de dos (es decir: en IK es 1 4- 
-t-1=?^0). Entonces V =  B@D, siendo B ¡a base y D la dirección de g. 
Además, si n es la proyección de base B y dirección D, se tiene
(7 =  271: — idy.

Demostración

Basta comprobar que (1/2) (fr +  idv) es la proyección n. En etecto:

(1 /2(0· + Id,))2 =  (1 /4) + 2a +  id,) -  (1 /2) (a +  IdJ

y

Ker (ff +  idv) = Ker (1/2) (a +  idv),

con lo que resta verificar que

Ker ( f f - id v )  =  im (1/2) (tr +  ldv):

Si V g Ker(cT-idv) entonces (1/2) ((T +  idv)u =  v, luego 

V e im(1/2) {a +  \d^).

Reciprocamente, si v e im(1/2) (fj +  idv), existe

w e V tal que i/ =  (1/2) (cr(n )̂ +  w),

ahora bien

íT(v) =  (1/2) (ítMiv) +  c7(iv))=(1/2) (w +  (t(> )̂) =  \/.

Así V e Ker ((T —idv). □
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Corolario 2.22.

Sea cr: V ----- »-V una simetría de base B y dirección D. s/
(tüi, 712) es el sistema de proyecciones asociado a la descomposi­
ción V =  B 0 D  entonces <T =  n-^—n 2·

Demostración

Obsérvese que es la proyección de base B y dirección D, 
luego aplicando 2.18 TCa^idv-Tti y por 2.21 cr =  271^-idv =  7¡:i-
- ( id v -7 ü i)  =  7ri-7ü2. □

HOMOMORFISMOS 111/15

Ejemplo 2.23.

La aplicación \/2(lR) 9 ( ] e es la simetría de
X 2 / V — X.

/ 1 \  /Q’'
base < j>  y dirección )>.

3. GEOMETRIA ANALITICA VECTORIAL

El objetivo del parágrafo es la representación de los elementos 
de la geometría de espacios vectoriales de dimensión finita median­
te expresiones matriciales. Este método de representación aporta 
una técnica algebraica para la resolución de problemas geométri­
cos.

Supondremos en adelante que V es un espacio vectorial de di­
mensión n sobre un cuerpo K  (conmutativo).

Proposición 3.1.

Sea £ —(©1......  e„) una base de V. La aplicación definida por:
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/ x , ( v )
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X : V By- eV„(lK) siendo v =  x,(v) e i +  ... +  Xn(v)en

V>^n(v) '

es un isomorfismo y la aplicación lineal inversa es: 

í
e: V ,(K ) 9X =

Demostración

Basta observar que x transforma la base (e,, e j  de V en la 
base {/,, /„) de U„(K). □

Definición 3.2. Sistema de coordenadas

El isomorfismo x:V~+V^{[K) se denomina sistema de coordena­
das respecto a la base s =  (ei, e j .

La importancia de la definición 3.2 estriba en que un sistema de 
coordenadas permite el estudio de la geometría vectorial de un es­
pacio vectorial V de dimensión n sobre K mediante el estudio del 
modelo analítico \/„{IK). A su vez el estudio de \/„(lK) se facilita gra­
cias al cálculo matricial.

Proposición 3.3. IVIatriz del cambio de base

Sean e =  (e,, ..., e^) y fi' =  (e.,, ..., e'^) dos bases de M y sea 
X : V-)-Vn([K) ei sistema de coordenadas respecto a la base s. Si lla ­
mamos:

/  X i(e \) ... Xi(e'n)’

P =  (x{e',), .... x {e ;) )= l l e  GL{n)

\ x , { e \ )  . . .  x,(e ;)
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se verifica e' =  fiP La matriz P se denomina matriz de paso de a
/

8 .

La prueba es una comprobación inmediata.

HOMOMORFISMOS 111/17

Proposición 3.4. Cambio de coordenadas

Sean e^ íe^, ..., e^) y e' =  (e'^, e'^) dos bases de V y P eGL(n)
la matnz del cambio de base: s' - eP Si x y x ' : V^V„(1}<) son los 
sistemas de coordenadas correspondientes entonces para cada
V e V se tiene x(v)=Px '(v) (ecuaciones del cambio de coordenadas).

Demostración

Para cada i/e  V es v =  8'x'{v) =  8px‘ (\/)=fix(v), por consiguiente 
x{v) =  Px'{v). □

Proposición 3.5. Matriz de una aplicación lineal

Sean 8 =  {e^, ..., e j  y =  ..., e 'J  bases respectivas de V y
espacios vectoriales sobre K  de dimensiones n y m. Sea 

x' : V'-+V^(IK) el sistema de coordenadas en V  respecto a la base
8 . Consideremos una aplicación lineal f : V ^ V ' Designaremos por 

la matriz:

/ x ' ( f ( e , ) )  . ..

( x ' ( f { e , x ' ( f ( e ^ ) ) =  eFL(m. n)

\ x U f ( e J )  . . .  xU f(e n )) /

S/ llamamos f{a) =  (f(e i), fíe^)) se verifica:

A la matriz se le denomina matriz de la aplicación lineal f
respecto de las bases e y s'.

La prueba es una sencilla comprobación.
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Proposición 3.6. Ecuaciones de una aplicación lineal

Sean e ~ (e ,,  e^) y =  e'^) bases de los espacios vec­
toriales V y V' respectivamente,

x : V -----^ V , (K )  y x ' : V '— ^V ,([K )

los sistemas de coordenadas respectivos. Si t: V — es una
aplicación lineal, entonces para cada v e V es

x'(f(v)) =  M ,,( f )x (v )

(ecuaciones de una aplicación lineal).

Demostración

Para cada v e V,

f{v) =  e'x' {f{v)) =  f{ex(v)) =

= f(e)x(v) =  f /M ,,{ f )x (v ) .  □

Observación 3.7

111/18 HOMOMORFISMOS

En las condiciones del resultado 3.6, dado que una matriz 
F € FL{m,n) se Identifica con una aplicación lineal de

FLiVAK),

el teorema 3.6 se reparafrasea diciendo que el siguiente diagrama 
es conmutativo:

f
V V

v „ m

Mr.Af)

v . (K )
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Proposición 3.8.

Sean e,S bases c/e V y e', Ó' bases de V' con sistemas de coorde­
nadas

X, y : V --------y x' ,  y ' : V '------------------------ .V J K )

respectivamente. Supongamos que f · V ----- »-V' es una aplicación li ­
neal, P es la matriz de paso de e a 5 (<5 =  fiP) y P' es la matriz de
paso de ¿ a S' (5' =  e P'). Entonces se verifica:

M,,,^(f) =  P '-^ M ,,{ f )P

Demostración

Para cada v e V,

x '( /(v ))= M „,( f)x ( i/ ) .

aplicando 3.4

x'{f{v)) =  P '/ { f { v ) )  =  M,^Af)Py{v), 

luego y '{f{v)) =  P'~^M,_¿{f) Py{v), con lo cual 

Ms,Af) =  P '~ ' l^ rAO P  □

Proposición 3.9.

Si £, b” son bases de los espacios vectoriales V, V' y V” res­
pectivamente y f : V ----- yV-, g : V '----- >-V" son fiomomorfismos, enton­
ces:

• í) - IV I,, , ,(g )M ,,( f) .

Demostración. Ver ejercicio 3.20 □

HOMOMORFISMOS i l l / 1 9
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Proposición 3.10,

Sea U un subespaclo vectorial de dimensión menor o igual a r 
de V. Existe una aplicación lineal t ;V ^ ( [K ) .----- »-V tai que imf =  U.

Demostración

Tomamos (/,, /̂ ) !a base canónica de V,([K) y (u,, u,) un
sistema generador de U. Por el teorema fundamental de homomor­
fismos 1.7, existe f ' \ /^ ( iK )----- yV tal que f{l¡) =  u¡ para / =  1....... r.
Entonces se verifica imf —Í7. □

Proposición 3.11. Ecuaciones paramétricas de un subespaclo

Sea (e,, ..., e^) una base de V y x : V ----- »-Vn(lK) el sistema de
coordenadas correspondiente. Si U es un subespaclo vectorial de V 
de dimensión m enor o igua l a r, existe una matriz A e EL (r, n) veri­
ficando:

V G U Si y sólo  SI ex is te gV,{K) tal que A = x(v)

(ecuaciones explícitas o paramétricas de \J). Además rgA =  6 \m U. 

Demostración

Basta tomar como matriz A la matriz de la aplicación lineal 
construida en 3.10 respecto a las bases { I ,......  /̂ ) y (e^, ..., e„). □

Usualmente las ecuaciones paramétricas de un subespacio U se 
escriben en forma de sistema:

+-.- +  a i,A , 

x„ =  a „ i / - ,  +... +  a „A r
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Proposición 3.12

Sea U un subespaclo vectorial de V, de dimension mayor o igual 
a r. Exisîe una aplicación lineal f : V ----- >-V^_r(K) tal que Ker f =  U.

Demostración

Tomamos (e^, e^) una base de U, la ampliamos a una base
(©1...... e«. 6s+i> ■■■> ©n) de V. Por el teorema fundamenta! de homo­
morfismos 1.7, existe una aplicación lineal f :  V----- tal que

HOMOMORFISMOS 111/21

siendo (/,, /„_^) la base canónica de (¡K). Claramente
C/ = Ker f. □

Corolario 3.13. Ecuaciones impifcitas de un subespaclo

Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensión n y £ =  {e,, ...,
e^) una base de V con x : V ----- >-Vn{l)i) el sistema de coordenadas
correspondiente. Si U es un subespacio vectorial de V de dimensión 
mayor o igual a r, existe una matriz A g FL{n —r, n) tal que v e U s/ 
y sólo si Ax(v) =  0 {ecuaciones implícitas de U). Además rgA =  n —
— dim U.

Las ecuaciones implícitas de un subespacio se escriben en tor­
ma de sistema usualmente:

(siendo ó =  n-~r)

a ^ , x ,  +  ... +  a ^ „ x „  =  0

El paso de ecuaciones implícitas de un subespacio a ecuaciones 
paramétricas se lleva a cabo mediante la resolución de un sistema 
y en el sentido contrario mediante la eliminación de parámetros, 
que son las dos operaciones fundamentales en álgebra lineal.

87



1 1 1 /2 2 HOMOMORFISMOS

EJERCICIOS

3.1. Estudiar cuales de las siguientes aplicaciones son homo- 
morfismos:

i) ; [R [ f l  9 a „  r +  ...-hao

iii) t . . V 2 Í Z ) 3

G V,{U).

e V,[Z).

IV) r ,  . \ / 2 ( I R ) 3

3.2. Estudiar si la aplicación definida en II) del etercicio ante­
rior es un epimorfismo, un monomorfismo o un isomorfismo. 
Realizar el mismo estudio con f, .

3.2. Sean las aplicaciones:

/ y \ f 2 x , \

l^2xA

G v^iQ)  y

G V,{Z).

Probar que es un isomorfismo mientras que no lo es.

3.4.* Sea f : M ->■ M' un homomorfismo entre módulos sobre A. 
Demostrar:

1. Ker f es un submódulo de M.
2. f es un monomorfismo si y sólo si K e r f= {0 } .
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3.5. * Sean M, M’ y M" módulos sobre A y t : M ->■ M',
dos homomorfismos. Probar que f  es un homo­
morfismo. ¿Cuál es su núcleo?

3.6.* Pruébese la proposición 1.11.

3.7.* Sea V un espacio vectorial sobre K, Probar que la
aplicación:

G L {V )x V 3 {f, v ) ^ f { v ) e V

es una actuación fiel. Demostrar que no es transitiva y de­
termmar las órbitas de la actuación.

3.8. Estudiar si las siguientes propiedades para pares de ele­
mentos de son propiedades geométricas vectoriales:

1 .
/  y' \ \

/  /
e ^ 2 (̂ 5̂) verifica la propiedad (*) si

2 .
XV 2

e \/|(!R) verifica ta propiedad (**) si 

(Xi -X 'J 2  +  (X2~X2}" =  1.

3.9.* Dado un espacio vectorial V sobre ÍK, la actuación de GLi'V) 
en V mduce una actuación de GLiV) sobre ^ {V ) .  Encontrar 
un invariante completo para ia clasificación de ^  {V) induci­
da por dicha actuación.

3.10.* Dado un espacio vectoriai V sobre ÍK- Definir una actuación 
de GL{V) sobre ^ (V )^  Encontrar un sistema completo de 
Invariantes para la clasificación inducida por dicha actua­
ción.

3.11.* Sea M un módulo sobre A  y U un submódulo de M. Demos­
trar, con las notaciones de la definición 2.6:
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1. Si

v, +  U, v^-hU, +  v'  ̂+  U e M /U  y

v^-l·U =  v\ +  U, V2 +  U U

entonces

(v 1 +  V̂2 ) +  L/ =  (v'i +  v'2) +  U.

2. Si /  G A  y v +  U==v' +  U E M/U entonces áv +  U =  áv' +  U.

3.12. Dado e! homomorfismo:

f V 3 ( R ) 3 (  +  j eVAU) .

hallar bases de Ker f, U g í^ ^ K e r f  e imf.

3.13.* Probar la proposición 2.15.

3.14. Probar la expresión:

0Í4[M =  < r> © < P  +  1. í^ +  1>©<í +  1, í - 1>,

donde IR̂  [í l es el espacio vectorial de los polinomios de
grado mferíor o igual a cuatro con coeficientes reales. Des­
cribir el sistema de proyecciones inducido por la descompo­
sición en suma directa anterior.

3.15. Sea IK3 [í] el espacio vectorial de los polinomios de grado 
menor o igual a tres con coeficientes en el cuerpo IK. Deter­
mínense los sistemas de coordenadas x, x' respecto las 
bases:

£ =  (1, í, r ,  n  y £ ' - { 1,1 ~ -^ {1 - f ) ^  (1 - í ) " ) ,

respectivamente. Calcúlense las ecuaciones del cambio de 
coordenadas x' ^ p x .

3.16. Considérense las dos bases de V^ÍIR) siguientes:

I 2’ í 4) y e ={/i> / i  +  / 2> /1 +  /2 +  / 3' +/2  +  /3 +  / 4)·

111/24 HOMOMORFISMOS
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3.17.

Calcúlense los sistemas de coordenadas respecto a s 
las ecuaciones de cambio de coordenadas.

y y

111/25

Hallar la matriz, respecto de las bases canónicas, de la 
aplicación lineal:

f : V^{U) VaíK) que verifica:

0 \  \  /

=  / , ,  f = U , f ‘

=/=. f

/  / ° \  \  
o
o

\  \ l / /

3.18. Calcular la matriz de la proyección de 1/4 (IR) cuya base es 
X^+Xz +  X:i +  X4 =  0 (en coordenadas respecto la base canóni­
ca) y cuya dirección es la recta </^>.

3.19. Hallar las matrices del sistema de proyecciónes inducido 
por la descomposición en suma directa:

/.>©</3>@</4>.

respecto la base /2 +  / 4> +  /J-

3.20.* Sean e, £', e" bases de los espacios vectoriales V, V  y V" 
respectivamente y t V ^ V ' ,  g . V ' ^ V "  dos homomorfis­
mos. Probar qlie:

M ,A g - f )  =  M ,A g) M,Af)·

3 .21.* Sean s y g dos bases de los espacios vectoriales V y V  
respectivamente, cuyas dimensiones son n y m. Probar que 
la aplicación:

M,y.FL{V, V') n)

es un isomorfismo.
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Demostrar que;

M ,. EL{V) 3 t ^ M , { f )  e EL{n) 

es un Isomorfismo de álgebras.

3.22. Dados los subespaclos de VgílR):

5x 1 +  3x2 = O

111/26 HOMOMORFISMOS

x , = 0

‘^ ’ Í x ,  +  x , =  0· ‘ ' - ' i
(, x . +  x ,  =  0

x , +  x3 =  0

en coordenadas respecto la base canónica de VgíM). Calcu­
lar las ecuaciones Implícitas y paramétricas de +  Y 
u ,  n  Uz-

3.23. Idem que 3.22 para:

X, +  X2 =  0 f  x^ +  X3-=0

U,.-{ X2 +  X3=0;  U2-< X3 +  X4 =  0

X4 =  0 I X i + X 2  +  X3 +  X4 +  X5 =  0

3.24. Sea f : ^ 4(0?) ^  \ /3(lR) el homomorfismo cuya matriz respecto 
las bases canónicas de V^ÍÍR) y de Vaídí) es:

Calcúlense las ecuaciones implícitas y paramétricas de 
la imagen y ei núcleo de f.

3.25. Considérese en l^gílR) la terna de subespaclos, dada por las 
siguientes ecuaciones respecto de la base canónica:

L / i :X t +X2 =  0; U z X 2 +  ><3 =  0 ', U^· x^ +  X2 +  x^ =  Q.

Probar que V3(IR) =  (L/i n  2) © ^ 3· Calcular las matrices de 
las proyecciones inducidas por la descomposición anterior.

3.26. Calcular las ecuaciones paramétricas e implícitas de la ba­
se y la dirección de la proyección k ‘ \ /3(lR)-^\/3{[R!) respecto
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la base canónica, siendo la matriz de n respecto a dicha 
base:

3.27. Idem que 3.26 para la simetría a V ^U ) -* V^iU) cuya matriz 
es;

/

y  - 4  - 4  - 3
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CAPITULO III

CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS EN UN ESPACIO
VECTORIAL



E l  g r u p o  l i n e a l  d e  u n  e s p a c i o  v e c t o r i a l  a c t ú a  p o r  c o n j u g a c i ó n  

s o b r e  e l  á l g e b r a  d e  e n d o m o r f i s m o s  d a n d o  l u g a r  a  u n  i m p o r t a n t e  

p r o b l e m a  d e  c l a s i f i c a c i ó n  q u e  d e s d e  d i v e r s o s  p u n t o s  d e  v i s t a  t i e n e  

r e l e v a n c i a  e n  o t r o s  m u c h o s  c a m p o s  d e  l a  m a t e m á t i c a  { e c u a c i o n e s  

d i f e r e n c i a l e s ,  s i s t e m a s  d i n á m i c o s ,  á l g e b r a s  d e  L i e . . .  e t c . ) .

I n f o r m a l m e n t e ,  d o s  e n d o m o r f i s m o s  d e  u n  e s p a c i o  v e c t o r i a l  s o n  

l i n e a l  m e n t e  e q u i v a l e n t e s ,  s i  s e  « v e n »  a c t u a r  d e  l a  m i s m a  f o r m a  

d e s d e  p u n t o s  d e  v i s t a  v e c t o r i a l e s  a d e c u a d a m e n t e  e l e g i d o s .  R i g u r o ­

s a m e n t e ,  e s t o  s i g n i f i c a  q u e  p u e d e n  e l e g i r s e  s i s t e m a s  l i n e a l e s  d e  

c o o r d e n a d a s  « a d a p t a d o s »  a  u n o  y  o t r o  e n d o m o r f i s m o ,  d e  m a n e r a  

q u e  l a s  e c u a c i o n e s  d e  a m b o s  e n  l o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  s i s t e m a s  

s e a n  f o r m a l m e n t e  i g u a l e s .  L a  s o l u c i ó n  d e l  p r o b l e m a ,  p a s a  p o r  e s t a ­

b l e c e r  m é t o d o s  g e n e r a l e s  p a r a  l a  o b t e n c i ó n  d e  r e p r e s e n t a c i o n e s  

m a t r i c i a l e s  s e n c i l l a s  d e  u n  e n d o m o r f i s m o  a r b i t r a r i o .  E s t a s  r e p r e s e n ­

t a c i o n e s  q u e  d e n o m i n a m o s  d e  J o r d a n  t i e n e n  i n t e r é s  p o r  s i  m i s m a s ,  

p u e s  h a c e n  t r a n s p a r e n t e  l a  « e s t r u c t u r a »  d e l  e n d o m o r f i s m o ,  y  f a c i l i ­

t a n  s u  m a n i p u l a c i ó n  a l g e b r a i c a ,  y  e l  e s t u d i o  d e  s u s  p r o p i e d a d e s  

g e o m é t r i c a s .
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LECCION 4

APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION 
LINEAL DE ENDOMORFISMOS

La lección está dedicada a establecer el planteamiento general 
del problema de clasificación de endomorfismos en un espacio vec­
torial, y fijar las directrices básicas que permitirán alcanzar más 
adelante su solución.

§1. EQUIVALENCIA LINEAL Y SEMEJANZA

El grupo GL{V) de un espacio vectorial V actúa por conjugación 
sobre el álgebra de endomorfismos EL{V) de la torma:

GL iV )xE L{V ) 3 {g, f ) ^ g  ■ f · g -^  e EL (V)

ya que id · f ■ ld~ '*=t, y

{g ' h) ■ f  ■ ig ' h)~ '=g (h fh~  ’ ) g~ v

para todo g, h e GL{V) y todo f e  EL{V).

Esta actuación da lugar a una relación de equivalencia que pa­
samos ahora a describir explícitamente.

V denotará en este epígrafe a un espacio vectorial de dimensión 
finita n sobre el cuerpo K.
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Definición 1.1.

IV/2 APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS

Dos endomorfismos f y f  del espacio vectorial V se dicen lineal­
mente equivalentes, si existe g transformación lineal en V tal que:

f - g  · f g -^

La relación de equivalencia lineal inducida en el álgebra EL{VJ = 
=  EL(n) (matrices cuadradas de orden nj la denominamos relación 
de semejanza y puede definirse asi:

Definición 1.2.

Dos matrices A y A' de EL (n) se dicen semejantes, si existe una 
matriz P g GL(n) tal que:

A' =  P-^AP

La relación entre semejanza de matrices y equivalencia lineal de 
endomorfismos, puede establecerse a través de ios sistemas linea­
les de coordenadas.

Proposición 1.3.

Sea B una base del espacio vectorial V. Dos endomorfismos f, 
f' G e l  (V) son linealmente equivalentes, si y sólo si sus representa­
ciones matriciales lVl,(f) y iVl,(f') son semejantes.

Demostración

Sea A = M,{f), A = M ,{ f ') .  Si son semejantes, existe P e GL(n) 
con

A  =  P ~ 'A P

Tomando g e G L {V )  con /W,(g) =  P "V  se concluye que:

MÁg ■ f ■ M,{f) M ,ig -^ ) =  p -^A P  = A = M , { f )
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y por tanto,

g f g - '  =  r

El recíproco se prueba de forma análoga. □

Por otra parte, el coniunto de representaciones matriciales de 
un mismo endomorfismo, constituye una clase de semejanza.

Proposición 1.4.

APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION ÜNEAL DE ENDOMORFISMOS IV/3

Sea t endomorfismo de \/ y A, A' g EL(n).

i) Si A y A' son representaciones matriciales de f, entonces 
son semeiantes.

i i) Si A es representación matricial de f, y A' es semejante a A, 
entonces A' es también representación matricial de t

Demostración

i) Sean s y s bases de V y P e GL{n) la matriz del cambio de 
base:

fi =£ P

Si M,{f)=-A, y M Af) =  A \  se tiene:

f{¿ )^ f{£P ) =  f{£) P =  eAP = íi'(P~M P) =  e'A'.

Se concluye así que A  = P~ AP-

ii) Supóngase A =  M,{f), y A' =  P 'M P  para cierto P e GL{n). Se 
tiene entonces que =  para ¿ ^e p .  □

Finalmente se tiene:

Proposición 1.5.

Sea e base c/e V, f y f  endomorfismos. Son equivalentes las si­
guientes afirmaciones:
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/) T es linealmente equivalente a f .

ii) Existe Í  base de V tal que M,(f) =  M,-(f).

iii) Existe 8 base de V tal que M,(f) es semejante a

Demostración

Supóngase A ^ M , if ) ,  es decir =

i) ^  ii) Sea f '^ g fg ~ '  para cierto g e GL{V). Tornando &'^g{s) 
se tiene:

f'ÌE') -= f'{g (e)) =g{f{s)) =  g (eA) -^g{s) A =  s 'A

y por tanto

ii) => iii) Es trivial.

iii) => i) Supóngase que M^,(f') =  A' es semejante a A==M,{f).
Por la proposición anterior, es M ,{ f)  semejante a A, y por la pro­
piedad transitiva M,Xf) es semejante a Nuevamente por 1.3
se concluye que f es lineatmente equivalente a /' □

lV/4 APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS

Ejemplo 1.6.

Sea n V ^ V  una proyección con base U y dirección W (véase 
L.3, 2.18). Tomando una base adaptada a la descomposición V = 

@ W, de la forma:

e = { e„  e „ ..., e„)

con: (e,, ..., e,) base de U,

(ê -i. ..., e„) base de W.

La matriz de n respecto a e es:

í l  o \
J =   ̂ donde i denota la matriz identidad de orden r.

Vo o )

Por la proposición anterior se concluye que fiiado r, todas las pro­
yecciones vectoriales de V con base r-dimensional, son linealmente 
equivalentes.
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El siguiente resultado, cuya demostración ya es inmediata, resu­
me en cierta torma la idea general de este epígrafe.

APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS IV /5

Corolario 1.7.

Fiiado el espacio vectorial V, existe una biyección canónica M 
entre los espacios de órbitas EL(V)/GL(V) y EL{n)/GL(n) que hace 
conmutativo el diagrama

EL(V)-----EL(n)

EL (V)/GL (V)Jíi^EL (n)/GL (n)

Para toda base e de V. Las flechas verticales, indican las proyeccio­
nes canónicas (que hacen corresponder a cada elemento su órbita).

§2. SISTEMAS DE INVARIANTES

Llamaremos invariante lineal {en EL{V)) a un invariante para la 
clasificación lineal de endomorfismos del espacio vectorial V, es 
decir, a una aplicación

p : EL{V) X (X coniunto)

tal que se verifique la implicación:

f linealmente equivalente a f  => p{f) =  p{f').

Los invariantes lineales en EL{n) se denominarán invariantes de 
semejanza.

Los invariantes lineales y los de semejanza se relacionan a tra­
vés de la aplicación canónica M definida en 1.7:
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Proposición 2.1.

Sea p : E L ( n ) ^ X  un invariante de semeianza. Fiiada la base e 
de V, ta aplicación

P' :EL{ V) 9  g X (2.1.1)

no depende de la base e, y define un invariante lineal.

Reciprocamente, si p' es un invariante lineal, puede construirse 
un único p invariante de semejanza, relacionado con p'' por (2.1.1) 
respecto a cualquier base e.

(Usualmente se denotan por el mismo nombre al mvariante de 
semejanza p y al lineal p' cuando están relacionados por (2.1.1)).

Demostración

La aplicación p' ; EL{V) X definida en (2.1.1) no depende de la 
base e, ya que por 1.4 I) M ^ f)  es semejante a M,{f) para cualquier 
otra base y por ser p invariante de semeianza:

p (M ,(0 ) =  p(/W.(f))

Además, si f y f  son llnealmente equivalentes, por 1.3 M,,{f) y M ,{f) 
son semeiantes, y p’ {f) =  p{M,{f)) =  p{M ,{f')) =  p '( f) .

La obtención de p a partir de p', se hace de Torma análoga. □

Ejemplos 2.2. Algunos invariantes

1. La aplicación determinante, det : EL (n) -> [K es Invariante 
de semejanza:

S\ A E EL{n) y A' = P~ ' AP. con p e GL{n) entonces:

óei A  -óe\.{P'^ ') de t/\ det P =  (det P)~ ■ det>\ detP =  detvA 

El Invariante lineal inducido en EL{V) se denota también por:

det : EL{V) ^  K

IV/6 APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS
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y viene definido por la fórmula, d e tf  =  det/A, para cualquier repre­
sentación matricial A de f.

2. Se denomina rango de un endomorfismo f e EL{V) a la di­
mensión del subespacio imagen im f. Probemos que la aplicación:

rg E L {V )  3 f ^  ó\m{im f) E {O, 1, 2, n}

es invariante lineal.

En erecto, si t e EL{V), y f ’ =  g ' t g ~ ' ,  entonces g{im  f) =  ím f ' . 
ya que g{f{v)) =  f'{g{v)) para v e V. Por ser g transformación lineal 
conserva la dimensión, y se tiene:

rg f =  dlm (im f) =  dim {g {im 0) =  cllm {im f ' ) ^ r g  f

La aplicación rango rg : EL{n) ^  {O, 1, ..., n} inducida es el mvarian- 
te lineal de semejanza definido por el rango usual de una matriz 
{número máximo de filas o columnas que constituyen un sistema 
linealmente independiente).

3. De forma más general, fijado /  e IK, la aplicación:

rg;/. EL{V) 3  r g { f -Á id )  E {O, 1, ..., n}

es un invariante lineal, ya que si fE E L {V ) y f' =  g ' f ’ g~' '  para 
g E GL (\/), entonces:

g ■ { f~ Á Íd )  g~ '= g  ' f ' g~ - á id =  f  - á id

y por el elemplo 2 es rg{f~-ÁÍd) =  r g { f — Áid).

En particular, el invariante:

n - r g ,  .EL{V) 3  n - r g { f - l d )  e {O, 1, ..., n}

indica la dimensión del subespacio de vectores fijos de un endo­
morfismo.

Para que dos endomorfismos /, f ' e EL{V) no sean llnealmente 
equivalentes, es suficiente con que exista un invariante lineal que 
tome distinto valor sobre f y f'\ Veamos un ejemplo.

APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS IV /7
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Ejemplo 2.3.

Las matrices reales A, B, C, D de EL{2) que a continuación se 
mdican, determinan ciases distintas de semejanza.

IV/8 APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS

\

En efecto, comparando determmantes se ve que:

4 =  de t / And e t e  ?^~4 =  det C = det D

Por tanto A no es semejante a C o D. Análogamente B.

Por otra parte:

rg_2 ÍA) = rg iA  + 2 l ) ^ 1 ^ 2  = rg {B+21) = rg_  ̂ {B)

y en consecuencia, A no es semejante a B.

De forma análoga se ve que C no es semejante a D.

Definamos el siguiente concepto general relativo a la actuación 
de grupos sobre conjuntos:

Definición 2.4. Clase invariante

Un subconjunto no vacío Q de EL{V) se denomina clase inva­
riante si verifica:

f G Q, y f lineal mente equivalente a f  =>f e Q

Observaciones 2.5.

1. Si ü  es una clase invariante de endomorfismos, el grupo li­
neal GL{V) actúa por restricción:

GL{V) X a  9 (g, f)~^g · f s Q  

Esta actuación mduce en Q una relación de equivalencia que es 
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justamente la de equivalencia lineal de endomorfismos, es decir, 
para todo f e í l  la órbita de ; en Q coincide con la órbita de f en 
EL{V).

2. Si p : EL{V) X es un mvariante (suprayectivo), entonces pa­
ra cada y C  X. p^^V ') una clase invariante.

En particular, la familia { p “ ^ ( x ) ; x e X }  constituye una partición 
de, EL (V/) en clases invariantes.

APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS lV/9

Ejemplo 2.6.

La familia de endomorfismos:

Y\ =  { k e EL (\/) : n^ =  n] 

es una clase invariante, ya que:

Si n e U ,  y n' · n ■ g~ '' para cierto g e GL{V), entonces:

n'^ =  {g ■ n ■ g "^ ){g  ' 71 ■ g~ )̂ =  g - ' g ~ ^= g  · K ■ g^ '^Tt'

Como sabemos por 2.18 de la lección 3, cada tt e H es una proyec­
ción de base im 7í, y dirección ker ti. El ejemplo 1.6 muestra enton­
ces que:

si 7ü, G n  ; 71 lin 6Q · a 7z' SI y sólo si rg7t = rg7i'

Se dice por esto que rg : n  -»■ {O, 1, ..., n] es un invariante completo 
para la clasificación de proyecciones.

Establecemos la siguiente definición general:

Definición 2.7.

Sea Q una clase invariante de EL(V), y {p^, ..., p^} una colección 
de invariantes lineales.

Se dice que {p^, .... pr] es un sistema completo de invariantes 
para Q si se verifica:

f, f 'G  Q, p¡(f) =  pi(í') para i =  1, ..., r=>f linealmente equivalente a V
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Recuérdese que la implicación recíproca (<=) es automàtica por ser 
los p¡ mvariantes lineales.

Nota 2.8. Directrices para la solución del problema

Resolver el problema de clasificación de endomorfismos para 
una clase invariante Q de EL{V) significa esencialmente conseguir 
los dos obietivos siguientes:

i) Establecer criterios que permitan decidir en la práctica 
cuándo dos endomorfismos de son linealmente equivalentes.

ii) Dar una descripción explícita del espacio de órbitas 
a/GL{V).

Nótese que estos obietivos se han alcanzado en el ejemplo 2.6 
(ver también 1.6) sobre ia clase invariante Q =  n  de las proyeccio­
nes, y se han seguido los siguientes pasos:

a) Encontrar representaciones matriciales sencillas para los 
endomorfismos de Q, y obtener así una colección bien definida de 
matrices reducidas que denominamos matrices de Jordan.

En el caso Q =  n , las matrices de Jordan son {J, : r= 0 ,  1......  n}
donde:

' 1̂0 o

b) Dar un criterio práctico para reconocer cuándo dos matrices 
de Jordan son semejantes.

Para Q =  n ,  el criterio es trivial:

J, es semejante a J r g { J r )  =  r = s  =  rg{Js)

c) Establecer reglas que permitan obtener a partir de un endo­
morfismo f e Q una representación reducida de Jordan (dos endo­
morfismos con representaciones de Jordan semejantes serían (por 
1.5) llnealmente equivalentes).

En particular, esto podría conseguirse a partir de los valores 
que f tome sobre un sistema completo de invariantes.

IV/1 o APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS
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Cuando Q =  n el criterio es claro, si tt g Fl, y r g { n ) - r ,  su repre­
sentación reducida es J .̂

La solución que en este capítulo se dará al problema global de 
clasificación lineal de endomorfismos, pasa por establecer una parti­
ción previa de EL{\/) en clases invariantes Q {por el procedimiento 
indicado en 2.5), y definir sistemas finitos y completos de invarian­
tes (del tipo de los descritos en 2.2) sobre cada clase Q.

APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION ÜNEAL DE ENDOMORFISMOS IV /11

§3. RECTAS INVARIANTES. POLINOMIO CARACTERISTICO

Fijado en endomorfismo f del espacio vectorial V', un subespacio 
L/ de se dice invariante (por f), si f{U) C  U-

La aplicación u  a u ^ 1 {u )  e U es un endomorfismo del espa­
cio vectorial U, que denominamos restricción óe t a U-

La determinación de subespaclos invariantes tiene interés con 
vistas a la obtención de representaciones matriciales sencillas para 
el endomorfismo. En efecto, tomando una base {u^......  Ur) del sub­
espacio invariante U, y completándola a una base de V e =  (ui, .... 
Ur, w^, iv j ,  la matriz de f respecto a e será de la forma:

9 ·

donde A es la representación matricial de f respecto a {u^, ■■■. Ur)·

Si además W/ =  <Wi, es también invariante, entonces
M,{f) una matriz diagonal por bloques de la forma:

En este epígrafe estableceremos una técnica para la determinación 
de rectas invariantes de un endomorfismo arbitrario.

Una recta vectorial fí =  <v> de V es invariante por t si y sólo si 
f{v) =  Áv para cierto escalar a . Se tiene así la siguiente definición;
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Definición 3.1. Autovaiores y autovectores

Un escalar /  g  K  se denomina autovalor del endomorfismo ^ de 
V, SI existe v e V  —{0} tal que:

f(v)=^/v

Se dice entonces que v es autovector asociado al autovalor Á.

El subespacio V (a ) = {v g  V : f (v) =  a v } = Ker {f — Aid) constituido 
por los autovectores asociados a Á {y el vector nulo), se denomina 
autoespacio del autovalor X.

La siguiente proposición proporciona ya un método efectivo para 
la determinación de autovaiores:

IV /12 APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION ÜNEAL DE ENDOMORFISMOS

Proposición 3.2.

Sea A una representación matricial del endomorfismo t de V, y 
Á e K. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) /  es autovalor de f.

ii) /cer{Aid—f)#{0} .

iii) def (Aid —f) =0.

iv) dei (Al “  A) =0.

Demostración

Las equivalencias i) ii) o  iii) son elementales, iii) iv) 
es consecuencia de ser A — Xid una representación matricial de
f -  ?Jd. □

Los autovaiores de f son pues las raíces de cierto polinomio que 
describimos a continuación.

Definición 3.3. Polinomio característico

Sea A =  (a¡j) una matriz cuadrada de orden n. Se denomina po li­
nomio característico de A al polinomio mónico de grado n:

108



APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS IV /1 3

% A ( t ) = d e t  { t l - A ) = d e t

/ t - a , ,  - a , 2 -

” 321 ^“ ^22 ··· ~^2n

\ - a , .  - a „  ... t ~ a „ „ /

Proposición 3.4.

La aplicación ^ : EL (n) a A-^;cA(t) e K [t] es un invariante de 
semeianza, es decir, si A, A' e EL (n) son semeiantes, entonces
XA(t)=/A· (t).

Demostración

Sea P e GL(n) tal que A' =  P~ ' A P. Para todo A e [K se verifica:

A - Á I  =  P~AA~-ÁI)P  

Por ser det: E L {n )^ K  invariante de semejanza, se concluye que:

X M )  =  det {A  -  Át) =  det {A -  Al) =  XaÍa)

En consecuencia, los polinomios y x^it) coinciden. Teniendo
en cuenta 2.1 y la equivalencia i)<?>iv) de 3.2 se tiene:

Corolario 3.5,

Sea f endomorfismo de V:

a) El polinomio  /,(t)=;;A(t) es independiente de la representa­
ción matricial A de i. y se denomina polinomio característico 
de t.

b) Las raíces de x,(t) son justamente los autovaiores de f.

c) La aplicación EL(V) 3 f ^ x ,  (t) g K [ t l  es un invariante li­
neal·
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Ejemplo 3.6.

Determinemos las rectas mvariantes, del endomorfismo f de V 
que respecto a la base fí =  (ei ,  e^, e^) tiene por matriz:

/ o  1 1

/ \ =  1 O 1
\  1 1 O

Los autovaiores son las raíces del polinomio:

( f - 2 )  (í +  1)

Calculemos ahora las ecuaciones de los autoespacios de á = 2 y 
A = - 1  en las coordenadas (x.) de la base £\

{21 -A )
0 \

=1 o

V

son las ecuaciones de \/(2) de las cuates sólo hay dos Independien-

tes:
2x, —X2 —X3 = 0 
— X1 +  2X2 —X3 = 0

Así pues V{2) es una recta invariante generada por el vector 

/ 1 \
¿7 = = £ 1

VV
De forma análoga se ve que l/( - 1 )  tiene por ecuaciones: x^ +  Xg+ 

+  X3 =  0, y es por tanto un plano vectorial. Son también invariantes 
por tanto, todas las rectas contenidas aquí.

Obsérvese que en este caso es \/ =  \/(2)0 \/( — 1), y es posible 
construir una base respecto a la cual la matriz de f es diagonal. En 
efecto, tomando:

1 1 0
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/  1 \  

- 1

V V
u . = i :

í  O'

- 1  I base de ^ { - 1), y u, el vector de (1.6 .1) 

1

la matriz de t respecto a (l/,, U2. u^) es

0 0

0 „ 1 0

^0 0 - 1

Las matrices J y A son semejantes. Concretamente, tomando P 
la matriz (de cambio de base) que tiene por columnas las coordena­
das dé (u,, Uz, U3) respecto a e;

P =

1 1

1 - 1 se tiene J =  P ' A P

1 0 1 /
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EJERCICIOS

IV /16 APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION ÜNEAL DE ENDOMORFISMOS

NOTA: Se supone fijado un espacio vectorial V con dimensión n 
# 0 , sobre un cuerpo !K.

4.1. Fiiado r =  0,1,2, ..., y á e K  probar que la aplicación: 

rgV.ELiV) B t ^ r g  [{ f-Á id Y ]  e (O, 1, n] 

es un invariante lineai.

4.2. Demostrar que r] — [f  e EL{V) : f es una clase invarian­
te. Resolver el problema de clasificación lineal de los endo­
morfismos de r¡.

4.3. Estudiar si las matrices:

A =

/  - 2  - 3  - 2 \

3 4 2
V O O 1 /

B =

/  - 2  ~ 2  - 3 \

4 3 4
\  1 1 2 y

son semejantes.

4.4. Sea /A =  (aí,) eEL{n). Probar que se verifica:

r “  ̂+  ... +  ( - 1 ) " d e t ^

Donde es el polinomio característico, y tr A =  a^^ +  
+  a „„. Concluir que la traza es un invariante lineal.

4.5. Demostrar que si dim \ / ~ 2  se verifica la identidad:

;í,{f) =  f ^ - ( í r f ) f  +  (detf) id =  0 

para todo endomorfismo t de V.

1 1 2



4.6.* Sea e =  (ei ,  63 , 63 ) base de V, f y f  dos endomorfismos de 
V con matrices respectivas respecto a e:

APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS lV /17

Probar que f y f  son linealmente equivalentes, y encon­
trar una transformación lineal g tal que T =  g ' f ‘ g~' '

4.7. Sea f endomorfismo de V. Demostrar la equivalencia entre 
las siguientes afirmaciones:

i) fe s  homotecia vectonal, e. d., f=Áid^,Á e K.

ii) f deja mvariantes todos los subespacios vectoriales de V.

iii) Todas las rectas vectoriales de V son mvariantes por f.

4.8.* Se llama centro Z del grupo lineal GL{V), al conjunto de 
transformacioones lineales h óe V tales que:

hg = gf) para todo g e GL{V)

Demostrar que Z es un subgrupo de GL{V) que coincide con 
el de homotecias vectoriales, es decir:

Z = {1 l d : Á E K ]

4.9.* Demostrar que si /i^, ..., /L, son autovaiores distintos del en­
domorfismo f, y V{Ái) denotan tos correspondientes autoes­
pacios, entonces la suma:

U =  V{?.^) +  ... +  V{2.r)

es directa.
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4.10.* Un endomorfismo f óe V se dice diagonizable, si admite una 
representación matricial diagonal de la forma:

I V / 1 8  APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS

J =

Probar que f es diagonizable si y sólo si el espacio V se 
descompone en la suma (directa) de los autoespacios de f.

4.11. Si d imV = 3, y f es un endomorfismo de V con matriz res­
pecto a la base g.

MÁf) =

Demostrar que f es diagonalizable, y determinar la base 
que lo diagonaliza.

4.12.* Para un endomorfismo f de V, demostrar la equivalencia en­
tre las siguientes afirmaciones:

i) t es diagonalizable.
ii) Xf{t) se descompone en factores lineales de la forma;

=  ... ( í - / , ) ' ’  ̂ con n ¡ ^ 1 , Áí¥^á¡ para t ^ i

Además, dim Ker { f -Á i id )= n ¡  para / =  1, ..., r.

4.13.* Estudiar cuáles de las siguientes matrices A son diagonaii- 
zabies:

B =
/ - 3 - 3 - 2

= 8 7 4

V - 4 - 3 - 1

-1 - 1 0 0

8 3 4 8

0 1 - 1 0

0 0 0 - 1
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4.14.

4.15.

Determinar cuando asi sea una matriz diagonal J semejan­
te, y una matriz de paso, tal que j  =  p ~ ''A P

Probar que el polinomio característico determina un inva­
riante completo para la clase (invariante) de los endomorfis­
mos diagonalizables.

Si V es un plano vectorial real, y f es un endomorfismo de 
V, probar que existe una base {u, v) de V respecto a la cual 
la matriz de f es de alguno de los siguientes tipos:

íl o
o  / \

Se denominan a estas matrices, matrices de Jordan de or­
den 2.

4.16.* Resolver el problema de clasificación lineal de endomorfis­
mos en un plano vectorial real o complejo.

4.17. En el plano vectorial real y  se dan los endomorfismos que 
tienen por matriz (respecto a una base s de V):

- 1 ^

1

-2 -6\ í-2 -1\ /-10 -16
1 O \ 11

Determinar para cada una de ellas una representación de 
Jordan, y una base que de lugar a dicha representación.
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LECCION 5

POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE 
DESCOMPOSICION

Para encontrar representaciones matriciales sencillas de un en­
domorfismo f, interesa buscar técnicas que controlen la posible des­
composición de V en suma directa de subespacios invariantes. El 
establecimiento de este tipo de técnicas requiere de algunos preli­
minares algebraicos en los que intervienen algunos conceptos y re­
sultados elementales relativos al anillo de polinomios en una varia­
ble, que utilizaremos libremente. El lector no familiarizado con este 
tema puede consultar el apéndice I.

En lo que sigue, se supondrá fiiada una pareia (\/, f) donde co­
mo es ya habitual, V denotará a un espacio vectorial de dimensión 
finita n, sobre un cuerpo IK, y f un endomorfismo de V.

§ 1. ESTRUCTURA DE MODULO INDUCIDA POR 
UN ENDOMORFISMO

El endomorfismo f induce en el grupo abeliano (\/, + )  del espa­
cio vectorial una estructura ao módulo sobre el anillo IK [t] de poli­
nomios.

El estudio algebraico de este módulo proporciona como vere­
mos, toda la información geométrica acerca del endomorfismo f. La 
construcción del módulo exige alguna elaboración previa.

Si <p(í) =  a ^ r  +  . . . + a , f + a o  es un polinomio de K [ t ] ,  y f es un 
endomorfismo de V, la estructura natural de álgebra para EL{V)
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permite calcular el «valor» del polinomio (p(t) =  a^t'" +  ... +  aA+^Q  ^ 
IK [í] para t =  f, de la forma:

(p { f )= a J '^  +  ... +  a ,f+ a ^ íc l

y el resultado <p(f) es un nuevo endomorfismo. Establezcamos algu­
nas reglas de calculo.
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Proposición 1.1.

La aplicación

K [ t ] 3 (p----- ^ (p( f )eEL{V)

es un homomorfismo de álgebras. Es decir, para todo <p, ij/ e ÍK[t] 
se verifica:

i) { í ) = ^ ( n  +  ·A(f)·

Demostración

La propiedad i) es evidente. Para probar ii), es suficiente hacer­
lo cuando el polinomio {¡/{t) es de la forma:

i/f(í) =  í'‘ para k==0 , 1, ...

Supóngase (p { t)^ a ^ t '” +  ...- l·a ,t +  ao' entonces:

((p(í)í'') (0 =  { a ^ r ^ ' ‘ +  ...+aoí*) { f )=a^f '^^ '^ +  ...-l·aJ'^ =  (p{f)■f'^ □

El siguiente resultado es ya inmediato.

Corolario 1.2: Módulo V,

La aplicación

K[ t ] x \ / B { ( p ,  V )----- V(pv =  ,?)(f) (V) e V (1.2.1)
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define una estructura de mòdulo sobre K[X] para et grupo abeliano 
(V, + ). Es decir, para todo u, v g V y todo φ ,  φ  e K  [t] se verifica:

1) φ ( υ + ν ) = φ υ + φ ν
2) { φ  +  i//)v =  φ ν  +  i^v
3) ( φ φ ) \ / =  φ{\Ι/\/)
4) 1v=v

Se denota a este mòdulo por V̂ .

Observaciones 1.3.

1. Al restringir el producto (1.2.1) a los elementos de Κ  (polino­
mios de grado cero) se obtiene el producto usual de escalares por 
vectores.

2. Como consecuencia de lo anterior, todo submódulo de Vf es
subespaclo vectorial. Además, si ( v , ......  v,) es un sistema de V el
subespacio vectorial {v^ , ..., v,y generado por el sistema en V está 
contenido en el submódulo {v^, ..., v ,}f  generado por el sistema en 
Vf, ya que para λ , ......  A, e K  se tiene:

λ , ν ^ - \ - . . . + λ , ν ,  =  φ , ν , ^  ... +  φ , ν ^

donde es el polinomio constante A, .

Proposición 1.4: Submódulos de V,

Un subconjunto no vacio U de V es submódulo de V, (y escribi­
mos, U<V,) Si y sólo Si  U es subespacio invariante (por f) de V.

En particular, la familia i?(Vf) de subespacios invariantes por f 
constituye un subreticulo del retículo i f  (V) de subespacios vectoria­
les.

Demostración

Si U < V f, en particular tu =  f{u) e U para todo u e U, y U es inva­
riante.

Recíprocamente, supóngase U subespacio invariante de V. Tene-
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mos que probar que para todo polinomio cp y todo vector u e U se 
tiene (pu e U, pero ésto equivale a decir que U es subespacio vecto­
rial invariante por el endomorfismo (p{i). La demostración de éste 
hecho es consecuencia inmediata de las siguientes observaciones:

1. Si u es invariante por los endomorfismos f y h, también lo 
es por f-^h y t ■ h, y Áf para todo /  g K.

2. U es Invariante por la aplicación identidad.

De esta torma, como U es por hipótesis invariante por t, lo es 
por cualquier potencia f"  de f (/f=0, 1, ...) y cualquier combinación 
lineal de ellas.

La última afirmación de 1.4 es consecuencia de que la suma de 
subespaclos, sólo depende del grupo (V, + )  común a las estructu­
ras de módulo y espacio vectorial.□

V /4  POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION

Observación 1.5.

Si u  es subespacio invariante por f y f^e  EL {U) es ei endomor­
fismo restricción, entonces para todo polinomio e IK [í] se verifi­
ca:

(p {fu) =  <P if) u

En consecuencia, la estructura de módulo sobre [K [íj> inducida 
en {U, + )  por fy coincide con la inducida en U como submódulo de

Ejemplo 1.6.

Considérese en \/ =  \/'2{lK) el endomorfismo: 

/ \ ;  \/ 9

Calculemos el retículo de submódulos de V^. Para ello vamos a 
analizar previamente cómo «funciona» en este caso el producto de 
polinomios por vectores:
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Nótese en primer lugar, que se verifica ia identidad:

(/A -/)^ ^ 0 . y por tanto, si (/>(í) =  se tiene (¡){A) =  0.

Asi, para todo v e V se tiene (f)V = 0. En consecuencia, sí cp e [K [f] 
es un polinomio cualquiera, aplicando el algoritmo de división por 
(j) se tiene que:

(p =  4>q + p siendo q, p g IK [f l y gr(p) <2 si p # 0 . Por tanto:

(pv^{(|)q +  ρ)v =  q{(f)v)-l·pv^pv

/ v . \
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y : (p e K  [ t ]}  =  {{at +  (í ) v : a, e K ] .  Si v se tiene:

(aí +  i8)i/ =  (aA +  i5/)i/ =
\

: +  jS O ^ 

a a-\- ¡ ij

OCV,+/ÍV-,

a(v, +  v ,)+ J ]v J

\  ( y  \
+iS

\y  ̂  +  y V'^2/

de aquí se deduce inmediatamente que:

— Si entonces

—  Si entonces

En consecuencia los únicos submódulos de \¡f (es decir, subes- 
pacíos invariantes por >A) son: {0}, y la recta vectorial

v J
: X G IK}.

Establecemos por último una técnica para la determinación de 
subespaclos invariantes.

Proposición 1.7.

Si (p es un polinom io de 
im((p(f)) son invariantes por f.

[t ] los subespaclos Ker (p (f) y

1 2 1



Demostración

Si u G ker ^ (f) entonces cpu=0 y por tanto:

9 (f) (f(u)) =  (p (tu )= t((pu)= t0  =  0.

luego f(u) e ker <p(f).

Análogamente, si u = (p(f){v) e im((p(f)) se tiene:

f (u) - t  { ( p v )  =  (p (tv) =  (p (f) (tv) G im i ( p  (f)) □

§ 2. POLINOMIOS ANULADORES
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Según se vio en el eiempío 1.6, la determinación de polinomios 
(p tales que (p{f)=0, simplifica notablemente los cálculos de produc­
tos de polinom ios por vectores. Por otra parte, en la proposición 1.7 
se muestra el mterés de encontrar polinomios <p con ker (p{f)¥^{0] 
para la determinación de subespacios Invariantes. La teoría de anu­
ladores que ahora vamos a exponer, proporciona técnicas para 
búsqueda de estos polinomios.

La parela (U, f) se considera fiiada de antemano.

Definición 2.1

Si S es un subconiunto no vacío de V, se denomma anulador de
S {respecto a f) al coniunto de polinomios:

Anf(S) = { ^  G ÍK [t] : (pv =  0 para todo v e  S}

Proposición 2.2. Propiedades

Sea S un subconjunto cualquiera, no vacío de V.

1. An,(S) es un ideal de IK [t],

2. S/ S C  T C  V, entonces An,(S) 3  An,(T).
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3. An,(S)=:.An,«S».

4. Si (U.,...... Ur) es una fam ilia de subespaclos vectoriales de V

y U = U. +  ... +  Ur, entonces An,(U) =  n  An,{U¡).
i =  i

5. An,(v) es un ideal no nulo para todo v g V.

6. Arif(V) es un ideal no nulo.

7. An,(S) es un ideal no nulo.

8. Si U es subespacio invariante, entonces:

An,(U) =  An,{U).

Demostración

1. Si (p e Anf(S), y \¡/ e K [ t ]  entonces para todo v e S se tiene:

{ij/q}) v =  i¡/ {(pv) = \̂¡/0 =  0

y por tanto, \ ¡/ (p e  Anf{S).

2. Si (pv^O para todo v e T, en particular, (pv =  0 para todo
V E S s\ S C  T.

3. Por la propiedad anterior, se verifica: /\A7f(<S» C  An^S), ya 
que S C  <S>.

Reciprocamente, si ^  g /\n^(S) entonces para todo v = ÁiV^ +  
+ ... +  A, V, e <S> (V; e S) se tiene:

(p V. + ... + A v )  = ((pv^) + ... + {(pv) = O

ya que cada cpv, es nulo por hipótesis.

4. Se tienen las igualdades:

n  AnfiU i) =  A n f{U ,U ...U U r)= A n f{{U ,U  ...U U r})
t ^  \

= Anr^{U, +  ... +  Ur)·
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5. El sistema de n +  1 vectores {v, tv, t" v) es (por ser n =  
=  dim V) Mnealmente dependiente. Una relación de depen­
dencia linea! entre ellos, da lugar a un polinomio no nulo (p, 
tal que ^ i/ =  0.

6. Sea {v^, i/„) base de V. Por la propiedad 5 se deduce que
existen polinomios no nulos (p¡ tales que (p¡v, =  0 para / =  1, 
..., n. El polinomio es no nulo y verifica:

(p e n  Anf{v^)=  n  A n f{{v ¡y )= -A n f{(v ,} +  ... +  iv „})= A n f{V ). 
i =  i ( =  1

7. Se deduce de las propiedades 6 y 2.

8. Se obtiene a partir de las identidades:

(p{f) {u) = (p{fu) (tv) = (p{f)u{^) para todo u e U y todo e K [t].

Como consecuencia inmediata de estas propiedades se tienen 
los siguientes resultados:

Corolario 2.3. Polinomio minimo anulador

Si S es un subconiunto no vacío de V, existe un único polinom io  
mónico (f)s tal que:

An,(S) -  K[t]<p, (2.3.1)

y se verifican las propiedades:

i) =

ii) S/ S C  T C  V es m últiplo de (¡)̂ .

iii) (j>s^4>i&y

Iv) Si (U.,, ..., U )̂ son subespaclos vectoriales de V, y 

U =  U. +  ... +  U ,̂ entonces ^u==nn. c. m. (^y.. ··■. <̂ u.)·
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Demostración

POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION V/9

Como AnfiS) es un ideal no nulo de K \t],  existe un uniCo poli­
nomio mónico verificando la propiedad (2.3.1) (véase apéndice I).

La equivalencia i) es trivia l. □

Las demás afirmaciones son una retormulación de las propieda­
des 2.2, que se obtienen inmediatamente utilizando la teoría de 
ideales dada en e! apéndice I.

C o ro la r io  2.4. P olinom io  m ínim o

Existe un único polinom io mónico 0, verificando las siguientes 
condiciones:

i) (/>f(f) =  0.

ii) Si (p E K  [t], y (p{t) =  Q, entonces <p es m últiplo de 0,.

Se denomina a 4>i polinom io mínimo de í.

Demostración

El polinomio buscado, es justamente el polinomio mínimo 
anulador de V, (j)̂ .

Nótese que (j)f viene definido por la condición:

{ ( p e K [ t ] : ( p { f )  =  0}  =  K \ t \ ( l ) , n

O b s e rv a c io n e s  2.5.

1. La propiedad 8 de 2.2, puede reformularse ahora diciendo 
que el polinomio mínimo anulador de un subespacio invariante U 
coincide con el polinomio mínimo de f ĵ, es decir:

2. De la propiedad i) de 2.3 se deduce que si </>̂ (/) =  1, entonces 
necesariamente el espacio vectorial V =  {0} (pues =  y recí­
procamente.
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3 .  E l  p o l i n o m i o  m i n i m o  d e  u n a  m a t r i z  A  e E L { n )  v i e n e  d e f i ­

n i d o  p o r  l a  c o n d i c i ó n ;

{(p E K  [f i : (p =  0} =  K  F/] 4)A

y  e s  e l  p o l i n o m i o  m i n i m o  d e l  e n d o m o r f i s m o  A  : V „ ( I K )  ^  \ / n ( Ì K )  d e f i n i ­

d o  p o r  A .
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E jem p lo s  2.6.

S u p ó n g a s e  \ / # { 0 } ;

1 . E l  p o l i n o m i o  m í n i m o  d e l  e n d o m o r f i s m o  n u l o  e s

2 .  L a s  h o m o t e c i a s  v e c t o r i a l e s  f = À i d  v i e n e n  c a r a c t e r i z a d a s  p o r  

l a  c o n d i c i ó n ;  =

3 .  U n  e n d o m o r f i s m o  ± l d ,  e s  s i m e t r í a  v e c t o r i a l  ( f ^ ^ i d )  s i  y  s o ­

l o  SI s u  p o l i n o m i o  m i n i m o  e s  =

4 . U n  e n d o m o r f i s m o  e s  p r o y e c c i ó n  ( f ^  =  f )  s i  y  s ó l o  s i  s u  

p o l i n o m i o  m i n i m o  e s  =

P ro p o s ic ió n  2.7.

/ )  < p i =  (¡)a  p a r a  c u a l q u i e r  r e p r e s e n t a c i ó n  m a t r t c i a l  A  d e  f .

i i )  L a  a p l i c a c i ó n  (fy: E L  ( V )  3  T - >  </>, e  IK [ t ]  e s  u n  i n v a r i a n t e  l i ­

n e a i .

D e m o s t r a c i ó n

i )  F i i a d a  u n a  b a s e  e d e  V,  l a  a p l i c a c i ó n  M ,  \ E L { V )  ^  E L { n ) ,  e s  

u n  i s o m o r f i s m o  d e  á l g e b r a s ,  y  p o r  t a n t o  p a r a  t o d o  g  IK [ f ]  s e  t i e ­

n e :

A s í ,  s i  M , i f )  =  A ,  s e  v e r i f i c a  l a  e q u i v a l e n c i a :

(p{ f )~0o(p{A)  =  0 

y  l a  i g u a l d a d :  K  [ i ]  =  [ i ]  0 ^ , p o r  t a n t o

126



i i )  P a r a  t o d o  g  e G L { V ) ,  y  t o d o  rp g  IK F í l .  s e  v e r i f i c a  l a  i g u a l ­

d a d :

(pig-f-g~l=g-(p(f) g~̂  { 2 . 7 . 1 )

P o r  t a n t o ,  s i  f  =  g  ' f  · g ~  ' s e  t i e n e  l a  e q u i v a l e n c i a :

=0<=>f/5 [ i )  = 0

E s t o  p r u e b a  q u e  [ t ]  [ f l  (¡>f y  □

Nota 2.8.
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L a  i d e n t i d a d  ( 2 . 7 . 1 )  m u e s t r a  q u e  f i i a d o  u n  p o l i n o m i o  (p g  K  U ] ,  l a  

a p l i c a c i ó n :

E L { V )  3 f ^ r g { ( p { f ) )  £  {O, 1, . . . ,  n ]

e s  u n  i n v a r i a n t e  l i n e a l .  N ó t e s e  q u e  l o s  i n v a r i a n t e s  d e  r a n g o  d e f i n i ­

d o s  e n  L . 4 ,  2 . 2 ,  s o n  u n  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  é s t e .

E s t e  t i p o  d e  i n v a r i a n t e s  l i n e a l e s  j u g a r á n  u n  i m p o r t a n t e  p a p e l  

m á s  a d e l a n t e .

§  3 .  P R I M E R  T E O R E M A  D E  D E S C O M P O S I C I O N

U n a  d e s c o m p o s i c i ó n  d e l  m ó d u l o  V f  e n  s u m a  d i r e c t a  d e  s u b m ó -  

d u l o s  d e  l a  f o r m a :

V r ^ U , ® . . . ® U r  ( 3 . 0 . 1 )

e s  e x a c t a m e n t e  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  d e l  e s p a c i o  v e c t o r i a l  V  e n  s u ­

m a  d i r e c t a  d e  l o s  s u b e s p a c i o s  i n v a r i a n t e s  U j

V = U,®...@Ur

L a  d e s c o m p o s i c i ó n  s e  l l a m a r á  t r i v i a l ,  s i  a l g ú n  s u m a n d o  U¡  e s  

i g u a l  a  V.
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D i r e m o s  q u e  l a  d e s c o m p o s i c i ó n  e s  p r o p i a ,  s i  t o d o s  l o s  s u m a n ­

d o s  s o n  n o  n u l o s .

A  p a r t i r  d e  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  p r o p i a  d e  c o m o  l a  ( 3 . 0 . 1 ) ,  e s  

p o s i b l e  o b t e n e r  u n a  r e p r e s e n t a c i ó n  m a t r i c i a l  d e l  e n d o m o r f i s m o  f, 

d i a g o n a l  p o r  c a l a s .

E n  e f e c t o ,  e l i g i e n d o  e¡ ,  b a s e  d e  U ¡ ,  y  l l a m a n d o  A ¡  a  l a  m a t r i z  

q u e  r e p r e s e n t a  a  r; =  r ^ ¡ , i a  r e p r e s e n t a c i ó n  m a t r i c i a l  d e  t  r e s p e c t o  a  

l a  b a s e  e =  e ,  U - - - U

V / 1 2  POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION

\
M ,  ( f )  =

A ,
=  /A

A r /

S e  t i e n e  a s i  e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o :

P ro p o s ic ió n  3.1.

S u p u e s t o  Vf d e s c o m p u e s t o  e n  s u m a  d i r e c t a  V,= U , @ . . . @ U r ,  y 
d e n o t a n d o  t ¡ = f ^ j ,  s e  t i e n e :

X f = X f ,  ■■■ Xf .  y  (/> =  m .  c .  m .  . . . ,  0 , )

d o n d e  x  y  4) i n d i c a n  r e s p e c t i v a m e n t e ,  p o l i n o m i o  c a r a c t e r í s t i c o ,  y  

p o l i n o m i o  m í n i m o .

D e m o s t r a c i ó n

C o n  l a s  n o t a c i o n e s  e s t a b l e c i d a s  a n t e s ,  s e  t i e n e :  

/ ti,-A,

=  ó e X { t i , - A , ) . . . ó e \ { t i , - A r ) ·  

E s t o  p r u e b a  q u e  ■■ ■ X i , ·
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Esto concluirá evidentemente la demostración.

La demostración de (1) requiere las siguientes comprobaciones:

a) ... +  7ir =  id.

En efecto, «multiplicando» por cualquier vector v e V los dos 
miembros de la igualdad (3.2.1) se deduce:

b) TiiTZi^O si i ^ i .

Para /# /  el polinomio rf/¡il/¡ es múltiplo de c{), pues contiene 
todos los factores <p̂ , (p .̂ Por tanto {\¡/¡ \¡/¡) (0= 0 , y en particular:

(f) =

{r¡¡ri¡){il/i\l/¡){f)-= {riir]¡){0 ) =  0

c) n f - n ¡  para í =  1, ..., r.

La igualdad anterior puede escribirse como: k ¡ {id —7ii) =  0. Por tanto 
es suficiente probar que el polinomio r¡¡\p i{1—r}¡ij/¡) anula a f, o de 
forma equivalente, que es múltiplo de (j}. Pero nuevamente por
(3.2.1) se tiene:

i^i

y cada sumando es múltiplo de por tanto lo es el resultado de la 
suma.

La descomposición de V según (3.2.2) es ya automática. 

Demostremos por último la afirmación (2).

Supóngase que ueKer(p¿(f)· Entonces:

u -T i¡{u ) =  {1 - r ]¡  \p¡)u = iY^ rj¡\¡/¡)u = Ŷ  (^>>A/)u
i^i il^i

y cada sumando del último miembro es nulo, ya que para / # /, r¡j \j/¡ 
es múltiplo de (p¡. Por tanto n¡{u) =  u, y u e im ti¡ -
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Recíprocamente, para todo v g V es:

(piif) {-rí i {v))={(p¡r}¡ip,)v^r}¡{(f)v) =  i]¡0 =  0

asi, im 7i¡ C  ker (p¡ (/), y la demostración está concluida. □

Este resultado tiene particular Interés cuando se aplica a la des­
composición en tactores primos del polinomio mínimo de f.
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P ro p o s ic ió n  3.3.

Supóngase el polinom io mínimo <¡),de f descompuesto en facto­
res primos:

(^,= p!̂  ̂ ... p[" (3.3.1)

(es decir, p i ,  . . . ,  p ^  s o n  todos los factores primos distintos, y m ,^1 
es el orden de m ultiplicidad de p ¡ c o m o  divisor prim o de </)f). Sea Ui= 
=  k e r  p r " ' ( f ) .  E n t o n c e s :

i) El módulo V, se descompone en suma directa:

V ,-U ,@ ...© U , (3.3.2)

ii) Llamando t¡:U ¡->U ¡ a la restricción de i a U¡, se tiene:

£/>,=p-.·

En particular, la descomposición (3.3.2) es p r o p i a .

Demostración

i) Los polinomios i//, = =  1, r son primos entre si, ya
que por construcción no tienen divisores primos comunes. Aplican­
do directamente 3.2, se obtiene la descomposición (3.3.2).

ii) Evidentemente p f’.(/,.)=o, por lo que existen polinomios t]¡ ta­
les que:

P r  =  f],(p{.
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Por ser p¡ primo, se deduce que debe ser de la Torma 
para cierto s ,> 0 . Por otra parte, por 3.1 se deduce que;

(})r=pT' -  p r = m . c .  m.((/),^, ..., (f),)=pV -  P f

Por tanto m¡ =  s¡ para / =  1, ..., r.

Como cada por 2.3 i) se concluye que cada ih  es no nulo,
y la descomposición (3.3.2) es propia. □

El resultado anterior admite una retormulación más completa, si 
se introduce el siguiente concepto:

V / 1 6  POLINOMIO MINIMO, PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION

Definición 3.4. Subespacio característico

Se denomina subespacio caracfer/sf/co asociado a un divisor 
prim o  p del polinom io minimo 0^, al coniunto:

V p = {v G V :p ''v  =  0 para algún k =  0,1, ...]

Nótese que Vp puede expresarse como:

Vp= U K e rp ^ f)
k = 0

Proposición 3.5.

Si p es divisor prim o de con m ultip licidad  m (m >1), se tiene 
la cadena:

{0} ^  ker p(f) ^  ... ^  ker p'^(f) =  ker p"' + i(f) =  ... (3.5.1)

En particular, se tiene ker p""(f) =  Vp.

Demostración

Claramente es kerp ''(f) C  ker p^(f) para r ^ s .  Por otra parte, to­
mando (p e [K[f] con
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se tiene que m .c. d.(p*, =  1 para todo k = 0, 1, ... En particular
para k ^ m  se tiene, aplicando 3.2 al polinomio pV/> que anula a f:

\/ =  ker p" {f) (p {f}

Como Ker p"'{f) C  Ker p'^if) y ambos subespaclos tienen la misma 
dimensión igual a n — dim ker (p{f) se concluye que son iguales.

S\ k < m  entonces necesariamente se verifica: 

ker p'^if) ^  ker p"’ (f)

ya que si f  es la restricción de f a ke rp '” (f), su polinomio mínimo 
es por 3.3 igual a p'^, por lo que p'' y particular ker
pM O ^ker p"’ (f)·

La demostración se concluye probando que para un endomorfis­
mo h se verifica la siguiente implicación trivia l:

ker/7* =  ke r/i''’‘·  ̂ k e r ^  =  k e r ^ ( / c  =  0, 1, ...)

Apliqúese para h =  p{f) □

Corolario 3.6. Teorema de decomposición

El módulo Vf se descompone en suma directa propia de los su~ 
bespacíos característicos:

V,= V,,©...©Vp^

Donde p^, . . . ,  P r  son los divisores primos distintos del polinom io  
mínimo (j)f.

Además P^^a cada d ivisor prim o  p con m ultip licidad  m >
del polinom io m inimo (f)i.

Terminamos el epígrafe un resultado útil de carácter técnico:

Corolario 3.7.

i) Si m .c.ó .{(p , 0f) =  1 entonces ker <p{f) =  {0}.

ii) El polinom io prim o  p es divisor de 0, si y sólo si 
ker p ( f)^ {0 } .

POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION V /17
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Demostración

i) Como el polinomio <p <pf anula al endomorfismo, aplicando
3.3 queda:

\/  ̂=  ker (p (0© ker 0 ,(f)

y Wer (})f{f) =  V, luego ker (/> (f) =  {0}.

ii) Si p es divisor primo de (j)f, la cadena (3.5.1) muestra que 
ker p ( 0 # { O j .

El reciproco es consecuencia de i). □

V /1 8  POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION
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EJERCICIOS

POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION V /19

5.1. Sea M un mòdulo sobre el anillo de polinomios IK[íl-

a) Demostrar que la estructura de mòdulo, induce sobre M
una estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo IK.

b) Denotando por V al espacio vectorial construido en a),
probar que fiiado (p e K [fl. la aplicación:

V B V----- >■ (pv e V

es un endomorfismo lineal.

c) Demostrar que existe un unico endomorfismo t de V, tal 
que Vf = M, es decir:

(pv = (p{f) (v), para todo v e V, y todo í/> e [K [f 1

5.2.* Sea V espacto vectorial tridimensional, í; —(e,, e^, e^) una 
base de V, y f un endomorfismo con matriz respecto a e:

/ - 2 ” 3 - 2

3 4 2

V 0 0 1

a) Determinar el polinomio mínimo anulador de cada uno 
de los vectores:

U = E  \ U  U =  í· - 1  Ì w  =  {:

b) Calcular el polinomio minimo de /.

c) Calcular las ecuaciones del mínimo subespacio inva­
riante que contiene al vector u.

5.3. Demostrar que un endomorfismo es diagonalizable, si y só­
lo SI todos los divisores primos del polinomio mínimo tienen 
grado y orden de multiplicidad igual a la unidad.
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5.4.* En el espacio vectorial real V se dà la base 62 , ©3.
64), y el endomorfismo f de matriz respecto a

V /2 0  POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION

A =

- 2 - 2 - 1 - A
8 7 4 8 \

- 8 - 7 - 5
^  /

1 1 1 0 /

subespacio U de ecuación:

-X a +  X4= 0

X,1 +  2X3 =  0

f.

linomio mírlimo de U. ¿Es f diagonali-

es invariante por f.

b) Determinar ei 
zabie?

5.5.* En las mismas condiciones del eiercicio 5.4. se pide:

a) Descomponer V en suma directa no triv ia l de subespa- 
cios invariantes.

b) Determinar el polinomio minimo de f.

5.6.* Sea f endomorfismo del espacio vectorial \/, y v e  V —{0} tal 
que:

f^ {v )= Q

Probar que el sistema: (v, f{v), es linealmente
independiente.

5.7.* Dado un endomorfismo f del espacio vectorial V, probar que 
las raíces del polinomio mínimo, son exactamente las del 
polinomio característico con orden de multiplicidad menor o 
igual.

5.8 .* Sea V un espacio tridimensional real, y f un endomorfismo 
de V. Demostrar que t admite una representación matricial 
de alguno de los siguientes tipos:
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i l

V/21

5.9.

/l 0 /  X 0 0 \

1 A 0 ) 0 0£ - / Í
1 V v o aj

A las matrices anteriores se les denomina matrices de Jor­
dan tridimensionales.

Resolver el problema de clasificación de endomorfismos en 
un espacio vectorial tridimensional real o compleio.

5.10.* Sea e = {e^, e¿, e^) una base del espacio vectorial real V, se 
dan los endomorfismos i, g, h con matrices:

3 - 1  - 4 \

4 1 4 MÀ9) =
0 0 1J

“ 5 - 3

1 0 1

V  - 1 1 - 1

Determinar en cada caso una representación matricial de 
Jordan, y la base que da lugar a dicha representación.

5.11. Determinar el polinomio mimmo de las matrices:

Á
1

0
A .

. 0 

. 0 0 ^ /  1 0 0 0 0

(  1 1 0 0 0
G EL in). 0 1 1 0 0

0 0 . A °  i V  °  ^ 0
0 0 1 0

0 0 . 1 0 0 1 1

\
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LECCION 6 

TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Un endomorfismo f se dice reducible, si el módulo Vf se puede 
descomponer en suma directa propia:

V =  U ,@  ... {r> 2 ) (1)

Llamando t¡ a la restricción fu /U i----- la suma directa (1) tam­
bién se suele escribir en la forma:

(2)

y se dice que f se ha descompuesto en las componentes f ¡ .

En la lección anterior se ha establecido una descomposición ca­
nónica para un endomorfismo f  en la que las componentes f¡ son 
endomorfismos con polinomio mínimo primario. Si el endomorfismo 
f  de partida es ya de este tipo, la descomposición que resulta es 
trivial.

Se establecerá un segundo teorema de descomposición para en­
domorfismos con polinomio mínimo primario, en bloques ya irredu­
cibles. Aunque esta descomposición no es canónica, si lo es la dis­
tribución de dimensiones de los bloques, que puede controlarse a 
través de un adecuado sistema de invariantes.

Finalmente, la determinación de representaciones matriciales 
canónicas para endomorfismos irreducibles perm itirá resolver com­
pletamente este problema de clasificación. Analizaremos ahora la 
estructura de estos endomorfismos.

La parela {V, f) se supone ya fiiada.
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Vt/2 TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

§ 1. ESTRUCTURA DE LOS SUBESPACIOS IRREDUCIBLES 

Comencemos con una definición;

Definición 1.1. Subespacio irreducible

Un subespaclo U no nulo e invariante por el endomorfismo f de
V se dice irreducible, s i la restricción  fu es Irreducible, es decir, no 
existe una descomposición no triv ia l de U en suma directa de su­
bespaclos invariantes.

Veamos que los subespacios irreducibles, hay que buscarlos 
dentro de los subespacios característicos;

Proposición 1.2.

Si U es un subespacio irreducible {respecto al endomorfismo f) 
entonces el polinom io mínimo anulador de U es de la forma

4>^=p^ { k ^ l)  (1.2.1)

siendo p un divisor primo del polinom io mínimo (¡)_de f. En particu­
lar, U está contenido en el subespacio característico  Vp.

Demostración

Si se descompone en producto (no trivia l); (¡)¡j^(p\¡/ con 
m. c. d. (^, i^) =  1, por 3.2, L. 5 se descompone en suma directa;

¿; =  ker <p(fy) ©  ker ι|J{f̂ J)

que es no trivia l ya que (p y ij/ no anulan a f̂ J, pues tienen grado 
estrictamente menor que el de

La hipótesis de irreducibitidad de U, prueba que el polinomio (f)¡j 
es primario, como el mdicado en (1.2.1).

Además, por ser U C. V, <¡), es múltiplo de <¡)y, por tanto, p es 
divisor primo óe (j),, y u  está contenido en el sut)espacio caracterís­
tico Vp. □
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Restrinjamos pues de momento nuestra atención sobre un su- 
bespacío característico genérico.

En la demostración de la siguiente proposición utilizaremos li­
bremente (sin mención explícita) las propiedades 2.2. de la lección
5.

TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN V I /3

Proposición 1.3.

Sea t endomorfismo de V con polinom io mínimo prim ario, (j),= 
=  p"̂ . donde m >1 y p es polinom io primo:

1) Si {0 }t^S  C  V se verifica la igualdad: 0s=P " con 1 ^ k ^ m .

2) Si V se escribe como suma de subespacios:

v  = u , + ... + u,

para algún sumando U¡ se verifica que:

3) Existe un vector v e V tal que

Demostración

1. í/)s divide a (f)^= (f)f =  p"'-, pues S está contenido en V, y por 
ser p primo, y ¿ 7̂ (0 }, (j)  ̂ debe ser de la torma p*“ con 
1 ^ / í

2. Por lo anterior, cada Uj tiene polinomio minimo anulador de
la Torma: (¡)^=px>, y como (f)f =  m. c. m. (p'^\ ..., ne­
cesariamente algún p**' coincide con p"’ .

3. Fijada una base (e^, e„) de V, se verifica:

V =  <e,> +  ... +  <e„>

y por 2. existe algún e, tal que (j)  ̂— □

Cuando el polinomio mínimo es primo el módulo Vf se com­
porta como un espacio vectorial.
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Proposición 1.4.

VI/4 TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Supóngase (j)f =  p polinom io primo- Entonces V admite una es­
tructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K [ t ] / [K [ t ]p  (véase 
apéndice I) con el mismo retículo de subespacios que V,. En parti­
cular, todo subespacio invariante de V, tiene un complementario 
también invariante, y fiiado  v , e V - { 0 } ,  existen v^, v^g V  —{0} 
tales que:

Demostración

Sea IL el cuerpo K [ t ] /K  [t]p . Denotando por a la clase (p-l· 
+  IK [í]p , se define la operación externa:

iL x \ / 3  ((p. v ) ----- y (p v~ (p ve V

Nótese que s\ (p ^ ij/ entonces (p — ij/ es múltiplo óe p, y {(p — i(/)v =  
-O  para todo v e V, y la operación está bien definida.

Se comprueba fácilmente, que ésta operación da estructura de 
espacio vectorial sobre el cuerpo ÍL, al grupo (\/, + ). Basta para 
ello utilizar su estructura de módulo sobre |K ¡f]·

Las demás afirmaciones resultan ya inmediatas a partir de la 
definición de submódulo, de ias propiedades del retículo de subes­
paclos vectoriales, y del teorema de prolongación de una base. □

Si u e —{0} el submódulo generado por u en V viene defi­
nido por:

<u>^= [K íf j u =  {cpu : (p E K  Íí]}

y la llamaremos recta modular (generada por u). Recordemos que 
se trata del subespacio invariante más pequeño que contiene al 
vector u.

Veamos que una recta modular cori"-poiinomio mínimo anulador 
primario, es subespacio irreducible:
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Proposición 1.5.

TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN Vl/5

Supóngase U = [K[t]u recta modular de V,, con =  (k> 1 ).

1) El polinom io minimo anulador de u es justamente

2) Si K,[t1 es el espacio vectorial de los polinom ios de grado 
menor que r =  grado entonces la aplicación:

K J t ]  9 p ----- pu e U

es un Isomorfismo lineai. En particular,

dim U = grado (p·")

3) Si V e U, y p·̂  entonces, U = [K [t]v.

4) U es un subespacio irreducible.

( i.5 .r

Demostración

1) Es suficiente probar la igualdad: Anf{U) =  Anf{u).
Como u e  LI se deduce que A n^u) 'D A nfiU ). Por otra parte:

sì ìjj E A nfiu), para todo cp e K [tl es \p {(pu) =  (p{ìj/u)=^(p0 = 0. Luego 
il/ G AnfiU ).

2) La aplicación definida en {1.5.1) es claramente lineai, y es 
myectiva, ya que si p e K  if ]  verifica pu = 0, es p mùltiplo de p'‘ y 
con grado menor, luego p = 0.

Probemos que es sobreyectiva:

Un elemento x cualquiera de U se escribe en la torma x==cpu 
para cierto ^  g IK If]. Aplicando a (p e\ algoritmo de división por p'', 
se tiene:

(p =  p''q +  p con p e K ,[t\

y por tanto: x = (pu =  {q p'‘ +  p)u =  q(p'‘ u)-l· pu^qO  + p u ^  pu.

3) Sea V E U con (¡ŷ  =  p*·. Claramente es K [ t ]v  d  U, y por 2) es:

dim K ÍM»/ =  /' =  dim K [MiJ =  dim ¿y

Luego se verifica la igualdad.
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4) Si u se descompone en suma directa de subespacios inva­
riantes:

U ^U ,® U z

entonces por 2) de 1,3 algún sumando tiene polinomio mimmo anu­
lador p " . Supóngase y sea t; g  1 / ,  tal que </)u =  p ' ‘ Por la
afirmación 3), se concluye que U =  K fi]u  C  - Y así es U = U^, U2 =
= {0}, y la descomposición es trivia l. □

El siguiente resultado, que constituye la clave para la demostra­
ción del teorema de clasificación de Jordan, permite probar en par­
ticular, que los subespacios irreducibles son justamente las rectas 
modulares con polinomio mínimo anulador primario.

Vl/6  TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Proposición 1.6. Teorema de descomposición

Supóngase = polinom io prim ario  {m ^ l) ,  y sea v .,g V  tal 
que: </>v, =  P"'i entonces existen vectores v ¡e V  —{0} tales que:

V = K [t]v , © ...© K  [tWs ( s ^ l )

En particu lar la recta m odular K [t]V i admite en V un comple­
mentario invariante.

Demostración

Se hará por inducción sobre el exponente m. Para m = 1, eí re­
sultado se sigue de la proposición 1.4. Supóngase cierto el teorema 
para endomorfismos h con 0 ^ = p '” y m’ <m  (m ^2). Sea fe E L {V )  
con y e \/ta i que 4>ŷ =  pf”- El subespacio p V ^ {p v \ v e  V }~
^ im  p {f) , es invanante por f  (véase proposición 1.7 de la lección 5), 
y evidentemente es:

4^pv~P"" ' =  4>pv

Aplicando a la hipótesis de inducción se deduce la exis­
tencia de vectores p v ¡€ p V - { 0 ]  tales que:

p V r = K [ t ]p v ,  @ @ K [t]p v ,  (r> 1 ) (1.6.1)
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Considérese el espacto vectorial:

=  (1.6 .2)

Claramente es p V  = K \t]p v^ , +  ... +  K [t]p v , =  pV, y por tanto:

V = V '^ U  (a =  k e rp (0 ) (1-6.3)

ya que s\ v e V, entonces pv e p V —pV', y existe V e V' con p v = p v \  
Asi

p { v - v ')  =  0, y \ / - v ' =  u e ker p{f) =  U.

Demostremos que la suma (1.6.2) es directa (si r> 1 ):

V̂  =  K \ t ]v ,  @ ...@ [K [í]v, (1.6.4)

En efecto, dados ..., (p̂  e K r í ]  supóngase:

(p ,v, +  ... +  (p,v, =  0 (1.6.5)

Es suficiente probar que (p¡v¡ es nulo para todo / =  1, ..., r. Multi­
plicando por p los dos miembros de (1.6.5) se obtiene:

(p ,pv, +  ...+(p^pv, =  0

Por (1.6.1) se deduce que (p ¡{pv¡)-0 , por lo que pv¡ es un 
vector (no nulo) de Ker (p¡{fY, se concluye (ver L.5, 3.7) que m. c. d. 
{(Pi, p'” )# 1 , y así p es divisor de cada (p¡, es decir:

(pi =  \¡j¡p / =  1......  r para ciertos ij/¡ e K [ í]

Reescribiendo (1.6.5) se tiene la igualdad:

\fj,p v , +  ... +  \i/,pv,^Q

Nuevamente por (1.6.1) se concluye que i¡/¡pv i^(p ¡v¡ =  0 que es 
lo que queríamos probar.

Finalmente como (¡)u=P (L/ =  ker p{f)), se deduce de 1.4 que el 
subespacio Invariante V  C\ U admite en (J un complementarlo W 
también invariante:

U = {V  n U )@ W  (1.6.6)

TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN V l/7

145



VI/8 TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Si i/v =  {0} entonces u es subespacio de V  y por (1.6.3) es V  =  V. 
La igualdad 1.6.4) prueba entonces el teorema.

Si I/Vt^{0}, como es subespacio invariante de U, aplicando el ca­
so m =1  se deduce la existencia de una descomposición de la fo r­
ma:

W ^ K [ t ]  w , ®  ... ©  [K [ t \w ,  IV, 6 W -{0 }  (1.6.7)

y se tiene

V =  V '® W  (1.6.8)

En efecto, teniendo en cuenta (1.6.6) y que W (Z U, se verifica:

V  n  W/ =  V' n w  O  U - { 0 }

y de (1.6.3) y (1.6.6) se deduce ahora que: V = V '-i~ {V 'r\U ) +  
+  W = \/ ' +  W, lo que prueba (1.6.8). Finalmente, de (1.6.8), (1.6.4), y 
(1.6.7) se obtiene:

V f^ K [ t ] v ,  ©  ... ©  K [f l V ,©  IK [ f ]w ,  © .. .© !K  [f]w ^

Lo que concluye la demostración. □

Corolario 1.7.

Los subespacios irreducibles de V son lustamente las rectas mo­
dulares con polinom io anulador prim ario.

Demostración

Si u es subespacio irreducible, por 1.2 se sabe que: (py=p‘', pa­
ra k ^ 1 , y p polinomio primo. Tomando u e C/ tal que (j)^=p'' (cuya 
existencia queda garantizada por 1.3) y aplicando el teorema ante- 
rior, se concluye que [K [f lu  admite en (j complementario invariante 
U'. La hipótesis de irreducibilidad permite concluir que ¡j' =  {0}, y U =  
=  1K [t]u .

El resultado reciproco ya es conocido de 1.5. □
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§ 2. CLASIFICACION LINEAL DE LOS 
ENDOMORFISMOS IRREDUCIBLES

TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN VI/9

La fam ilia de endomorfismos irreducibles constituye una clase 
mvariante, pues los retículos de endomorfismos linealmente equiva­
lentes son ísomortos (véase elercicio 6.3). Nos proponemos demos­
trar que el polinomio mínimo es aquí un invariante completo. Para 
ello estableceremos previamente un método general que permita 
determinar una representación matricial de Jordan para un endo­
morfismo irreducible arbitrarlo, que quede unívocamente determina­
da por el polinomio mínimo.

Supondremos pues fiiado un endomorfismo irreducible / sobre el 
espacio vectonal V (con dimensión n>0). Esto significa que el es­
pacio total V es irreducible, y por 1.2 el polinomio mínimo de f es 
primario de la forma;

(pf = p'' con / f ^ l  y p polinomio primo de grado v (2.0.1)

Fiiado 1/ e U tal que =  (cuya existencia queda garantizada 
por 3) de 1.3 se tiene en virtud de 1.7 y 1.5;

V=ÍK l/li^  (2.0.2)

y por 2) de 1.5, es n =  dim V = vk. En estas condiciones se tiene el 
siguiente resultado:

P ro p o s ic ió n  2.1.

Existe una representación m atricial para el endomorfismo irre ­
ducible f de la torma:

N, A(p)
c,(P) =  ·

1 4 7



Donde p = t ' + ... +  a., t +  a^ es e/ polinom io prim o dado por (2.0.1), y:

V I / 1 o TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

A(p) =

^  0 0 ...0  -a o  \  /  0 0...1

1 0 ...0  -a ^  \  l o  0 ...0  .
eEL(v), N ,=  .......... g EL(v).

0 0 1 \ 0 0...0

Demostración

El sistema de polinomios:

fi(p, /i) = (1, t, t"’-', p, tp, ...t^-' p, P^“ '. tp·^-'. P"̂ “ )̂

constituye una base para el espacio vectorial |f l de los polino­
mios de grado estrictamente menor que f7 = d im V  =  v/c.

En efecto, el número de elementos de e,{p, k) es exactamente
V · /( = n = dim (Kn [f]. Es pues suficiente ver que el sistema es lineal­
mente independiente.

Una combinación lineal de elementos de £(p, k) que dé lugar al 
polinomio nulo siempre se puede escribir de la forma;

\¡/^ +  \ p , p  + +  , p ^ ~  ' = 0 ,  donde t/̂ ,· g ¡ K , [ M  (2.1.1)

Despelando \¡/̂ , en (2.1.1) se deduce que i} /^ E K [t\p ,  y como el 
grado de \}/  ̂ es menor que v es i¡/  ̂=  0.

Reescribiendo ahora (2.1.1) y dividiendo por p queda;

>Ai +  'A2P + - + 'A í, - i P'‘ “ " = o 

y así Continuando este proceso inductivo se llega a que;

>Ao = 'Ai =  -- = <A/<-i=o

que es lo que queríamos probar.

Si 1/ G V es el vector dado por la condición (2.0.2), utilizando la
afirmación 2) de 1.5 se tiene que la aplicación:

K „ [ t \  3 p pv e K  fí l v =  V
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es isomortismo lineal, y por tanto;

e(p, k )v ^ {v , tv, .... í ‘ ~' V............... p^~ 'v , íp * "V ,

es base de V. Probemos que la matriz de f respecto a esta base es 
de la forma Indicada;

Para ¡~ 0 ......  /f —1, / =  0, ..., v —2, se tiene;

y si / =  v -1 ;

f{t^-'piv) =  t^p^v^ -S o P ' v~a-¡tp^ V- . . .~a, ,_^t ' ’~'p'  v^ p^^ ' u

Finalmente, cuando / =  /c —1, / =  v —1, el último sumando de la ex­
presión anterior es p*i^ =  0, quedando;

^(^v-ipfc-1 1 v - a . t p “ " ' - a . - i r ^ 'p * “ V

Todas estas expresiones pueden escribirse de la forma:

f{e{p, k) v)=e {p , k) C^P)

lo que concluye la demostración. □

Corolario 2.2.

Dos endomorfismos irreducibles del espacio vectorial V son li­
nealmente equivalentes, si y sólo si tienen el mismo polinom io mí­
nimo.

Demostración

La matriz C^{p) construida en la proposición anterior, sólo de­
pende del polinomio primo p, y la dimensión n del espacio V. Por 
tanto Ckip) sirve de representación matricial a todos los endomor­
fismos irreducibles, con polinomio mínimo de la forma p" (con k =  
= n/v, donde v es el grado de p). □
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Observación 2.3.

Denotando por f ì  a la clase invariante de los endomorfismos 
irreducibles del espacio vectorial V, la aplicación polinomio mimmo:

(j) Q. 3 Í ^  4>f e K { t \

es un invariante completo que tiene por imagen ^(Q ) el coniunto 
de los polinomios primarios de la forma:

p'' con k ^ n /v , donde v es el grado de p

Por tanto, si denota al conjunto de los polinomios primos de
IK li] ,  cuyo grado v divide a n, cada p e ^ „(ÌK ) determina un ùnico 
p* e (¡){Q). Se tiene así una correspondencia biyectiva canónica en­
tre el espacio de órbitas Q/GL{V) y (IK).

En particular:

—  ^ „ ( C )  =  { í -  /  : Á G C} , para todo n ^ 1 .

—  3^„{U) =  { t - Á . Á e í^} =  ,'^i([R) si n es impar.

—  ,^„(!R) =  ,^ , (IR) U  + ■ a, ^  e U, {^>0} si n es par.

Cuando se hace en la proposición 2.1 p = f- A ,  la matnz A{p) se
reduce a (A), y A/, es iguai a (1). Se tiene entonces:

VI/12 TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Corolario 2.4.

Si t es endomorfismo irreducible de V con ^ { =  (t —À)" existe una 
representación m atricia l para i de la forma:

Á 0 0 0
1 Á 0 0

0 0 1

C „( t-A )=  € E L (n )

Nótese que si 1K =  C, esto es aplicable a todos los endomorfismos 
irreducibles de V.
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Corofario 2.5.

TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN VI/13

Si T es endomorfismo irreducible, su polinom io mínimo, coincide 
con el característico.

Demostración

Si (¡)f =  p^, f admite una representación de la forma C^P) dada en
2.2, y Xf = Xc,[p) =  XAip)· Es suficiente probar por tanto que:

Xa(p)=P  para todo polinomio mónico (sea o no primo)

Hagámoslo por mducción sobre el grado v de p;

Si v = 1. el resultado es evidente.

Supuesto cierto para enteros menores que v (v^2 ) se tiene;

ZA(p)(t) =  det

t
-1

0 ..
t ..

0
. 0

3o
a i

0 .. t a.

\  0 0 . - 1 t - a .

\

Desarrollando por los elementos de la primera fila, y aplicando la 
hipótesis de inducción queda;

XAip)(t) =  i - V '- 'a o á e i
0 - 1  .. 0 0

0 0 .. . - 1 t
0 0 .. 0 „ 1

+  í ( í '- i  +  a ,_ ir -2 +

+ a2Í +  a J = p

lo cual concluye la demostración. □
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§ 3. CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS 
CON POLINOMIO MINIMO PRIMARIO

V I /14 TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

En este epigrate p denota a un polinomio primo momeo de K [ f |  
con grado igual a v, y í es un endomorfismo en el espacio vectorial
V con polinomio mínimo de la torma:

(¡)=p"' con

La proposición 1.6 establece para este tipo de endomorfismos, una 
descomposición en subespacios irreducibles de la forma;

\/=&< in i/ ,  +  ... +  IK con y m = (3.0.1)

Proposición 3.1. Sucesión secular

La sucesión (k^, k^) de (3.0.1) viene unívocamente determma-
da por el endomorfismo T. Concrefamenfe st:

pi(f) =  rg(pi(f))/v, 1= 0 , ..., m

y  Cj es el número de veces que aparece el entero \ en la sucesión 
anterior, se verifica:

C. = P'^ ' (f) + p '- ' (f) -  2p< (f) i = 1, ..., nn

Se denomina a (k.,, ..., k j  sucesión secular del endomorfismo f, y 
{p°; ..., p^) invariantes de rango.

Demostración

«Multiplicando» los dos miembros de (3.0.1) por p  ̂ (y = 0, ..., m) 
queda:

p  ̂V = K  [f j p ‘ v̂ , +  ... +  K [tjp^v^

— Si i '^ k i es p^v¡ =  0, y [K [í j p  ̂u, =  {0}.

—  Si ¡< k ¡ es (j)p.^ = p x - ' y  dim (K [íjp 'v ,.) =  v ( / í , ·-“ /).
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Se tiene así: dim (p 'l/)  =  Sv (/(, —/ ) - r g  (p  ̂(f)) · v.
J<k,

Por tanto;
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{ / ( . - y ) = £  ( /-y )c ,,  paray =  0, m.
K k ¡  i - i

con lo que fijado / con es:

A f ) - p H f ) ^  E  { / - /  +  1 ) c , - X  ( / " / ) c ,=  X  c,.
i  — i  +  -, ( — í / =  í

Análogamente:

X  c,

restando ambas igualdades, queda:

m  m

(p‘ - ' { f ) - p ‘ { f) )~ {p ‘ { f ) - p ‘ * ' { f ) ) = Y  c -  I  c, =  c,
(= i / = y + 1

que es lo que queríamos probar. □

Corolario 3.2.

Dos endomorfismos f, f ' de y  con el mismo polinom io mínimo 
(primarlo) p"̂ . son linealmente equivalentes, si y  sólo si:

pj(f) =  pi{f') para i =  1, ..., m -1

Siendo los p' los invariantes de rango definidos en la proposición  
anterior.

Demostración

A partir de los enteros p^{f) / =  1, m —1, pueden reconstruir­
se los elementos de la sucesión secular (k^, ..., k^) del endomorfis­
mo f determmados por (3.0.1).
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Construyendo para cada / =  1, ...s la base í;,. =  í;{p, k^) de [K{Mi/í 
indicada en la proposición 2.1, la representación matricial de f res­
pecto a la base =  U  ··· U  es:

C.,(p)...  \
c.,(p) '

(3.2.1)

c,.(p) /

Esta matriz sólo depende de los enteros {f) = / = 1. ■■■-
m —1, y es también una representación matricial para f'., que, por 
tanto, es linealmente equivalente a f.

Por otra parte, las aplicaciones p‘ son invariantes lineales (por 
L.5, 2.8). Esto concluye la demostración.□

Estamos ahora en situación de dar una demostración sencilla 
del clásico teorema de Cayley-Hamilton:

C o ro la r io  3.3. T e o re m a  d e  C ay ley-H am ilton

Sea f un endomorfismo de V, y

X,= p!í' ... p? 1 ^n ¡, p¡#p¡ si i# i

la descomposición en factores prim os del polinom io característico 
de t. El polinom io mínimo de t es entonces de la torma:

(¡}i=p^' ... con 1 ^m ¡^n ¡

En particular, /,(f) = 0.

Demostración

Sea p un divisor primo de cp con multiplicidad W p ^ l.  Sea {k^, 
ks) la sucesión secular del endomorfismo f^ restricción de f al 

subespacio característico Vp. Este endomorfismo admite una repre­
sentación reducida de Jordán como la (3.2.1), y se tiene;

Xc /̂p)
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pero por la demostración de 2.5 es ;ícκ(p)=P^

= siendo np = k, +  ... +  k, =  nip +  k 2 + ■■■+ k ^> n ip .

Descomponiendo ahora Vf en suma directa de los subespacios 
característicos;

Vf =  V p ^@ ... @Vp^,  y llamando f¡ a n,  a np_ se tiene;

Xf =  Xí,··· con siendo m¡ el orden de m ultip lici­
dad de Pi como divisor primo de 0^. □

§ 4. TEOREMA DE JORDAN

Resolveremos finalmente el problema general de clasificación 
de endomorfismos.

Supóngase f  un endomorfismo de V cuyo polinomio mínimo 
= 0 se descompone en factores primos de la forma;

^  =  p!^j.. p^"", 1 ^ m ,. V, es el grado de p¡,  y p¿^p, si i ^ i .  (4.0.1)

Los enteros:

Pí {f) =  r9 {p Í { f ) ) /v A ^ i^ r ,  O ^ j^ m

se denomman invariantes de rango para t.
Estamos ya en condiciones de establecer el teorema fundamen­

tal de este Capitulo;

Proposición 4.1. Teorema de Jordan

Sean f y f ' dos endomorfismos de V con el mismo polinom io  
mínimo. <^f= =  0 =  PÍ*’ ··· pí"'com o en (4.0.1). Entonces: f y f  son
linealm ente equivalentes, si y sólo si se verifican las igualdades:

P Í(f)= P Í(t') para todo K i ^ r ,  1 ^ j^ m , - 1  (4.1.1)
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Demostración

Como ias aplicaciones p y -  E L { V ) ^ { 0 , 1, n ]  son invariantes 
lineales (véase L.5, 1.7), si los endomorfismos f y  f  son linealmente 
equivalentes, se verifican las igualdades (4.1.1).

Supóngase ahora que se verifican estas igualdades para f  y f' . 
Se trata entonces de obtener una representación matricial reducida 
común (a f  y f ' ) que dependa sólo del polinomio mínimo y de los 
enteros

p'i =  p'¡ i f ) = p ]  { f ' ) .

Trabajemos con el endomorfismo t:
Por el teorema de descomposición 3.6, el espacio vectorial V se 
descompone en la suma directa de los subespacios característicos:

= -  ©  Vp, con (4.1.2)

Por el teorema de descomposición 1.6 cada Vp se descompone 
en suma de subespacios irreducibles:

Vp =  K [t]V i,@ ...@ K [t\v ¡, con (4.1.3)

Sea Cji el número de veces que aparece el entero j  en la suce­
sión (4.1.3). Llamando f¡ =  fvp  ̂ sea;

P’ { f i ) = r g  (pí(fi))/v,·

Por 3.1 se deduce que:

Cn=P^~^'  pAf ; )  (4.1.4)

Para cada í =  1......  r probemos la igualdad:

p {{f) =  p‘ { f i)+  ̂   ̂ para todo / con (4.1.5)

Donde n =  dim V, n ,-d im \/p

En efecto, «multiplicando» ambos miembros de la igualdad
(4.1.2) por p/, y teniendo en cuenta que p \ Vp, C  Vp, se tiene:

P íV  =  p j\ /p ,© . . .  © p jV p ,

VI/18 TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN
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para k¥^t es m .c. d.(p^, =  aplicando ahora el corolario
3.7 de la lección 5, se tiene que;

k e rp '( f , )  =  {0}, y por tanto im p f( fJ  = Vp, y rg p ;(f,) =  n,.

con lo que:

dinripíU = rg (p U O )=  ¿  rg {p iif ,) )  =
1

= rg {p H fi))+  X  n, =  rg {p ]{f¡)) +  n -n ¡ .
V '

y quedan probadas las igualdades {4.1.5).

Utilizando (4.1.4) y (4.1.5) se deduce inmediatamente que;

Cn = p rM 0  +  p r M 0 - 2 p í  if)

para todo

I, I con 1 ^ / ^ r ,  1 ^ /< m ,- -1  (4.1.6)

y los c¡¡ sólo dependen de los p].

De la demostración de 2.1 se deduce la existencia de una base 
E¡ en cada \/p que da una representación matricial Jp de f¡ que sólo 
depende de los Ca y p¡. La representación matricial de f respecto a 
la base e = ê  U  · - U  es entonces:

I 1 (4.1.7)
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que sólo depende los enteros p j.

Asi aplicando la misma técnica al endomorfismo f ' se obtiene 
también la representación matricial J, y ambos son, por tanto, li­
nealmente equivalentes. □
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Definición 4.2. Matriz de Jordan

A una matriz J corno la (4.1.7) se le denomma matriz de Jordan. 
Las submatnces diagonales de J, Jp (que se corresponden con los 
subespacios característicos) se denomman caías de Jordan. Final­
mente, las submatnces del tipo C^{p) de que se componen las caías 
de Jordan, se denomman celdas de Jordan (y se corresponden 
con los subespacios irreducibles).

Se tiene el siguiente criterio de semejanza para matrices de Jor­
dan:

V I/20  TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Proposición 4.3.

Dos matrices de Jordan J, J ' e EL{n) son semeiantes, si y sólo 
SI se obtiene una de la otra por permutación de cajas.

Demostración

Sea £ una base del espacio vectorial V de dimensión n, y f un 
endomorfismo de V tal que:

M A f)= J

Si J' se obtiene de J por permutación de cajas, es posible per­
mutar adecuadamente los elementos de la base s para dar lugar a 
una base g' tal que:

M A f)= J '

y entonces J y J  son semejantes por ser dos representaciones ma- 
tricla les de un mismo endomorfismo.

Para probar el recíproco, es suficiente observar que fijado un 
endomorfismo f de V con M ,{f)= J , el conjunto de matrices J' de 
Jordán semejantes a J, es justamente el coniunto de representacio­
nes matriciales de Jordán para y por la demostración de 4.1, se 
deducen unas de otras por permutación de cajas según se conside­
re el órden de los divisores primos del polinomio mínimo. □
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Observación 4.4.
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Podríannos establecer como definición de matriz de Jordán, una 
matriz J de la forma:

'c ,  \

j =

c J

Donde las C, son celdas de Jordan. Se puede probar entonces, 
que dos matrices de Jordan son semeiantes si puede obtenerse una 
de la otra por permutación de celdas.

Por ejemplo, las matrices:

0 0 0 0 0 \ / 3 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 \ 1 3 0 0 0 0
0 1 0 0 0 11 y 0 0 1 0 0 0
0 0 3 0 0 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 3 0 / 0 0 0 2 0
0 0 0 0 2 / \ o 0 0 0 0 1

son matrices de Jordan semeiantes.
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EJERCICIOS

6 .1 ,

6 .2 .

Sea t endomorfismos del espacio vectorial V con matriz res­
pecto a cierta base £ =  (e i, ..., ©„);

/ a o

1 A

O O
\ o  o

. o o \  

. 0 0 '

/
Demostrar que el retículo de subespacios invariantes es 
exactamente;

^ { V f )  =  {{0}, <e„>, e„>......  < e „  ..., e„>, V}

Sea f endomorfismo irreducible del espacio vectorial V, con 
polinomio mínimo de la forma;

=  p polinomio primo de grado v, y m ^1

Sea V, =  l<er p ^ f) para / =  0, 1, ..., m.

a) Probar que la fam ilia de subespacios invariantes es 
exactamente:

(todos los V¡ son distintos).

b) Demostrar que para cada v e V¡ — V¡^ el único subes- 
pacio irreducible K [t W que contiene a V tiene dimen­
sión V/.

c) Probar que todos los subespacios irreducibles de V se 
obtienen por este procedimiento.

6.3. Sean f y f ' endomorfismos de V tales que f  ■ f ■ g ' para 
cierta transformación lineal g de V.
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a) Probar que g : V, 
los.

Vf es un Isomorfismo de módu-

b) Probar que g induce un isomorfismo entre los retículos 
de subespacios invariantes de f y f'.

6.4. Describir todos los posibles retículos de subespacios mva­
riantes (salvo isomorfismos), de endomorfismos en espacios 
vectoriales reales tridimensionales.

6.5.* Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V con repre­
sentación matricial A, respecto a cierta base s =  (e i, .... e„) 
y sean ( x j  las coordenadas respecto a s. Si H es un hiper- 
plano de V de ecuación; u^x^ +  ... +  u„x„ =  0.

Probar que H es invariante por f, si y sólo si;

\

es autovector del endomorfismo

6.6.* Determinar el retículo de subespacios invariantes para los 
endomorfismos de V3 ([R) con matrices:

A = \

\

- 3 - 3 ~ 2 \

8 7 4

- 4 - 3 - V

- 2 - 2

4 3

1 1 2 /

e -

d H

5 o 

o 2
3 \
O

- 6  O - 4 /

6.7.* Demostrar que en espacio vectorial real V, puede sustituirse 
en la proposición 2.1. la matriz A{p) por;

B{p) =
a -

si p(0 =  ( í-a )^  +  j5-
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6.8.* Sea f un endomorfismo en un espacio vectorial real V, tal 
que f^ +  id =  0.

a) Probar que V tiene dimensión par, y f admite una repre­
sentación matricial formada por cajas diagonales de la 
forma:

í  ° 
1,-1  O

b) Demostrar que el grupo {V, + ) admite una única estruc­
tura de espacio vectorial sobre C tal que:

{(i +  i^)v = ixv +  para todo a, ^ e IR y todo i/ e 1/

6.9. Determinar todas las matrices reales de Jordán de orden 4, 
y establecer un teorema de clasificación lineal de endomor­
fismos para espacios vectoriales reales de dimensión 4.

6.10.* Determinar una representación de Jordán, y una base de 
Jordán (respecto a la cual se tenga la representación redu­
cida) para los endomorfismos de V^([R) dados por las matri­
ces:

- 2 - 2 -1 -1
8 7 4 8

„ 8 - 7 - 5 - 8

1 1 1 0

- 7 - 9 - 3 - 4
6 6 1 4

7 10 4 4

0 2 2 - 1

-1 0 - 9 - 3
5 4 1 3 ^

2 2 0 1
6 6 3 2 /

- 6 -1 1 - 9 - 6 \
3 4 3 2 ^

- 1 1 1 0

5 7 6 5 /

6.11. Determinar todas las posibles configuraciones de subespa­
cios invariantes en espacios vectoriales reales de dimen­
sión 4.

6.12. Determinar los retículos de subespacios invariantes de cada 
uno de los endomorfismos dados en el ejercicio 6.10.
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6.13. Determinar las matrices de Jordan correspondientes a tos 
endomorfismos de dados por las matrices:

1 1 
o 1 1

0 0 0 
0 0 0

I 1 \  / I  2
I I  0 1

2 3 
2

1 1 1  1 0 0 0  
0 1 /  \ o  O O

/  1 2 3
3 4

n — 1 n 1
n 1 2

1 \

.. n - 2

.. n - l /

6.14.* Determinar una matriz de Jordan semejante a la matriz A, 
cuando se toma el cuerpo iK =  C, IR, Q, Z 7, Z ^ .

A =

/  - 6 - 6 - 6 - 4

4 3 2 1

, 1 1 0 1

\  2 3 6 3

6.15. Sea f un endomorfismo del espacio vectorial V sobre el 
cuerpo K, det que se sabe:

y además:

rg { f-2 id )= 7 , rg [{ f~ 2 id V ]^ 5 , rg [{ f-2 id )n = ^ rg  [{ f-2 id )^ ] =
=  4

Determinar el polinomio minimo de / y una matriz de Jordan 
en cada uno de los casos: Í< =  C, ÍK =  M, IK =  Q.

6.16.* Demostrar que un endomorfismo en un espacio vectorial
real de dimensión mayor o igual a dos, siempre admite un 
plano invariante.
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6.17.* Demostrar que toda matriz cuadrada es semejante a su |
transpuesta. |

6.18. Establecer un teorema para la clasificación de los endomor- |
fismos t de un espacio vectorial real que verifiquen ia ecua- |
ción; !

f^ =  id

Vl/26 TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN |
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CAPITULO IV
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L a  e s t r u c t u r a  v e c t o r i a l  p r o p o r c i o n a  u n  m o d e / o  v á l i d o  p a r a  r e p r e ­

s e n t a r  a l g e b r a i c a m e n t e  n u e s t r a  i d e a  i n t u i t i v a  d e  r e c t a ,  p l a n o  o  e s ­

p a c i o ,  c o n  u n a  s a l v e d a d ,  p u e s  e l  v e c t o r  c e r o  d e s e m p e ñ a  e n  e s t a  

g e o m e t r í a  u n  p a p e l  e s p e c i a l  q u e  l o  d i s t i n g u e  d e  l o s  d e m á s .  P o r  

e j e m p l o ,  t o d o s  l o s  s u b e s p a c i o s  v e c t o r i a l e s  e s t á n  « o b l i g a d o s »  a  p a ­

s a r  p o r  e l  o r i g e n ,  y  t o d a s  l a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  d e  e s t a  g e o m e t r í a  

d e j a n  i n v a r i a b l e m e n t e  f i j o  e l  v e c t o r  n u l o .

L a  g e o m e t r í a  a f í n  c o n s t i t u y e  e n  e s t e  s e n t i d o  u n a  e s p e c i e  d e  h o -  

m o g e n i z a c i ó n  d e  l a  g e o m e t r í a  v e c t o r i a l ,  e l i m i n a n d o  p o r  u n a  p a r t e  

l o s  p u n t o s  e s p e c i a l e s ,  y  c o n s e r v a n d o  p o r  o t r o  l a d o  l a s  v e n t a j a s  a l ­

g e b r a i c a s  d e  l a  e s t r u c t u r a  v e c t o r i a l .
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LECCION 7 

ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA AFIN

El objetivo de la lección es el de presentar los elementos bási­
cos con los que se trabaía en la categoría de los espacios afines, y 
determinar sus relaciones. Este estudio se concreta en los siguien­
tes puntos: espacio afín, subespacios, y aplicaciones afines. En un 
epigrafe final, se muestra cómo es posible reconstruir los subespa­
cios e isomorfismos afines a partir de la tam ilia de rectas.

§ 1. ESTRUCTURA AFIN

Para introducir la noción de estructura afín en un coniunto, esta­
bleceremos previamente una formalizaclón del proceso intuitivo por 
el que habitualmente se llega al concepto de vector libre en geome­
tría elemental.

Definición 1.1. Relación de equipolencia

Sea X un coniunto. Una relación de equipolencia es una relación 
de equivalencia A en el producto cartesiano X x X que verifica las 
siguientes propiedades:

I) Si a, b, c son tres puntos cualesquiera de X, existe un único 
punto d e X  ta! que (a, b)A {c, d).

ii) Si a, b, c y d son cuatro puntos de X y se verifica la relación 
{a, b)A {c, d), entonces también se verifica (a, c)A (ó, d).
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Ejemplos 1.2.

VII/2 ELEMENTOS DE lA  GEOMETRIA AFIN

1. En la geometría elemental del plano o el espacto, se suele 
introducir la equipolencia de pares de puntos (también llamados 
segmentos orientados, o vectores fijos) mediante construcciones 
con paralelogramos (ver figura). Es fácil comprobar que esta defini­
ción cumple las condiciones exigidas en la definición 1.1.

(a, b) A (c, d) A (e, f)

f

2. Si V es espacio vectorial, se define la siguiente relación en

(u, v)A (u ', v ') o v - u  =  v' - u '

Puede verificarse sin dificultad que se trata de una relación de 
equipolencia.

3. Si X es un subespacio de un espacio vectorial V, y a e V —X, 
llamamos X a la clase X =  a-í-X =  {a + V  mTg X } del cociente V¡X. En 
XxX se define la siguiente relación:

(X, y)A (x ', y ') o y ~ x  =  y’ - x '

Se trata también de una relación de equipolencia. Probaremos co­
mo indicación la propiedad i) de 1.1:

^  Sean x =  a + 7 í ,  y - = a + 7 ,  z =  a +  vv tres elementos de X (u, ~v, 
w G X). Si (x, y) A(z, p), es a +  v - ( a  +  u ) = p - ( a  +  w), por tanto p =  a +  
-\-v — u-l·w  G X, y queda unívocamente determinado por la condición 
anterior.

4. En este ejemplo X es un conjunto finito {a, b, c, d j. La reía-,
ción de equivalencia A en XxX viene dada por:

(a, £))A(c, d)A (b , a )A (d , c):

(a, c)A(£i, d)A (c, a )A (d , b); (a, d)A (b, c}A (d , a )A (c, b);

(a, a) A (ó, b)A (c, c )A (d , d).

Una vez más se trata de una equipolencia.

168



Proposición 1.3. Propiedades

Sea A una relación de equipolencia de pares de puntos del con­

junto  X. Denotando por xy la clase de equivalencia de {x, y), y por 
X =  XxX/A al espacio cociente, se tiene:

a) Cualquiera que sean los puntos x. y ofe X es xx =  yy.

b) X admite una estructura natural de grupo abeliano mediante 
una operación -f que verifica la relación:

xy +  y z - x z  (relación de Cfiasles)

Para todo x, y, z e X.

c) Para todo a e X /a aplicación  Ag · x ax e X es biyectiva.

Demostración

a) La propiedad reflexiva asegura que (x, y)A (x, y). Se aplica 
entonces la propiedad il) de 1.1.
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b) Sean u =  xy, u' — x’ y' dos elementos de X. Existe en virtud de 
I) de 1.1, un único z g X tal que u' — x 'y  =yz. Imponiendo a la ope­
ración H- la relación de Chasles, la suma de u y d  debería ser:

u +  u '= x y  + x' /  = x y + y z  =  xz

Veamos que el resultado no depende de los representantes toma­
dos:

Si u — xy =  ab, u' = yz  =  £)c, aplicando II) de 1.1 se obtienen xa ^

=  yb, y b = z c  y en particular xa =zc. Nuevamente por ii) de 1.1 que­

da xz =  ac como queríamos probar.

Puede demostrarse fácilmente que la operación -1- así definida 
da estructura de grupo abeliano al coniunto X, con elemento neutro 

o =  xx, y el opuesto de xy es yx (para todo x, y g  X).

c) Es consecuencia de la existencia y unicidad exigidas en la
condición I) de 1.1.
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En efecto, dado cd g X, existe a g X tal que ax = cd, por lo que

A . XxX 9 (a, b) ^ a b  gX

verificando las propiedades:

A1) Para todo a g  X, la aplicación A a - X s x - ^ a x  g X  es biyec­
tiva.

A2) Para todo a, b, c e X se tiene la Identidad:

ab +  b c= a c  (relación de Chasles)

Se dice entonces que X ^(X , X, A) es un espacio afín.

A l espacio vectorial X se le denomina dirección del espacio afín 
X, y al coniunto X, coniunto de puntos del espacio.

A la dimensión de X, se le denomina dimensión del espacio afín. 
No habiendo lugar a confusión, para denotar a un espacio afín se 
podrá om itir una mención explícita a A e incluso a X.

Observaciones 1.5.

1. Si A es una relación de equipolencia de pares de puntos en 

un conjunto X, una estructura vectorial para el grupo abeliano 
(X, + ), da lugar en virtud de las propiedades 1.3 al espacio afín 

X = (X, X, A), siendo ahora A la aplicación:

A XxX 3 (a, ib) g  X
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es suprayectiva. Para ver que es inyectiva, si Aa(x)=Aa(y) es ax |

=  ay, es decir (a, x)A (a, y) y por tanto x =  y. □  I

El grupo de los vectores libres del plano o el espacio tiene una i

conocida estructura de espacio vectorial. Esto, y las propiedades |
1.3 sugieren la siguiente definición general: |

Definición 1.4. Espacio afín

Sea X un coniunto, X un espacio vectorial, y una aplicación:



2. Reciprocamente, a partir de un espacio afín X =  (X, X, A) se 
construye una relación de equipolencia (que denotamos también 
por A) con et siguiente criterio;
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(a, b)A {c, d)<^ab = cd

y la aplicación X e ab ^  ab e X es un isomorfismo entre el grupo 
(X, + ) y el grupo aditivo (X, + ) d ^ espacio vectorial X, que permite 
dar estructura vectorial a! grupo (X, + ). de forma que el isomorfis­
mo anterior sea también lineal.

3. Nótese que en un espacio afin X, la relación de Chasles per­
mite escribir: aa +  aa= a a  para todo a g X, y en consecuencia aa = 
=  0 .

Por otra parte la identidad ab +  b a= a a  para todo a, b e X de­

muestra que ab= -~ba .

Ejemplos 1.6.

1. Un espacio vectorial V puede considerarse también un espa­
cio afín por medio de la aplicación;

A : VxV B {u, »/) -> U —u G V

Obsérvese que la relación de equipolencia inducida en Vx\/ por A 
coincide con la dada en el elemplo 2 de 1.2.

2. Sea V espacio vectonal sobre un cuerpo IK, y ■ \/ ^^ ÍK una 
forma lineal no nula. Denotando por X =  Ker {(p) =  {v e V ■ (p{v) =  0] y 
X =  {x e V : (/)(x) =  1}, la aplicación:

A XxX 9 (a, b) - > 5 - a  G X

dota a X  de estructura de espacio afín sobre el espacio vectonal X. 
Denotaremos a este espacio como {V, <p)

1 7 1
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X

3. Considérese ei modelo analítico de espacio vectorial sobre 
el cuerpo IK

/ x A
V.(IK) í : X, e IK

\ x „ /

y la forma lineal

(p - v a k )3 X n  G I K .

El coniunto de puntos del espacio afín (\?„ (ÍK), es:

; X, e IK y  y su dirección es

X,· g

O

b , - a ,

b n - â n

SI I ; b - l  V I entonces ab =

a „ /  V b ,

Se denomina a >A„(K) modelo analítico cartesiano de dimensión n. 
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4. La torma Üneal

ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA AFIN VII/7

~>Xo +  ...+X^ G

permite definir el espacio afín {\/„{|}<), <p) cuyo conjunto de puntos
es

e \/„([K) ; Xo +  ... +  x„ =  1

Se denomina a este espacio modelo analítico barícéntrico de espa­
cio afín de dimensión n.

Proposición 1.7. Suma de punto y vector

Sea X =  (X, X, A) espacio afín, a g  X, v gX :

i) Existe un único punto x tal que ax = ^ . Denotan)os al punto x
por:

dad es:

x =  a + v  G X

ii) La aplicación Z : XxX g  (a, v) ^  a + 'v  g  X verifica 
y«.'?·

las prople-

1.1) Sa ■ ^  ^  a + V  G X es biyectiva pará todo a g  X.

12) (a + v ) +  w =  a + ( v  +  w) para todo a g  X y todo "v, w eX.

iii) El coniunto X, el espacio vectorial X, y una aplicación
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S . XxX ^  X verificando las propiedades 11) y 12) de ii) determinan 
un único espacio afín X sobre el espacio vectorial X por medio de 
la equivalencia:

Vlt/8 ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA AFIN

a +  v = x o a x  =  v, y la identidad a +  a x = x

La propiedad 12) es consecuencia inmediata de ¡a relación de 
Chasles A2). En efecto, si:

a+"u =  x, y x +  iv =  y se tiene ax =  v, xy =  w.

Por tanto

(a + 1/) +  w = X +  xy =  y =  a +  ay =  a +  (ax +  xy) =  a +  (i/ +  w).

La afirmación iii) es ya evidente. □

Observaciones 1.8.

1. En el espacio afín canónico definido por un espacio vecto­
rial, la suma de punto y vector coincide con la suma usual de vec­
tores. (Véase ejemplo 1 de 1.6).

2. En el modelo de espacio afín (V, (p) introducido en el ejem­
plo 2 de 1.6, la suma vectorial en V, induce la suma de punto y 
vector en (\/, (p).

3. Si el grupo abeliano (X, + ) de un espacio vectorial X actúa 
fiel y transitivamente sobre el conjunto X con la notación:

XxX 3  (a, V) ->· a g  X
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ax = i^ o x  =  a +  v, para todo a e X y todo v e X i

Demostración

La afirmación i) y la propiedad S I) son consecuencia de la bi- 
yectividad de la aplicación A ^ : X - > X  (propiedad A1)), ya que 1^ = 
=  Nótese por otra parte que sí a, x son puntos de X, y v e X, 
se verifica la equivalencia:



queda automáticamente mducida una estructura de espacio afín en 
X, con dirección X mediante la condición:

£ {a, v )= a  +  v para todo a e X y todo i/ e X

En efecto, la propiedad Z2) es consecuencia de la definición de ac­
tuación. La transitividad de la actuación implica que la aplicación 
Ig  ’/X  a +  v e X es suprayectiva. Finalmente, sí a +  v =  a-l-iv en­
tonces es a +  (v — w )= a , y por tanto para todo punto x =  a +  u se ve­
rifica:

X +  {v — w) — a +1j +  (v — w) =  a +  {v — w +  u) =  [a +  (v — w)) +  u = a +  u =  x.

Por ser la actuación fiel, se concluye que v = w, y es inyectiva. 
Apliqúese afiora iii) de la propiedad anterior.

Como consecuencia de esta última observación, puede estable­
cerse otra definición de espacio afín equivalente a ta dada en 1.4:
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Definición 1.9. Segunda definición de espacio afin

Un espacio afín es una terna (X, X, Z) donde:

—  X es un coniunto, denominado conjunto de puntos.

—  ^  es un espacio vectorial.

—  E . XxX 9 (a, v) a-Hv G X es una actuación fie l y transitiva  
del grupo abeliano (X, -I-) sobre el conjunto de puntos X.

La relación entre ambas definiciones se concreta en la siguiente 
equivalencia:

a + v =  x o a x  =  v

§ 2. SUBESPACIOS DE UN ESPACIO AFIN

En este epígrafe X =  (X, X, A) denotará a un espacio afín. Llama­
remos subespacios afines de X a aquellos subconiuntos de X que 
«heredan» la estructura afín del espacio ambiente. De forma más 
precisa:
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Definición 2.1. Subespacio afín

Sea M un subconiunto del espacio afín X, y un subespacio 
vectorial de K, Se dice que (M, M) es un subespacio afín de X si se 
verifica la siguiente condición.

La actuación Z de (X, + ) sobre X se puede restringir a una ac­
tuación transitiva de ( ^ , +  ) sobre M (actuación que denotamos por 
el mismo nombre Z).

Esta condición puede enunciarse también mediante las siguien­
tes dos propiedades:

S1  ̂ S/ a e M y V G entonces a + V  e M 
S2j Si a, b e M entonces ab g

Obsérvese que M es un espacio afín sobre el espacio vectonal
M.

La siguiente proposición tiene por objeto probar que un subes­
pacio afín queda unívocamente determinado por su coniunto de 
puntos, o también por uno de sus puntos, y su dirección:
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Proposición 2.2. Determinación de subespacios afines

Sea M un subconjunto de un espacio afín X; s/ a e M se denota: 

Aa(M) =  { a x ; x e M }

En estas condiciones se tiene:

i) SI IVl es subespacio vectorial de X tal que (M, es subes­
pacio afín, entonces Ñf =  Aa(M) para todo a e M;

ii) si existe a e M tal que Aa(M) =  M es subespacio vectorial de 
X, entonces (M, M) es subespacio afín de X.

Demostración

1)^ Si {M, M) es su be ^a c io  afín deJ(, la propiedad S1) prueba 
que M C  Aa(M), pues si v e M, x =  a+VG/W y v = axG Aa(M). Por 
o tr^p a rte  la propiedad S2) prueba trivialm ente el contenido A^iM) 
C  M.
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ii) Probemos en las hipótesis ii) que {M, Ag{M)) verifica las 
propiedades S1) y S2):

S1) Si X £ M y G Aa(/W) entonces v ^ a y  para cierto punto y e M, 
y la suma a x + a y  está en Ag{M). Existe pues z e M que verifica:

az = ax +  ay

Así, x +  i/ =  x +  ay =  a +  {ax +  ay) =  a +  az —z e M .

S2) Si X ,  y G M, por la relación de Chasles se tiene:

xy =  a y - a x  e A^(M), ya que ax, ay e A^{M) y A^{M)

es subespacio vectorial. □

Las siguientes afirmaciones se deducen ahora de torma inme­
diata:

Proposfción 2.3. Propiedades

1. Si {M, M) y {M, M’) son subespacios afines de X, entonces M =  
= M'. En consecuencia un subespacio afín queda unívocamente de­
terminado por su conjunto de puntos.

Si M es subespacio afín de X escribiremos M <X , y se denotará 
siempre por M a su dirección.

2. Un subespacio afín /W de X se puede escribir de la forma:

3. Reciprocamente, si U es subespacio vectorial de X y a g  X, 
entonces M = a +  U es subespacio afín de X(y M = U)·

4. Dos subespacios afines coinciden si tienen la misma direc­
ción, y un punto comün.

5. Un punto a g  X constituye por sí mismo un subespacio afín 
con dirección el subespacio vectorial nulo.
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Definición 2.4. Dimensión

Llamaremos dimensión r de un subespaclo afín M de X a la d i­
mensión de su dirección M {si es finita).

El coniunto vacío, (p será considerado por convenio un subespa- 
cio afín {sin dirección), y se le asocia dimensión igual a —1, se 
llaman rectas afines de X a los subespacios de dimensión 1, planos 
a los de dimensión 2, y si dim  X =  n, se llamarán hiperplanos a los 
subespacios afines de dimensión n -1 .

Nótese que los puntos son subespacios afines de dimensión nu­
la.
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Ejemplos 2.5.

1. En el ejemplo 1 de 1.6 se probó que un espacio vectorial V 
es un espacio afín. Los subespacios afínes de V, son todos de la 
forma v +  U donde v e V y U es subespacio vectorial de V. Así, la 
fam ilia de subespacios con dirección U está formada por los ele­
mentos del conjunto V/U.

2. Considérese el modelo de espacio afín (V, (p) {q> forma lineal 
no nula de V) introducido en el eiemplo 2 de 1.6, donde el conjunto 
de puntos es X =  {x e V ; (p{x) =  1} y su dirección X =  ker {(p).

Si IW es subespacio vectorial de V no contenido en X, entonces 
M n  X = M es un subespacio afín no vacío de X, con dirección 
M n x  = M.

En efecto, como M existe a e M  con <p(a)^0, y
{1/(p{a))a G M C\ X =  M (ver figura).

Es fácil comprobar ahora las propiedades S1) y S2) para {M, M); 
ya que M y M son subconjuntos del subespacio vectorial /W, se tie ­
ne:

—  Si a G jví, V eM  es a +  v eM , y (p{a +~v) ^(p{a)-l· (p(v) =  i  -f- O = 
=  1. Así a +  V G M.

—  S\ a b e M  entonces ab = b ~ a  e M, y (p {^ ) =  cp{b-a) =  (p {b )- 
-(p (a ) =  1 - 1  =0, y ab E M.
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Nótese que si M tiene dimensión finita, entonces dim/W = dim 
M +  1, ya que M es el espacio afín {M, cp/M).

M

3. Considérese e! modelo analítico cartesiano An =  /\rt([K) intro­
ducido en el ejemplo 3 de 1.6.

Si M es subespaclo a tin g e  A„ con dimensión r, su dirección M 
es subespaclo vectorial de A„ que admite una base formada por r 
vectores de la forma:

=
V.

\ v

, -, V, Sea a
a, 

\  a„

e M,

los puntos X =

\
de M = a +  M

verifican:

+ ... + Í, para t¡ e
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X2 = 32 +  V ,J , +  ... +  V
y se tienen las ecuaciones:

VI i / 14 ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA AFIN

r . í r  {

que se denominan ecuaciones paramétricas de M. Nótese que el 
rango de la matriz es igual a r.

Estudiaremos ahora las operaciones habituales de suma e inter­
sección de subespacios afines:

Proposición 2.6. Intersección de subespacios

Si (M,)¡ g |  es una fam ilia de subespacios afines de X y C\ (p,
I f I

entonces O  tVI¡ es subespaao afín de X con dirección O  I^í-
leí (e(

Demostración

Sea a g n  por la propiedad 2 de 2.3 podemos escribir M¡ = a +
I e I

+  M; para cada i e I, y se verifican trivialm ente las igualdades:

n  M, = n  (a +  M , ) - a  +  n
/ e í / 6 / / e /

y n  M¡ es el subespacio vectorial dirección de H  Pi M¡ {véase 

propiedad 3 de 2.3). □

Nótese que por convenio, si n  M¡==(f) entonces también es su-
I e /

bespacio afín.

Ejemplo 2.7.

Considérese nuevamente el modelo analítico cartesiano
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El conjunto de puntos
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x = G A.

/

que verifican una ecuación del tipo: yíiXi +  ... +  Á„Xn =  yí, con algún A, 
no nulo, constituye un hiperplano afín H que tiene por dirección H, 
el subespaclo de los vectores

pues como fácilmente se vé es H = a +  H para a e H.

Análogamente, un sistema compatible de r ecuaciones lineales 
independientes:

..................  > (2.7.1)

A,,X, +  ...+ /i,„X „= /i,  J

representa el subespacio afín M de obtenido como intersección 
de los hiperplanos definidos por cada una de las ecuaciones. Apli­
cando la proposición anterior, M es la intersección de las direccio­
nes de cada uno de los hiperplanos, y tiene, por tanto, ecuaciones 
(implícitas):

A i i X i  +  . ..+ /í i„X „  =  0 ' j

> (2.7.2)

X̂  1 X X„ =  O

Nótese que dim /W =  dim M = n —r.

Recíprocamente, es fácil ver, que todo subespaclo afín M de A„ 
con dimensión n — r, admite ecuaciones implícitas del tipo (2.7.1), y
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SU dirección M las ecuaciones (2.7.2) (Elimínense los parámetros t¡ 
en el eiemplo 3 de 2.5).
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Proposición 2.8. Retículo de subespacios

Sea .s/ (X) la fam ilia de subespacios afines de X, incluido el con­
iunto vacio.

Si M, N e J2/(X) se define la suma:

M +  N =  r \ { l -  e ^ {X )  :M  \J N C L ]

Entonces:

i) M +  N es el subespacio afín más pequeño que contiene a M 
y a N, es decir, si S es subespacio afín tal que S ^  M y S Z) H 
entonces S Z) M +  N.

ii) (j?/(X), + . n )  es un retículo (no distributivo).

iii) Si M, N ^ ^ ( X ) ,  a e M  y b e N, entonces M +  N = M  +  ÑÍ +  

+  < ^ >  donde <ab> es el subespacio vectortal generado por el vec­
tor ab.

Demostración

i) Por la proposición 2.6, M +  W es un subespaclo afín; la pro­
piedad Indicada se sigue inmediatamente de la definición de M-l·N.

ii) Si se dan por válidas las propiedades reticulares de ia inter­
sección coniuntista (asociativa e idempotente), el enunciado ii) se 
reduce básicamente a comprobar para M, N, P e ^ (X )  las siguien­
tes relaciones:

a) M C N o M +  N = N.

b) M -h N ^N  + M.

c) (M + A/) +  P =  M + (A/ +  P).

Sólo la última afirmación no es absolutamente trivia l:

Los subespacios M, N, P están claramente contenidos en el su- 
bespacio M +  (A/ +  P), por 1) se concluye que M -l·N  C M +  (A/ +  P) y 
que (/W + A/) +  P C  M +  {N +  P). La otra inclusión se prueba de rorma 
análoga.
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iii) En primer lugar, de la inclusión M C  M + N se deduce que 

A JM ) C A, (M +  N) es decir, M C M +  Ñ.
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Análogamente se ve que N C  M +  N. Por último, como a e M 

C M +  N V b e N (Z M +  N se tiene que ab e M +  N, y queda probado 
el contenido:

M + N +  ia b y  C  M +  N 

Por otra parte se tiene:

M =  a +  M C a +  {M +  N +  ia b })

y además:

N = b +  N = {a +  ab) +  N C  a +  (W +  <a£)» C a + {M +  A/ +  <ab»

Por i), es M + N  C  a +  {M +  N + {aby) y aplicando A^ los dos miem­
bros, se obtiene la otra inclusión:

M +  N C  M +  N + i aby .  □

Nota 2.9. Subespacio generado por un sistema de puntos

En virtud de la propiedad asociativa para la suma de subespa­
cios, no existe ambigüedad en la expresión:

A ,  +  ... +  A„ Ai  6 ^ ( X )  / = 1........  r

y denota al subespacio más pequeño que contiene a la unión 
/ \ , I J ......En particular si A¡ =  {a¡], a^ +  .-. +  a  ̂ es el subes­
pacio más pequeño que contiene el coniunto {a^, a,} ,  y se deno­
mina subespacio generado por el sistema de puntos (a^, .... a,). Es­
te subespaclo también se denota por (a^, a^).

Por ejemplo, el subespacio generado por dos puntos distintos a, 
b e X, es:

<a, ò> =  a-i-ò =  a +<a¿)>
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En particular, se deduce que por dos puntos distintos «pasa» una 
única recta.

Los resultados de la proposición 2.8 muestran que el paso de un 
subespacio afín a su dirección no respeta totalmente las estructuras 
de retículo. La causa es la existencia de subespacios afines disiun- 
tos. Esto se destaca aún más en las siguientes fórmulas:
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Proposición 2.10. Fórmulas de dimensión

Sean M y N subespacios afines de X:

i) S/ M Pi N 0  entonces dim  (M +  N) =d im  M +d im  N
— dim  (M n  N).

ii) Si M Pi H = (¡) entonces dim {M + H )=d im  Wi +  dim N 
-d im  Pi Ñ) +  1.

Demostración

En ambos casos se tiene:

dim (/W + A/) =  dim (/W +W) =  dim {/W +  A/ +  <aó»

siendo a e M y b e N.

Si M n N ^ ( j ) ,  podemos tomar a =  ó e / W p | W ,  y entonces 
<aó> =  {0}. Así se tiene:

dim (/W +  W) =  dim {/W +W) = dim M +  dim W ~dim {M C \N) =

-d im  M +  dim A /-d im  (/W n  N)

La última igualdad es consecutiva de 2.6.

S\ M y N son disiuntos, es contradictorio suponer que ab e /W +  W 
ya que entonces podríamos escribir ab de la forma:

ab =  ax +  yb con x  e M, y  e N

y entonces xy = x a + a b  +  by =  0 lo que implica x =  y e M C\ N. 
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Asi pues se tiene:
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dim {M +  N) =  ó\m (M +  A/) =d im  (M +  A/ +<a¿>» = dim (M +  A/) +  1 =

=  dim/W +  dim A/ —dim (M n  Á/) + 1. □

Observaciones 2.11.

Con los resultados anteriores puede hacerse ya un estudio deta­
llado de las posiciones relativas entre dos subespacios afines:

Si M y A/ son subespaclos afines de X, siendo n —dim X, p =  
=  dim M, Q =  dim N, r =  dim {M O  A/), y supuesto se verifica:

0 ^ r ^ p = Í Q ^ d i m  {M +  A/ )<n

Si /W y A/ se cortan, entonces la cadena anterior de desigualdades 
se transforma en

O ^ r ^ p ^ q ^ p + q —r ^ n  

que es equivalente a la condición:

m a x  {O,  p  +  q  — n } ^ r ^ p

S\ M V N son disjuntos, se deduce de forma análoga que la cadena 
de desigualdades es:

O ^ r ^ p ^ q ^ p  +  q —r +  1 < n  

y por tanto, las condiciones sobre r son:

m a x  {O,  p  +  q  — /? +  1 } < r ^ p

Los subespacios M y N se dicen paralelos (M llN), si r toma el máxi­
mo valor posible p, es decir, s\ M (Z N. En particular esto se verifi­
ca si M (Z A/. Nótese que si M//N y M C. N entonces M C\ N=(¡).

En el ejercicio 7.6 se prueba que todas las posiciones entre dos 
subespacios aquí descritas son posibles.
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E jem plo  2.12.

Dos rectas distintas fí y S de un plano afín X si no se cortan, 
^on necesariamente paralelas, ya que si no fuera así, se tendría 
R Pi S =  {0 }, y por la fórmula de dimensiones:

dim (fí-l~S) =  dim R +  dim S -d im  (R n  S) +1 =  1 +1 + 0  +1 =  3

Lo cual es claramente contradictorio.

Estableceremos por último una caracterización no trivia l de los 
subespaclos de un espacio afín.

P ro p o s ic ió n  2.13.

Sea M un subconjunto (con más de un punto) de un espacio afín 
X. Supóngase que el cuerpo ¡K posee más de dos elementos.

Si M contiene a cada recta que pasa por dos cualesquiera de 
sus puntos, entonces M es subespacio afín.

Demostración

Si en M no hay tres puntos no alineados, se concluye fácilmente 
que M =  <a, b)> siendo a, b dos puntos distintos de M.

Supóngase que (a, b, c) es un sistema de tres puntos no alinea­
dos de M, y sea P el plano (a, b, c> generado por ellos. Probemos 
que P C  M.
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En efecto, por hipótesis las rectas <a, £)> y <a, c> están conteni­
das en M. Si X es un punto de P —(<a, ¿>> SJ <a, c » , para probar 
que X e M, basta demostrar (por la propiedad que verifica M) que x 
pertenece a alguna recta R que se «apoye» en (a, ó> y <a, c>. Pero 
esto es cierto, pues en principio, podría servir como recta R la rec­
ta x>, a no ser que sea paralela a <a. c>. En este último caso, 
podríamos aún elegir otro punto b' en <a, ó ) distinto de a y de b 
(pues IK tiene más de dos puntos), y como recta R podríamos tomar 
ahora la recta x>. (Véase figura.)

Puntualicemos que hemos utilizado, sin demostrar, dos resulta­
dos evidentes:

—  Por un punto exterior a una recta pasa una única paralela.

—  Hay biyecciones entre el conjunto de puntos de una recta 
afín, y el cuerpo K  subyacente.

Para concluir la demostración, es suficiente probar que dados 
tres puntos cualesquiera a, b, c de M y escalares A y ju, el punto x =  

=  a +  Áab-l·pιac pertenece a M (así, M es subespacio vectorial), pe­
ro esta afirmación es cierta, ya que el punto x está en el subespa­
cio <a, b, c> generado por los tres puntos, que puede ser una recta, 
contenida por hipótesis en M, o un plano, en cuyo caso también lo 
está por lo anterior. □
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§3. APLICACIONES AFINES

I Una aplicación entre espacios afines que actúa respetando la
i estructura afín de ambos, se denominará aplicación afín. Del mismo
! modo que los subespacios afines se definen mediante los subespa-
I cíos vectoriales, las aplicaciones afines lo hacen por medio de apli-
¡ caciones lineales. El lector seguramente notará a medida que avan-
Ij za en la lectura de éste epígrafe una cierta analogía — desde luego
|i no casual—  con el anterior.

Ií Los Símbolos X, X', X” . ..., etc., designarán a partir ^  ^qui espa-
!■ cíos afines con direcciones los espacios vectoriales X, X', X", ...,
|l etc. definidos sobre el mismo cuerpo K, denotándose por A, A', A"
II las correspondientes aplicaciones que dan la estructura de espacio
! i  afín. La notación de vector ab ,  y de punto a + 1 /  será mantenida in-
I' distintamente en cada uno de los espacios afines.
|rri;:
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Definición 3.1. A p licac io n es  a f in e s

Una aplicación f :X - + X ' entre espacios afines, se llamará afín,
si existe una aplicación lineal í tal que:

f(x + v ) =  f(x )-fT (v ) para todo x e X y todo v e X

o de torma equivalente, ya que y =  x +  xy;

f(x) f (y) =  f {xy) para todo x, y e X 

Se llama a 7  aplicación lineal asociada a f.

N ota 3.2.

Si f .  X -> X ' es una aplicación (no necesariamente afín), fiiado el 
punto a e X, y llamando a' =  f(a), podemos construir una única apli­
cación : X~>X', que fiace conmutativo e! diagrama:

f X'

A l (3.2.1)

X'

y viene definida por la condición:

f^(ax) =  f{a) f(x) o bien f{a +  v )= f{a ) +  f  ̂ (u)

para todo x e X y todo ~v e X.

Se tiene el siguiente resultado:

P ro p o s ic ió n  3.3.

Sea f:X -> X ' aplicación entre espacios afines,

i) Si f es afín entonces fg =  7  para todo punto a g X.
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ii) Si existe a g X tal que es lineal, entonces f es afín,
y t= fa -

Demostración

i) Si f es afín con lineal asociada7^ por definición 3.1, se tiene 
para todo punto a de X y todo vector v de X.

f{a) + f^{v)--f{a-l·v)=f{a)-Π (i/)

por tanto fs (v )= l{v ).

il) Si : X ^ X ' es lineal, entonces para todo x, y g X se tiene;
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f(x) f(y) = f(a ) f(y) - f ( a )  f{x) = f j a y ) - f j a x )  =

=  f ja y - a x )  =  f jx y ) ,  y f

es afín con lineal asociada

Las siguientes afirmaciones se deducen ahora de forma inme­
diata;

P ro p o s ic ió n  3.4. P r o p ie d a d e s

1. Una aplicación afín f ; X ^ X '  determina unívocamente su li­
neal asociada f .

2- Dos aplicaciones afines f, g ; X ^ X ' coinciden s /T = ^ , y exis­
te a eX  tal que f(a )= g (a ).

3 . S/ i}/ es lineal, a g  X, a' g  X', la aplicación:

f ; X '9 x =  a +  ax a' +  »//{ax) e X'

es afín, y tiene por lineal asociada =

4. Si a' es un punto dado de X', la aplicación constante:

k : X 3 x -)· a' e X'

es afín, y su lineal asociada es la aplicación lineal nula 
o :X ^ X '.
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5. S/ f : X - ^ X ' es aplicación afín, entonces f es jnyectiva  (res­
pectivamente sobreyectiva) si y sólo si /o ^  f . (Utilícese la 
conmutatividad del diagrama 3.2.1 con ta = f j.
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Definición 3.5.

a) Una aplicación afín f:X -> -X ' se denomina isomorfismo afín, 
Si es biyectiva. Los espacios afines X y X' se dicen isomorfos, s í  

existe un isomorfismo afín entre ambos.

b) Una aplicación afín t : X X será denominada endomorfismo 
afín. Se denotará por EA(X) al conjunto de estos endomorfismos.

c) Un endomorfismo afín de X que sea isomorfismo se llamará  
transformación afín de X. Denotaremos por G>^{X) al conjunto de d i­
chas transtormaciones.

Observaciones 3.6.

1. Utilizando la propiedad 5. de 3.4, se ve que la aplicación afín 
f .X ^ X ' es isomorfismo affn, si y sólo si f . X ^ X ' es isomortismo 
lineal. Por otra parte, teniendo en cuenta la proposición 3.3 y el 
diagrama conmutativo 3.2.1 (con fg = f) , se prueba que si f es iso­
morfismo afín también lo es / “ s y (7^ = T ” v

2. Los espacios afines X y X ' son isomorfos, si y sólo si tienen 
la misma dimensión (supuesta finita).

Ejemplos 3.7.

1. Las aplicaciones afines entre espacios vectoriales V y V  
(sobre el cuerpo [K) son suma de una constante y una aplicación 
lineal. De forma más precisa, si f - V ^ V  es afín, queda:

f ' V  3 X ^  v ’ +~l{x) e V

Donde v' e V  es la imagen del vector o e V por /, es
la aplicación lineal asociada.
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2. Proyecciones afines.

Sea B un subespacio afín de X, y D un subespaclo vectorial de X 
tales que:

X =  e © D

Para cada x g X, los subespacios afines S y x +  D se cortan en 
un punto. En efecto, por una parte si (x+D ) Pi B =  (f), por la fórmula 
de dimensiones de ia proposición 2.9 se tendría:

d im (6 +  (x +  D)) =  d im S +  dim D +  1 = d im X  +  1

lo cual es claramente contradictorio.
Basta aplicar ahora la fórmula de dimensiones para el caso de 

intersección no vacía.
Para cada x g X, sea tc(x ) - ( x  +  D) Pi B. Probaremos que la apli­

cación 7r ;X - ^ X  es aplicación afín, cuya lineal asociada es la pro­
yección vectorial Tcg; X-^X con base B y dirección D.

Fijemos un punto b e B. Claramente es nib) =b . Dado x g X, por 
la definición de re, el punto ti;(x) está en x +  D, y X7t(x) g D- Se tiene 
así:
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í)x =  í)7t(x) +  7i:(x)x, bn{x) e B, n{x)x e D

Por tanto, 7ig(bx) =£)7i(x) =  Tt(£)) 7t(x). Por la proposición 3.3 ii) se 
concluye que n es afín, y ^  =  7Cí, =  7üb·

Se denomina a tt ; X X, proyección af ín de base B y dirección
D.

3. Simetrías afines.
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Sea K . X -^X , como en ei e j^ p lo  anterior. Se define la simetría 
afín cr con base B y dirección D por la fórmula:
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c7 : X G X (7 ( x )  = 7T ( x )  +  x 7 i ( x )  G X (véasB figura)

Probemos que cr es transTormación afín, con transformación li­

neal asociada (7 = 2^ —id, que es la simetría vectorial con base B y 
dirección O- En efecto, filado b e B  claramente es (r{b) = b, y para 
cada X e X es

71 ( x )  a { x )  = x 7i ( x ) ,

por tanto:

f7 (Ò) (7 (x) =  0 (7  (x) =  bn (x) +  7t(x) (7 (x )  =  b7ü{x) +  X7l(x) =

= ib7r(x) + xb + b n (x) =  2bTt{x) --bx=2% {bx) — bx

_^Nuevamente por 3.3 ii) se concluye que tr es transTormación afín, 
y cr^(7b = crg=27ia— id.

4. Considérense los modelos analíticos cartesianos /\^ =  /\„([K), 
/\^  =  /\^ {K ).

Un punto de A„ será denotado por p Y  donde x = | | y un

V
-  / 0\  

punto de será
VV

Esta notación será mantenida de torma análoga para A^ y A^. 
Un aplicación afín viene determinada por su lineal aso­
ciada

7  y la imagen por f del origen de A„

'A

i  a 11... 910 \

Sea A =  G FL {m, n)

am  ̂ · ^mn ^
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tal que f
_^ / 0 \
f <^x‘<^x' ^ A x .  Se tiene

Í / 0 \  /1  0 \ / l \
= f +

\ ° J  v i l  \ o / v ^ /
+

x A x / a A V /

y el sistema x'] =  a¡ +  ^  a,iXi representa las ecuaciones de f.

0 \
A las matrices de la forma A =  

afines.
\a  A

se les dénomma matrices

Usualmente se identifica la aplicación afín t, con ia matriz A, y a 
r con A. Denotamos por FA{m, n) al coniunto de matrices afines del 
tipo de A.

Así, el coniunto de matrices FA{n, n), que denotamos por EA{n) 
representa ei coniunto de endomorfismos afines de A„. El coniunto 
de transformaciones afines de A„ viene representado entonces por 
el conjunto GA{n) de las matrices A e EA{n) tales que det Á # 0 .

Proposición 3,8. Composición de aplicaciíones afines

Sean f ; X ^  X'. g : X ' X " aplicaciones afines. Entonces la com­
posición  g ‘ t :X - ^ X "  es aplicación afín, y se verifica:

g · f = g t

Demostración

Para todo punto x de X y todo vector v de X, por ser f y g afines 
se verifica:

{g · f) {x - l·v )^ g {f{x  +  v ) )= g { f{ x )+ l{ v ) ) ^

= g (f(x)) +~gVf(y)) Í9 ■ f) ix )  +  (g O (î )

Esto prueba según la definición 3.1, que g · f es afín, que tiene 

por aplicación lineal asociada: g ■ f ^ g  ■ t □
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La operación composición es, por tanto, operación interna en el 
coniunto EA{X) de endomorfismos, y en el GA(X) de transformacio­
nes afines de! espacio X. Se tiene asi de torma inmediata ei si­
guiente resultado:
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Corolario 3.9. Grupo afín

El conjunto GA(X) de transtormaciones afines del espacio afín X, 
tiene estructura de grupo respecto a la cornposición de aplicacio­
nes. Por otra parte, si g e GA(X) entonces g e GL(X), y ia aplica­
ción:

^  GA(X) 3 g ^ ÍG G L ( X )

es un epimorfismo de grupos.

El grupo GvA(X) es e! grupo de transtormaciones que define la 
geometría afín del espacio X (en el sentido de Klein), y se denomi­
na por ésto, grupo afín del espacio.

Ejemplos 3.10.

1. Si cr: X -+ X es una simetría afín, entonces

(T ■ (7 = 0- - ( j=  id : X~>X

(pues a es simetría vectorial) y además, si b es un punto de la base 
de a, se tiene (r^{b)=b. Apliqúese ahora la propiedad 2 de 3.4 para 
concluir que id y coinciden.

De torma análoga se ve que si ti : X X es proyección, entonces
n  ' 71 =  71.

2. Si A e FA{m, n), B g FA{p, m) entonces BA e FA{p, n) y re­
presenta la aplicación afín:

BA : Ap An composición de A A ^ ^ A ^  y B : A „-^ A p .

(Véase eiemplo 2 de 3 .7).

En particular, GA{n) con su producto matricial usual, representa 
el grupo afín de A „.
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El epimorfismo de grupos ^  GA{X) GL{)^, no es isonnorfis- 
mo, pues su nùcleo es un grupo no triv ia l (cuando X tiene más de 
un punto) que denominamos grupo de traslaciones, y que ahora pa­
samos a describir:
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Proposición 3,11. Grupo de traslaciones

Si v G X denotamos por la transformación:

T ^ . X  9 x ^ x - h v e X

que denominamos traslación (de vector vj. Entonces:

a) Para íoc/o V g X, es transformación afín, y Tv=id.

b) Reciprocamente, si t  : X->X es transformación afín, con x 

,= id, entonces e x is te ^  tal que t  =  Tv.

c) El coniunto T (X) de traslaciones de X es subgrupo abeliano 
del grupo afín GA(X). Concretamente, se tiene para v, w g X:

Ty Tv+wi y To=id.

Demostración

Fijado a G X, para todo x g X se verifica:

Tî (x) =  T:f(a -i-ax) =  (a +  ax) + = (a -I- v) +  ax =  rA a )+ a x

Esto prueba que t-  es afín y ^--= id .

Reciprocamente, si t :X -> X  es afín, y ^  =  id, entonces fijado 
a G X, sea b =  z{a). Para todo x g X se tiene:

t ( x )  = r(a  +  ax) =  T(a) + r(ax) = ó  +  ax =  a -!-aib +  ax =  (a -Hax) +  ab =  x

+ ab

y T es traslación de vector V =  a¿). La última afirmación se deduce 
inmediatamente de la igualdad:

(x+1/) +  iv X +  ("P +  ¡v) para todo x g  X y todo ~v, w e X . □
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El grupo de homotecias vectoriales del espacio X, Z(X) = 
[/.id  : G K — {0 }| constituye un subgrupo abeliano del grupo lineal
GL (X). Su imagen mversa por el epimorfismo ^  GA (X) GL (X) es 
un subgrupo de GA{X) que contiene al de las traslaciones T{X). Es 
el llamado grupo de dilataciones que ahora pasamos a describir:
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Proposición 3.12. Homotecias afines

Dado un punto c del espacio X, y /  g  K —{0,1}, llamamos homo- 
tecta afín de centro c y razón Á, a la transformación h =  h(c, a ) defi­
nida por:

h ; X 3 x-^c +  Acx e X

a) h = h{c, A) es transformación afín, y su transformación lineal 
asociada es:

U =  Xld

b) Reciprocamente, si í es una transformación afín de X conT  = 
=  AÍd (A e D< —{0,1}) entonces f es una homotecia afín de razón Á.

c) El coniunto Dil(X) formado por las homotecias afines, y las 
traslaciones de X, constituye un subgrupo de GA(X), que denomina­
mos grupo de dilataciones de X.

Demostración

a) Sea h =  h{c, /.). Teniendo en cuenta que h{c) =  c, para cada 
X e  X se tiene:

h{c) h{x) =  ch{x) =  Acx (por la definición de h). Así h = Xid.

b) Supóngase ahora h . X X con ~h = Áid (A7̂ 0,1). Si probamos 
que existe c g X con f{c ) =  c la demostración está concluida, pues 
para todo x g X se tendría:

/ i(x )= /7(c +  cx) =  / i(c )+ /7(cx) =  c +  Ácx y h =  h{c, À)
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Sea a un punto de X, y b = h{a). Para cada x e X se tiene:

h {x )= h {a -\-a x )^ b  +  Áax

Por tanto la determinación de posibles puntos filos, depende de 
la existencia de soluciones para la ecuación;
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b +  Aax =  x

Podemos «despeiar» x por medio de las siguientes equivalen­
cias:

b + Áax =  X bx =  Áax o  ba-l· ax =  Áax ab =

= (1 -A)ax<í>ax = - ^  a b o x  =  a -l·—^  ab 
\ ^  Á \ ^  Á

la existencia (y unicidad) de puntos fiios para t, queda garantizada, 
y esto concluye la demostración. □

Ejemplo 3.13.

El grupo de dilataciones del modelo analítico cartesiano A„ es: 

/1 O
Dil M „)=  D = ) : A e K - { 0 },

â Al

siendo I e GL{n) la matriz identidad.

§4. APLICACIONES AFINES Y SUBESPACIOS

Hemos definido las aplicaciones afines como aplicaciones que 
respetan la estructura afín de los espacios entre los que están defi­
nidas. Por esto es de esperar que respeten los subespacios afines. 
En particular, los isomorfismos afines transforman rectas en rectas. 
Denominamos colineaciones a las biyecciones entre espacios afines 
que cumplen esta propiedad. Ya que todo isomorfismo afín es coli-
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neación, es natural preguntarse si toda colineación es isomorfismo. 
La respuesta es afirmativa, si se imponen algunas restricciones al 
cuerpo base [K, y a la dimensión de los espacios afines. Nótese que 
para colineaciones entre rectas afines, la respuesta a la cuestión 
planteada es claramente negativa, a no ser que el cuerpo K posea 
sólo dos elementos.

Como es habitual, X X’, etc., denotan espacios afines sobre 
el cuerpo IK.

Proposición 4.1.

Sea f:X -» -X ' una aplicación afín, M subespacio afín de X, y M' 
subespacio afín de X'. Entonces:

subespaclo affn de X', y si entonces f(M) =
= f (M), y la aplicación restricción:

f/M : M 3 X -^ f(x ) e f{M)

es afín, con lineal asociada ^/Ivf,

b) f “ ' (M') es subespacio affn de X, y si entonces:

Demostración

Para cada punto a g X, b =  f{a) considérese el siguiente diagra­
ma conmutativo:

a) Si M es subespacio de X y a e M, se tiene: 

A ,{ fiM ))= r{A A M ))^ T {M )
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Esto prueba que f{M ) es subespacio afín con dirección 7  (M). Las 
otras afirmaciones son triviales.

b) Sea a e X  con f { a ) = b e M ' Por la conmutatividad del dia­
grama, es:

A A f~ A M ') )= r - A A ,{M ') )= 7 -A M ')

y esto prueba ei resultado. □

Las aplicaciones afines también respetan la suma de subespa­
cios:
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Proposición 4.2.

Sea T : X -------->■ X' aplicación afin, M  y  N subespacios afines de X,
y (ao, 3r) un sistema de puntos en X. Se verifica entonces:

a) f{M -l·N )- f(M )- l·f{N ).

b) f« a o , ..., a ,»  =  < f(a ,)......  f(a,)>

Demostración

f
pac

a) Como f{M ) C  f{M  +  N) y f{N) C  f{M  +  N), se concluye que 
{M )+ f{N ) C  f{M  +  N). Probemos que f{M  +  N) es el mínimo subes- 
)acio que contiene a f{M ) y f{N):

Si S' es un subespacio de X' que contiene a f{lvl) y a f{N), se 
tiene:

f~ H S ') D  M y f~ A S ')  D  N

Por tanto, f "M S ') D  M +  N, y S' D  f ( r  MS')) D  f(M  + A/).

b) Como el resultado anterior es también válido para más de
dos sumandos, la parte b) se deduce ya inmediatamente de la defi­
nición de (ao, a^> como suma ao+ - +a^ □

Nótese que si a, b son puntos de X tales que f (a )#/(£)), t trans­
forma biyectivamente la recta <a, b }  que pasa por a y b, en la rec­
ta <f(a), f ib ) }  que pasa por sus imágenes. En particular se tiene:
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Corolario 4,3.
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Un isomorfismo afín t ; X ----- v X' transforma biyectivamente cada
recta de X en una recta de X'.

Para estudiar en qué condiciones es cierto e! reciproco de este 
resultado, necesitamos establecer alguna terminología.

Definición 4.4. Colineación

Una biyección f : X ----- >· X' entre espacios afines, se llama co li­
neación, SI f(R) es recta afín de X', para cada recta afín R de X. 
Esto también puede expresarse así:

Para todo a, b g X es f<a, b> =  <f(a), f(b)>

Definición 4.5. Cuerpo simple

Diremos que un cuerpo K  es simple si eí único automorfismo 
que admite es el automorfismo identidad.

El resto del parágrafo, está destinado a probar el siguiente teo­
rema denominado en algunas veces Teorema Fundamental de la 
geometría afín, y puede enunciarse asi:

Sean X y X' espacios afines sobre un cuerpo simple K  distinto 
de {O, 1}. Supóngase que la dimensión de X' es mayor o igual que 
dos. Si f : X ----- y X' es colineación, entonces f es isomortismo afín.

Observaciones 4.6.

1. Guando el cuerpo IK es {O, 1}, las rectas del espacio constan 
de dos puntos, y la condición de colineación no impone restricción 
alguna a una biyección.

2. El cuerpo Q de los números racionales, es un cuerpo sim­
ple. En efecto, sea a ' Q ----- O un automorfismo. Esto quiere decir,
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que (T es aplicación biyectiva que verifica para todo par de números 
racionales r. s;

cr(r +  s) =  (T(r) +  (T(s), a(r) cr(s) =  o-{rs}

y en particular, a (0) =  0 , y o-{1) =  1.

Probemos que a = id:

—  Si n  es entero positivo, y r e Q ,  entonces a{nr)=n<T{r), ya 
que:

<7 {nr) =  a {r + ... +  r) =  a (r) + ... +  a ir) =  na (r)

En particular, para r =  1 se tiene que (r{n) =  n para todo entero 
positivo n, y teniendo en cuenta que cr( —r) =  — o-(r) se deduce:

(T{n)=n  para todo entero n

—  Finalmente si p y q son enteros p > 0 . es:

p =  (T (p) =  cr (q ip/q)) =  qa {p/q)

de donde o {p /q )= p lq , y cr =  /ci.

3. Análogamente puede probarse que los cuerpos de la forma 
Zp (clases de restos módulo un entero primo p) son simples.

4. El cuerpo [R de los números reales, es un cuerpo simple.
Veámoslo: Si a : U -»IR es automorfismo, se prueba de forma
análoga a como se hizo en la observación 2 que:

<j{r) =  r para todo r g Q

Por otra parte, si a g  ÍR y Á>0, podemos tomar u > 0  con =  y 
se verifica:

(T{X) =  a{p^) =  (7{fi)^>0.

Utilizando ta aditividad de a queda pues probada la siguiente 
Implicación para Á y u números reales:

Á < u  ^  a {/.)< ffif-i)

Finalmente puede ya probarse que (T -td , por reducción al ab-
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surdo: Si existe /  e ER con u{X )^À , podemos suponer, por ejemplo, 
que u {X )< l, y existirá entonces un racional r tal que:

o{X)<r<Á

Aplicando u a los dos últimos miembros de la desigualdad ante­
rior y teniendo en cuenta que G [r)= r  se tiene:

r< o {k )

Lo cual es claramente contradictorio.

5 . El cuerpo C de ios números complejos, no es un cuerpo 
simple. De hecho, la coniugación en C define un automorfismo dis­
tinto de la identidad.

En orden a probar el teorema fundamental estableceremos algu­
nos resultados auxiliares:
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Lema 4.7.

Sea f : X X' una colineación. Supóngase la dimensión de X' 
mayor o igual que dos, y 1K ^  |0 , 1},

a) Si M es subespacio afín de X, entonces f(M ) es subespacio 
afín de X'.

b) La dimensión de X es mayor o igual que dos, y la aplicación 
f “ ' es colineación.

c) f{P) es un plano de X' para cada plano P de X.

d) f transforma cada par de rectas paralelas, en un par de rec­
tas paralelas.

Demostración

a) Por la proposición 2.10, es suficiente probar que para todo 
par de puntos a, b e M se verifica que <f(a), f(b)> C  f{M ), io cual 
es cierto, ya que

<f(a), f(£))>-f<a. b> C  f{M )

Pues <a, b> C  M por ser M subespacio afín.
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b) Si X fuera recta afín, f { X ) = X ’ sería recta afín, lo cual es 
contradictorio.

Veamos que f~ ' es colineación:

Si a' =  f(a), b '= f{b )  son dos puntos arbitrarios de X', se tiene: 

f<a, ¿>> =  <a', y por tanto =  £)>.

c) Sea P un plano de X, y fí, S dos rectas distintas de P f{R), 
f (S) serán dos rectas distintas del subespacio f{P), y necesariamen­
te es dim f(P )> 2 .

Sea P' un plano de f {P). Aplicando el mísmo argumento a 
se concluye que:

dim f “ ^(P ')^2. Como f ~ ‘'{P') C  P y P es un plano, necesariamente 
f~ A P ')^ p ,  y f(p )= p ' es un plano, como queríamos probar.

d) Dos rectas paralelas y distintas, fí y S de X, están conteni­
das siempre en un plano P, y sus imágenes /(fí), f{S) tienen inter­
sección vacía, y están contenidas en el plano f{P). Por el teorema 
de incidencia, se concluye que /( fí)  y f(S) son paralelas. (Véase el 
eiemplo 2 .12). □

Probemos finalmente el teorema:

Proposición 4.8. Teorema fundamental

Sea f : X ->■ X' una colineación entre espacios afines definidos so­
bre un cuerpo simple distinto de (O, 1}. S/ dim X '^2 , entonces f es 
Isomorfismo affn.

Demostración

Demostraremos primero que f preserva la relación de equipolen­
cia. Necesitamos para esto expresar la equipolencia de vectores en 
términos de paralelismo de rectas.

203



V I 1 /3 8  ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA AFIN

Sean a, b, c, d puntos distintos de X, supóngase que a, b, c no 
están lineados, se tiene entonces la equivalencia:

a¿> = cd <í=> <a, ¿)>//<c, d> y <a, cy¡/(^b, d> (4.8.1) 

La implicación ( ^  ) es trivia l. Probemos la otra:

Por ser <a, £>> paralela a <c, d>, los vectores ab y cd son pro­
porcionales, es decir, para cierto á no nulo se tiene:

cd =  Aab

De forma análoga se deduce que existe f ie K ~ - {0 ]  tal que:

ac = iib d

Por tanto: ac =  u (b a + a c  + c d ) =  uac u {Á -1 )a b . Es decir:

(1 ~  u) ac ~ l )  ab =  0

Como ab y ac son por hipótesis vectores mdependientes, se 
concluye que

A =  /i =  1, y por lo tanto a b ^c d .

Demostremos ya la implicación:

a, Ò, c, d e X, ab =  cd f{a) f{b) =  f{c) f(d)
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Sì a, b, c no están alineados, aplicando la equivalencia (4.8.1) es 

<a, ò>//<c, c/> y <a, c>//<b, d>.

Por el lema 4.7 d) se verifica

<f(a), f(b)>//<f(c), f(d)> y <f(a), f(c)>//</(b). f(d)>. 

Nuevamente por (4.8.1) se verifica
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f{a) f{b )^ f{c )  f{d).

Si a, b, c están alineados y a b -c d ,  entonces a, b, c, d están 

situados en una recta afín fí. Tomando pq =  ab con p e X — R, por lo 
anterior se concluye que:

f{a ) f { b ) ^ f { p ) f { q ) = f{ c ) f { d )  

Tenemos asi definida sin ambigüedad, una aplicación:

f :X  aab ^  fia ) fib ) eX

SI probamos que es lineal, quedaría concluida la demostración, 
puesT es entonces la transformación lineal asociada al isomorfismo 
afín f. La biyección f es claramente un Isomorfismo entre los grupos 
aditivos de los espacios vectoriales X y X', pues:

f {a b -l·b c )= f (ac) =  f(a) f { c ) - f { a )  f{b )-l·f{b ) f{c) = t {ab) +  f (be)

Además 7 ; X X', transforma rectas vectoriales de X en rectas 
vectoriales de X'. En efecto:

Si fí es recta vectorial de X, tomando a e X, fí =  a +  fí es recta 
afín de X; por ser f colineación f{R) es recta afín de X\ y /(fí)=f(a)_j- 
- ff( fí) , ya que por la def[niclón de~f, se verifica fj^a +  v )= f(a )^ f(v )  
( v e X) .  En particular, 7 (fí) es recta vectorial de X'.

Demostraremos finalmente la existencia de un automorfismo a 
del cuerpo K tal que:

^f (Áv) =  a (Á)~f (y) para todo v e X  y todo /i e IK.
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Como por hipótesis K  es un cuerpo simple, se concluye que 
a = id, y f es isomorfismo lineal, lo cual concluiría la demostración.

La existencia del automorfismo (t ; queda garantizada en
el siguiente lema, que bien podría llamarse teorema fundamental 
de la geometría vectorial:

Lema 4.9.

Sea g : V -> V' una biyección aditiva entre espacios vectoriales 
sobre el mismo cuerpo K, que transforma rectas vectoriales en rec­
tas vectoriales. Supóngase dim V y dim V' mayores o iguales que 
dos. Si V G V ~ {0 } se define la biyección IK->1K por la condición:

g (ŷ v) =  (7̂  (A) g(v) para todo A g  K (4.9.1)

Entonces:

i) =  para todo v, w g V —{0}

ii) Llamando a . K ^  IK a la biyección comün, a es automorfis­
mo del cuerpo ¡K.

Demostración

i) Sean v, w e \ /—{0 }. Supóngase inicialmente que {v, w) es li­
nealmente independiente. Necesariamente {g{v), g{w)) es lineal­
mente independiente. Sea +  w g  V - {0 } .

Para todo A g  K se verifica por una parte:

fif(Au)-íT„(A) g {v  +  w) =  (jJX ) g{v) +  (TAÁ) g [w ) (4.9.2)

y por otra:

gr(Au)=gf(Av)+g(Aw )-(7̂ (A) g{v) +  a^{X) g{w) (4.9.3)

Comparando (4.9.2) y (4.9.3), y teniendo en cuenta que {g{v), 
gf(w)) son linealmente mdependientes, se deduce que:
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Para el caso en que (v, w) sea Mnealmente dependientes, basta 
tornar un vector x e  \ /—<\/>, para concluir por lo anterior que:

(T„ — cr̂  =  <j^

ii) Por i) y la igualdad (4.9.1) se concluye que a ; IK^IK  es una 
biyección que verifica la propiedad:

g{Xv) =  ff{?,) g{v) para todo v e V y todo Ae K

Por tanto, fijado u e  V —{0} a , ¡á e K  se tiene:

(7 (À +  |i) g{v) =  g{{A +  ij.)v)-^g{À v)+g{fiv) =  (7Ì):j g [v) +

+  <j{p) g(v) =  (o-(;.) +  a(/i)) g(v)

y corno g{v)¥^0 se obtiene que

a{X + ^) =  (7{?:)-l·a{f^)

Análogamente, se verifica:

cr(À/i) g{v) =  g iX {fiv)) =  a{A) g {pv)) =  a {/J) aifi) g(v)

y por tanto a (Àp) =  a {?.) a {fi).

Esto concluye la demostración. □
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EJERCICIOS
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7.1. Demostrar que la relación A definida en el ejemplo 4 de 1.2 
es de equipolencia.

7.2. Demostrar la propiedad asociativa y conmutativa de la suma 
definida en el cociente X xX /A , donde A es una relación de 
equipolencia (ver 1.3 b)).

f/ 'c o s a  - s e n a \
7.3.* Demostrar que el grupo O {ÍR)=< ;a e

[\^sen a eos a

es abeliano, y actúa de forma fiel y transitiva sobre la c ir­
cunferencia

Partiendo de esta actuación, estudiar la posibilidad de dotar 
a S ’ de una estructura de espacio afín.

7.4. Si X e y son espacios afines sobre el mismo cuerpo IK, dotar 
al producto cartesiano X x y de una estructura natural de es­
pacio afín.

7.5. Sea X espacio afín, y W subespacio vectorial de X. Se define 
en X la siguiente relación:

X W X '  o  XX' G W

a) Probar que se trata de una relación de equivalencia en X.

b) Probar que la clase definida por cada punto x de X es 
de la forma:

X + W = { X + W ’ W E  l/V}

c) Dotar al cociente X/l/V de una estructura natural de espacio 
afín. Se denomina entonces a X/W espacio afín cociente.
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7.6.* Sea X espacio afín de dimensión n, y sean p, q, y r enteros 
mayores o iguales que cero tales que p ^ n ,  q ^ n .

a) Probar que si se verifica:

m áx{0 , p +  q - n ) ^ r ^ m ín ( p ,  q)

existen subespacios M de dimensión p, N de dimensión q, 
tales que:

M n  N ^4 ) Y ú\m {M O  N) =  r.

b) Demostrar que si se verifica:

m áx(0 , p +  q —n + 1) ^ r^ m ín (p ,  q)

existen subespacios /W y A/ de dimensiones p y jfrespec ti- 
vamente, y tales que M H  N = (f) y dim {M P i  N )= r.
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7.7.*Dos parejas de subespacios (M, N) (M'. N') de un espacio afín 
X, se dice que están en la misma posición relativa si dim 
M =  dim M ' =  p,dimA/ =  dimA/' =  q,dim(/W O  N )=ó \m {M ' H  N ') -  

y los subespacios M H  N, M 'C i N' son ambos vacíos, 
ó ambos distintos del vacío.

Determinar todas las posibles posiciones relativas de:

a) Dos rectas en un espacio afín tridimensional.

b) Dos planos en un espacio afín de dimensión 4.

c) Dos subespacios tridimensionales de un espacio afín de
dimensión siete.

7.8.* En el espacio afín AsllR) se dan los subespacios:

X 2 =  0, X3==1, X 4  =  0), y A / : ( X i = 0 ,  Xg =  1,

a) Determinar la posición relativa de /W y N-

b) Calcular ecuaciones impl ícitas para el subespacio afín M + N.

c) Determ inaranalíticamente.elcomuntodelospuntosdeAsíIR) 
por los que pasa alguna recta que corta a W y a W.
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7.9.* En las condiciones del ejercicio anterior, determmar la recta 
que pasa por el punto

l  A2
- 1

p =  O

v ° /
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y corta a M Y a N-

7.10. En /AgtlR) se consideran las rectas:

f í : ( x ,  =  1, X 3 = 0 ), S : ( X i = 0 ,  X g ^ l ) ,  7 :  ( X g ^ O ,  Xs =  1)

Determmar el conjunto de puntos de /AgíiR), por los que pasa 
alguna recta que corta a fí, S y t.

7.11. Sea H un hiperplano, y /W un subespacio de un espacio afín 
X. Demostrar que si M no es paralelo a H, entonces M C) H 
es un hiperplano de M.

7.12.* Sean y R^ dos rectas no coplanarlas de un espacio afín 
tridimensional X.

a) Probar que existe un único plano que contiene a fí^ y 
es paralelo a R^. Constrúyase análogamente P^.

b) Demostrar que X ~ (P ¡ U  P^) es exactamente el conjunto! 
de puntos x de X, para los cuales existe una única recta 
fí que contiene al punto x, y corta a R^ y R^.

7.13. Sean P¡ y Pg dos planos de un espacio afín X de dimensión
4, tales que: P  ̂+  P ^^X . Y P, D  p 2 =  4>-

a) Probar que existe un único hiperplano que contiene a 
P¡ y es paralelo a P^. Constrúyase análogamente H^·

b) Demostrar que X - {H ,  U  es exactamente el coniunto 
de puntos x de X para los cuales existe un único plano P 
que contiene al punto x, y corta a P  ̂ y P^ en sendas rec­
tas:

R ,= P  n  P i, H . - P  n  P;
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c) Demostrar que las rectas y anteriores son parale­
las.

7.14.* Enunciar y demostrar una generalización para los ejercicios 
7.12 y 7.13.

7.15. Demostrar que el retículo ^ ( X )  de los subespacios de un es­
pacio afín X no es distributivo pero, sin embargo, verifica la 
siguiente propiedad: Si M, N, P e s^{X), y M (Z P entonces M 
+  {N n  P )= {M  +  N) n  (M +  P).

7.16.* El grupo afín GA{X) del espacio afín X, actúa sobre el con­
junto ^ (X )^  de parejas ordenadas de subespacios de la tor­
ma:

G A {X )x^{X )^  3 {g, {M, N ))-^{g {M ), g {N ))e s^ {X ).

Demostrar que dos parejas {M, N) {M', N') de subespaclos 
son equivalentes respecto a la actuación anterior, si y sólo si 
determinan la misma posición relativa. (Ver ejercicio 7.6).

7.17. Hallar la matriz afín A correspondiente a una transformación 
afín f ;  ^ 3(0̂ ) Ag (ÍR) tal que f{R) =  S, f{S) =  T, y f{T )= R , sien­
do R, S, y T las rectas del ejercicio 7.10.

7.18. Sea X/W ei espacio afín cociente del eierclcio 7.5, y sea

n . X 3 X ^ x  +  W e x/W

demostrar que es aplicación afín. Se denomina a n proyec­
ción canónica.

7.19. Sea t : X ^  X ' aplicación afín. Demostrar que existe una única 

aplicación t, que hace conmutativo ei diagrama:

X ----------- ---------- ^  X'

ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA AFIN VII /45

n I

X/Ker { f ) ------ -----------►  i m t

Donde n es la proyección canónica, y / es la inclusión. Pro­

bar que f es isomorfismo afín.
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7.20. Dar estructura naturai de espacio afín, al conjunto EA{X) de 
endomorfismos afines del espacio afín X.

7.21.* Sean h = h{c; À), h '-h '{& ,  X) homotecias, y t  traslación de 
vector V,  en un espacio afín X.

Determinar en función de c, c , a, X, y V los elementos geo­
métricos {centro razón..., etc.) que definen a las siguientes 
dilataciones:

a) h' h
b) h -T
c) z ■ h

VI 1/46 ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA ARN

7.22. Con las notaciones de 7.21, determinar en el espacio afín 
A jlIR), el centro y razón de las homotecias h' h y t ■ h cuan­
do se toma:

/ 1\  

\ ° /

/ ^ 2, A' =  1/3, y v =
/  o' 

1

\ - i

7.23.* Demostrar que un endomorfismo afín es dilatación si y sólo 
SI transforma cada recta en otra paralela.

7.24. Sean a, b, c y d cuatro puntos no alineados de un espacio 
afín X, tales que las rectas <a, £>> y <c, d> son paralelas.

Demostrar que existe una única dilatación h óe X que trans- 
forma a en c y £) en d.

7.25.* Teorema de Desargues.

Sean a, b, c, a', b', c' seis puntos de un plano afín X de for­
ma que no hay tres alineados. Supóngase que:

<a, b > //< a ', b'>. <b, c > // y <a, c> //<a ', c'>.

Demostrar que las rectas <a, a '} ,  (b, b'y, y <c, son para­
lelas o concurrentes.
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7.26. Teorema de Pappus.

Sean R y R' dos rectas distintas de un plano afín X, que se 
cortan en un punto p. Sean a, t», c e R -{p }, a', b', c  e R  
sels puntos distintos, tales que:

<a, b’ } l ! ( a ' ,  b }, <a, c 'y i^ a ',  c>

Demostrar que {b, c '}ll< ^b ', c>.

7.27.* Demostrar que el coniunto de puntos fijos de un endomorfis­
mo afín, es subespacio afín. Determinar su dirección.

7.28. En el espacio afín AgílR) se da el endomorfismo afín f de ma­
triz:
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A = A =

1 0 0 0

- 2 - 1 - 1 - 1

4 4 2 3

1 1 1 1

el punto P =

los subespacios

íx = 0
M : (X i+  x 2 +  x^ =  1), N '<  '

[Xg +  Xs^O

Determinar las ecuaciones implícitas de:

a) El subespacio de puntos fiios para f.

b) Los subespacios f(M), V el subespacio
imagen de f.

7.29. Sea X un espacio afín, y / :  X -> X  una aplicación que transfor­
ma biyectivamente cada recta afín de X en otra recta parale­
la. Demostrar que t es una dilatación, si dim X ^ 2  y el cuer­
po IK es distinto de Z^·

7.30. Demostrar que toda biyección de A ^iZ^) en sí mismo es 
transformación afín.

7.31. Encontrar una biyección f :  A ^ iZ ^) A^iiZ^) que no sea trans­
formación afín.
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7.32. Demostrar que la aplicación:

1 \ / 1 \

\  Z2/

{z es el complejo conjugado de z)

VII/48 ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA AFIN

e A ,(C )

es un biyección que transforma rectas en rectas, y sin em­
bargo, no es transformación afín.
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LECCION 8

EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA

Demostraremos que a partir de un espacio afín X, es posible 
construir de forma canónica un espacio vectorial X denominado de 
puntos másicos, y una Torma lineal no nula ms: X IK que denomi­
namos «masa» de torma que X se identifica con el conjunto 
{x e X ; ms (x) = 1} con su estructura afín canónica inducida (véase 
elemplo 2 de 1.6 Lección 7).

Esta construcción exige el estudio previo de ciertas combinacio­
nes lineales de puntos que tienen significado propio en un espacio 
afín abstracto. A posteriori, estas combinaciones lineales servirán 
para definir las del espacio vectorial X.

Ya en un «ambiente« vectorial estableceremos las bases de la 
geometría analítica afín cartesiana y bancéntrica a partir de ciertos 
sistemas de coordenadas en X.

§1. COMBINACIONES LINEALES DE PUNTOS

Fiiado un punto a del espacio afín X, ia biyección ; X ^  X, per­
mite dar una ùnica estructura de espacio vectorial al coniunto de 
puntos X, de torma que A^ sea isomortismo lineal. Dicho espacio 
vectorial, denotado por X^, se denomma vectorialización del espa­
cio afín en el punto a. Sus operaciones vienen explicitadas a conti­
nuación:
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{x +  y )a ^3  +  ax +  ay

(/x)a = a +  Áax

(x + y).

Nótese que si b es otro punto distinto de X, las vectorializacio- 
nes Xa y X^ son distintas.

Si el espacio afín de partida X, Tuera el inducido por la parela 
{U, (p) con V espacio vectorial, y ^  : V ^  K torma lineal no nula

( X  =  { x  G V / í p ( x )  =  1 } ,  X - K e r ( ( p ) ) ,

una combinación lineal en la vectoríalización X ^  de X  en a g  X ,  ven­
dría definida para ( x ^ ,  x , )  C  X  V Áí  g K, por la fórmula:

/  *■ \  ·■ , r
Z  = Z  {a +  A,ax,)= X  (a + A,X;-A,a)  =

V' = o / a ( = o f = o

= ( i -  ¿  /,'w +  i  / ,X,SX

En general una combmación lineal en V de puntos de X, no tie ­
ne por qué ser un punto de X, a no ser que la suma de los coefi-

r

cientes sea la unidad. En etecto, si (x^, ..., x,) C  X. a , g  IK y ^  ^/ =
/ = O

= 1, entonces:

Z = Z  Ai ( p { x ¡ ) =  Z  = y Z  ''wX/gx
\ (  = 0 /  i -  o i = o (= 0

De la fórmula (1.0.1) se deduce que este punto x, también puede 
obtenerse como resultado de la misma combinación lineal de pun-
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tos en cualquier vectoríalización de X, ya que en este caso el 

coeficiente que atecta al punto a, 1 — Z  nulo.
i =  O

Veamos que este resultado es también válido en un espacio afín 
general;

EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA V ll l /3

Proposición 1.1. Combinación afín de puntos

Sea (Xq, ..., Xr) un sistema de puntos en un espacto affn X, y 
(Aq, ..., Áf) un sistema de escalares de IK.

Si Z  >̂1=1 > entonces para todo par de puntos a, b de X se verifi-
1=0

ca la igualdad:

- a +  A-,ax--b+Y^  /:¡bx¡.

Se denomina al punto x combinación affn de los puntos {Xq, x^l 
(con masas (Aq, .... A,)) y lo denotamos por:

X = Z ^ mX¡
1-0

Demostración

<- ____   r  _.  — ^ , f  r  \

a +  Z  A,ax; =  a +  Z  Á¡{ab +  bXi ) =b  +  ba +  i Z
1=0 1=0 \ ( = o /

ab +

+  Z i i +  ba +  ab +  Z'^-/ b x Z ^ /b x ,

Observaciones 1.2.

1. Si (X(j, ..., X,) es un sistema de puntos del espacio afín X, y
r

(Aq, ..., X,) un sistema de escalares con ^  X¡ =  1, se deduce de lo
i = o

anterior que son equivalente las afirmaciones:
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Existe a e X tal que a x =  ^  A¡aXr

iii) Para todo a e X es ax =  J^Á¡ax¡.

2 . Teniendo en cuenta que una combinación afín de puntos 
puede calcularse en cualquier vectorializacíón X  ̂ del espacio afín, 
podemos manipular estas expresiones algebraicas como si se trata­
ran de combinaciones lineales de vectores, teniendo naturalmente 
la precaución de que el resultado final tenga sentido en el espacio 
afín de partida X. Así por eiemplo:

a) SI (Xq, x^), {y^, y^) son sistemas de puntos del espa-
CIO affn X, .......  / , ) ,  .......  u J

r  s

son sistemas de escalares con y /  +  /i =  1, enton-
; = o 1=0

ces:

/  r  \  /  ® \  "

Z  )= Z  Z
\ í=0 /  \/=0 /  /= o (=0

Nótese que la última expresión es una combmación afín, pues:

1 = 0 i -  o \/ = o /  \ i =  o J

b) El resultado de la combinación afín de puntos Z  A,X/ no
/ = O

cambia si se cambia el orden de los sumandos.

r

c) En la combinación afín de puntos Z  ^/X; pueden suprim irse
i = o

aquellos sumandos de la forma Ox, sin que eí resultado quede alte­
rado.

r

d) Por convenio, en una combinación afín de puntos Z  ^fX,,
/ - O

los sumandos de la forma 1x se sustituyen por x, y los de la forma 
( —1)x por ~ x . Por ejemplo, la expresión: x =  —a +  b +  c, equivale a
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x =  (~1 )a  +  1£) +  1c, y representa el punto x de X tal que a x= a b  +  

+  ac.

Ejemplo 1.3.

Una combinación afín de puntos S A,

/   ̂ \
afín A„ Z  =  1 viene dada por:

\i=0  /

/  1 \
3 l,

V a ,7

en el espacio

í = o

\
S  A/a,.,

=  I 1=0

/

Analicemos ahora la combinación afín de dos puntos en un es­
pacio afín arbitrarlo.

Proposición 1.4, Razón simple

Si a y b son dos puntos distintos de un espacio afín X.

a) Para cada x e <a, b> existe un único escalar A e K tal que x = 
^ a  +  /Lab. Se denomina a A, razón simple e a, x, b y  lo 
denotamos por A =  (a : x : b).

b) Se tienen las igualdades:

<a, b> =  {a +  /íab . A e lK l = {(1 -A )a  +Ab : A e K }

c) Para todo x e <a, b> se tiene la Identidad

X = (b : X : a)a +  (a : x : b)b
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Demostración

Como se vió en 2.9, L.7, es <a, ¿»> = a +  < a £ )> ,^ r tanto los pun­
tos X de <a, b> se escriben de la Torma x = a +  Áab, /L e [K. Por otra 

parte, si a +  / .a¿> = a +  jiab, se deduce que /.ab = î iab, y por ser a b ^O, 
se llega a a =

Finalmente nótese que la igualdad x =  (1 —A)a +  Aí), equivale a

VIII /6 EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA

ax =  (1 — A)aa+ Áa£>, es decir, ax =  /Lab. □

Analicemos el comportamiento de las combinaciones afines de 
puntos frente a los subespacios y aplicaciones afines:

Proposición 1.5. Combinaciones afines y subespacios

Sea X espacto affn sobre el cuerpo IK.

a) Un subconiunto no vacío M del espacio affn X es subespacio 
affn, SI y sólo si contiene a cualquier combinación afín de sus pun­
tos.

b) Si (Xq, ··■- Xr) es un sistema de puntos del espacio afín X, 
entonces el conjunto M de todas las combinaciones afines de los 
puntos del sistema, es un subespaclo afín, y se verifica la igualdad:

M = <x,, ..., x,>

Demostración

a) Si M es subespacio afín de X, fiiado a e X, cualquiera que
r

sea la combinación afín x =  Z   ̂/ puntos de M, se tiene que

ax, e M, por tanto a x= Z /., ax, g M, y se verifica: x =  a +  ax e ¡VI.

Reciprocamente, si todas las combinaciones afines de puntos de 
M están en M, fijado a e M, probemos que es subespacio vecto­
rial:

— S\ X € M, Á e K, y /.ax = ay, entonces y =  (1 —/)a  +  /x  e así 
hemos probado:

V E M, /. E K  ^  /.V E l\/l
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—  Si v~ a x  e M {x E M), w =  ay e M {y e M), sea az =ax +  ay. Se 
verifica entonces:

z =  —a +  x +  y € M, y por tanto az = v  + w e M

I r

b) Si a =  Y  x¡, b =  Y  lu. X, son dos combinaciones afines de
i = o i -  o

los puntos X, , entonces para todo X g K se verifica:

(1 - ; j a  +  À6 = t  ({1 - ^ ) . t ,  +  /H,)x,
i =■ o

que es combinación afín de los puntos x , . Por tanto:

<a, b } C  M para todo a, b e M

y M contiene a cada recta que pasa por dos cualesquiera de sus 
puntos. Si el cuerpo K  es distinto de {O, 1}, por la proposición 2.13, 
L.7 se concluye que M es subespacio afín. Si no hacemos esta hipó­
tesis, puede probarse de torma análoga que M contiene a cualquier 
combinación lineal de sus puntos y por a) M es subespacio afín.

La igualdad m = <Xq, x,> es ya inmediata, pues M 3  (Xq, .... 
X,} (ya que cada x¡ es combinación afín trivia l de puntos del siste­
ma), y SI A/ es un subespacio afín que contiene a {x^, ..., x^}, por a) 
se verifica que M (Z N. D

Observaciones 1.6.

1, Si el cuerpo K # {0 , 1}, para que un subconjunto M óe X sea 
subespacio afín, es suficiente que contenga a cualquier combina­
ción afín de dos cualesquiera de sus puntos, pues entonces contie­
ne a la recta que los une (ver 2.13, L.7).

2. Del razonamiento utilizado en a) se deduce que, para que 
un subconjunto M de X sea subespacio afín, es suficiente que con­
tenga a cada combinación de tres cualesquiera de sus puntos.
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Proposición 1.7. Combinaciones afínes y aplicaciones afines

VIH/8 EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA

Sea f ; X ^  X' una aplicación entre espacios afines sobre el m is­
mo cuerpo IK.

a) f es affn si y sólo st para toda combinación afín Z  /¡ x¡ c/e

puntos de X, se verifica:
1 =  0

t ( t  ^
\ l =0 /  1=0

b) Si 1+1 es distinto de 0 en K, y t verifica: 

f ( (1 -A )a  +  Ab) =  (1 -A ) f{a) +  Af(b)

Para todo Á e K , y todo a, b e ÍK, entonces f es afín.

Demostración

a) Supóngase que es afín. Fijado un punto a de X, y

su puesto x =  ^  A¡x¡, con Z  / ,  =  1, se verifica:

i ~  o

Por tanto f(x ) =  S A¡f{x·,).

Reciprocamente, si f verifica la condición anterior para toda 
combinación affn de puntos, fijado a e X probemos que la aplica­
ción:

fa. X 9 ax  -+ f (a) f(x) 6 X'

es lineai.

Si a z = a x + a y ,  se tiene, z ^ —a +  x + y, y f (z) = ~ f (a)+ f(x) + 
+ f{y), es decir:

f, (ax +  a y )= fA a z )= f  (a) f{z) =  f { a ) f { x ) + f  (a) f (/) =  f, (ax ) +  (ay ). 
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Esto prueba que es aditiva. Por otra parte, si ay =  Áax, es 

y =  (1 -Á )a  +  AX,  y f (y) =  (1 - À )  f{a)-l·Á f{x).

Por tanto:

tAÁax) =  fJ a y )= -f{a ) f{y )= Á f{a ) f{x) =  Á fJax).

b) Probemos que fiiado a g X, la aplicación 

X 9 ^ - >  f{a )f{x ) e X ' es aditiva.

—  —  —  /1  1 \  
Si ax =  ab +  ac, se deduce que x =  —a +  ti +  c =  ~ a  + 2 -b  +  -c

2 2
por hipótesis se verifica,

. y

f { x ) = - l { a )  +  2 [ ~ f ( b )  +  -̂ f ( c ) ] = - f l a )  +  f ( b ) + / ( c ) .
/

Por tanto:

{ab +  ac) =  t  ̂[ax) =  f{a) f{x) = /{a ) f{b) +  f{a) f{c) (a b )+ fja c ) .

La linealidad de se deduce del último argumento utilizado en
a). □

O b s e rv a c io n e s  1.8.

1. Del razonamiento utilizado en la demostración de a) se de­
duce que para que una aplicación entre espacios afines sea afín, es 
suficiente que conserve las combinaciones afines de ternas de pun­
tos.

2. La afirmación b) de la proposición anterior sigue siendo vá li­
da SI sólo se impone la restricción [K #{0, 1}. Sin embargo, su de­
mostración en estas condiciones hubiera sido mucho más laboriosa.

3. Una aplicación f :X  X' entre espacios afines, se dice que
conserva la razón simple, sí para todo par de puntos a, b óe X tales
que f{a ) i^ f{b )  se verifica la siguiente propiedad:

Si X e <a, b }  entonces /(x) e (fia ), f ib ) } ,  y (a ; x .· b) =
=  if ia ) : f ix ) : f { b ) ) .
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La afirmación b) de la proposición anterior, prueba que en gene­
ral, las aplicaciones afines de X en X' son justamente las que con­
servan la razón simple.

Pueden definirse otro tipo de combinaciones lineales de puntos 
que tienen significado en espacios afines generales, y cuyo resulta­
do es un vector.

Proposición 1.9. Combinación vectorial de puntos

Sea (Xp, ..., Xr) un sistema de puntos en el espacio afín X, y (Aq, 
..., Ar) un sistema de escalares.

Si Z  A ¡ -0 , entonces para todo par de puntos a, b de X se verifica:

Y  ax, =  Z  Ai bx, ==v
1 = 0

Al vector v se le denomina combinación vectorial de los puntos 
(Xq, ..., Xr), y se escribe

Demostración

t =  0

/= o
z  A,aX(= Z A,(a£> + ó x ,) ^ (  Z  A, \ab+  ^  A, b x ¡=  ^  bx¡-

\;'=0 / /=0 (=0

Observaciones 1.10.

1. En el modelo de espacio afín {V, <p) utilizado al principio del 
epígrafe, las combinaciones vectoriales de puntos de X. son las li­
neales (en \/) de puntos de X con suma nula de coeficientes.

2. Si Y  es una combinación vectorial de puntos en X, son
i = o

equivalentes las afirmaciones:
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i) Z  ^.X i-

iii) Para todo a e X es i/=  Z  A,ax·
/ = o

Por ejemplo, para todo par de puntos a, £> de X se tiene la iden­
tidad:

ab = b - a  (es decir at» =  1ib +  ( - 1)a).

3. Las combinaciones lineales (afines o vectoriales) de puntos 
en un espacio afín, pueden manipularse como si se trataran de 
combinaciones lineales de vectores.

Así, por elemplo, de la igualdad ax^Á ab , obtenemos, x — a — Á(b — 
-a )= X b -A a ,  y por tanto, x =  a +  /ib -A a  =  (1 -A )a  +  Ab.

El resultado final es claramente correcto, aunque algunos pasos 
Intermedios aún no han sido justificados.

4. Si t : X X' es aplicación afín, y ^  a ¡Xí es una combinación

vectorial de puntos de X /í; = 0), entonces:
Vi = o

f

§2. EXTENSIONES VECTORIALES

Las combinaciones lineales de puntos (afines o vectoriales) en 
un espacio afín abstracto X, son en realidad combinaciones lineales 
de vectores, y en consecuencia pueden manipularse como tales.

De hecho probaremos que es posible construir de forma canóni­
ca un espacio vectorial )( y una torma lineal no nula m s: X K  
(que denominamos masa), de torma que X = [x e X ; ms (x) =  1 ¡, y la
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estructura afín de X sea lustamente la inducida por la pareia (X, 
ms). Utilizaremos el siguiente simbolismo;

VIII/12 EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA

Nota 2.1. Convenios y notaciones

Si \/ es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, y cp V ^  K es 
una torma lineal no nula de V, denotamos por X{(p) al coniunto;

X{(p) =  {x e V : (p{x) =  1}

con su estructura canónica de espacio afín, sobre el espacio vecto­
rial;

X{q>) =  {v e V : (p (v) =0 }

Como es habitual, X será un espacio afín con cuerpo base IK-
Por razones de simplicidad, supondremos que el cuerpo K  tiene 

característica distinta de dos (es decir, 1 -1-1 en IK), con objeto de 
poder utilizar las caracterizaciones de subespacios y aplicaciones 
afines en térm inos de combinación afín de dos puntos. El lector 
puede, sin embargo, subsanar fácilmente esta restricción, exten­
diendo la validez de las afirmaciones en donde intervienen combi­
naciones afines de dos puntos, a un número arb itrario  de ellos.

Definición 2.2. Extensiones vectoriales de un espacio afín

Una extensión vectorial de un espacio affn X, es una terna (i, V, 
(p), donde:

—  y  es un espacio vectoriai.

—  (p - M es una forma lineal no nula en V.

—  I : X X (^) C  V es un isomorfismo affn.

Ejemplos 2.3.

1, La terna (/, V, (p) constituye una extensión vectorial para el 
espacio afín X (^), siendo V espacio vectorial, (p forma lineal no nu­
la de V, y i:X {(p ) ^ X {(p )  la aplicación identidad.
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2 . Un espacio vectorial V, es en particular un espacio afín. 
Construyamos una extensión vectorial:

: A e K, V E V> con su estructura vectonal canónica.Sea V

Sea (p V 3{ y sea finalmente:

i :V  Bv e X[(p) = :v  € V

La terna (/, V, q>) define una extensión vectorial de V como espacio 
afín. Nótese que la aplicación 7  viene definida por:

0 \ Í0 \

V /
:v  e V

3. Como caso particular del ejemplo anterior, tómese el espa­
cio vectorial:

entonces:

:x¡ E ÍK1

: X,  g  !K >  . ( p V 3 Vo e

Por último

I -V  3

es el isomorfismo afín de la extensión.

e A„

Veamos que un espacio afín admite de forma triv ia l extensiones 
vectoriales:
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Proposición 2.4.

Un espacio afín X, admite siempre alguna extensión vectorial 
(i, V, <p).

Demostración

Fijado el punto a de X, sea:
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V =
■ V

' Á e K, V e X }, y

La aplicación

/1
i . X a x

\a x
eX{(p) = ■ V e xy,

es claramente una biyección, y para todo x, y g X, y todo /,  u g 
con A +  ̂  =  1, se tiene:

i (Ax H- juy) =  f   ̂=  A f  = Ai (x) +  fii (y).
Aax +  jtiay/ \ax .

Por 1.7 se concluye que i es isomorfismo afín. □

El siguiente resultado nos marcará la vía para construir una ex­
tensión canónica del espacio afín X (que no dependa de un punto 
concreto del espacio).

Proposición 2.5.

Sea X =  X[(p) el espacio afír^ asociado al espacio vectorial V con 
la forma lineal no nula cp, y X =  X{(p) =  ker{(p) el espacio vectorial 
asociado.

El espacio vectorial V se puede escrib ir entonces como unión 
disiunta de la fam ilia de conjuntos K*x==^{Ax : A g !K* = [K —{0}}, con 
X 6 X, y e/ conjunto X. Brevemente:

V - ( 1K*X)

donde IK* X =  {Ax : Á e K*-, x g X}.
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Demostración, (véase figura)

El coniunto IK* X puede expresarse por:

K *X =^{v  e V : (p {v )^0 }

ya que si ^ ( i / ) ^ 0 , entonces

1 /  . . /  1 \
V =

/
, . i/ =  x G X ( pues (p{x) =  (p 

(p{v) \  \(p(v) (p{v)
<p{v) =  1

y v ^ (p {v )x  G 1K*X.

La intersección de K * X y X (^) =  ker(^). es por tanto vacia, y se 
obtiene:

\/ =  { i/G \/ : (p (v )# 0 }  U  {v g V : íp(u) =  0} =  (1K*X) U X  

por último, si x, y e X /i, g IK y se verifica:

Áx^i^y

aplicando q> a los dos miembros de ta igualdad, se concluye que Á.=
=  (p{lx) =  (p{ l iy) = j i, es decir:

/Ix =  Áy

de donde se deduce A ( x - y ) = 0, y por ser á no nulo es x =  y.

En las hipótesis de la proposición anterior, un vector de la for­
ma ÁX (A G K, X 6 X) puede mterpretarse como el punto x del espa­
cio afín X, «afectado» de la masa, q){Áx) =  Á(p{x) =  Á 1.

Construyamos el conjunto base X de la extensión vectorial canó­
nica que pretendemos establecer para un espacio afín abstracto X:
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Definición 2.6. Conjunto de puntos másicos

a) Fiiado el punto x del espacio afín X, y un escalar k no nulo
de IK, denominamos a la pareia {/., x) punto másico con masa Á.
Por convenio, escribimos:

{a , x)  =  /  X

b) Un vector v c/e X será denominado punto másico de masa 
nula.

c) El coniunto de puntos másicos de X, lo denotaremos por X:

X =  B<* - X VJ X =  {A x : a g  K*,  x g X} U X

d) La aplicación ms : X [K que hace corresponder a cada 
punto másico su masa, la denominamos aplicación «masa»

e) La inyección 1. . X a x 1.x e X, se denomina inmersión ca­
nónica de X en X.

Observaciones 2.7.

1. Nótese que ms{/. x) =  a para todo x e X y todo /  e IK. Ade­
más, X =  { X e X ■. ms (x) =0}.

2. La imagen de la mmersión canónica 1..X->^X es:

1.x -  {1.x : X 6 X} =  {x G X ; ms(x) =  1}

La proposición 2.5 permite obtener de forma inmediata el si­
guiente resultado de carácter estrictamente coniuntista;

Corolario 2.8.

Sea (i, V, (p) una extensión vectortal del espacio afín X, y sea X 
el conjunto de sus puntos másicos.

Considérese la aplicación í : X ^  V definida por:

—  í (v) (v) para todo v g X.

—  í(/. x ) - /J (x )  para todo g IK y todo x g X-

V l l l / 1 6  EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA
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Entonces:

1) í : X ^  V es una biyección.

2) Se verifica: ms (x) =  (p (í (x)) para todo x e X. En particular, \ 
aplica biyectivamente el coniunto 1.X en X(<p).

Demostración

Nótese que /'_en^ia ^yectivam ente X a X{<p) por medio del iso­
morfismo lineal / .X ^ X ( ^ ) ,  y para cada x g  X, / envía biyectiva­
mente la «fibra» [K* = x =  { i  · x : A g  K * } a la correspondiente IK* /{x) =  
=  { a / ( x ) : /  G [ K * j .

Teniendo en cuenta ahora que i :X ^ X {(p )  es biyectiva, y las 
descomposiciones de V y X en unión disiunta dadas en 2.5 y la defi­
nición 2.6 se deduce la biyectividad de i.

De cualquier forma, puede comprobarse directamente, que la 
aplicación inversa de t, P  ' ' V -^X  viene dada por las fórmulas:

/"M W  =

ipiv)
(  1

\ ( p {v )
, SI

(2 .8 . 1)

Estamos ya en condiciones de probar el resultado fundamental 
de éste epígrafe:

Proposición 2.9. Teorema de extensión

Dado el espacio afín X, existe una estructura vectorial para el 
coniunto X de sus puntos másicos de forma que:

1) La aplicación masa ms . X K  es una forma lineal.

2) (1., X, ms) es extensión vectorial del espacio afin X.

Por otra parte, una estructura vectorial para X que verifica tas 
propiedades 1) y 2) viene^explicitada por las siguientes fórmulas, 
para x, y e X / . , i,i e  K*, v, w  e ^ ·

(/ + /i) · I - ^ x  + -
x -f ^  /  (291)
^ ^ ^ /.x +  uy (suma vectorial) si Á +  u = O
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/  X +  V =  V +  /L X =  / í ' X + -  V
\  /

~^-\-w =  v +  w (en X ) 

Xv=^/ív (en 

n iX  x ) =  í h á ) X, y o {A x) =  0

Demostración

Sea (/, V, (p) una extensión vectorial cualquiera de X, cuya exis­
tencia queda garantizada por 2.4, y sea i . X - ^ V  la biyección esta­
blecida en 2 .8.

Es posible dotar a X de una única estructura vectorial que haga t 
isomorfismo lineal, mediante las fórmulas:

^ +  y =  r  A i{x) +  i(y)) para todo y g  X (2.9.2)

X x ^ ^  para todo A e IK y todo )í g  X (2.9.3)

Nos proponemos demostrar que éstas fórmulas son las mismas 
que las dadas más arriba en (2.9.1).

Por ejemplo, si x, y g X, A, e (K* y Á+fiy^O, se tiene por (2.9.2), 
y (2 .8 .1):

Á x +  f i - y  =  1 AXi{x) +  u i{y)) =  U  + fi) i '
Á

+ - i{y) = ( / l+ ií)  · 
x+M  ;

/(x) +

/

que coincide con la dada en (2.9.1).

De torma análoga pueden comprobarse el resto de los casos 
(véase eierclcio 8.9).

Esto prueba que las operaciones definidas en (2.9.1) dan estruc­
tura de espacio vectorial a X.

El corolario 2.7 muestra que ms = (p í es forma lineal (pues / y 
(p son lineales). Por último, la aplicación:

1 X 3 x - >  1 X G 1 X
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es afín, pues para todo x, y e X, Á, u e K  con A + u =  1 se verifica
por 2 .8 .1:

1 ■ U x +  /.ty) =  /l x +  jU · y =  A(1 x) +  ju(1 y)

Esto concluye la demostración. □

Definición 2.10.

Dado X espacio affn, sea X el espacio vectorial X construido en
2.9.

—  Se denomina X espacio vectorial de los puntos másicos de X.

—  A la aplicación ms : X K se la denomina torma lineal «ma­
sa»

—  (1.. X, ms) o (X, ms) o simplemente X es la extensión vecto­
ria l canónica de X.

Observaciones 2.11.

1. Como la aplicación 1 : X 9 X ->1 x e i  X, es isomorfismo
afín, es natural identificar ambos conjuntos escribiendo:

x =  1 · X para todo x e X

2 . Como consecuencia de !a identificación anterior, se verifica 
para todo x e X, y todo /i g IK

A x  =  X ( 1  x )  =  A x

y yí = X queda identificado con kx.

3 . La expresión x =  ky +  \ i z  con x, y g  X, á +  m =  1, es una combi-
nación afín de dos puntos de X, que podría escribirse (en X) de la
forma, 1 x =  k y +  \i z. Con las identificaciones anteriores, que­
da oculta (felizmente) la distinción entre ambas Interpretaciones.

4 . Para cada punto a g X, podemos escribir la igualdad:

X =  [Ka © X

EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA VIII/19

233



V II I /2 0 EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA

Siendo Ka =  {Áa A e IK} la recta vectonal definida en X por a.

En efecto, si x es un vector de X con /77s(x) =  A?^0, entonces x =  

=  tiene masa la unidad, y está por tanto en X =  a +  X, es decir:

x =  a +  v para cierto v g X, y x =  A(a +  v) =  Aa +  Áv

Los elementos de la geometría afín —subespacios y aplicaciones— 
pueden expresarse vectorialmente por medio de las extensiones 
vectonales, como veremos a continuación.

Proposición 2.12. Extensión vectorial de subespacios afines

Sea X espacio affn, y (X, ms) extensión vectorial de X.

a) Si M es un stjbespacio vectorial de X no contenido en X, 
entonces M = M P| X es un subespacio affn no vacio de X 
con dirección M = M n  X-

b) Recíprocamente, s i M es un subespacio afin no vacío de X, 
existe un único subespacio vectorial M de X, tal que M n  x =

Por otra parte, la dirección de M es =  M p i X· 

Demostración

a) Como por hipótesis M C  X, es m slt^ =  (p - M ^ K ,  forma li­
neal no nu]a. Así: M = M H  X =  {a g M : (/)(a )-1 } es espacio afín con 
dirección M=^{v e '■ (p{v) =  0}, y subespacio afín de X.
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b) Sea a un punto de! subespacio afín M. Tomemos; M =
= Ka @ M, donde Ka es la recta vectoria! en X generada por a, y
M es !a dirección de M.

Probemos que M C) X = M. En etecto, claramente M =  a +  M está
contenido en /W y en X, luego;

M c  M r \ x

Recíprocamente, si Á e K~v e M, y /a + V  e X, entonces

ms (Aa +  v) =  Áms (a) +  ms (v) =  /. = 1, por tanto Aa +  v =  a e M,

y se tiene e! otro contenido.

Sea M otro su b^p a c lo  vectorial tal que M C\ X =  M. Por a), se 
tiene que M n  X = M. En particular, a e M y M d  M- Asi;

M Z) K a@  M =  M

Por otra parte, si x e M y ms (x) =  entonces x =  -  x e M C  M, y
Á

por ser a subespaclo vectorial, es x =  a x e M. Esto prueba el otro 
contenido. □

Ejemplo 2.13.

Un subespaclo afín M de dimensión p, en el modelo analítico 
cartesiano viene definido como sabemos por un sistema de r =  n --
— p ecuaciones mdependientes de la torma;

a,  +  a , , x ,  +  ... +  a , „ x „ ^ 0
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a , + a , i  x ,  +  . . . + a , „

Las ecuaciones en V„ de su extensión vectorial M, son entonces;

a,Xo +  a iiX ,  +  . . .+ a ,„x „  =  0

Ia, Xo +  3ri XT + - + a , „  x„ =  0
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ya que al añadir a estas últimas ecuaciones la de /A„(Xo =  0) se ob* 
tienen las de arriba.

Proposición 2.14. Extensión vectorial de aplicaciones afines

Sean (X, ms) (X', ms') extensiones vectonales respectivas de los 
espacios afines X y X'.

a) Si f :X -> X ' es una aplicación lineal, tal que f(X) C  X'. en­
tonces:

i) t=::f/x . X 9 X -> f(x) G X' es aplicación afín, 

i i) f(X) C  X. y la aplicación /mea/~f asociada a f es:

l  =  f/X V ^ f ( v )  g X

iii) f hace conmutativo el diagrama:

-  -  -  X'

b) Recíprocamente, s i f j  X X̂  es una aplicación afín, existe 
una única aplicación lineal ? : X ^  X' tal que f (X) C  X'. y 
t =  f / X . X ^ X '.

En particular f verifica las propiedades i i) y iii) de a), es decir: 

f(X) ms' T -m s

Demostración

a) Por hipótesis /(X) C  X'· Asi, si Á, ^ g K  /  +  // =  1,para todo x, 
y G X se verifica:

f (Áx -l·py) =  f ( Ax+ juy) =  Áf (x) -f fif (y) =  Xf (x) +  0  (y)
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Por tanto t =  f!X es afín.

Un vector arbitrario v de X, puede escribirse en la torma V = 
para puntos a, £» g X, y se tiene:
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f [v) =  f {ab) =  í {b ~  a) = f [b) - f  [a] =  í {b) - f  [a) =

=  í[a ) f{b) = f{a b )= f{v ).

Esto prueba que t verifica la condición li).

Finalmente, si x  g X y  ms{x) =  Á=^0, entonces x  =  - x g X,  y
/i

\  1 .  
f { x )=f \  ~~x] =  - f { x )  e  X’,

X

por tanto.

/ I  ^ \  1
ms'l -  f{x) ms'{f{x)) ^  1 , es decir ms' (f(x)) ^  A ^m s(x)

\Á J A

b) Supuesto que t . X X' es afín, filemos un punto a g X. Se 
tiene entonces:

X =  Ka ©  X, [Ka =  {2a : /L G [K}

Definimos / :X -> X ' por la fórmula:

f{?.a +  v) =  A f{a )^ f(v )  para todo a g ÍK, y todo V g X (2.14.1)

Es fácil comprobar que f es lineal. Además, si 

x =  /la+'i? G X (A G K, e X) es ms (x) = Xms {a) -l· ms {v) =  Á +  0 =  Á,

y por tanto x =  a+V, utilizando la fórmula (2.14.1) que define a f, se 
tiene:

f { x ) ^ f{ a ) ^ f ( v )  =  f{a +  v) =  f{x).

Esto prueba que f{X) C  X'. y Que f/X = f, con lo que se concluye la 
demostración. □
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Ejemplo 2.15.

Una aplicación afín viene definida por ecuaciones de
la torma:
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Su extensión vectorial f'- V„ viene dada por las ecuaciones:

x \ Xo +  a^, x , +  .., +  a ,„ x„

Xm ^0 1 1

Nótese que ambas aplicaciones f y f vienen definidas por la misma 
matriz afín

/ i  o ... o \

A =
a, a ,

El siguiente resultado tiene una demostración elemental:

Proposición 2.16.

Sean f ' X ^  X' g : X' -> X" aplicaciones afines, ? : X X', g : X' 
-> X”  sus correspondientes extensiones vectoriales. Entonces:

g"^ =  g ■ f

Demostración

Nótese que ■ ^ (X )= g (f{X )) C  g W  C  X", V para todo x e X: 

{g ■ f ) { x ) ==g { f i x ) ) ^ g { f { x ) ) =g { f { x ) ) ^ { g  ■ f)(x)· □
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Los sistemas de referencia en espacios afines de dimensión fin i­
ta, establecen isomorfismos que permiten transcribir los elementos 
de la geometría afín — subespacios y aplicaciones afines—  a los 
correspondientes elementos de los modelos analíticos, determma­
dos aquí por sistemas lineales con coeficientes en el cuerpo base. 
Los dos tipos de modelos analíticos que utilizaremos son:

—  El modelo baricéntrico B„. introducido en la lección 7 (eiem- 
plo 3 de 1.6), que se corresponden con los sistemas de refe­
rencia afines o baricéntricos.

—  El modelo analítico cartesiano A„, al que nos hemos referido 
sistemáticamente en muchos ejemplos del capítulo, (Ver 
elemplo 4 de 1.6, Lección 7).

Los sistemas de referencia que inducen isomorfismos sobre 
estos modelos, se denominan cartesianos.

Como es ya habitual X y X' denotarán espacios afines sobre el 
cuerpo K con extensiones vectoriales respectivas (X, ms) y (X', 
ms').

Una introducción adecuada de los sistemas de referencia bari- 
céntricos requiere algún trabaio preliminar:

Definición 3.1. Dependencia afin

Sea S=-(ao......  a^) un sistema de puntos en el espacio afin X, y
a G X.

i) Se dice que el punto a depende afínmente de S -  y escribi­
mos a d a S s/ extste un sistema de escalares {X^, /.,) en IK,

con Y  A =  1 de forma que:

a ^Á ^a ^  +  ... +  Á,a,

ii) Diremos que S es un sistema afínmente dependiente si algún 
elemento de S depende afínmente de los demás, es decir:
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iii) Por último se dice que el sistema S es afínmente indepen­
diente, SI no es afinmente dependiente.

Observación 3.2.
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Existe algún  i e {O, r }  tal que  a , d  a ( . . . a , - . , ,  a ,  + ^, . . . ) .

La proposición 1.5 establece el coniunto de puntos que depen­
den afínmente de S es exactamente el subespacio <S> generado 
por S, asi podemos escribir la equivalencia;

a d a S <=> a G <S>

La dependencia afín (en X) y la lineal (en X) están íntimamente 
relacionadas;

P ro p o s ic ió n  3.3.

Sea S==(ao, a )̂ un sistema de puntos en el espacio affn X.

i) El punto a e X depende afínmente de S, si y sólo si a depen­
de linealmente {en X) de S.

i i) El sistema S es afínmente independiente, si y sólo si S es 
un sistema {de vectores en X) linealmente independiente.

iii) El sistema S es afínmente dependiente, si y sólo si existe 
un sistema de escalares (Aq......  á )̂ no todos nulos, tales que:

Áoao +  ... +  Ar^r=0, y Ag-l· ... +  Ar=0

Demostración

i) Si a depende linealmente (en X) del sistema S, existen esca­
lares A o ...... kr G K, tales que a = /oao  +  ...+  Como a g  X, se ve­
rifica,

1 = m s ( a ) - A o m s ( a o )  +  ... +  A , ( m s ) ( a o )  =  Ao +  --- +  A.

Por tanto, a depende afínmente de S. El recíproco es aún más 
trivial.
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ii) Es inmediato a partir de i).

iii) Si S es afínmente dependiente, por ii) se deduce que S es 
linealmente dependiente, y existe un sistema de escalares {Aq, ..., 
áA no todos nulos, tales que:

AoSq-í -... =  0

A posteriori, como ms(0)==0 se deduce que Xo +  ... +  Â  =  0. El re­
ciproco es trivial. □
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Ejemplo 3.4.

/ 1 \  / 0 \  / 1 \
Los vectores ^1.  ̂ de V^IÍR), son linealmente depen­

dientes.
v V

Sin embargo, son afínmente mdependientes, ya que las condicio­
nes:

/ 1 \  / 0 \  / 0 \
-fjS j-t-y y 0(-H^ +  y = O

v V  v ‘y o

Implican que « =  ̂  =  7 =  0.

Siguiendo el paralelismo con los espacios vectoriales, introduz­
camos el concepto de sistema generador, y sistema de referencia 
(o base) afín:

Definición 3.5. Sistema de referencia afín

Sea S =  (aQ, ..., a )̂ un sistema de puntos del espacto afín X.

i) Si todo punto x de X depende afínmente de S (es decir, X = 
~ < S » , se dice que S es sistema generador.

ii) Un sistema generador e independiente, se llama sistema de 
referencia afín.
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Observaciones 3.6.
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1. De ia proposición 3.3. se deduce inmediatamente que S es 
generador afín de X, si y sólo si es generador vectorial de X. Los 
sistema de referencia afín son por tanto bases de X formadas por 
puntos de X.

2. Como consecuencia de lo anterior, se concluye que en un 
espacio afín de dimensión finita n, todos los sistemas de referencia 
afín tienen exactamente n +  1 puntos.

El espacio vectorial, V„ =

P =  x „ + . . .  +  x „ : V  3

/ x A
: Ai e H  > . con la forma lineal:

constituye la extensión vectorial natural del modelo baricéntrico:

/  x A  ^ C /

B, : +  Á„ =  0

El siguiente enunciado, establece las bases de la geometría 
analítica baricéntrica, y por ser suficientemente expositivo, no con­
sideramos necesaria su demostración.

Proposición 3.7.

Sea e =  (eo, e„) un sistema de referencia affn en X. Entonces 
8 es base vectorial de X, y el isomorfismo de coordenadas x : X 

inducido por esta base y definido por:

x(v) = ^ v  =  /oeo +  ... +  A„e„
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verifica la coridición: (i x =  ms. (Véase 3.6.1 para la definición de

En particular x(X)==B^, y la restricción x =  x/X .X - ^ B ^ e s u n  iso­
morfismo afín, definido para cada punto a de X por la condición:

/ / A
x (a )= í  <^a =  ÁQe„-l·... +  Á„e„ (combmación afín de puntos en X)

V V
Se denominan a x(a) coordenadas baricéntricas del punto a.

Por último, la restricción c/e x : X ^  V a X — que denotamos por 
el mismo nombre—  define un isomorfismo lineal x : X ^  , carac­
terizado por la condición:
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(combinación vectorial en X) 

x(v) son las coordenadas baricéntricas del vector v.

Estudiamos ahora la representación implícita de subespacios en 
coordenadas baricéntricas.

Proposición 3.8.

Sea e =  (eo, e^) un sistema de referencia afín en el espacio
afin X, y

sus correspondientes coordenadas.

Un subespacio affn M de X con dimensión p^O, puede siempre 
venir representado por el coniunto de puntos del espacio cuyas coor­
denadas baricéntricas satisfacen un sistema de ecuaciones de la 
forma:
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X (j +  . . . x„ 1
a , ,x ,+  .. . +  a i„x „  =  a, 

a,^XiH“ . . . “f · ^
(3.8.1)

donde:

/ a , , . . .  a.

- r g  I I (3.8.2)

\  a „  . . .  a,„ /  ^ 3  ̂ _  ^

y las ecuaciones baricéntricas de su dirección serán enfonces;

X(j+ . . .+X n=0

a , , x , +  . . .+ a , ^ x „  =  0 

a n X i+  . . .+ a , „ x „  =  0

(3.8.3)

Demostración

La extensión vectorial M óe M se podrá escribir en X con las 
coordenadas x como un sistema lineal de n +  1 — (p + 1)--n — 
ecuaciones lineales mdependientes de la forma:

(3.8.4)

«rÔ O +  ar1>'l+ ■ ■ ^+< r̂nXn =  0

Como M =  M n  X^(p , el sistema anterior, junto con la ecuación: 

Xo +  X ,  +  . . . + X „  =  1

es compatible, y determina ecuaciones implícitas para M en las 
coordenadas baricéntricas x de X. Despejando x^ en la ecuación 
anterior: Xq =  1 - x , - x „ ,  y sustituyendo en (3.8.4), se obtienen 
ecuaciones como las (3.8.1), cuya condición de mdependencia y 
compatibilidad se expresa por:
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1 .. 1 ^
i ir

1 .. 1 1
'llZ

r - H l - r g
0 9 i i ■ ■ a ,„

l · ' ·

 ̂ 0 a i i ·· a^„ a.

¡l·
\  0 an .. a , „ J

f '
V 0 a,i ■ ■ a,„ a^

que es claramente equivalente a la condición (3.8.2)

A las ecuaciones (3.8.1) se las denomina ecuaciones «normaliza­
das» del subespacio afín M en las coordenadas baricéntricas x.

Finalmente, las ecuaciones (3.8.3) de M se obtienen a partir de
(3.8.4) por sustitución de x„ por - x i ~ . . .  +  x„ (ya que M = M (^X ). □

El estudio de la representación analítica de aplicaciones afines 
en coordenadas baricéntricas, conduce al siguiente resultado pre­
vio, y fundamental en geometría afín:

Proposición 3.9.

Sea 8 =  (eo, ..., e„) un sistema de referencia afín en el espacio X, 
y S' =  (a'o, ..., a'r,) un sistema de puntos en un espacio afín X' sobre 
el mismo cuerpo K.

Existe una única aplicación afín f: X-^X ' que transforma £ en S', 
es decir:

f(e¡) =  a'i para todo i e {O, ..., n}

Además, si S' es sistema de referencia afín en X', entonces f es 
isomorfismo afín.

Demostración

Como e es base de X, existe una única aplicación lineal f : X ^  X' 
que envía la base a al sistema de vectores S'. Probemos que f(X) 
C  X'· En efecto, un punto arbitrario a de X se escribe con sus coor­
denadas baricéntricas en la forma:

n

a = Á^e^ +  ... +  Á„e„ con ^  x , - 1
/= o

y /(a )= Á J '(e J  +  . . .- l·A „f(eJ -A o ao  +  ■■■ +  A„a;, pertenece a X'.

La aplicación afín f^ f /X  : X -»· X', es la única que transforma e en
S'. □
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En las mismas hipótesis de ia proposición anterior, si ahora to­
mamos en X' un sistema de referencia afín e' =  (e'o, ..., e ,̂). cada 
elemento de S' se podrá escribir de una única forma como combi­
nación afín de los elementos de {·';

=  +  -  +  donde ao; +  -. +  a^, =  1 para todo / =  0, m.

Una matriz A = (a,¡) verificando esta condición se denomina afín ba­
ricéntrica.

Las ecuaciones de f  : X -y X' en ias coordenadas x (de e) y x' (de 
e) son:

(3.9.1)

y representan también las ecuaciones de f  :X ~ *X ' en los corres­
pondientes sistemas de coordenadas baricéntricas.

Las ecuaciones (3.9.1) aún pueden interpretarse como las de 
una aplicación (afín) entre los modelos analíticos baricéntricos 
A . B „ ^  B^. Realmente, cada aplicación affn de B„ en B^ puede re­
presentarse de esta forma por una única matriz afín baricéntrica, y 
suele identificarse la aplicación con la correspondiente matriz. He­
mos probado así el siguiente resultado:

Proposición 3.10.

Sean 8 =  ..., e^) y fi' =  (e'o, ..., e„,) sistemas de referencia afín
en ios espacios afines X y X' ('sobre eí mismo cuerpo), y sean x y x' 
sus correspondientes sistemas de coordenadas baricéntricas.

Si f : X -> X' es una aplicación afín, existe una única matriz afín 
baricéntrica:

A ^

a 00 a 01 ··· 3on

aio a ,,  . - a,„

am 0 1 ··· ^mn

a^r-1 , 1-= 0, ...,
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De torma que el siguiente diagrama es conmutativo:
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f
X'

B, B,

y las ecuaciones de f (y de fj en estas coordenadas, son las indica­
das en (3.9.1).

Definición 3.11. Sistemas de referencia cartesianos

Un sistema de referencia cartesiano en un espacio affn X, es un 
sistema:

s =  {e^,  e „  e , )  =  ( e „ l )

Donde es un punto de X, y ^  =  {e^, e^) es una base de X-

Establezcamos los fundamentos de la geometrfa analítica cartesia­
na:

Proposición 3.12..

Un sistema de referencia cartesiano £ =  (6o, e,, .... e J= {e o , e) en 
el espacio afín X, es en particular una base vectorial de X. El iso­
morfismo de coordenadas respecto a g;
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X 0 a

/  Xo(a) 
x ,(a )

Xn(a)

e V ,

induce un isomorfismo afín:

X = X 9 a

\  x,(a)

y se tiene la identidad:

a = 6o+x Ja ) 0 ^+ ...+  Xn(a)6n para todo a e X

Se denominan a x,(a) coordenadas cartesianas del punto a.

Por otra parte, el isomorfismo de coordenadas x induce al iso­
morfismo lineal:

X 3 V

Xn(v)

Demostración

Un punto cualquiera a g X, se escribe como combinación lineal 
(en X) de la forma:

a -  Xo(a) «o + A'i (a) ©1 + ... +  x„(a) e,.

Como ms(a) =  1 y m s(e ,)=0 , se deduce que X(,(a) = 1. Por tanto X 
queda defimdo en X por la ecuación Xo =  1- Análogamente, las ecua­
ciones de X en X son Xo = 0. El resto de las afirmaciones, no exigen 
más comentarios. □

La representación analítica cartesiana de subespaclos y aplica­
ciones afines, ya ha sido expuesta implícitamente en diversos ejem­
plos del capítulo. Resumimos éstos en las siguientes dos proposi­
ciones:
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Proposición 3.13.

Con las hipótesis de la proposición anterior, un subespacio afín 
(con dimensión p) M de X, viene representado en tas coordenadas 
cartesianas x, por un sistema compatible de r =  n “ -p ecuaciones li­
neales independientes:
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(3.13.1)

Las ecuaciones de M en las coordenadas lineales x de X serán en­
tonces:

a „ X i  +  ... +  a i nXn=a i Xo

OCf-|Xi"l""'“l"CírnXn

(3.13.2)

Finalmente, tas ecuaciones de iVÍ en tas coordenadas tineates H de 
X son:

(3.13.3)

Demostración

x(M) es un subespacio afín de A„, que admite (en An) unas 
ecuaciones como las de (3.13.1), con dirección definida por las 
ecuaciones (3-13.3) (ver ejemplo 1.2.7).

Haciendo en (3.13.2) X(, =  1, se obtienen las ecuaciones (3.13.1), 
esto prueba que (3.13.2) determina las ecuaciones de /W. □

Proposición 3.14,

Sean e =  (eQ, e^, .... e J , ¿ =  ..., e'^) dos sistemas de referen­
cia cartesianos en los espacios afines X y X', y sean x y x' tos co­
rrespondientes sistemas de coordenadas.
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Si f:X-»-X' es una aplicación affn, existe una única matriz afín:
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A =
/ I  0 \

1 0  ... O

a 1 . . .  a, -|n
G FA (m, n)

/
a nui ^mn

que hace conmutativo el siguiente diagrama:

T
X'

A

Las ecuaciones de f, T, y i son respectivamente:

1 \

X'
=  A

/
=  A U

/

0 \

\ /

Demostración

(3.14.1)

La aplicación x' ■ f-  x~ ' : es afín, y viene representada
por una nnatnz afín A (ver ejemplo 4 de 1.3.7), y las ecuaciones de f 
son por tanto las indicadas. Por otra parte, las ecuaciones propues­
tas para f dan por restricción a X (Xq =  1) las de f. Esto prueba que 
son las correctas, y concluye la demostración. □

Definición 3.15. Representación cartesiana de una aplicación afín

La matnz affn A anterior que hace conmutativo el diagrama
(3.14.1), se denomina representación matricial de f respecto a los 
sistemas de referencia cartesianos s y s, y escribimos:

Si X =  X' e = p:, escribimos iVl (̂f) =  A.
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Nótese que la aplicación M . : E A (X )-> EA(n) es una biyección 
que verifica: M,{f ■ g) =  M,(f) M,(g) para todo T, g g EA(X).

Estudiemos por último los cambios de coordenadas cartesianas:

Si 8 = {e^, e^, e„) y e' =  {eo, ~e'\....... e' )̂ son dos sistemas de
referencia cartesianos en el espacio afín X, por ser en particular 
bases de X, existe una matriz p  de cambio de base, y necesaria­
mente es de tipo afín:

a la matriz p = 

renda.

1 0  ... O

P 1 P i i  ··· P  ^ n

P n  P n i  · · ·  P n n

/ I  o \

=  £', P
P 11 ■ ■ ■ P in \

no singular

\P

P n  1 ■■■ P n n  /

se le denomina matriz de cambio de refe-

Nótese que P es la matriz del cambio de base de e a~a'. Se tiene 
la siguiente proposición:

Proposición 3.16.

Sean e y e' dos sistemas de referencia cartesianos sobre los es­
pacios afines X y y se f : X ^  X' una aplicación afín.

i) Se tiene la equivalencia:

M , j f )  = A<>f(£) =  ê A

Donde f(í) =  ( f ( e j , l ( e , ) ........l ( e „ ) ) ,

i i) Si r] y r]' sistemas de referencia cartesianos en X y X' con 
matrices respectivas de cambio de referencia P y Q, es decir:

Si M,, ,(f)-=A, entonces:

r¡ =  EP, rj’ —sQ

,(f) =  Q -- 'A P
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En particular, si X =  X' y r] =  r]\ es P =  0 , y se tiene:

M ^ ( f ) = p - ■ AP

Demostración

i) Sea f la extensión vectorial de t. La proposición 3.14 muestra 
que /W, ,/{f) teniendo en cuenta que f/X =  f y  f /X ^ f,  se con­
cluye que f{e) =  f{e), y por tanto:

Mr., A f) = A o ! \ / !A f )  =  A o f  {e) =  s ' (s) = e' A.

il) Sea 8 =  A//„, =  ^-(0- Como A = M, A f) se tiene:

f{rj) =  f { EP) = f { E )  P  =  ¿ A P  =  r ] A Q ~ ' A P )  =  r] 'B.

Por tanto, b =Q~ AP = M^, „ {f) =  M̂  ̂ ^-{f). □
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EJERCICIOS

EXTENSIONES VECTORIALES. GEOMETRIA ANALITICA VIII /39

NOTA: Mientras no se advierta lo contrario, todos los espacios 
afines están definidos sobre un cuerpo K  de característica cero, es 
decir, 1 +1 +... +1 7^0 cualquiera que sea el número de sumandos.

8.1. Se denomina baricentro de un sistema de puntos (Sq, ..., a,) 
del espacio afín X, al punto:

 ̂ 1
b = y  —  a, {suma afín) 

r +  1( - O

Supóngase r> 2 , y sea b¡ el baricentro del sistema {... a , - i ,  
a, + i,  ■■.)· Demostrar que para / =  0, ...r, todos los subespa­
cios <3 /, b ¡}  se cortan en el baricentro b.

8.2.* Cuatro puntos (no coplananos) (ag, a ,̂ a^) de un espacio
afín (tales que no hay tres alineados), determinan los vértices 
de un tetraedro. Probar que las rectas que unen los puntos 
medios de los lados opuestos se cortan en el bancentro del 
tetraedro.

8.3.* Teoremas de Menelao y Ceva.

Sean a. b, c tres puntos no alineados de un espacio afín X, 
y sean:

a' e <£), c> ” {ib, c}, b' e <a, c > - {a ,  c}, c' e <a, b ') - { a ,  b]. 

Considérese el número:

p = {a' : b : c) ib' ■. c : a) (c' . a : b )

i) Demostrar que los puntos a', b'. y c' están alineados, si y sólo 
SI p =  1.

ii) Probar que las rectas <(a, a'>, <£>, £)'> <c, c'> son concurrentes o 
paralelas, si y sólo si p = —1.
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8.4. Dados dos puntos distintos de un espacio afín real X, se de­
nomina segmento definido por a y t» al conjunto:

[a, b] ^  {{1 -  A)a +  Xb : O <  A 1}

Un subconiunto C de X se dice convexo, si contiene a cada 
segmento definido por dos cualesquiera de sus puntos.

a) Probar que todo subespacio afín es convexo.

b) Probar que la mtersección de una tamilia cualquiera de 
coniuntos convexos es un coniunto convexo.

c) Si S es un subconjunto cualquiera de X, demostrar que
existe un convexo mínimo, Conv (S) que contiene a S, y
está formado exactamente por los puntos x e X que se
escriben de la torma:
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■ =  AoSo +  ..- +  Â Sr con ^  A¿ = 1 y s¡ e S

8.5. Sean a, b, c tres puntos no alineados de un plano afín real X. 
Demostrar que el coniunto A =  X - « a ,  b }  U <a- c> U  <Jb, c »  
se puede obtener como unión disjunta de siete regiones con­
vexas. Describir cada una de ellas con ayuda de la coorde­
nadas baricéntricas inducidas por (a, b, c) en X.

8 .6 .* Teorema de Thales.
Sea X un espacio afín, y H^, tres hiperplanos parale­
los.

Si R es una recta afín de X no paralela a los hiperplanos, 
probar que la intersección R n  H¡ es un punto a¡, y !a razón 
simple {3 i ; a a : 83) no depende de la recta transversal elegi­
da.

8.7. Sean {a, b, c, d) cuatro puntos de un espacio afín X, tales 
que:

2a — £1 -h 2c -  3c/ =  4a — 2b — c — d =  O

Demostrar que los cuatro puntos están alineados, y calcular 
las razones simples: (b : a : c) y {b c :d).
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8.8.* a) Si t, g son aplicaciones afines de X en X' , y á, u e K  con
Á +  u =  1, demostrar que la aplicación:

h =  ?if +  jig : X ^x^X f{x )~ l·n g {x ) e X' (8.8.1)

es también aplicación afín, y tiene por aplicación lineal 
asociada Áf +ug .

b) Dotar al coniunto FA(X, X') de aplicaciones afines de X 
en X' de una estructura de espacio afín tal que la fórmu­
la (8.8.1) sea válida para definir la combinación afín de 
dos puntos en FA{X, X').

8.9,* Comprobar que las fórmulas (2.9.1) (proposición 2.9) dan es­
tructura de espacio vectorial al coniunto X de los puntos 
másicos de un espacio afín X.

8.10.* (Un modelo de extensión vectorial canónica para espacios 
afines.)
Sea X un espacio afín sobre un cuerpo K  cualquiera:

a) Probar que el conjunto X de todas las aplicaciones: Á X 
->(K, tales que se anulan sobre todos los puntos de X 
escepto un numero finito de ellos, tiene estructura natu­
ral de espacio vectorial.

b) Demostrar que la aplicación:
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ms . X 3 Á - >  Y  á {x ) e
xeX

es una forma lineal, y probar que:

ms {Á) =  0 ^  e X, y ms (/,) =  1 => ^ ^

c) Demostrar que el coniunto Xf̂  =  {Á e X : ms(A) =  0, ZA(x)x 
=  0} constituye un subespaclo vectorial de X. Sea p .X  

-^X/Xo la proyección canónica.

Llamamos:

_  _ r ^

X = X/Xq, y se escribe ^  >.¿ x,. para denotar a /  +  X q.
i ~ o
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donde:

A(x) =  0 para todo x g X - { xo, x^], y /Í(Xí ) =  /Ií

d) Demostrar que existe una forma lineal que denomina­
mos masa ms : que hace conmutativo el diagrama:

e) Llamando t : X 3 x e X, demostrar que (/, X, ms)
es extensión vectorial del espacio afín X. Establézcanse 
las identificaciones habituales.

8.11. (Otra extensión canónica.)

Sea X espacio afín sobre un cuerpo cualquiera K. Si A e ÍK 
- { 0 }  a G X, y V G X se definen las aplicaciones:

f;. a : X B x->Aax G X. '■ X 9 x ^  G X

a) Demostrar que el coniunto X formado por todas las apli­
caciones definidas de esta forma constituye un subespa­
cio vectorial del espacio vectorial L{X, X) de todas las 
aplicaciones de X en X.

b) Demostrar que la aplicación, m s . X ^ H  tal que:

—  m s (f^.a) =  Á para todo a g  X y todo A g  K — {0}.

—  m s (f;)= 0  para todo v e X- 

es una forma lineal.

c) Sea /:  X G x->/i * g  X. Demostrar que (/, X, ms) es una 
extensión vectorial del espacio afín X.

8.12. Sean M y N subespacios afines no vacíos de X. Demostrar 
que s\ M y Ñ denotan ias correspondientes extensiones vec­
toriales, se verifica:

M + N =  M + Ñ, y s\ M r \N ^ ( ¡ )  es M D  N ^ M  n  Ñ.
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8.13.* Demostrar que la aplicación f :X -^X , definida en (2.14.1) es 
lineal.

8.14. Sea f . X ^ X '  una aplicación afín, M subespacio afín de X, y 
M ' subespacio de X'
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Probar que/(/W) ^  í(/W) y f  ^{M)

8.15.* Sea a =  (ao, a^, .... a„) un sistema de puntos en el espacio 
afín X. Demostrar que es sistema de referencia afín, si y

sólo si £ =  (ao, ao a,, ..., â , a„) es sistema de referencia 
cartesiano en X. Estudiar la relación que existe entre las 
coordenadas baricéntricas de a y las cartesianas de e.

8.16.* Estudiar que relación existe entre la matriz baricéntrica y 
cartesiana de un mismo endomorfismo / de X, cuando el sis­
tema de referencia baricéntrico y el cartesiano, están rela­
cionados como en el ejercicio anterior.

8.17.* Sea e -(e o . e^, 63 , ©3) un sistema de referencia cartesiano 
en el espacio afín X, y sean:

/ ' \
0

1

\ l /

a) Demostrar que {a^, a^, ^ 3) constituye un sistema de
referencia afín.

b) Calcular en las coordenadas cartesianas de e las ecua­
ciones de la transformación afín f tal que:

fia^, a,, 82, a3) = (ao. â , a, ,  a^)
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LECCION 9 

CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES

El problema de clasificación de endomorfismos afines, se plan­
tea en térmmos análogos al de clasificación de endomorfismos li­
neales, siendo de hecho éste un caso particular de aquél.

La teoría de mvariantes lineales desarrollada en el capítulo III, y 
en particular, el teorema de Jordán, constituye la herramienta bási­
ca con la que abordaremos este problema de clasificación.

En esta lección, X denotará permanentemente un espacio afín 
de dimensión finita n, sobre un cuerpo [K; (X, ms) es una extensión 
vectorial de X donde ms . X ^ K  es la torma lineal «masa», y

X = [x e X . ms (x) =  1 ] y X =  (v e X : ms (v) =0}

§1. PRELIMINARES

El grupo natural de transtormaciones GA (X) del espacio afín X, 
actúa por coniugación sobre la familia EA[X) de endomorfismos afi­
nes de X de la forma:

EA (X) x G A {X )b {f, 9) ^  9 · t ' g~ e EA (X)

Esta actuación da lugar a la relación de equivalencia en EA{X), 
que a continuación definimos de manera explícita.
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Definición 1.1.

Dos endomorfismos afines T y f' del espacio affn X se dicen afín- 
mente equivalentes, si existe una transformación afín g en X tal 
que:

f  =  g · t ■ g -^

Dos endomorfismos afínmente equivalentes, admiten representa­
ciones matriciales cartesianas iguales, respecto a sistemas de rete- 
rencia cartesianos adecuadamente elegidos, y recíprocamente. Es­
tablezcamos de Torma precisa este criterio.

IX /2  CLASfFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES

Proposición 1.2.

Sea e un sistema de referencia cartesiano en el espacio afín X. 
Dos endomorfismos afines de X, i y  f  son afínmente equivalentes, si 
y  solo SI, existe ?: sistema de referencia cartesiano de X, tal que:

MJf) =  IVl,(f')

Demostración

Supóngase f afínmente equivalente a f., y sea geG A (X ) con 
f  ==̂9 ' f ' g~ ' Tomemos fi' =^g{í·) que es también sistema de referen­
cia cartesiano. Si M ,\f)^ A  (es decir, f{E)=e A) entonces:

/'(í>')=g · f ■ g “ ''(g(£))=g{^(e))=^g(í^ a ) =  ¿ a

y asi es M ,;{f')^A .

Recíprocamente, supóngase que existe £ sistema de reterencia 
cartesiano tal que:

M ,{ f ) = l^ , { n = A

/1 0 \
Tomando p — _  eGyA(n) matriz de cambio de referencia 

VP P j
con e'=£ P, SI g es la transformación afín tal que M,{g) = P-, se tiene
que g(e)=£ P =  £ y por tanto:
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{g f ' 9 ~ ')  {£ )=g{f{e )) =  g{s /A) =  g(e) A = s A  = f(8 ).

Esto indica que g ' f g~  ̂= f  con lo cual se concluye la demos­
tración. □

Analicemos la relación equivalencia afin para los endomorfis­
mos del modelo analítico cartesiano A„.

Definición 1.3.

CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS ARNES I X / 3

Dos matrices afines A =
a A

afínmente semejantes, si extste P =  

A '= = p -i AP

í l  0 \  

VP '
g GA(n) de forma que

En particular, se tiene también >A' =  P” ' A P. por tanto, la seme­
janza afín de las matrices A y A' Implica ta semejanza lineal de A y 
A' y la de A y A'

Por otra parte, la relación de semejanza afín en EA {n) es justa­
mente la de equivalencia afín sobre la familia de endomorfismos 
afines de A„.

El siguiente resultado proporciona una condición suficiente para 
la equivalencia lineal de endomorfismos de un espacio afín X, por 
medio de la semejanza afín de matrices cartesianas.

Proposición 1.4.

Para que dos endomorfismos t y f  del espacio afín X sean afín- 
mente equivalentes, es suficiente con que existan sistemas de refe­
rencia cartesianos s y e' de X tales que las matrices cartesianas IVI,,(f) 
y M^.(f') sean afínmente semeiantes.

Demostración

Como las matrices A-/W ,(f), Y A' =  M,-(f) son afínmente seme­
jantes, existe una matnz cartesiana no singular P. tal que A '= P   ̂
A P Tomando el sistema de referencia cartesiano = e P. se con-
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cluye por 3.16, L. 8 que /w^(í) =  p '^  a  P =  A' ^M A O ·  Aplicando aho­
ra 1.2, se deduce que t y f  son afínmente equivalentes. □

El teorema de Jordan (establecido en el Capítulo III) puede apli­
carse directamente para resolver el problema de clasificación afín 
para endomorfismos afines con puntos fiios, gracias al siguiente re­
sultado.

Proposición 1.5.

Sea EA„(X) la familia de endomorfismos con puntos fijos del es­
pacio affn X:

i) EAq(X) constituye una clase invariante de EA(X), es decir: Si 
teE A p(X ) y t es afínmente equivalente a fe E A (X ) ,  entonces 
f' £EA ,(X ).

ii) Dos endomorfismos f, f'eEA(,(X ) son afínmente equivalen­
tes, si j  só/o SI sus correspondientes endomorfismos lineales aso­
ciados f y f' son linealmente equivalentes.

Demostración

i) Sea fix{f) =  {x e X : f { x ) - x ]  que por hipótesis es no vacío. Si 
g G GA(X) verifica f  =  g ■ t ■ g '  entonces g {fix{f)) =  fix{f) ya que si 
f{x)=x, entonces f{g{x)) =g{f{x)) =g{x). Por tanto f/x(f')#</> y 
f  g  EAoiX).

ii) Sea a g  fix {f), a’ g  fix {f), y supóngase que T  y T' son lineal- 
mente equivalentes. Si ip e G L iX )  es tal que:

7'  = ^  - 7  -

construyamos la única transformación afín g tal que g {a )= a ',  y g 
= \¡/. Probemos que el endomorfismo afín f  coincide con h =
= g ■ f ■ g~'^ Para ello es suficiente comprobar que tienen la misma 
aplicación lineal asociada, y que toman el mismo valor sobre algún 
punto. En efecto:

lX/4  CLASIRCACION DE ENDOMORFISMOS AFINES

h = g - f  g  ' = g ^ f  g  ' ^ i j /  ■ f  ij/

fi{a') =  {g ^ f) {g -A a '))= = g {f{a ))= g {a )= a ' =  f{a ')

El recíproco es trivial. □
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Observaciones 1.6.

1. Como consecuencia de 1.5, podemos aplicar a la clase Inva­
riante de endomorfismos con puntos fijos, los mismos criterios de 
equivalencia dados en el Teorema de Jordan. En particular, se de­
duce que todo endomorfismo afín í de X admite una representación 
matricial respecto a algún sistema de referencia cartesiano £ =  (eo, 

~s) de la forma:

í l  0 \

\ O J

Donde 7  =  M -{f) es una matriz de Jordan. El origen de ¿ es 
desde luego un punto fijo para t, es una base de Jordan para^. 
Se denomina a e sistema de referencia cartesiano de Jordan para t.

2. Si dos endomorfismos f y /' de un espacio afín X son afín- 
mente equivalentes, sus correspondientes endomorfismos lineales 
asociados "t y f  son Mnealmente equivalentes. En efecto, si 
g e GA (X) verifica:

f - g - f g

entonces, es~? =~g ■ f ‘ g

Análogamente, denotando con « » las correspondientes extensio­
nes vectoriales, se tiene:

f = g  - f ' g ~ '

Esto Significa que también f es linealmente equivalente a f.

En particular, todos los invariantes lineales de EL(X) y EL{X) 
establecidos en el capitulo IV, son invanantes afines de EA{X).

Definición 1.7. Subespaclos afines Invariantes

Fiiado el endomorfismo affn f de X, un subespacio afín M se dice 
invanante por f (o invariante, si se sobrentiende fj, st

f(M) C  M
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La aplicación f | m · M g x -> f (x) g M, es un endomorfismo del es­
pacio afín M, que denominamos restricción de T a M,

Teniendo en cuenta, que por la proposición 4.2, L. 7 es /(Aí +  N) = 
=  f(M) +  f(/V), para M y W subespacios afines de X, y f{M  n  N)
C  f{M) n  f{N), se deduce de forma inmediata que ia tamilia ^  {Xf) 
de subespacios invariantes por f es un subreticulo del retículo (X) 
de subespacios afines de X. Estudiemos qué relación existe entre 
éste retículo y el de subespacios vectoriales invariantes de X y X.

Proposición 1.8.

Sea f un endomorfismo afín de X, y M un subespacio afín. Las 
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) M es invariante por f.

ii) M es invariante p o r i ,  y para todo a e M es af (a) e 1̂ .

iii) es invariante p o r i ,  y existe a e M tal que af(a) g I^

iv) M es invariante por f.

Demostración

i) => ii) Si v =  a b e M  (a, £) g  M) entonces f{v) =  f{a ) f{b )e fv f,  
pues f{a), f{b) están en M. Por anàlogo motivo, se verifica que 

af{a) G M para todo a e M.

ii) => iii) Es trivial.

iii) = ^ 'v ) ^ S e  tiene que M =  
/ L G l K y V e M s e  tiene:

M, y así para à==Aa + v con

f(à) = f(Aa + v') = Af(a)4-f{i/) =  A (a + af(a]) +  f(v) = /ia +  (/laf(a) +
■^f(v)) G [Ka +  M =  M.

IV )  = >  i) Si a G M  C  M ,  p o r  hipótesis se tiene que f { a )  ·-

==f{a)eM  C \X  =  M. □
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§2. REPRESENTACIONES CARTESIANAS DE JORDAN 
PARA UN ENDOMORFISMO AFIN

CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES IX /7

Un sistema de referencia cartesiano e de X, se dice de Jordan 
para el endomorfismo afín f, si ta matriz que representa a f respec­
to a e, es una matriz (cartesiana) de Jordán.

La existencia de estos sistemas de referencia para cualquier en­
domorfismo, será el resultado principal de este epígrafe.

f denotará un endomorfismo afín de X, y f será su extensión vec­
torial en X.

Estudiemos en primer lugar, qué se deduce desde el punto de 
vista afín al aplicar el endomorfismo lineal f : X - * X  el primer teore­
ma de descomposición dado en el capítulo III.

Proposición 2.1.

i) X =  1 G K  es autovalor d e l,  y t - 1  es divisor primo del polino­
mio mínimo (¡}f de f.

ii) Si p es un divisor primo del polinomio mínimo 0? distinto de 
t —1, entonces el subespacio caracfer/sf/co Xp está contenido en X.

Demosfracíó/i

i) Para cada ^ e X, se verifica:

m s {{f-  id) (>f)) =  ms (FíJ?)) -  ms (x) =  ms (x) -  ms (x) =  O

y por tanto Im ( f—id) C  X-

En particular, f - i d : X - ^ X  no es suprayectiva, y Ker { f ~  
- id )¥ ^ {0 }. Esto prueba i).

ii) Si p{t)¥^t — 1 es un divisor primo det polinomio mínimo (f)}{t), 
entonces para cada k entero positivo se tiene la implicación:

pCf)‘̂ { x ) ^ O ^ x e  X  (2.1.1)
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En etecto, si pAt) =  ao +  a , t  +  ...+ f'^  entonces para cada x e X  se 
tiene:

ms{p{f}''){x)) =  ms {a^ +  a J {x )  +  . . .+ h {x ) )  =  {a^ +  a^-\-... +  1) ms{x) =
pM1) ms{x).

Como (í—1) no divide a se concluye que p ''{1)t¿0 obteniéndo­
se asi (2.1.1).

A partir de aquí, la conclusión ii) se deduce mmediatamente de 
la definición de subespacio característico X^, como conjunto de vec­
tores que se anulan por alguna potencia de p(f). □

Se obtiene enseguida la siguiente consecuencia:

IX /8  CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES

Corolario 2.2.

Si X-, es el su b^p a c io  caracfer/sf/co asociado al divisor primo 
t —1 de (j)f, existe Y subespacio vectorial invariante de ^  tal que:

X = X, ® v

Por otra parte, X i= X ,  H  ^  es subespaclo afín invariante por f y 
el endomorfismo restricción f^ = f /X i : X. 9 x ^  f (x) e X^, tiene por 
polinomio mínimo 0 r= ( t - 1 ) " ' ,  siendo m ^ 1  e/ orden de multip lici­
dad de ( t—1) como divisor de (p̂ .

Demostración

Es inmediata a partir de la descomposición de X en suma direc­
ta de los subespaclos característicos dada en 3.8, L.5 y de la propo­
sición anterior. El hecho de que X ^= X , n  X ®s subespacio inva­
riante, se deduce de 1.8. □

Observación 2.3.

Con las notaciones de 2.2, se ve que para encontrar un sistema 
de referencia de Jordán para t, es suficiente con buscarlo para el 
endomorfismo afín f^ iX ^ - í-X ^ .
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En efecto, si 6i =  (eo, ··■, ©r) un sistema de referencia en 
respecto al cual se representa por la jn a tn z  de Jordán enton­
ces eligiendo una base de Jordán = e^) en el subespa­
clo vectorial Y de X p a ra j /V  Y a~y - ^ T  (y) g V, la representación ma-
trlcial para f (y f) respecto al sistema de referencia cartesiano 
e =  (eo, e ,, e^, .... e,, e,+ ........  e„) es de la forma:

fj. 0\ __
^  donde J '- M v  (f/Y)

\0  J

y J es por tanto matriz de Jordán.

Es natural pues restringir momentáneamente nuestro estudio a 
endomorfismos afines f con polinomio mínimo (j)f de la forma 
{ f—1)"’. Empezamos analizando qué significado afín tienen las rectas 
modulares de X respecto a f.

CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES !X /9

Proposición 2.4.

Sea f un endomorfismo afín de X, tal que (j)f{t) — {t — 1)'" 
Entonces:

i) Para cada v g X e/ polinomio minimo anulador de v {respec­
to a f) es de la forma:

(/>o(t) =  (t —1)' con r ^ m

y el subespaclo vectorial invariante (de X) más pequeño que contie­
ne a l vector v es:

M{v) =  (v, { í-~ rd )(v ), .... ( í - r d ) ’' " ’'(v)>

Además se tiene que d im(M (v)) =  r.

ii) Existe v g X  tal que (¡)<i{i) =  {i — 1)' ,̂ V entonces M (v) admite 
en X un complementario Ñ invariante, es decir:

X =  M(v) ©  Ñ

iii) Sí V £ ^  entonces M (v) =  es subespacio vectorial (inva­
riante) de Además existe v tal que Y entonces
admite en ^  un complementarlo Ñí también invariante, es decir:
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iv) Si a 6 X, entonces M (a) =M(a) C\ X es el subespacio affn in­
variante por f más pequeño que contiene al punto a, y se verifica:

IX /1 0  CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES

M(a) =  M (a) n  ^  M {af (a))'

Demostración

La demostración de i) II) y iii) es inmediata a partir de las pro­
posiciones 1.3, 1.5, 1.6 y 2.3, de la Lección 6, particularizadas al 
caso p{f) =  í — 1.

Puntualizemos simplemente, que M{v), {v e X) es lo que allí lla­
mábamos recta modular generada por v, es decir IK [f]v·

iv) Si a G X, como a g M (a) n  X =  M {a), se concluye por 1.6 
que M{a) es subespaclo afín invariante.

Por otra parte como { f -  i d ) {a )= f {a ) -a  =  af{a) e X, utilizando la 
expresión de M{a) dada en i) es:

M{a) = K a ® M {a f{a ))

Por ii) M {af{a)) está contenido en X, y así es M{a) =M {a f{a )).

La minimalidad de M{a) como subespacio afín invariante que 
contiene al punto a, se deduce de la propia minimalidad de M(a) 
indicada en i).

Estamos ya en disposición de obtener el resultado «clave» de 
este epígrafe:.

Proposición 2.5.

Sea f un endomorfismo affn de X con polinomio mínimo 
</>í(t) =  { t-1 ) '^  con m ^ l .

Extste entonces un punto a g X, y un subespacio Y de ^  inva­
riante, tal que:

X = M(a) © Y
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Demostración

CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES I X / 11

Si f tiene un punto fiio a e X  entonces af(a) =0. y M{a) = Ka, 
con lo que se tiene; X =  M (a )© X , y X es claramente invariante.

Supóngase pues que t no tiene puntos fijos (por tanto es m >1). 
La demostración se hace entonces por inducción sobre la dimen­
sión n de X:

Para n =  1, fijado a e X es f (a )= a V a ,  y el m in im c^ubespacio 

afín mvariante que contiene al punto a, contiene a a +  <aa') =  X. Asi:

M (a)=X , M{a) = X, y X =  M (a)@ {0}.

Supuesto cierto el teorema para dimensión menor que n [n> 1 ), 
y dim X = n, hay dos posibilidades excluyentes:

a) Existe “i? g X  con 0-{í) =  { f~ i) '^  =  0^ (f).

La proposición 2.4 muestra que en este caso M{v) =  M es un su- 
bespacio Invariante no nulo de X que admite en X un complementa­
rio X' también Invariante, es decir:

X =  X '@ M  (2.5.1)

X ==X' n  un espacio afín de dimensión menor que n, y po­
demos aplicar al endomorfismo restricción r  =  f / x ' : x ' x '  la hipó­
tesis de inducción (pues es también potencia de ( í—1)). Sea 
pues a G X' y V' subespaclo vectorial invariante de X' tal que:

X' =  /W(a) © Y '

Se tiende entonces utilizando la igualdad (2.5.1), X =
=  M(a) ©  y' ©  M, por tanto:

X = M(a) © Y

donde Y = Y ' © M  es un subespacio invariante de X.

b) Si no existe V g  X tal que ^^(f) =  (í —1)"’. entonces por 2.4 iii) 
es í^(í) =  (í —l)'^ con r < m .  Probemos que r =  m —1.

En efecto, como <̂ ,-(0 =  ( í - 1 ) '” existe á g  X tal que (f)¿(t) -  { t~  1)"" =  
=  (/)^(í), siendo:
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ms (á)

pertenece a X, y verifica

^ = “— 7TT á G X, y v =  af{a) i d) (a)

Aplicando nuevamente 2.4 a V y f se concluye que M ( v ) = M  es 
subespacio invariante de X que admite en X un complementario Y 
también invariante, es decir:

X =  M ® Y

así, como M{a) =  K a < ^ M  se tiene:

X =  E K a @ X = K a © M ©  Y =  M { a ) © y

Esto concluye la demostración. □

El resultado final es el siguiente:

Corolario 2.6.

Para todo eridomorfisrno afín f de X, existe un sistema de refe­
rencia cartesiano, £ =  (6^, e^, ..., e^) respecto al cual la matriz de f es 
de la forma:

J =  í ^  donde C =

O O

es una caía de Jordan

1 1

de orden r ^ 1 ,  y J' es una matriz de Jordan.

(Nótese que para r =  1, se tiene C =  (1), y f es endomorfismo con 
puntos fijos, caso ya estudiado en 1.4 y 1.5J.

Demostración

Empezamos tomando la descomposición X - X ^  © V  del corolario
2.2. Por la proposición anterior, existe a g X, y Y ¡ subespacio inva­
riante de X, tal que Xi =  M{a) ©  Y^, y por tanto se tiene:
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X =  M { a ) ® Z  

Con Z =  Y i@  Y subespacio invariante de X.

Tomamos ©o =  a; si ^ { í )  =  {í — 1)''elegimos e i =  i/ =  af{a) ( s i^  =  0, 
a es punto fijo, y por 1.4 se concluye la demostración). Sea e ,=  
=  { f - id y  {v) para í =  1, ..., r - 1 .  El sistema e =  (eo, e^, ..., es de
referencia para M(a), y la representación matricial de f restringido 
a M(a) es la matriz C del enunciado, ya que por construcción es:

f{e^) =  eo +  e,,l(e¡)=^~e, +  et+,  para / =  1, ..., r - 1 ,  y 7 ( e , - J = 0 .

Eligiendo ahora una base de Jordán (e^, ..., e„) para la restric­
ción de f a Z, la matriz cartesiana que representa a f respecto al 
sistema de referencia

£ =  (eo. e ,,  .... e„) 

es como la indicada en el enunciado.

§3. TEOREMA DE CLASIFICACION

Hemos visto que en endomorfismo f del espacio afín X admite 
una representación cartesiana de Jordan de la forma:

J =
(C[r)

O
donde C(r) =

O O
\o  o

es una caía de Jordan de orden r, y J  es una matriz de Jordan. 
Esta matriz J también puede considerarse matriz de Jordan del en­
domorfismo lineal f : X->X.  Desde el punto de vista de la equivalen­
cia lineal, es indiferente el orden en que se distribuyan las caias de 
Jordan de J. Esto no sucede exactamente asi respecto de la equiva­
lencia afín. Concretamente, el orden r de la caja C(r) que ocupa el 
vértice superior izquierdo de la matriz J es decisivo para determi-

271



nar ía clase de equivalencia afín de f. Comencemos con un eiemplo 
sencilío:

I X / 14 CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS ARNES

Ejemplo 3.1.

Sean t y f  endomorfismos de un espacio afin de dimensión igual 
a dos. Supóngase que hemos encontrado sistemas de referencia 
cartesianos

£ =  (0 0, e,, 62) y £' =  (e'o, ~e'\, de forma que ias matrices M ,{f)= J , 
son las siguientes:

/ 1 0 o\ / 1 0 0
1 1 0 ] J' = 0 1 0

\0 0 V \0 1 1
Estas matrices de Jordan son semejantes desde el punto de vista 
lineal, ya que se obtiene una de la otra por permutación de caías.

Como =  y se deduce que los endomorfismos
lineales f y ? son iineaímente equivalentes.

Sin embargo, los endomorfismos afines f y f  no son afínmente 
equivalentes, ya que f  tiene a e'  ̂ como punto fijo, y f carece de 
ellos. En efecto, las ecuaciones del subespacio de puntos fiios de f 
en las coordenadas cartesianas inducidas por £ son:

/ 1 \ 1 + X i =  Xi

o también

\ ^ 2 /

que es claramente incompatible.

El siguiente resultado, proporciona la pista para determinar un 
nuevo vanante affn fácilmente computable, que determíne el orden 
r de la caja C{r):

Proposición 3.2,

Si f es un endomorfismo affn de X, que admite respecto a cierto 
sistema de referencia cartesiano una matriz:
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J =
C(r)

/ 1 0 . , 0 0
0> /  1 1 . . 0 0

con C iri =  1
\  0 0 . . 1 0
\ o 0 . . 1 1

y matriz de Jordán, el orden r de la caía C(r) viene determmado 
por:

r = (5(f) =  m / n { k £ N ; X  n K e r [ ( f -  i d ) * ] # 0 } (3.2.1)

Demostración

Sea H = C(r) —/(r) (/(r) es la matriz identidad de orden r). Por 
ejemplo, para r =  5 se tiene:

H

/O  O O O O 
1 0 0 0 0 
0 1 0  0 0 
0 0 1 0  0 

\ 0  O O 1 O

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 
0 1 0  0 0

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 
0 1 0  0 0 
0 0 1 0  0

/ o o o o o 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

Vi o o o o

y finalmente W® =  0. El lector puede deducir a partir de aqui fácil­
mente cuál es la ley de tormación de tas potencias de H para un r 
arbitrario.

Las ecuaciones de ker [ (f— id ) ''], en tas coordenadas lineales x, 
inducidas por g en X son de ta forma:

/ X o \
Í H \  0 \ l  Xi 0

V o  ^ v \  : J
V x „ / \  0

y para k < r ,  aparece la ecuación

que resulta mcompatible con la de ecuación «x^ —1» de X. Así:
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ker [ ( f -  Ì d ^ ]  r \ X  = (¡> P^''^ ^< ^ ·

Justamente cuando k =  r, es H'‘ =  0 y en el sistema de ecuaciones 
anterior, no interviene la variable Xq. Si añadimos ahora la ecua­
ción Xo =  1. el sistema resultante es compatible; y por tanto;

ker Uf™ id Y ] C \X ^ (}) U

Proposición 3.3.

La aplicación c) ; EA (X) a f ^  ¿ (f) e (1, n} definida en (3.2.1) es 
un invariante para la clasificación afín de endomorfismos.

Demostración

Si f = g f g ~ ^ ' .  siendo f, f  e EA{X) y g € GA{X), entonces se verifi­
ca también:

f' =  g f g ~ ' .  y { r -  Ì d y  =  g { f -  i d Y g~ ^

lo cual permite demostrar fácilmente que

ker [ {? '-  I d Y ] = g  {ker [{f -  fd)*^]), y se tiene en particular que:

ker [ ( / ' -  íd Y ]  n  X = g{ k e r  [ { f~ íd)^]) n  X 

Esto prueba evidentemente que (5(f) =  (5(f'). □

Tenemos así el siguiente criterio para la semejanza afín de ma­
trices cartesianas de Jordan:

Corolario 3.4,

Dos matrices cartesianas de Jordan de orden n;

IX /1 6  CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES

\ O V O J'v

son afínmente semejantes, si y sólo si r =  r  y J', puede obtenerse a 
partir de J^ por permutación de cajas.
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Demostración

Consideradas J y J' como endomorfismos afines de A„, si J es 
afínmente equivalente a J', por 3.2 y 3.3 se deduce que r =  Ó{J) = 
= ó(J') =  r', y como es (Mnealmente) semejante a J',, se deduce 
(por el teorema de Jordan) que una se obtiene de la otra por per­
mutación de cajas.

Recíprocamente, si r =  r' y es Mnealmente semejante a J\, sea 
P, matnz cuadrada no singular tal que J\ =  P~  ̂  ̂P i tomando P =

'/ ir) O \
donde l {r) es la matriz identidad de orden r, se tiene

O p ,y
que P G GA(n), y J ' ^ p  ' 'AP  Esto prueba que J y J' son afínmente 
semejantes.

CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES I X / 17

Coroiario 3.5.

Dos endomorfismos afines f y f  de X son^ afínmente equivalen­
tes, si y sólo SI los endomorfismos lineales f y í' de X son lineal- 
mente equivalentes, y ¿(f) =  ¿(f').

Demostración

S\ t y f' son linealmente equivalentes, es posible determinar una 
representación matricial J de Jordan comün a t y f  respecto a ba­
ses de X convenientemente elegidas. Si además r =  ò{f )=^ò{f ’), es 
posible reordenar las cajas de Jordan de J para colocar C{r) en el 
vértice superior izquierdo de la forma:

" i  o J , /

y todas las matrices cartesianas de Jordan así obtenidas son (por 
3.4) afínmente semejantes. Utilizando ahora 2.6 se concluye que f y 
r  adniiten representaciones cartesianas de Jordan J y J' respectiva­
mente, obtenidas de esta forma. Por ser J y J' afínmente semejan­
tes, se deduce que f  y f ' son afínmente equivalentes. (Véase 1.3.)

El reciproco es consecuencia de ser <5 un invanante afín. □
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EJERCICIOS

I X / 18 CLASiRCACION DE ENOOMORRSMOS AFINES

9.1. Probar que dos endomorfismos f y f' de un espacio afín X 
son afínmente equivalentes, si y sólo si existen sistemas de 
referencia afín e y a' en X tales que

9.2.* Establecer un teorema de clasificación afín para simetrías 
afines, y otro para proyecciones.

9.3. En las coordenadas cartesianas (x,) relativas al sistema de
referencia e =  {&Q, ©g) del espacio affn X, se da la aplica­
ción afín

x't =  2 +  x ^+2 x 2 

x'2= — 2 —Xj

Demostrar que se trata de una simetría afín, determinar su 
base y dirección, y calcular las ecuaciones de la proyección 
afín con la misma base y dirección.

9.4.* Dar un teorema para la clasificación afín de dilataciones en
un espacio afín.

9.5. Establecer un teorema para la clasificación afín de endomor­
fismos en una recta afín.

9.6.* Sea B subespacio afín de X, y D subespacio vectorial de X 
tales que:

X =  e © D

y 7r:X--+X la proyección de base B y dirección D.

Se llama deformación afín con base B dirección D y razón
p e K, a \a aplicación f ; X -» X definida por:

—  f (x) = x  para todo x e 6

—  Si X 6 X — B, f{x) g < x , 7t(x)> y verifica:

(7t(x) ; / {x )  ; x ) - p
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CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES IX /19

a) Probar que f es aplicación afín, que puede describirse 
por la igualdad:

—p)n + pld (véase ejercicio 8.8)

b) Determinar una matriz cartesiana de Jordan para f, y es­
tablecer un teorema para la clasificación afín de detormacio- 
nes.

9.7. En el espacio afin A 3(IR) determinar las ecuaciones de la de- 
tormación afín con base:

B ; {2-l ·x, +  X2 =  0; x .^O),  dirección D ; (2x^+ X2 +  2X3 =  0) y ra­
zón p== -2 .

9.8.* Sea f una transformación afín del espacio X, que deja fijos 
los puntos de un hiperplano H, y sea a e X — H, b = f{a).

i) Probar que si a =  b entonces f =  id.

ii) Si a¥^b, y <a, ¿>> C\ demostrar que t es una defor­
mación afín con base H.

iii) Si a = b, y <a, b'yj jH,  demostrar que f deja invariante 
cada hiperplano paralelo a H, e induce traslación so­
bre él. Se denomina entonces a f transvección con base 

en H y dirección {a b }.

9.9.* Demostrar que cualquier transvección admite una represen­
tación cartesiana de la forma:

/ 1 0 0 . 0
0 1 0 . 0

J = 0 1 1 . 0

\ o 0 0 . 1

y en consecuencia todas son afínmente equivalentes.

9.10. Probar que el producto de dos simetrías afines con base en 
el mismo hiperplano y direcciones distintas, es una transvec­
ción.
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IX /20 CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES

9.11. Probar que el endomorfismo afín de yA2(tÎ ) que tiene por ma­
triz:

1 0 0

- 3 - 1 - 1

6 4 3

es una transvección. Determinar su base y dirección.

9.12. Determmar las ecuaciones en A 3(IR) del endomorfismo afín t 
que deia fiios los puntos del hiperplano:

H ; ( 5 - 1 - +  3X2-1- 2X3 =  0) 

y transforma el punto

en b =
- 5  

5

\  - 5

Demostrar que f induce traslación sobre cada hiperplano de 
la forma: x i +  3x 2 +  2x , =  ;f. Calcular en función de k el vector 
de la traslación.

9.13. Determmar las ecuaciones en AgííR) del endomorfismo afin t 
que deia fijos tos puntos del hiperplano:

H =  x , +  X2 +  X3= 1, y transforma a =

b =

/  ' 
- 2

O

V  3

en

Probar que f es deformación afín, y calcular su dirección y su 
razón.
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CLASIFICACION DE ENDOMORFISMOS AFINES IX/21

9.14, Demostrar que la aplicación lineal asociada a un endomorfis­
mo afín sin puntos fijos, tiene vectores fijos no nulos.

9.15.* Sea f :X  X una deformación afín con base B y dirección D,
y T : X X la traslación de vector v,

1) Demostrar que si V e D, entonces t ' x y i ' f son deforma­
ciones afines con base paralela a S, y la misma direc­
ción y razón que f.

2) Probar que s\~v e B  entonces t  · f = f  · i - g f .  Se denomma 
a g deformación con deslizamiento, y a l /  vector de desli­
zamiento.

3) Demostrar que el producto de f es una deformación 
con deslizamiento, siempre que v no esté en la dirección 
D.

9.16,* Establecer un teorema para la clasificación afín de las deíor- 
maciones con deslizamiento.

9.17. En las coordenadas ca rt^ ia na s  (X;) respecto al sistema de 
referencia e=^(eo, e^, e^, 63) del espacio afín X, se da el en­
domorfismo de ecuaciones:

x\  =  4 +  X- j -  3x 2 +  3x 3 

x '2 =  3 +  4x 2 +  3x 3

x'3= "~ 6  —6X2 — 5X3

Demostrar que se trata de una deformación con deslizamien­
to.

Determinar la base, dirección, razón y vector de deslizamien­
to.

9.18. Demostrar que un endomorfismo afín f ; X ~ > X  es sirneWa 
con deslizamiento, si y sólo si no tiene puntos fijos, y t f =

=  ld.

9.19. En AziU)  determinar las ecuaciones de la simetría con de^i- 
zamiento que tiene por base B : (x^ +  Xa =  1). dirección D '■ 
(2X t4-X2^ 0) y transforma el punto
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en

9.20. En A a í í R ) .  s e  da l a  t r a n s T o r m a c i ó n  a f í n  q u e  t i e n e  p o r  m a t r i z  

c a r t e s i a n a :

1 0 0 0

0 ~ 2 - 2 - 1

- 1 0 1 0

2 9 6 4

a) Demostrar que f induce traslación sobre cada hiperplano 
de la familia:

3x^ +  2x¿ + x ^ = k

Determinar en función de k el vector de la traslación.

b) Determmar una representación cartesiana de Jordan pa­
ra ;.

9.21. Establecer un teorema de clasificación de endomorfismos pa­
ra planos afines reales.

9.22. En un ^a no  afín real X y referidos a un sistema cartesiano b =  
= (6 o, e^, 62) se dan los endomorfismos con matrices:

Determinar en cada caso un sistema de referencia cartesiano 
que dé lugar a una representación de Jordan del endomorfis­
mo.

9.23.* Establecer un teorema de clasificación de endomorfismos pa­
ra espacios afines reales tridimensionales.

9.24.* En espacio afín real de dimensión 3, y  referidos a un sistema 
cartesiano g, se dan los endomorfismos con matrices:
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\

- 3 - 3 - 1 -

6 8 3

3 4 1

1 0 0 0

0 0 - 1 0

5 5 2 4

2 -  1 1 - 1

/

' 1 0 0

3 3 0

2 2 1

> - 5 ^ 4 0

1 0 0

1 1 - 1

- 2 - 2 0

0 1 2

9.26.

1 0 0 0

7 4 4 3

- 2 - 1 - 3 - 1
_ 7 - 3 0 - 2

Determmar en cada caso un sistema de reterencia cartesiano 
respecto al cual, la matriz de! endomorfismo es de Jordan.

9.25. Estudiar geométricamente cada uno de los endomorfismos
de A 4m con matrices cartesianas:

/ 1 0 0 0 /  1 0 0 0 0
3 1 2 2 2 \ - 4 0 - 5 - 6 _ 4

2 0 3 2 2 4 1 6 6 4
2 0 2 3 2 1 0 0 0 1 0

- 6 0 - 6 - 6  - 5 / \ - 4 - 1 ~ 5 - 6 - 3

Sean f y f  endomorfismos afines de X. Probar que f es afín- 
mente equivalente a T si y sólo si t es linealmente equiva­
lente a r ,  y r  es linealmente equivalente a f.

9.27. En un espacio afín X de dimensión 7 se da un endomorfismo 
í. Sabiendo que:

—  (í +  1)^

—  r g { f - i d )  =  S, r g ' { ? - / d ) - 4

—  r g [ ( / - / d ) M = 3 .  rg \X f~ -ldV ] =  2.

Encontrar una matriz cartesiana de Jordan para el endomor­
fismo afín f.
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9.28.* Sea / endomorfismo afín de X. Probar que — 1 representa 
el mínimo de las dimensiones de los subespaclos afines m- 
vanantes de f. (Véase (3.2.1) para la definición de ¿).

ClASlFlCACtON DE ENDOMORFISMOS AFINES IX /2 5
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CAPITULO V

FORMAS CUADRATICAS



I n f o r m a l m e n t e ,  u n a  f o r m a  c u a d r á t i c a  e s  u n  p o l i n o m i o  h o m o g é ­

n e o  d e  g r a d o  d o s .  L a  t e o r í a  a l g e b r a i c a  d e  f o r m a s  c u a d r á t i c a s  s e  

a p l i c a  e n  m u c h o s  c a m p o s  d e  l a s  m a t e m á t i c a s :  g e o m e t r i a ,  m e c á n i ­

c a ,  t o p o l o g í a ,  a n á l i s i s  y  e n  s í  m i s m a  c o n s t i t u y e  u n a  t e o r í a  d i f í c i l  y  

a p a s i o n a n t e .  E n  n u e s t r o  e s t u d i o ,  c o n  u n a  m o t i v a c i ó n  p r m c i p a l m e n t e  

g e o m é t r i c a ,  s e  l l e v a  a  c a b o  u n a  i n t r o d u c c i ó n  a  l o s  r e s u l t a d o s  m á s  

s e n c i l l o s  y  d e  m a y o r  u t i l i d a d  e n  l a  t e o r í a  d e  f o r m a s  c u a d r á t i c a s .
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LECCION 10 

FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS

En términos clásicos, un polinomio <3)(Xi, x^) en las variables
X i..... x, y con coeficientes en un cuerpo IK, es decir <I> g [K [x^, x j
se dice que es una torma de grado p si todos los térmmos de O 
tienen grado p respecto al conjunto de las variables. A las formas 
de primer grado se las llama tormas lineales, a las de segundo 
grado cuadráticas, a las de tercero cúbicas, etc.

Una forma de grado p, <1>, define por sustitución una aplicación 
de V JK ) en IK:

La abstracción de las propiedades de estas aplicaciones permite 
definir formas de grado p, en particular lineales y cuadráticas, co­
mo aplicaciones de un espacio vectorial sobre K en K.

Supondremos en toda la lección que IK es un cuerpo conmutati­
vo con característica distinta de dos y que V es un espacio vectorial 
sobre IK.

1. ESPACIO DUAL

Como hemos adelantado en la introducción, una forma lineal de 
\/r(lK} es una aplicación:
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X / 2  FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS

Por tanto el concepto de forma lineal de coincide con el

de aplicación lineal de ^J[K) en l/i(IK).

Definición 1.1. Forma lineal

Una forma lineal de V es una aplicación lineal de V en VJIK).

Ejemplo 1.2.

Considérese el coniunto de polinomios K[í]> con coeficientes en 
K  y variable t, con estructura de espacio vectorial sobre IK (ver 
ejemplo 1 de 1.4, lee. 2). Entonces definimos la aplicación:

K [t] 9a*í'^ +  ... +  a o - ^ a o G V j [ K )

Es claro que se trata de una torma lineal de ÍK [fj-

Proposición 1.3,

El con/unto de todas las formas lineales de un espacio vectonal
V tiene estructura de espacio vectorial.

Demostración

Es una consecuencia de 1.11 de la lección 3. □

Definición 1.4. Espacio dual

Se denomina espacto dual de V al espacto vectortal de las for­
mas lineales de V y se denota por V*,
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Notación 1.5.

FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS X /3

Si V E V y X e V* se denotara indistintamente a x(v) por (xjv) o 
por (vlx). En general, la expresión {a\b) significa que uno de los ele­
mentos a o ib pertenece a V, el otro a V* y se evalúa la torma 
sobre el vector.

A continuación establecemos las reglas formales de cálculo con 
ía notación dada en 1.5;

Proposición 1.6.

1. (alb) =  (bla).

2. (/ia +  //b!c) =  A(a|c)+/¿(b|c)

3. Supongamos que V tiene dimensión finita n. S/ ( a |b )=0 para 
todo b, entonces a =  0 .

¡i La propiedad 3 es también cierta sin la restricción de dimensión
finita, sin embargo, para nuestro estudio será suficiente el caso

I particular enunciado.

lijl

Demostración

llij
Las propiedades 1 y 2 son consecuencia mmediata de la nota­

ción, de las propiedades de la estructura de espacio vectonal y de 
que las formas son aplicaciones lineales.

I En cuanto a la propiedad 3, si a e entonces a(»/) =  0 para ca­
da v e V, por tanto, a =  0. En el caso de ser a e V, supongamos que 
a^O.  Por el teorema de prolongación de bases {3.6 lección 2), exis-

' te fi =  (a, 62 , ..., e„) base de V y por el teorema fundamental de
homomorfismos (1.7 lección 3) existe una torma lineal de V, b, que 
verifica ib(a) =  1 y ¿»(eJ^^O, / =  2 , ..., n. Por tanto (aib) =  1#0.  □

i La construcción que hemos efectuado en la demostración ante­
rior de la forma b a partir de a e V es óe gran Interés, pues como 
veremos proporciona la relación entre el sistema de coordenadas 
respecto a una base y el espacio dual.

r:

I::.
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P o r  l a  d e f i n i c i ó n  d e  f, { b , ,  b „ )  e s  b a s e  d u a l  d e  { a , ,  . . . .  a „ )  y

e s  ú n i c a  p o r  s e r  t  i s o m o r f i s m o .

S i  a e < a , ,  . . . ,  e s  a  =  A , a ,  +  ... +  Á „ a „  c o n  ..........  X „ )  e

y  t e n e m o s  { a j b / )  =  ( a ,  I b , )  + . . .  +  { a J d , )  =  ^ · { a , ! b , · )  =  p a r a

/ - 1 ,  n ,  l u e g o  a  =  ( a | ¿ > + . . . +  { a [ b „ ) a „ . □

FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS X / 5

C oro la r io  1.9.

S e a  V  u n  e s p a c i o  v e c t o r i a l  d e  d i m e n s i ó n  f i n i t a  y  n =  ( e ^ ,  e j  

u n a  b a s e  d e  V .  S i  e * = = ( e * ,  e * )  e s  l a  b a s e  d u a l  d e  e e n t o n c e s  l a

a p l i c a c i ó n :

í  ( e ; | v ) '

 ̂ eV,(K)
\ ( e : i v )  '

e s  e l  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  r e s p e c t o  a  l a  b a s e  e ( v é a s e  3 . 2 ,  l e c ­

c i ó n  3 ) .

A  c o n t i n u a c i ó n  d e f i n i r e m o s  u n a  a p l i c a c i ó n  e n t r e  e l  c o n l u n t o  d e  

l a s  p a r t e s  d e  V  ( o  V * )  y  e l  d e  l a s  p a r t e s  d e  V *  ( r e s p .  \ / ) .  L a s  p r o p i e ­

d a d e s  d e  e s t a  a p l i c a c i ó n  q u e  l l a m a r e m o s  o r t o g o n a l i d a d  ( d u a l )  s o n ,  

c o m o  v e r e m o s ,  m u y  s i m i l a r e s  a  l a s  d e  o t r a s  a p l i c a c i o n e s  q u e  s e  

d e f i n i r á n  m á s  a d e l a n t e  y  q u e  s e  d e n o m i n a r á n  t a m b i é n  o r t o g o n a l i d a -  

d e s  ( v é a s e  1 .9 ,  l e c c i ó n  1 1 ) .

Definición 1.10. O r to g o n a lid ad

S e a  S  u n  s u b c o n j u n t o  d e l  e s p a c i o  v e c t o r i a l  V  ( o  V * j .  S e  l l a m a  

o r t o g o n a l  d e  S ,  S " ,  a l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  a  d e  V *  

{ r e s p .  d e  V )  t a l e s  q u e  ( a | s )  =  0  p a r a  t o d o  e l e m e n t o  s  e  S.

H e  a q u í  a l g u n a s  d e  l a s  p r o p i e d a d e s  m á s  c a r a c t e r í s t i c a s :

P ro p o s ic ió n  1.11.

S e a n  S  y  T  s u b c o n l u n t o s  d e  V  ( o  V * J .  E n t o n c e s :

1. S ' '  e s  s u b e s p a c i o  v e c t o r i a l .
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2. S/ S C  T entonces C1 S"'

3. S"=<S>®

4. s e  S“ “

Demostración

1. Sean a^, ag e y A, /.i g K. Entonces para cada s e S,

(/laT +  //a2ls) =  /{(a Js) +  //{a2|s)=0,

luego Áa. +  ua^e  S “

2. Sea a e 7“  Para cada s e S, como S C  T, s g  7 y por tanto 
(a |s )=0 . Luego 7" C  S'"'

3. Sean s^, Sg e S y Á, /i g  K. Entonces para cada a e S"

{alAs, +  /¿S2) - Á ( a lS i )  +  ,^ (a is J = 0 ,  luego S“  C  <S>“

Por otra parte como S C  <S>, por el apartado 2 es <S>"  ̂
C

4. Si s e  S, se verifica que (a ls )= 0  para cada a g  S“  luego
S G S " '"  □

Estudiaremos ahora la relación existente entre la ortogonalidad 
y las operaciones del retículo £^{V)~{o

P ro p o s ic ió n  1.12,

Sean U y W dos subespacios de V (o V*). Supondremos que V 
tiene dimensión finita n.

1. +  (~\

2. dim U + dim U"=d¡m  V = n

3. U =  U

4. (U W) '̂'’=  W“

FORMAS LINEALES, BlLINEALES Y CUADRATICAS
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Demostración

1. Como U +  W contiene a U y a W, se deduce por el apartado
2 de 1.1 que {U + W)‘” C  U“' n  l/V“  Por otra parte si s e Û ” H  W" y 
u E U, w e \N ,  es (ü4-w|s) =  (u |s )+  (w|s) "0 .

2. Sea [a,, a^) una base de U que se extiende a
(a,, a,, a„) base de V (o V*). Sea {b,, .... ..., b„) la base
dual de la anterior. Bastará probar que <¿>̂ +1. ···: b „ }  =  U‘“: En efec­
to:

(a ,|jb ,)=0 sí / =  1, ..., r y ι =  r-l·^, ..., n,

por tanto, para i =  r+ 1 ,  n, es b¡ g  {a^ , ..., a / } ^ = { a , ,  ..., a ,> “ =  U“ 
Luego ..., b „ }  C

Por otra parte, si ¿» e l / "  por la proposición 1.8, £> =  (¿i|ai)¿>i +
+  ...+  (b|a,)¿)^ +  ... +  (¿)la„)¿>„, y como (¿i|a,)=0 para / =  1. ..., r se 
concluye que b E { b ^ + , ,  ·.■, b„).

3. Por 1.11 se tiene (J C  por el apartado anterior dim U =
= n - d im  Ly“̂ =n — (n —dim = dim luego U =

4. Por el primer apartado aplicado a ¿7“  y lA/" se obtiene 
( ¿ y w - l - P i  y aplIcando la ortogonalidad a 
los dos miembros se concluye la igualdad deseada. □

2. FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS

Las formas bilineales nacen al estudiar polinomios en dos siste­
mas de variables: X^, ..., e Y , ....... Un polinomio se llama
forma si es homogéneo respecto a cada uno de los sistemas de 
variables por separado. Son de nuestro interés las formas lineales 
respecto a cada uno de los sistemas de variables. Estas formas se 
llaman bilineales. Las formas bilineales dan lugar a formas cuadrá­
ticas identificando tos dos sistemas de variables.

Una forma bilineal O define por sustitución una aplicación:

V r (K )x V , (K )3

\ x j  \ y j  /

............x „
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Análogamente al caso de formas lineales la abstracción de las 
propiedades de esta aplicación permite definir el concepto de torma 
bilineal en un espacio vectorial arbitrarlo.

Definición 2.1. Forma bilineal

Una forma bilineal de un espacio vectorial V sobre IK es una
aplicación ^  · V x V -> H tal que para v e V las aplicaciones:

(D, (v) : V 9 X ->■ 0>,. (v) (x)=0>{v, x) e V, (IK) y

<D̂ (v) : V 9 X ^  (v) (x) =  0> (x, v) g V . (K)

son aplicaciones lineales.

Ejemplos 2.2.

1. Consideremos U \X ]  como espacio vectorial sobre M. enton­
ces la aplicación:

(D :0 í[X lxP S fX ]9 ((P i(X ), íPaíX))

es una forma bilineal.

2. Considérese V „(K )y  una matriz A e EL{n, K ).La  aplicación:

/ y A

\ y j

es una torma bilineal.
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= (x,, x „ )A

= (y....... . Yn)A^

= <D

Si cl) es simétrica y

a,y =  0> ( / i ,  l i )  = a¡¡, i, / e  (1, n\,

luego A es simétrica.

Observación 2.7.

Una forma bilineal í> es simétrica si y solamente si 3>j, =  C);.

En la introducción del parágrafo observamos que con el con­
cepto de formas bilineales como polinomios en dos sistemas de va­
riables, ai identificar ambos sistemas el resultado era una forma 
cuadrática. Este hecho nos va a servir para definir forma cuadrática 
de un espacio vectorial general.

Si es una forma bilineal de V, podemos construir la aplica­
ción:

q :V  B v ->q {v ) =  d)(v, v) e K

y esta aplicación responde a nuestra idea a pnori de forma cuadrá­
tica. Es inmediato comprobar que q verifica las dos propiedades si­
guientes:

a) q{Áv) =  X^q{v), para á e K y v e V.

b) (I)(v,, V2) =  (1/2){q(»/, +  v J - q ( i / p a r a  v, ,  v ^ eV,  
si es simétrica.
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La propiedad b permite la «reconstrucción» de la torma bilineal 
í> a partir de q. Gracias a estas dos propiedades podemos definir 
forma cuadrática sin una forma bilineal previa:

FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS X /  ̂1

Definición 2.8. Forma cuadrática

Una forma cuadrática q de un espacio vectorial V sobre K (cuer­
po de característica distinta de dos) es una aplicación q : V -> ¡K que 
verifica:

1. Para todo v e V y A e K, q(Av) =  A^q(v).

2. La aplicación

Q : V x V £ ( v ,, v j ^ ( 1 / 2 ) ( q ( v ,  +  v , ) - q { v , ) - q ( v j )

es una forma bilineal (simétrica).

La forma bilineal Q se denomina polar de q.

Ejemplo 2.9.

1. La aplicación qr ; [R [X] 3 (p{X) -  

cuadrática.

2. Si A e EL{n, K), la aplicación

(p  ̂ (t) dt e U es una torma
o

es también una forma cuadrática.

Observaciones 2.10.

a) Releyendo la justificación de la definición de forma cuadráti­
ca podemos afirmar que dada una forma bilineal <E) de V, la aplica-
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ción q :V  G V  î ) e IK es una forma cuadrática que se denomi­
na inducida por

b) Dada una forma cuadrática q, la forma polar Q está unívoca­
mente determinada y la forma cuadrática inducida por O es de nue­
vo q. Sin embargo, sí í> es una forma bilineal y q es la forma cua­
drática inducida por O, en general O es distinta de <D. Obsérvese 
que la forma polar es siempre una forma bilineal simétrica y <I> pue­
de no serlo.

c) En la definición 2.8 se utiliza el hecho de que el cuerpo K  
tiene característica distinta de dos para poder escribir en la expre­
sión de Q la tracción (1/2).

En el caso de formas bilineales y cuadráticas definidas en espa­
cios vectoriales de dimensión finita, los métodos de geometría ana­
lítica vectonal (parágrafo 3 de la lección 3) nos permiten asociar a 
cada una de dichas formas una matriz:

Proposición 2.11. Expresiones analíticas

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre K y 
8 =  (eT...... e^) una base de V cuyo sistema de coordenadas asocia­
do es X : V ^  V^([K).

Si <D:VxV-» !K  es una forma bilineal denotaremos M̂ ((J)) a la 
matriz de EL(n, K) cuyo elemento de la fila i-ésima y la columna 
i-ésima es í>(e¡, e¡). Entonces, si v , ,  v ^ e V  se verifica:

(D(v,, v J  =  x(v,)*M^(0) x ( v j .

La matriz M̂ (<I)) se denomma matriz de la forma bilineal <I> res­
pecto a la base b.

S/ q : V ^  ÍK es una forma cuadrática cuya forma polar es Q. se
designa !V!,.(q) a la matriz Mg(Q). Si v e V  se verifica:

q (v )= x (v ) ‘M,(q) x(v).

La matriz M^(q) se Hama matriz de la forma cuadrática q respec­
to a la base e.

La demostración es una comprobación inmediata.
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Corolario 2.12.

Si íD es una torma bilineal definida sobre un espacio vectorial V 
de dimensión finita y e es una base de V. (p es simétrica si y sólo si 

es simétrica.

Demostración

Es consecuencia Inmediata del ejemplo 2.6 y de la proposición 
anterior. □

Obsérvese que una expresión matricial del tipo

FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS X/13

Xniv^)

al ser desarrollada da lugar a un polinomio homogéneo de segundo 
grado. Es decir, la proposición 2.11 nos hace recuperar la idea clá­
sica de forma cuadrática. Sin embargo, en dicha proposición se ha 
realizado una elección de partida muy importante: se ha elegido la 
base 8 de V. Por tanto no tenemos así una biyección entre polino­
mios homogéneos (o matrices) y formas cuadráticas pues, depen­
diendo de la base elegida, una misma forma cuadrática puede te­
ner gran cantidad de expresiones polinómicas (resp. matriciales) 
distintas. La proposición siguiente nos explica cómo pueden cambiar 
dichas expresiones de una misma forma cuadrática al cambiar de 
base.

Proposición 2.13.

Sean s y e' dos bases del espacto vectortal de dimensión finita V 
y sea P la matriz del cambio de base (e' =£P). Si <D es una forma 
bilineal de V, entonces:

M „ (<̂ ) =  P* M,(0>)P 

Análogamente, si q es una forma cuadrática de V, entonces:

M „ (q) =  P*M,{q)P
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Demostración

Sean x y x' los sistemas de coordenadas respecto a e y g’. Para 
cada V, w e V es

w) = X {vy M X  {w) =  x'WY M A<t>) Px'{w) = x'{vY M A ^)  

Eligiendo como v y w \os elementos de e y g' se concluye:

Análogamente para el caso de formas cuadráticas. □

Observación 2.14.

Como consecuencia de la proposición 2.13 dos matrices 
A, B e EL {n, K) de una forma bilineal respecto a dos bases distin­
tas verifican la siguiente relación:

A = P^BP-, con P e GL{n, K).

Dos matrices así relacionadas se dice que son congruentes.

A continuación veremos cuál es la relación entre la matriz de 
una forma bilineal, y las de los homomorfismos y

Proposición 2.15.

Sea ^  una forma biíineal en V, espacio vectorial de dimensión 
finita. Si B es una base de V y e* es su dual, entonces:

Demostración

Sea g =  (e ,......  e„) y £* =  (e*„ .... e„*). Las columnas de /W,
son las coordenadas de 0 ,{e ,), / =  1, ..., n, respecto a la base g* 
Ahora bien, como g es dual de g*, aplicando 1.9 se tiene:

X / 1 4  FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS
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(e^) =  (e 110>, (e^)) e t + ... +  (e J 0), (e,)) e„* =  O (e,·, e -,) e ; + ... +

+  ^  (e ,, e„) e„*

Por lo tanto el elemento de ía columna / y fila k de /W,, „-{tD,) es 
0(e¿, e^), con lo cual A/í,(0) =  [M,,. ,-(0,)]^ Análogamente se razona 
para □

El haber conseguido una relación entre matrices y formas bili- 
neales y cuadráticas nos va a permitir la definición de algunos con­
ceptos mteresantes con cierta facilidad.

Definición 2.16. Rango

Sea O una torma bilineal definida en un espacio vectorial V de 
dimensión finita. Se llama rango de í> al rango de la matriz de <D 

II' respecto a cualquier base de V.

La definición anterior es consistente, es decir: el rango de ^  no 
¡i depende de la elección de una base de V. Para comprobarlo basta

por elemplo aplicar 2.15. En efecto, el rango de será igual a la 
i | ;  dimensión de la imagen de ó 0¡.

!;; El caso en que una torma bilineal tiene rango máximo es de
importancia especial y se puede caracterizar por otra condición que 
tomaremos como definición:

Definición 2.17. Forma bilineal no degenerada

Sea í) una forma bilineal sobre V, espacio vectorial de dimen­
sión finita. Decimos que O es no degenerada si, para cada v g V 
que verifique la condición:

FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS X/15

<I>{v, v ' ) = 0  para todo v' e V

se tiene que v =  0.

Ejemplo 2.18.

Sea O una Torma bilineal en V„([R) y e una base de V„(IR). Si 
es la matriz unidad, entonces O es no degenerada. En parti­

cular (t>{v, si 1/ ^ 0 .
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Obsérvese que d) es no degenerada si y sólo si Ker $ . =  {o}, es 
decir: rg<D¡ =  dim V* —dim V. Como rg <S>¡ =  rg (véase 2.15), la con­
dición:

s\ V e V verifica (p(v/, v ' )=0  para todo v', entonces î  =  0 (equiva­
lente a Kerí», =  {0}) puede ser sustituida en 2.17 por la condición: 

s\ V e V  verifica í> ( / ,  v )~ 0  para todo /  entonces, v = 0  (equiva­
lente a Ker0rf  =  {0}) aún en el caso de no ser <I> una forma bilineal 
simétrica.

X /1 6  FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS

Por último, como rgO,  ( =  rgO^,) coincide con el rango de <I>, se
tiene:

Proposición 2.19.

Sea O una forma bilirieal en V, espacio vectorial de dimensión 
n. Entonces í> es no degenerada si y sólo si el rango de es n (o 
equivalentemente, cualquier matriz de <1) tiene determinante no nu­
lo).
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EJERCICIOS

f o r m a s  l in e a l e s , BILINEALES Y CUADRATICAS X /17

10.1. Sea e la base canónica de

VgiK) y =
/  o \

1

\ v

otra base cuyos vectores están expresados en coordena­
das respecto a e. Calcúlense las matrices respecto a las 
bases de y (1) de l/i(ífí) de las tormas lineales que
constituyen la base dual de s' ; a'* Calcúlense también las 
coordenadas de los elementos de e'* respecto la base dual 
de e : £*

10.2.* Sean s y £ dos bases de V espacio vectorial sobre K. Es­
tudiar la relación entre las matrices de las tormas lineales 
que constituyen la base dual de ¿ respecto las bases & y 
(1) (base de Vi((R)) y las coordenadas de dichas tormas 
respecto a la base dual de (■.

10.3. Se definen en ^ 3( 1̂) las formas lineales:

/  ^ i \

X-.

\ x , /

-I-X2 +  X3 € Vi (Gí)

fs · Va(íí) 9 X2 I ^ x .  e V,(1R).

¿£' * - ( f i ,  fz, fs) es una base de V3((í?)*'  ̂ ¿Cuál es la base e' 
de dual de e'*’
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10.4. Dados los subespacios U^, Uz de ^ 4(11?) cuyas ecuaciones 
implícitas son:

: X̂  +  X2 +  X3 +  X4 =  0 y U s : X4 =  0 .

Hallar ias ecuaciones implícitas de U^ U% {U^ H  (72) “  Y 
{U-i + Uz)^ respecto a la base dual de la canónica de ^ 4(1̂).

10.5.* Sean g y g' dos bases de V y e*., e * tas bases duales res­
pectivas. Estudiar la relación existente entre la matriz de 
paso de 8 a ¿ y ta matriz de paso de e* a e'*.

10.6.* Sea f : V ->■ V' una aplicación lineal. Probar que si a 'e  V'* 
entonces a' ° f e V * Se define aplicación traspuesta de t, f., 
del siguiente modo:

r  : V * B a' ° f e V *

Probar que f* es una aplicación lineal.

10.7. * Si f V '  es aplicación lineal y g y e' son bases de \/ y V
respectivamente, probar que:

10.8 .* Probar que la aplicación

t:F L {V , V ')3  e FL{V '*, V*)

es un isomorfismo. En el caso particular V^V-, probar que 
es isomorfismo de álgebras.

10.9.* Demostrar que si f es una aplicación lineal entre espacios 
vectoriales, la aplicación viene caracterizada por la con­
dición: {fAa)/b) =  {a/f{b)) para a y  b arbitrarios. Concluir que
{ r y = f .

10.10. Estudiar si las siguientes aplicaciones son formas bilinea­
les:

i) < ^ ,:U [X V B {a o  +  ... +  a„Xr, a’-. +  .- .+ a '-^ x n ^a ^a ^e U .

ii) O 2 : 1R[X]^ 3 (ao +  ... +  a„X^ á^ + ... +  a'^X"') ^  a^a'^ e U.

x / 1 8  FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS
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10.11. Sea la aplicación:

donde z¡ es el conjugado de z , .

E

Probar que O no es una aplicación bilineal. Probar que la 
restricción de ^  a \/„(IR)^ si lo es.

10.12.* Sea V un espacio vectorial sobre K {cuerpo conmutativo 
con característica distirjta de dos). Probar que una aplica­
ción q :V  ^  K  es una forma cuadrática si y sólo si;

1. Para todo v e V, q{v) = q{ — v).
2. La aplicación +

— \q{v^) — q {v 2)) es una forma bilineal.

10.13. Sea V un espacio vectorial sobre IK {cuerpo conmutativo
de característica distinta de dos). Probar que una aplica­
ción q : K es una forma cuadrática si y sólo si:

u q { A v ,  +  V 2 )  +  Á q { v , ~ u v ^ )  =  {1 + Á f i )  (Aq(v,) +  (vj)

para cada Á,  p e K  y v^, v ^e  V.

10.14. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre IK 
(cuerpo de característica distinta de dos) y s =  {e.¡, .... e„) 
una base de V cuyo sistema de coordenadas es x ; V-+\/„(lK). ¡ 
Si í> es una forma bilineal óe V y A e EL {n, IK) verifica para 
todo {v ,, V2) e \ / ^  <t>(Vi, V2) =  x (v , )M x (v 2), entonces 
A =  M,{(^). Si q es una forma cuadrática de V y A e E L  {n, [K) 
verifica para cada ve V , q {v) = x{v)^ Ax{v), ¿se tiene 
MAq)==A7

10.15. Considérese el espacio vectorial V„{K) (IK con característi­
ca distinta de dos) y q una torma cuadrática de \/„{lK). Pro­
bar que existe un único polinomio (peK [X .^ , .... ] que
verifica:

x A  / X .

para todo ¡ |e\/n([K) se tiene q I ] =<p(x^, ..., x^).
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10.16. Sea IRg [X] el espacio vectorial de polinomios de grado in­
terior o igual a dos y £ =  {1, t, t^) una de sus bases. Consi- ; |
dérese la forma cuadrática:

X / 2 0  FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS

Q : IR2 [X] 9 <p(X) ^  (p{t)^dtEU
J ”

Calcular M,{q). ¿Cuál es su rango? I

10.17. Sean f^, dos tormas lineales de \/ y ..., e„) una |
base de V. Probar que: I

^ - V ^ 3 { v , , V z ) ^ f , W , ) - t A v 2 ) e K  i
■'!

es una torma bilineal. Calcúlese en,.función de las |
matrices óe y f^.

!

10.18.* Calcular la matriz de ia forma bilineal: i

;i

( D : \ / 2 ( ! R ) " 3  {̂ ^̂ ~̂ χ̂ ŷ  + χ̂ y2+χ2y2 i i

respecto la base de ^^([R) rango

de O? Calcular la matriz de la forma cuadrática q inducida 
por (I>.

10.19. Sea (I) una forma bilineal de V y q la torma cuadrática in­
ducida por O. Probar que

10.20. Sea O una forma bilineal de V y dos endomorfismos 
de V. Probar que la aplicación:

O' : s {v , ,  V2) fz ivz)) e

es una forma bilineal. Calcular la matriz de O' en función 
de la matriz de <1) y de las matrices de y f^.

10.21.* Sea J (V ) el conjunto de todas las formas cuadráticas defi­
nidas en un espacio vectorial V, sea e una base de V. Do-

304



tar a ^ {V )  de estructura de espacio vectorial de modo que
la aplicación:

^{V ) b q ^ M M  eE L in ) 

sea un isomorfismo.

10.22.* Dada una forma bilineal í> : V -> IK y , v^), { / i , v'2) e 
Probar que sí

v^—v'. e ker <J), y v^-v 'z  e ker

entonces v'^)· Suponiendo que es simétri­
ca defínase una forma bilineal no degenerada

O ': (VAer a>,)" =  (V/ker (DJ" ^  K

a partir de

10.23. Sea V un espacio vectonal sobre IK. Se dice que una for­
ma bilineal

O : IK

es antisimétrica si para cada 1̂2) e V" se tiene
O (Vi, V2) =  ('^2> '^1)· Probar que tas matrices de una forma
bilineal anttsimétrica son antisimétricas. Si d) es antisimé- 
trica, ¿qué relación existe entre O, y

FORMAS LINEALES, BILINEALES Y CUADRATICAS X /21
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LECCION 11

ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS 
CUADRATICAS

El hecho de considerar una forma cuadrática q en un espacio 
vectorial V permite la definición de una nueva geometría: aquella 
cuyo grupo de transtormaciones deja Invariante la forma cuadrática. 
Esta invarianza enriquece la geometría vectorial con la propiedad 
clásica de perpendicularidad u ortogonalidad.

Diremos que dos vectores y v¿ óe V son ortogonales respecto 
a q si 0 (V i, V2)=0 siendo Q la torma bilineal polar de q. De forma 
natural se extiende la definición a subespacios y subconjuntos orto­
gonales. En la presente lección ofreceremos las propiedades funda­
mentales de la ortogonalidad así definida.

Como consecuencia del estudio de la ortogonalidad podremos 
abordar uno de los problemas clásicos de la teoría de formas cua­
dráticas, a saber: establecer criterios prácticos para saber si dos 
Tormas cuadráticas pueden admitir una misma expresión analítica. 
Dicho problema será resuelto completamente en el caso de que el 
espacio vectorial esté definido sobre los cuerpos IR o C y además 
tiene relevancia geométrica como se estudia en el parágrafo 4,

En toda la lección nos restringiremos a espacios vectoriales de 
dimensión finita sobre un cuerpo ÍK de característica distinta de 
dos.

1. ESPACIOS VECTORIALES METRICOS

Comenzamos estableciendo la terminología que usaremos:
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Definición 1.1. Espacio vectorial métrico y producto escalar

Un espacio vectorial mètrico es un par E =  (V, q) donde V es un 
espacio vectorial y q es una forma cuadrática en V. La forma Q, 
polar de q, se denomina producto escalar de E.

Notaciones 1.2.

X l /2  ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS

Usualmente identificaremos E con V y escribiremos por abuso 
de notación E = (E, q). El producto escalar de dos vectores v, w e E 
se denotará por {v]w), es decir: 0 (v , w) =  (v|iv).

Nota 1.3.

El producto escalar es una forma bilineal simétrica.

Definiciones 1.4. Rango y radical

Sea E =  (E, q) un espacio vectorial métrico.

1. Diremos que E es no singular si q es no degenerada.

2. Llamaremos rango de E al rango de q.

3. Se llama radical de E al conjunto:

rad E = {v  6 E| (vjw) = 0  para todo w g E}.

Proposición 1.5.

S/ E =  {E, q) es un espacio vectorial métrico, radE  = KerQ¡.

La demostración es consecuencia inmediata de la definición de 
radical.
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Proposición 1.6.

Si (E, q) es un espacio vectorial métrico y f  es un subespacio de 
E, llamando q|p a la restricción de la forma cuadrática q a F, tene­
mos que F =  (F, qjp) es un espacio vectorial métrico.

Ejemplos 1.8. Modelos analíticos

S\ n, r y $ son enteros no negativos y / '4 -s ^n  se denota por E;’,̂
o bien E"s(IK) al espacio vectorial métrico formado por V„([K) con la 
forma cuadrática:

La matriz de q respecto a la base canónica (/^, /„) de V„([K)
es:

' , ( r O

\ ( S  
\

- 1---

o

Por lo tanto el rango de es r +  s y rad =  + .... /„>.

Si n =  r + s  se denota E;’,̂  =  E,,5 y E„,o =  E„.

Si 1K = [R a E„ se le denomina modelo analítico de espacio vecto­
ria l euclídeo y a Ê , „ espacio vectorial euclideo negativo de dimen­
sión n.
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Todos los espacios vectoriales métricos son no singulares.

Nótese que un espacio singular puede contener subespacios de 
modo que al restringir el producto escalar se obtengan espacios no 
singulares. Por ejemplo, en E ,̂ ¡ el plano Xg = 0 da lugar a un espa­
cio vectorial métrico no singular. Recíprocamente, un espacio no 
singular puede contener subespacios que al restringir la forma cua­
drática dan lugar a espacios vectoriales métricos singulares. Por

/ - 1 \  / 1 \
eiemplo en las rectas < )  V < )  son singulares.

V W  VV
A continuación estudiaremos el concepto de ortogonalidad en un 

espacio vectorial métrico.

Definición 1.9. Ortogonalidad

; i
Sea E un espacio vectorial métrico. Dos vectores v y w se dicen 

ortogonales si (vjw) =  0 y se escribe v ±  w. S/ A y B son subconjuntos ¡i
de E, se dice que A es ortogonal a B (o que son ortogonales), A X 8, i ¡
si para cada par {a, b) e A x  B se verifica a ±  b. Si A es un subcon- ;j
¡unto de E, se llama subespacio ortogonal de A al conjunto A^ =
= {v G E j(v |a ) -0  para cada a g A}.

i'i
:.|

Ejemplo 1.10,

M
Con la notación de 1.8, en E"^ se tiene:

¡ ¡ L l i  para / # /  :!

< /„  ..., / ,> !< / ,+  ,, ..., /, + ,> para O ^k  +  i ^ n  <

</,>-L=</„ ....... /„> 81 , ^ r + s

</,>-L =  E"s SI r- l-s< /< /? .

Algunas de las propiedades más usuales de la ortogonalidad 
son:

Proposición 1.11.

Sea E un espacio vectorial métrico,

i) S/ A C  E, A^ es subespacio vectorial de E

X I /4  ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS
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ii) S/ A C  B C  E entonces C  

¡ii) A ^=<A>^

iv) E-^=:rac/E

v) Si F es subespacio de E entonces rad F =  F n  F^. 

Demostración

i) Sean v, w e y A, u e K. Entonces, para cada a e A,

{Av +  uw\a) =  Á{v\a)-\-fi{v\/\a) =  0 , luego áv +  uw gA ·^

ii) Si v e B \  para cada a e A, como A C. B, (u |a )=0 , luego
V e A^-

iii) Como A C  (A> se tiene <iA>^ C  Por otra parte, si
V E A· .̂ para cada

A ,a i +  ... +  A,a, e <A> donde ..., /,) e y (a^, .... a,) e A'' 

se verifica

{ u | /^ a i  +  ... +  A ,a ,)-=A ,(v |a i) +  .-- +  A,(i/|a,)=0.

Luego C  <A>^

IV )  E-*-={i/g  E |(v |w ) =  0 para todo IV G E] = rad  E.

v) rad F =  {v G Fl(v|iv) = 0  para todo i v g F} =
= F n  {v G EI {u I w) =  O para todo w e F }  =  F p iF ^ -  □

En las propiedades i) a iii) que acabamos de establecer se apre­
cia cierta similitud con las propiedades de la ortogonalidad dual 
que estudiamos en la lección anterior. El siguiente resultado preci­
sará la relación entre ambas ortogonalldades.

P ro p o s ic ió n  1.12.

ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS X I /5
r:

Sea (E, q) un espacio vectorial métrico. Entonces, si A C  E, A 
:Qr-'(A">).

311



Demostración

(v'G EKi/ja) =  {aii/) =  0 para cada a g A }  — {v'g ElQ,· (v) (a) =  
=  0  para cada a g  A }  =  { \ /  g  ElO,(i/) g  A ' " )  = O r M A Í .  □

Gracias al resultado anterior y recordando las propiedades de la 
ortogonalidad dual estableceremos algunas propiedades de la orto­
gonalidad de subespaclos en el caso de espacios vectoriales métri­
cos no degenerados;

XI/6 ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS

Corolario 1.13.

Supongamos que (E, q) es un espacio vectonal métrico (de di­
mensión finita) no singular y U un subespacio vectortal de E. Enton­
ces:

i) dim U + d lm  U ^= dim  E.
ii)

iii) {'J. cj|u) es no singular equivale a E = ü @ U-̂

/W (U, q|u) es no singular equivale a (U^ qlu-i) es no singular.

Demostración

I) SI {E, q) es no singular, la aplicación Q, :E-»E* es un iso­
morfismo (ver 1.5). Entonces:

dim L/‘'^=dim Q; ■ (ü"0 =  d lm ü ^

Por 1.12 de la lección 10, dim C/"'=dim E —dim U con lo que 
dim (7 +  dim L/-^=dim E.

11) SI u e U ,  para cada u 'e U ^  se tiene que [u \u ') =  0 luego 
u e con lo cual U d  Por i) dim ¿7 =  dim E~dim  U ^~  
=  dim con lo que se tiene la igualdad.

iii) Por 1.11 v) (U, qlu) no singular equivale a ü Pi 
=  rad U = {0} y por i) dim E = dim L/ +  dim luego la condición ante­
rior es equivalente a E =  L /® Í7^

Iv) Es consecuencia directa de iii) y ii). □

Por último estudiaremos la relación existente entre la ortogonali­
dad y ias operaciones con subespacios;
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Proposición 1.14.

Sea E un espacto vectorial métrico y {U^, UJ una familia de 
subespacios de E. Entonces:

o f ¿ u , y = n u ^
Vi = ,  /

ii) Si E es no stngular entonces
/  , ' 
n u¡ =x uA

\ i = i  /  i = i

Demostración
r

i) Como U, d  Y  i l  i para cada / e {1, r}, entonces por 1.11
i  =  1

ii) es u ) j C  Uj-, y e {1, r}, luego ^  C  Pi U t
\ i =  I /  í =  1 '■ =  ■·

r

Si 1/ g n  Uh dado u e ^  U¡, +  +  con u¡ g U¡
/ = 1 (=1

i g  {1, r}, entonces se tiene

{i/|Ui +  ... +  u,) =  (i/|Ui) +  ... +  {i/|u,) =  0.

Por tanto i/ g E  U,
\/=1 /

ii) Por i) y 1.13 ii) se tiene:

/  r  \  1  r

Y  u n  u,
\í=1 /

y aplicando la ortogonalidad a ambos miembros:

E  u t = \  n  u, 
\ '=1  /

\1 □

2. BASES ORTOGONALES

En el capítulo III, para estudiar un endomorfismo de un espacio 
vectorial se utilizaron descomposiciones en suma directa de subes-
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pacios invanantes donde la descripción del endomorfismo era más 
sencilla. En el caso de tener definida una forma cuadrática sobre 
un espacio vectorial existe una técnica similar: se trata de conside­
rar descomposiciones en suma directa de subespacios ortogonales 
entre sí.

X I /8  ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS

Definición 2.1. Descomposición ortogonal

Sea E un espacto vectorial métrico y F )̂ una familia de
subespaclos de E. Decimos que E se descompone en suma directa

1  1
ortogonal de F^, F, y se escribe E =  F  ̂0 . . . @F, s/;

1 ■ E — F ,0 . . .@ F ^ .
2. Si i, j G {1, r} y i # i  entonces F,_LF¡.

Ejemplo 2.2.

Consideremos el espacio vectorial métrico E" Entonces si

F - = n , ...... ir>, .... /,+,>
1  -L

y / 3̂ = </r + .+ i. ■·■. Claramente E?,, = F,© 1=3·
El siguiente resultado nos indica el comportamiento del producto 

escalar en una descomposición en suma directa ortogonal;

Proposición 2.3.

1  1
Sea E un espacio vectorial métrico tal que E = F¡ 0  ... 0  F .̂ Si 

V,  w ^ G E . y v  =  V i  +  ... +  v , ,  +  ... - l - W r  con v^,  w¡ g  F¡ i = 1......  r en­
tonces

( v |w ) - ( v J w , )  +  ... +  (v,jw,).

Demostración

Se trata de una comprobación inmediata, □

El caso más simple de descomposición en suma directa ortogo- 
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nal es cuando los subespacios de la descomposición tienen dimen­
sión uno. Las descomposiciones de estas características dan lugar 
al concepto de base ortogonal;

Definición 2.4. Base ortogonal

Sea E un espacio vectorial métrico. Diremos que una base £ = 
-=(e,,, e^) de E es ortogonal si para cada par {i, j) g {1, n}^
con i # j  se verifica (eJeJ^O .

Observación 2.5.

Claramente una base ortogonal e =  (e i, e„) de E mduce una 
descomposición en suma directa ortogonal de E con subespacios de 
dimensión uno:

1 1
E = )  @... © <en>

pero también se pueden construir a partir de e otras descomposicio­
nes, por ejemplo si n es par:

1  1 1  
E =  <e,, e 2> © < e 3, > © . . .©  < e „ -^ , e„>.

La importancia de las bases ortogonales viene dada porque 
siempre existen en espacios vectoriales métricos:

Proposición 2.6.

Sea E un espacio vectorial métrico de dimensión finita. Existe 
una base ortogonal de E.

Demostración

Razonaremos por inducción sobre dim E. Si dim E =  1, cualquier 
base de E es ortogonal,
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Supongamos cierto el resultado para espacios con dimensión 
menor que n siendo /? =  dim E. Para probar ía existencia de una ba­
se ortogonal de E distinguiremos dos casos:

a) E es smgular. Se tiene que rad Et^{0}, entonces tomamos F
complementario de rad E, es decir: E =  rad E @ F  Como dim F < n , 
por la hipótesis de inducción existe una base ortogonal de F: {u^,
u,). Si {u,+ 1 u„) es una base de rad E se verifica que u^,
Ur+·^, u„) es una base ortogonal de E.

b) E es no singular. Obsérvese que sí existe u e E tal que
{u \u )^ 0  se conlcuye fácilmente la demostración. En etecto, como E 
es no smgular, se tiene que dim <u>^=n — 1 < n  y por hipótesis de 
inducción existe {u^, ..., u„) base ortogonal de <u>^ Por ser 
{u \u )^0 , u i  <u>·^ luego [u, u^, u„) es base ortogonal de E.

Probaremos ahora que si E es no singular, existe u e E ta! que 
{u \u )^ 0 .  Como E es no singular, O,·: E E* es un isomorfismo y si
V E  ÍE, v^O, im Q¡{v) =  K, luego existe m/ e E tal que Q, (v) {w) =  (\/1m/) = 
=  1. Si (i/|v ')#0  o bien bastaría tomar u =  v o u = w. Si
{i/i v̂) =  (iv I w) =  0, tomamos u = v +  w, entonces

iu\u) == (i/ +  w\v +  w) =  (v i iv) +  {tv 11/) =  1 +1 #  o

{pues ia característica de K  es distinta de dos, como suponemos en
toda la lección). □

La prueba de la proposición 2.6 describe además un proceso ex­
plícito para la construcción de una base ortogonal:

Ejemplo 2.7.

Sea {l/gíQ), q) un espacio vectorial métrico, donde q - \ /3{Q) Q 
tiene como matnz respecto a s =  (/i, 1 ,̂ I 3)·

M M  =

/ O  1 0 \

1 o o 
\ 0  o 0 /

Como rad tomamos y consideramos Se

tiene que q{i ^ q { ¡  = 0 , por lo tanto q {l, +  t^ )= 2 ^ 0
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y tomamos Consideramos ahora la restricción de q al
subespacio

ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS X I / 1 1

/  1

< / i+ / . > ^ n  </v /.> =  <

\  O

Tomamos, pues, Ü3 =  / i  —/ 2, ya que además es q(/^ —Ẑ ) =  2#0 .

Se verifica que( 0  0  0 '

O 2 O I siendo e! =  {u „  u¡, u^).

0 0 2

Observación 2.8.

Claramente la matriz de q respecto a una base ortogonal es dia­
gonal. El teorema 2.6 nos asegura por tanto que la matriz de una 
forma cuadrática puede reducirse a diagonal mediante un cambio 
de base. Tradicionalmente el hecho anterior se expresa diciendo 
que toda forma cuadrática puede reducirse a la forma de suma de 
cuadrados. En efecto, sea e una base ortogonal del espacio vecto­

rial métrico {E, g). Si i/ e E y las coordenadas de y respecto a g son

/  ^ i \
se tiene que q{v)=Á^x^^ +  ... +  Á„x^

\ X n j

donde ......  /.„} C  K.

En ei caso particular de ser E un espacio vectorial sobre IR o 
sobre C se puede conseguir además que el valor de los números

..., sea 1, —1 ó 0. Es decir, existe una base £ de E de modo
que en coordenadas respecto a £ se tiene:

q{u) =  x2 +  ... +  x2-x^%

Si el cuerpo es C aun se pueden reducir los valores de los coe­
ficientes a 1 ó 0.
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Si X ; E (K) es ei sistema de coordenadas respecto a s y E;;,, =
=  (\^n(IK), q'), entonces:

Q iVy v )̂ = Q '{x  x{v^)) para cada g E.

Esta propiedad permite el estudio de ios espacios vectoriales métri­
cos sobre [R ó C mediante los modelos analíticos E;;,, (ver 1.8), de 
aquí ei interés del siguiente corolario:

XI/12 ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS

Corolario 2.9.

Sea E un espacio vectonal métrico de dimensión finita sobre el 
cuerpo IK.

i) Si [K =  C existe una base ortogonal

£ =  ( e ..., er, er + ¡, en)

tal que

(e je ¡) =  1, 1 =  1, ..., r y (e¡|e¡) =  0, | =  r +  1, n

siendo r el rango de E.

ii) Si 1K =  IR existe una base ortogonal

e =  (e ^  ..., e+ e ; ,  e,“ . e°, ..., e°)

tal que

{ e l \ e l )  = 1, 1 =  1, ..., k, ( e - ¡ e - ) = - 1 ,  i =  1, I

y (ep|ep)=0, i =  1, m siendo k -f I el rango de E.

Demostración

I) Sea £ =  (e^, e„) una base ortogonal de E dada por 2.6. Si r =
= /-fifE, como ivl^q) es diagonal, debe tener exactamente r elemen­
tos no nulos. Reordenando si es necesario los elementos de E po­
demos suponer que (e, |e,)9^0 para / =  1, ..., r. Tomando g C tal 
que Af =  1 /(e je,), / =  1, ··., r y  Mamando e; =  / ,e , ,  / =  1, ..., r, e; =  e,·,
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/ =  r +  1, n se obtiene una base (e',,, e'^) con las propiedades
deseadas.

ii) Si [K =  [R, análogamente tomamos una base ortogonal de E,

......  , u ; ,  .... u7, u°....... u°),

ordenada de modo que

(u A u ¡^ )> 0 , ¡ =  1, k, {u ~ \u D < 0 ,  / =  1........  I

y {u f \u f)= 0 ,  / =  1, m. Entonces la base pedida será 

(e t,  e7, e,” . e?, ··.. e°),
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donde

e r ^ u t l j ( u t \ u t ) .  1 =  1, .... k 

e r = u r / y / - ( u 7  \u7),  / =  1....... I
e/’ =  uf, í =  1, m. □

Observación 2.10.

En el caso K = C, <e,+ i ,  e„> =  rad E y si 1K = [R. <e^ ....
=  rad E.

Si E es un espacio vectorial métrico de dimensión n sobre C, el 
corolario 2.9 asegura la existencia de una base s de E de modo que 
q admite una expresión como «suma de cuadrados» en coordena> 
das respecto a e, +  +  Esta forma de expresión no depende
de £ ya que r es el rango de q.

En el caso en que (E, q) es un espacio vectorial métrico real, q 
se puede expresar en coordenadas respecto a una base e dada por 
2.9 ii) del siguiente modo;

Entonces cabe plantearse la siguiente pregunta; esta forma de ex­
presión, es decir; el numero de términos positivos y negativos, ¿de­
pende de la base e? Probaremos que no; este hecho será de impor-
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tancia esencial en el siguiente parágrafo para clasificar las formas 
cuadráticas en espacios vectoriales reales.

XI / 14 ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS

Proposición 2.11. Teorema de Sylvester o ley de inercia

Sea E un espacio vectorial métrico sobre U de rango r y e =  
=  (e^, e j ,  e' =  (e'[,, e'J dos bases ortogonales de E ordenadas 
de modo que:

(e¡|e¡)>0, i =  1 , k; (e;|e'¡)>0, i =  1 , k'

(e ¡|e i)<0, i =  k +  1, n - r ;  {e '¡e¡)<0, i =  k' +  1, n - r .

Entonces k~ k '.

Demostración

Supongamos que k '> k .  Por ser e y s ortogonales es:

1 ±
E =  < e „ e ,> © < e ,+  „  e„_,> @ rad E =

1 1
=  <e'i, e »  ©  <eV+i, ©  rad E.

1
Como k '> k ,  dim <e',.......  eV> +  dim «e*+ i, e „_ ,> @ ra d E )>
>d im  E, por tanto existe v e E, v^O  tal que

V E i e \ ,  eV> n  « e ,+  v e „-,>  © rad  E)

Por una parte v~ X ^e \ +  .. .+ X ^e \·  luego

{v ív ) = a; ^ . . . + a;?>o,

pues algún X ¡  es no nulo. Por otra parte

luego
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con lo que tenemos una contradicción. □

El teorema anterior hace posible la siguiente definición:

Definición 2.12. Signatura

Sea (E, q) un espacto vectortal métrico sobre U y sea =  ■■■,
®k. ©k+i. ■■·> ©k+h ©k+i+i......  e j  una base ortogonal de E tal que:

( e ¡ ) e j ) > 0  SI K i  

(e ¡|e i)<0  Sí k +  1 ^ i ^ k  +  l 

(e¡|e¡) =  0 si k +  H - 1 ^ i^ n .

El par (k, 1) se denomina signatura o índices de inercia del es­
pacio métrico, o simplemente de la forma cuadrática q.

El número k se denomina índice de positividad y el número I 
índice de negatividad.

Ejemplo 2.13.

ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS X I / 1 5

La Signatura de Ej; j(ÍR) es {k, /).

Un caso particular importante es cuando la signatura es 
(dim E, 0), en este caso E admite una base ortogonal 8 = (e i. ..., e„) 
tal que (e,|e,) =  1, 1 ^ / ^ n .  Las bases de este tipo tienen un interés 
especial como se vera en el capítulo VI.

Definición 2.14. Base ortonormal

Una base ortogonal £ =  ·■., e^) de un espacio vectorial métri­
co E se dice que es una base ortonormal si (e¡]e|) =  1 para 1 ^ i< n .

Ejemplo 2.15.

En (/,, ..., /„) es una base ortonormal.
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Proposición 2.16.

Sea E un espacio vectorial métrico de dimensión finita sobre K.

1. S/ K =  C, E admite una base ortonormal si y sólo si el rango 
y la dimensión coinciden.

2. Si IK =  K, E admite una base ortonormal si y sólo st la signa­
tura de E es (dim E, 0).

X I /1 6  o r t o g o n a l id a d  y  CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS

Demostración ;||
■  i '

Es consecuencia mmediata de 2.9 y 2.11. □

Si (E, q) es un espacio vectorial métrico sobre ¡R que admite una ji
base ortonormal, en coordenadas respecto a dicha base la forma II
cuadrática q se escribe: x^ +  ... +  x 2 obsérvese que en este caso si il
V G E, v^O , entonces (v jv )> 0 , es decir: q toma siempre valores po- j
sitivos. Las formas cuadráticas con propiedades similares a la ante­
rior tienen una termmología clásica:

Definición 2.17. Formas cuadráticas definidas

Sea (E, q) un espacio vectorial métrico sobre  M. Se dice que q 
es definida positiva (negativa) si para cada v e E, v # 0 , es q (v )> 0  
(resp. q (v)<0). Se dice que q es semidefinida positiva (negativa) si 
para cada g  E es q (v )^ 0  (resp. q(v)^O).

Ejemplo 2.18.

Si E;;,, (1R) =  (V„(K), q) se tiene:

si (k, /)==(/?, 0), q es definida positiva
si {k, l) =  {0,n), q es definida negativa
sr [k, /) =  (/c,0), q es semidefinida positiva
si (/f, /) =  (0, /), q es semidefinida negativa.
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Proposición 2.19.
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Sea (E, q) un espacio vectorial métrico de dimensión n sobre M 
con signatura (k, 1).

1. q es definida positiva (negativa) si y sólo si k =  n {resp. I = n).
2. q es semidefinida positiva (negativa) si y sólo si 1=0 (resp. 

k =  0).

Demostración

Basta expresar q en coordenadas respecto a una base dada por
2.9. □

3. CLASIFICACION LINEAL DE FORMAS CUADRATICAS

El problema de la clasificación de formas cuadráticas surge de 
la necesidad de establecer exactamente la relación entre polino­
mios homogéneos de segundo grado y formas cuadráticas. Existen 
formas cuadráticas distintas que admiten expresiones polinómicas 
idénticas, claramente las expresiones polinómicas tienen como va­
riables las coordenadas respecto a bases diferentes. Este hecho da 
lugar al establecimiento de una relación de equivalencia entre for­
mas cuadráticas y al problema de clasificación.

Existe otra motivación de carácter geométrico para el estudio de 
esta clasificación, de ella nos ocuparemos principalmente en el pró­
ximo epígrafe.

Dado un espacio vectorial V, comenzaremos por definir una ac­
tuación de GL{V) sobre el coniunto de formas cuadráticas de V, de 
modo que la relación de equivalencia a que da lugar verifique que 
si dos tormas son equivalentes admitan expresiones analíticas igua­
les y viceversa.

Sea V un espacio vectorial sobre K y  el coniunto de todas 
las formas cuadráticas sobre V.
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Proposición 3.1.

i) Si f G GL(V) y q e ^  (V) entonces q · f e ^(V). 
i i) La aplicación

a(V) X GL{V) 3  (q,  f) ^  f ^q =  q · f G ^  (V) 

es una actuación.

Demostración

El apartado I) es una simple comprobación, en cuanto a ii), si 
f,9 eGLiV) y QE ^  {V)

if ■ g)* q = q ■ {f 9) = {q - f) g = {f^ q) 9 = g* q)

Por último, para cada q e 1 (V )

[ idv )  ^q =  q  ■ idv^q. □

Definición 3.2. Equivalencia de formas cuadráticas

X I / 18 ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS

Dos formas cuadráticas q, q' g ^  (V) son linealmente equivalen­
tes si existe f g GL(V) tal que q ' = q .

Obsérvese que la relación de equivalencia anterior es precisa­
mente la inducida por la actuación de GL{V) sobre á{V ) de 3.1. A 
continuación veremos cómo la definición 3.2 también responde de 
modo satisfactorio al problema de la relación entre formas cuadráti­
cas y sus expresiones analíticas.

Proposición 3.3.

Dos formas cuadráticas q, q' g  á  (V) son linealmente equivalen­
tes si y sólo SI existen s y ¿ bases de V tales que M,(q) =  M^, (q').
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Demostración

ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS XI/19

Supongamos que q y q' son linealmente equivalentes. Entonces 
existe f e  GL (V) ta\ que P  q'' = q. Sea e -  {e^ ..., eJ una base de V 
y ¿ =  ......  f{e„))· Entonces

M „  (q') =  (0 '(f(e,). f(e ,)))=M ,(f^Q ') =  /W,(q).

Reciprocamente, supongamos que e = {e^, ..., e„) y ¿ =  ...,
e'„) son dos bases de V tales que M^q) =  M „ {q'). Sea fe  GL{V) que 
verifica f{e ,) =  e',, / =  1, n. Obsérvese que M¿^f) e® matriz del 
cambio de base, £' =  e MAf)>  consultar 3.3 y 3.5 de la lección 3, ca­
pítulo II. Para cada v e V, sea x : V ^„(ÍK) {resp. x' : V el
sistema de coordenadas respecto a e{e'}. Entonces, para cada v e V:

q{v) =  x (vy  M,{q) x{v) =  x {v y M „  {q') x{»/) =

= x {vy  M ,,,{ fy  MAq') M ,,A f) xW) =

=  x {fW )yM  Aq') X {f{v)) =  q' {f (v)) =  f * q '  W). □

A la vista de la proposición anterior, un primer paso en la reso­
lución del problema de clasificación de formas cuadráticas consiste 
en encontrar expresiones matriciales lo más sencillas posibles para 
cada clase de equivalencia. Recuérdese cómo este método dio bue­
nos resultados para la clasificación de endomorfismos en el capítu­
lo III. En el presente caso, gracias a los resultados sobre bases
ortogonales del parágrafo anterior, toda torma cuadrática admite una 
expresión matricial diagonal:

Proposición 3.4. Diagonalización

Sea q e ^(V ). Extste e base de V tal que M,(q) es diagonal.

Demostración

Es una consecuencia inmediata del teorema 2.6. □

El problema de dar un sistema completo de invanantes para la 
clasificación de formas cuadráticas con la relación 3.2 en el caso de 
un cuerpo cualquiera K es muy difícil y en algunos casos no está
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resuelto completamente en la actualidad. Aquí trataremos única­
mente el caso en que IK es C o R. Veamos primero el caso IK =  C.

Proposición 3.5.

Sea V un espacio vectorial sobre C y q^, da g ^  (V). Las formas 
cuadráticas q, y Qs son linealmente equivalentes si y sólo si el ran­
go de q^ es igual al rango de q 2 ·

Demostración

Supongamos que q^ y q^ son linealmente equivalentes. Por la 
proposición 3.4 existen y bases de V tales que M,^{q^) =  
= M A q 2) y po*' la definición de rango de una forma cuadrática (ver 
2.16 de la lección 10) se tiene;

rango de q, =  rgt\/l,AQ^) =  f'gM Jq^) =  rango de q^

Recíprocamente, supongamos que rango de = rango de qz =  r. 
Aplicando el teorema 2.9 parte i), existen bases y £2 de V tales 
que;

“ 1 ;

■{r

1 = /W.jí7a)· □  J

0
h

0_

El teorema 3.5 nos dice, por tanto, que el rango es un invariante 
completo para la clasificación de Tormas cuadráticas en espacios 
vectoriales sobre C. Obsérvese que es un invariante fàcilmente cal­
culable a partir de cualquier representación matricial de una forma 
cuadrática.
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Ejemplo 3.6.

Tomemos en las formas cuadráticas y q.

q,-.C ^ 3 (x,, X2) - > x H ^2

C" 3 { x , ,  x j

Como el rango de ambas es dos se concluye que son linealmen­
te equivalentes.

Por último estudiaremos el caso ÍK =  ÍR:

Ejemplo 3.7. Discriminante

Sea V un espacio vectorial sobre [R y q  g  ■^{V). Si y son 
dos bases de V entonces el signo de det M^^{q) comcide con el de 
det M Aq)· En efecto, si p es la matriz de cambio de base, se tiene:

det M, (Q) =  det {P^/W,,{Q)P) =  (det P)" det

Llamaremos discriminante de q al signo del determinante de la 
matriz de q respecto a cualquier base de V. Es Inmediato compro­
bar que el discriminante es un invariante para la clasificación de 
tormas cuadráticas en espacios vectoriales sobre [R.

Tomemos en VgíIR) las tormas cuadráticas q^ y q^·

A  A

V 2)

Obsérvese que q^ no es linealmente equivalente a q^ pese a 
tener el mismo rango, pues el discriminante de es distinto del de 

Qi-
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Sea V un espacio vectorial sobre !R y q^, q j  e J  (V). Las formas 
cuadráticas q^ y q^ son linealmente equivalentes si y sólo si tienen 
la misma signatura.

Demostración

Supongamos que y qz son linealmente equivalentes y que 
f e GL {V) verifica f*q ^  =  qz - Sea {k, I) ia signatura de aplicando 
el teorema 2.9 apartado Ií), existe una base e =  (e i, ..., e„) ortogonal 
respecto a que verifica:

O i(e ,, e,) =  1, / =  1, ..., k 
Q,{e¡, e , ) = - 1 ,  /= / f  +  1, ..., k +  l 

e ,)= 0 , / =  /c +  / +  1, ..., n,

siendo la forma polar de q ,.  Por tanto, {k, I) es también la sig­
natura de q¿, en virtud del teorema de Silvester 2.11.

Recíprocamente, supongamos que {k, I) es la signatura de q^ y 
q j.  Aplicando el teorema 2.9 apartado ii), existen dos bases s, y Sg 
tales que

M J q , )  =

1

•(/f

1
- 1

.(/

- 1
o

y por la proposición 3.3 se concluye que q^ y q^ son linealmente 
equivalentes. □
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\ ^ 3 ,

/ x ;

\ X 3

Ejemplo 3.9.

Tomemos en l/giIR) las formas cuadráticas y q^ ·

ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS X l /2 3

x̂ , +  x l  +  x l

• 2 —. v 2

La signatura de q, es (3, 0) y la de q^ es {1, 2) por tanto, no son 
linealmente equivalentes pese a tener el mismo discriminante.

El teorema 3.8 nos dice que la signatura es un invariante com­
pleto para la clasificación de formas cuadráticas en espacios vecto­
riales sobre R.

A continuación ofrecemos un método para la diagonalización o 
reducción a suma y/o diferencia de cuadrados de una forma cua­
drática lo cual permitirá el cálculo de la signatura de formas cua­
dráticas en espacios vectoriales reales.

Proposición 3.10. lUlétodo de Gauss o de Lagrange

Sea q una forma cuadrática definida en un espacio vectorial V 
de dimensión n sobre el cuerpo K  de característica distinta de dos, 
sea v e V  y sea q (v )= f(X i,  .... x „ )=  ^  a¡iX¡Xjüna expresión po-

1 ^  i í ]

linómica de q respecto a una base de V. Mediante la repetición un 
número finito de veces de las dos operaciones que vamos a descri­
bir a continuación, se consigue una expresión polinómica de q co­
mo suma y/o diferencia de cuadrados:

1. Caso en que existe i e {1......  n} tal que (Supongamos
que
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f ( x „  x , ) - a , / x 2 + ¿  ~  X iX .V f2(x2, x j
v  r =  2 ^ 1 1  /

llamando

X, = X,
i=2 28̂ ^

tenemos

f(Xi, x , ) - a i i x f +  Í2(X2, Xn) 

y  se continúa el proceso con fgíXa, ■■■, x j

2. Caso en que para todo ¡ =  1, n a¡i=0.
Si todos los a¡¡ son nulos el proceso finaliza. Supongamos que 

algún a¡j?^0, tomemos para facilitar la escritura.

+

f { X i ,  x , )  =  a , 2 X i X 2  +  ( ^ Z  a i ¡ x í j x , +

¿  a a ¡ x \2 +  X  a ¡ jx ¡x i= x i(x , +  x;) +
\ ¡  =  3 /  3 í i : S ) < n

/  n \  /  n \Z a2¡x¡) x̂ + x̂ -E ai¡x¡J+  ̂ a¡¡XiX¡,
\ t  =  3 / V  ( = 3  /  3 ^ i ^ i < n

donde

y.2 a^jX; x,.

Ahora se puede aplicar la operación 1. pues ei coeficiente de x^ es 
no nulo.

Ejemplo 3.11.

Considérese la forma cuadrática q definida en un espacio vecto­
nal real de dimensión dos, que admite una expresión polinómica en 
coordenadas de la forma:

q{v) = x ,x ,
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Aplicaremos el método de Gauss para calcular su signatura: Co­
rresponde a la operación 2. de 3.10:

q {v) = x^x^ = x, {x-, + Xy = Xi + Xi x '2

Ahora podemos aplicar la operación 1.;

q{v) = {x^ + (1/2) x^ )2 - (1/4) x¡^ = x ; ^ -  (1/4) x ' /

Por tanto, la signatura de q es (1,1).

4. GRUPOS ORTOGONALES

Dados dos espacios vectoriales métricos (E, q) y (E', q') la exis­
tencia de un isomorfismo f ; E ^  E' ta! que q =  q' ° f  reduce eí estudio 
de (E, q) al de (£, q') y recíprocamente. Así, por ejemplo, si 
1/ 1, U2 eif(E), U, 1  U2 si y sólo si f{U^) i-  fiUz). Un isomorfismo como 
f se denomina isometría. Importancia especial tienen las isometrias 
de un espacio vectorial métrico (E, q) en sí mismo, pues forman un 
subgrupo de GL(E) que se denomma grupo ortogonal 0(E, q) y que 
define una subgeometria de la geometría vectorial de E,

Definición 4.1. isometria

Sean (E, q) y (E', q') dos espacios vectoriales métricos, un iso­
morfismo f : E ^  E' diremos que es una isometria si q =  q' ° t.

Ejemplos 4.2.

i) Dado (E, q) espacio vectorial métrico las aplicaciones /cíe y
— id^ son isometrias de E en sí mísmo.

ii) La aplicación

/  x A  /  o \  /  x^'

\ 0  a „ / \ x „
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con a, g {1, — 1} C  IK, í =  1, n, es una isometría cualesquiera 
que sean los enteros n, r, s, r +  s ^ n .

Otra forma equivalente de definir isometrias viene dada por el 
efecto sobre los productos escalares de los espacios vectoriales 
métricos en consideración:

X I /2 6  ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS

Proposición 4.3.

Dados dos espacios vectoriales métricos (E, q) y (E', q'), un iso­
morfismo f : E E' es una isometria si y sólo si para cada
Vi, V2  e E, Q(v^, V2 )-Q'(f(vi), fív^)).

Demostración. Ver eierctcio 11.16. □

Otra caracterización más sorprendente de las isometrias me­
diante los productos escalares es la siguiente:

Proposición 4.4.

Sean (E, q) y (E', q') dos espacios vectoriales métricos con la 
propiedad: Si v e E (v' e E') verifica q (v )= 0  {resp. q '(v ')=0) enton­
ces v =  0 {resp. v' =  0). Una aplicación suprayectiva f : E -> E' es una 
isometria si y sólo sí para cada v,, Vg e E, 0(v^, V2) =  0 '(f(V i), fíVj)).

Demostración

Se deduce inmediatamente del eiercicio 11.17 y de la proposi­
ción 4.3. □

Otra caracterización, de utilidad posterior, para las isometrias es 
la siguiente:

Proposición 4.5.

Sean {E, q) y (E', q') dos espacios vectoriales métricos. Un iso­
morfismo f : E ->· P es una isometría si y sólo si existe una base s =
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=  (e^, e J  de E tal que Q(e¡, e¡)=:Q'{f{e¡), f(ej)) para cada
i, j e {1, n}.
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Demostración

Claramente si f :  E-^ E' es una isometría se verifica la condición 
expresada en el enunciado para cualquier base de E en virtud de
4.3.

Reciprocamente, sea e =  (e^, e„) base de E tal que Q(e,, e,) =
n

= Q '{f{e¡), f{e¡)). Para cada y pertenecientes a E, v^=  ^  a/©/
i — i

y <̂2= E  b¡e i, se verifica:
i -  i

ft
Q{v^, V z)=Q {La¡e„ 1 .0 , 61) =  Z  a ,5 ;Q {e ,, e,) =

I· J -  -i

=  i  a,ib,0'(f(e,), f(e,)) =  0 '(Sa,f(e ,), Zb,f(e,)) =

luego f es una isometría. □

Algunas de las propiedades más destacables de las isometrias 
son:

P ro p o s ic ió n  4.6.

Sean (E, q), (E', q') y (E"', q” ) espacios vectoriales métricos.

i) S/ f : E -)■ E' y f  :E ' E'' son dos isometrias, entonces f' ° f es
también una isometría.

i i) Si f : E ->■ E' es una isometría, entonces f "  : E' -> E es tam­
bién una isometría.

Demostración

i) q” { f  ° f) =  {q" ° f )  ° f - q '   ̂ f =  q-

ii) Si q =  q' o f se tiene q' =  q ° f ~ ’' □
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La proposición 4.6 nos permite por una parte la definición de los 
grupos ortogonales al considerar las isometrias de un espacio vec­
torial métrico en sí mismo y por otra establecer una relación de 
equivalencia en el coniunto de los espacios vectoriales métricos.
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Definición 4.7. Grupo ortogonal

Dado (E, q) espacio vectorial métrico, el grupo 0{E, q) formado 
por las isometrias de (E, q) en si mismo con la operación composi­
ción se denomina grupo ortogonal del espacio vectorial métrico
{E, q).

Observación 4.8.

E\ grupo ortogonal de un espacio vectorial métrico 0(E, q) deter­
mina una geometría sobre E, (E, 0{E, q)). Una propiedad geométri­
ca importante de (E, 0(E, q)) es la ortogonalidad de subespacios.

Decíamos que la proposición 4.6 permite también la definición 
de una relación de equivalencia:

Definición 4.9.

Dos espacios vectoriales métricos (E, q) /  (P, q') son isométricos 
si existe una isometria f - E ^  E'.

La relación «ser isomètrico a» es de equivalencia a causa de 4.6 
y su importancia radica en que las propiedades geométricas de 
{E, 0(E, q)) pueden traducirse a propiedades geométricas para otro 
espacio vectorial métrico isomètrico. La relación de equivalencia ante­
rior clasifica los espacios vectoriales métricos y en el caso de es­
pacios vectoriales métricos sobre los cuerpos IR o C, gracias a la 
clasificación lineal de formas cuadráticas en dichos espacios, pode­
mos describir un sistema completo de invariantes para la clasifica­
ción por Isometrias:
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i) Dos espacios vectoriales métricos sobre C son isométricos si 
y sólo si tienen el mismo rango.

ii) Dos espacios vectoriales métricos sobre ffí son isométricos 
si y sólo si tienen la misma signatura.

Demostración

i) Supongamos que (E, q) y (E', q') son dos espacios vectoria­
les métricos isométricos sobre C. Sea e =  (e-,, e„) una base orto­
gonal de E tal que Q(e,, e/) =  1 si / =  1, r  y Q{e¡, e ¡)= 0  si 
/ =  r +  1, n (ver 2.9). Sea / : E -> E' una isometria, entonces /(e) =
=  (f(en), ■.·, /(©„)) es una base ortogonal que verifica

Mei)) =  1 si / =  1, r

Q '{f{e¡), f (e ,) )= 0  si y =  r +  1, n

por lo que el rango de E y el rango de E' coinciden con r.

Recíprocamente si (E, q) y (E', q') tienen el mismo rango r, toma­
mos e =  ( e i ......  e„) base ortogonal de E y ¿ = {e'\, .... e'„) base orto­
gonal de E' tales que

0 (6 ;, e,) =  0 '(e ',  e;.)==1 para / =  1, .... r y 0 (e ,, ©;) =

= 0 '(e ; ,  e ',)=0 si / =  r +  1, .... n (ver 2.9).

Por aplicación de 4.5, el isomorfismo f : E -> E' tal que f{e) =  ¿ es una 
Isometría.

El apartado ii) se prueba de modo totalmente análogo a i). □

A continuación describiremos un representante canónico para 
cada clase de isometría de espacios vectoriales métricos sobre R o
C:
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Ejemplos 4.11. Modelos analíticos
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i) El espacio vectonal métrico Ep.  ̂ (C) tiene rango r  y el grupo 
ortogonal correspondiente es:

0{r, 0. C) = {A e G L {n ,  C) =

donde  ̂ es la matriz cuadrada diagonal:

.(r

{ver ejercicio 11.19).

Si (E, q) es un espacio vectorial métrico complejo de rango r y 
e =  {e i, e„) es una base ortogonal de E tal que O ie ,, e;) =  1 para 
i =  1, r  y Q{e,, e¡) =  0 para y =  r+ 1 , .... n, el sistema de coordena­
das respecto a e, x  ; E -> E"  ̂ (C) es una isonnetría.

ii) El espacio vectorial métrico E;;,, (IR) tiene signatura {k, I) y 
el grupo ortogonal correspondiente es:

0{k , /. U) = 0 {k , l) =  {A e G L {n ,  R)|/l$?. , =  ,}

donde SJJ,, es la matriz cuadrada diagonal:
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Ak
1

- 1

■ O

„ 1

(ver ejercicio 11.19)

En particular los grupos 0{n , 0) =  0(n) y O (n -1 ,  1) dan lugar a 
las geometrías euclideas (ver capítulo VI) y a las geometrías lorent- 
zianas respectivamente, estas últimas son de relevancia fundamen­
tal en la mecánica relativista.

Si (E, q) es un espacio vectorial métrico real con signatura

{k, I) y £ =  , - ,  . e7, .... e,“ . ..., e ° )

es una base ortogonal de E tal que 0(6/^; e,^) =  1 para / =  1, ..., k, 
Q{e~, e D  =  - 1  para / =  1, ..., / y Q (e f, e?) =  0 para / =  1, ..., m, el 
sistema de coordenadas respecto a e, x : E~^E*., es una isometría.

Por último, he aquí un tipo de isometrias con relevancia espe­
cial, las simetrías ortogonales:

Definición 4.12. Simetría ortogonal

Dado un espacio vectorial métrico (E, q), diremos que una sime­
tría vectorial cr: E -)· E con base B y dirección D es una simetría or­
togonal si B es ortogonal a D. Si además si la base B es un hiper­
plano diremos que <r es una simetría hiperplano.

El siguiente resultado justifica la definición anterior:
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Sea (E, q) un espacio vectonal métrico, una simetría vectorial 
(T: E -» E es una isometría si y sólo si es una simetría ortogonal.

Demostración

Supongamos que cr: E ^  E es una simetría vectorial y además 
isometría. Sea d un vector de la dirección de o· y un vector de la 
base de g, entonces

Q{d, b)=^Q{<T{d), ( j{b ) )^ Q {~ d ,  b) =  -Q {d .  b)

luego 2Q(cf, b )= 0  y como suponemos siempre que ei cuerpo no es 
de característica dos, 0 ( gI, b )= 0  con lo cual !a dirección de a es 
ortogonal a su base.

Si ahora o·: E->E es una simetría ortogonal, por la misma defi­
nición se trata de una simetría vectorial. Sea B la base de (7 y D su 
dirección. Si ê  =  (e^, .... e^) es una base de 6 y

£2 (®s +11 ■■■I )

es una base de D,

£1 O  S2~(®1> ■•■I ®s' ®S+11 ••■1 e«)

es una base de E y se verifica

0 { e , ,  e,)  =  0((T(e,) , ír(e,.)) si 1, / g {1 ,  ..., s}

Q(e,, e,) =  ( - 1 ) ^ Q ( - e , ,  - e , )  =  0 (ct(e,), <r(e;)) s i / ,y e {s +  1 ,..., n}

Q{e,, e ¡ ) -0 ~ Q {e ¡ ,  —e¡) =  Q{(j{ei), (r ie ^ )  sí / e {1, ..., s}y

I e {s +  1, ..., n) .

Aplicando 4.5 se tiene que a es una isometria. □
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Observación 4.14.

Si cr es una simetría vectorial de un espacio vectorial métrico 
(E, q) no smgular con base B entonces a tiene por dirección D = S^ 
En efecto, por ser a símetria ortogonal D C  B·  ̂ y por ser (E, q) no 
Singular dim 8^  =  dim E~dim  6 = d im  D.

ORTOGONALIDAD Y CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS X I /33
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EJERCICIOS

11.1. Dado ei espacio vectorial métrico E^ÍV jílR ), q) donde

MÁq) =

siendo e la base canónica de VgííR). Calcular las ecuacio­
nes de rad E. Si U es el subespacio de ecuación X i= 0 , 
calcular las ecuaciones de

11.2. En , se consideran los subespacios:

U ,: x ,+ X z  +  X z -0  y Uz-
x , =  x

Hallar una base ortogonal para (\/4(Q), q).

11.5. Calcular bases de VgííR) que verifiquen las condiciones de 
2.9.ii) para las siguientes tormas cuadráticas:

340

en coordenadas respecto la base canónica de Hallar
las ecuaciones de Ui, U^ {U, +  Uz)^ y iU , D  Uz)^

11.3.* Dado E un subespaclo vectorial métrico tal que

1  1  
E = F ,@ . . .  © F , .

Probar que rad E =  rad F , +  ... + rad F,.

11.4. Sea (I^^ÍQ), q) un espacio vectorial métrico, donde
q ■' ^4 (Q) O tiene como matriz respecto a la base canónica:
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ii)

1 - 1 - 1

— 1 0 2

- 1 2 0

— 1 1 1

1 - 3 0

1 0 - 1

Deducir la signatura de cada una de ellas.

11.6. Calcular bases de V jíC ) que verifiquen las condiciones de
2.9.Í) para las tormas cuadráticas cuyas matrices respecto 
la base canónica son:

i)

ii)

2 \

V

3^

10

¿Cuál es el rango de cada una de las formas?

11.7.* Reducir a forma diagonal y hallar la signatura de las for­
mas cuadráticas definidas en V^ÍIR) cuyas matrices respec­
to la base canónica son:

i)

ii)

iii)

Oi =

0 , =

Q ,=

0 1 ” 1

1 - 3 1
- M

- 1 1 1 1 )
0 - 1 1 0 /

0 - 3 3

- 3 - 1 4 1 \

3 4 - 9 1

1 1 1 - 5 /

3 - 3 - 1 1 \
- 3 5 0

°  1
- 1 0 1

1 0 - 1 1 /
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11.8 .

11.9.

Obtener en cada caso una matriz P, tai que Q, = PÍD,P,, 
Siendo Di una matriz diagonal e / =  1, 2, 3.

Calcular, en función de x y ia signatura de ias formas 
cuadráticas, definidas en UgíIR), cuyas matrices respecto ia 
base canónica son

i) / I 0 1 \
0 Á 0 )

0 V

Á A

2X +  fx 2 l  +  fi

-i- fi 2X +  2fx

ii)

Hailar una base g de de modo que la siguiente for­
ma cuadrática tenga una matriz diagonal respecto a g;

q :V ^ J U )  9
A

11.10. Probar que la aplicación:

m x ]  B(p{X) (p ̂  (t) dt e

es una forma cuadrática definida positiva.

11.11.* Probar que una matriz cuadrada A, con coeficientes en un
cuerpo de característica distinta de dos, es simétrica si y
sólo si existe una matriz inversible P y una matriz diago­
nal D tales que A = P ^ D P  Si A g GL{n, C), probar que A es 
simétrica si y sólo si existe una matriz p tal que A=^P*P-

11.12.* Definir una actuación de GL{n) sobre EL{n):

GL(n) X EL(n) 3 (F, Q) -̂ · FQ  e EL{rí) 

de modo que si y  es un espacio vectorial, g una base de V,
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¿Cuál es la relación de equivalencia que induce la actua­
ción sobre EL(n)?

11.13.* Dadas las formas cuadráticas q̂ , de V jiK )  cuyas matri­
ces respecto la base canónica s de V jiK )  son:

 ̂ Í2  A\
MAq^) =

ORTOGONALIDAD Y CLASIRCACION DE FORMAS CUADRATICAS XI/ 3 7

M M :

V4 9y

i l  2 \ 

\2  sJ

estudiar si son linealmente equivalentes en los siguientes 
casos:

i) K = Q; ii) K = U; iii) K  =  C.

11.14. Respóndanse a las mismas cuestiones que en 11.13 para 
las formas cuadráticas de VgílK) con matrices

/O 2 \
/W .(Q .) -L  J

(2  4

10

11.15. Probar que una forma cuadrática de VzíEIí) es definida si y 
sólo si su discriminante es positivo,

11.16.* Probar que, dados dos espacios vectoriales métricos (E, q) 
y (E', q'), un isomorfismo f ;E - > E ' es una isometria si y 
sólo si para cada v^, e E,

0(1/,. i/,) =  0 '( / (u J .  /(!/,)).

11.17.* Sean (E, q) y (E', q') dos espacios vectoriales métricos con 
la propiedad: Si v e E (v' e E') verifica q {v )~ 0  (resp. q' (v') =  
=  0) entonces v =  0 (resp. i/'=0). Probar que si una aplica­
ción suprayectiva / ; E ^ E '  verifica, para cada v^,

'^2) =  0 '(Mv'i). fWz)), entonces / es un isomorfismo.

11.18. Dados (E. q) y (E'. q') dos espacios vectoriales métricos y
; E E', ■' E ^  dos isometrias. ¿Es f-t +  fz una isome­

tría?, ¿y Áf, con ÁE IK -{0 }?
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11.19.* Sea M una matriz cuadrada. Una matriz A se dice ortogo­
nal respecto a M, si A^MA =  M. Sea (E, q) un espacio vecto­
rial métrico y e una base de E tal que M,{q) =  M. Probar 
que f G 0(E, q) si y sólo sí M,{f) es ortogonal respecto a M.

11.20.* Sean (E, q) y (E', q') dos espacios vectoriales métricos y 
f :  E' -> E una isometria. Probar que:

0{E-, q ') = r ^ O { ' t ,  q)f.

11.21. En Eg, i hallar la matriz de la simetría ortogonal con base 
el híperplano de ecuación x^-\-x^ =  0 respecto a la base ca­
nónica de Eg, 1.

11.22.* Dado (E, q) un espacio vectorial métrico, se dice que una 
proyección vectorial te : E E con base B y dirección D es 
una proyección ortogonal, si B es ortogonal a D. Probar 
que para cada descomposición en suma directa ortogonal 
de E existe un sistema de proyecciones ortogonales aso­
ciado a dicha descomposición.

XI/38  ORTOGONALIDAO Y CLASIFICACtON DE FORMAS CUADRATICAS
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CAPITULO VI

GEOMETRIA EUCLIDEA



D a d o s  d o s  v e c t o r e s  n o  n u l o s  d e  u n  e s p a c i o  v e c t o r i a l ,  e s  p o s i b l e  

a p l i c a r  u n o  e n  o t r o  m e d i a n t e  u n a  t r a n s f o r m a c i ó n  l i n e a l .  A n á l o g a ­

m e n t e ,  e n  u n  e s p a c i o  a f í n  e s  p o s i b l e  e n v i a r  u n a  p a r e j a  d e  p u n t o s  

d i s t i n t o s ,  a  o t r a  p a r e j a  a r b i t r a r i a m e n t e  e l e g i d a ,  m e d i a n t e  u n a  t r a n s ­

f o r m a c i ó n  a f í n .  E s t o  s i g n i f i c a  q u e  e n  g e o m e t r í a  v e c t o r i a l ,  n o  e x i s t e  

u n a  p r o p i e d a d  i n t r í n s e c a  q u e  d i s t i n g a  u n o s  v e c t o r e s  d e  o t r o s ,  n i  l a  

g e o m e t r í a  a f í n  d i s t i n g u e  l o s  s e g m e n t o s .  S o n  g e o m e t r í a s  d e m a s i a d o  

« g r o s e r a s »  p a r a  r e f l e j a r  n u e s t r a  I d e a  i n t u i t i v a  d e  « l o n g i t u d »  d e  u n  

v e c t o r ,  o  « d i s t a n c i a »  e n t r e  d o s  p u n t o s .

L a  f o r m a l i z a c i ó n  d e  l a  i d e a  m t u i t i v a  d e  l o n g i t u d  d e  u n  v e c t o r ,  

v i e n e  e s t a b l e c i d a  a  t r a v é s  d e  u n a  f o r m a  c u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i ­

v a .  L a  g e o m e t r í a  v e c t o r i a l  e u c l i d e a  ( a  l a  q u e  d e d i c a m o s  l a s  l e c c i o ­

n e s  1 2  y  1 3 ) ,  e s  l a  g e o m e t r í a  d e f i n i d a  p o r  l a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  l i ­

n e a l e s  q u e  p r e s e r v a n  l a  l o n g i t u d  d e  l o s  v e c t o r e s .

L a  i d e a  i n t u i t i v a  d e  d i s t a n c i a  e n  u n  e s p a c i o  a f í n  r e a l ,  s e  f o r m a l i ­

z a  p o r  m e d i o  d e  u n a  f o r m a  c u a d r á t i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  s o b r e  s u  

e s p a c i o  v e c t o r i a l  a s o c i a d o .

L a  d i s t a n c i a  e n t r e  d o s  p u n t o s  a  y  b  e s  e n t o n c e s  l a  l o n g i t u d  d e l  

v e c t o r  a b .

L a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  q u e  p r e s e r v a n  l a  d i s t a n c i a  s o n  l l a m a d a s  

m o v i m i e n t o s ,  y  s e  c o r r e s p o n d e  c o n  n u e s t r a  i d e a  i n t u i t i v a  d e  m o v i ­

m i e n t o  r í g i d o .

L o s  m o v i m i e n t o s  d e f i n e n  l a  g e o m e t r í a  a f í n  e u c l i d e a ,  y  a  s u  e s t u ­

d i o  d e d i c a m o s  l a  l e c c i ó n  14 .

E l  l e c t o r  p u e d e  c o n s u l t a r  a h o r a  d i r e c t a m e n t e  l a  i n t r o d u c c i ó n  d e  

l a  l e c c i ó n  1 5  d e d i c a d a  a  l a  g e o m e t r í a  a f í n  e q u i f o r m e ,  p a r a  h a c e r s e  

u n a  i d e a  g l o b a l  d e l  c a p i t u l o .
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LECCION 12 

GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA

Un espacio vectorial euclideo E, es un espacio vectorial métrico 
real en el que el producto escalar está inducido por una forma cua­
drática definida positiva.

El grupo de isometrías de E, 0(E) se denomina grupo ortogonal 
euclideo, y es el grupo de transformaciones de la geometría vecto­
rial euclidea. La clasificación en este geometría de las transforma­
ciones lineales eucifdeas, y la obtención de un sistema generador 
sencillo para 0{E) constituyen los objetivos principales de la lec­
ción.

§1. PRELIMINARES

Daremos primero un criterio práctico para reconocer cuando 
una forma cuadrática real es definida positiva. Estableceremos des­
pués la terminología básica, y resultados elementales relativos a 
los espacios vectoriales euclídeos.

Proposición 1.1, Criterio de Silvester

Sea V espacio vectorial real de dimerisión finita n, q una torma 
cuadrática en V, y A =  {a;i) la matriz (simétrica) que representa a q
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XII/2 GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA

respecto a la base e =  (e^, 6̂ ,). Entonces se verifica la equivalen­
cia:

q es definida positiva o  det

Para todo k =  1, n.

\

a, 1 . . .  aik

>0

Demostración

Establezcamos una notación previa:

Si M =  {mij) es una matriz cuadrada de orden n, denotamos para 
k =  1, ..., n:

m 11·.. m ìif

V.(M) =

m , ( 1 . . .  m

y se denomina menor angular de orden k de M.

{=>

Una forma cuadrática definida positiva, tiene discriminante posi­
tivo. En particular, si q es definida positiva, es V „( / \)= d e tA , un nù­
mero positivo, y en generai, para /c =  1, ..., n tomando £̂  =  (61 , 
y como la forma cuadrática q ^^q l^k ^  también definida
positiva, se tiene:

V *(A )>0

ya que la matriz de q^ respecto a e* es:

A ,=

a 11 ■■■ a u

(1.1.1)
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GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA X I I /3

==>)
Recíprocamente, si se verifica la condición:

Vfc{/A)>0 para k =  ,̂ n

Probemos por inducción sobre la dimensión n, que q es definida 
positiva.

El caso n =  1 es trivial. Supuesto probado para dimensión menor 
que n (n>1), sea l/V =  <e„-i> . La matriz de q/W,, respecto a e =  (e i, 
-M e*) es la matriz de {1*1-1)· Como:

V *M „-n )  =  V*(/A)>0 para k =  ,̂

por la hipótesis de inducción se concluye que q/W es definida positi­
va, y en particular no degenerada. Se tiene asi:

V ^ W ® W \  y dim

Sea e e V tal que W <e>. La matriz de q respecto a la base ¿ =  
=  (e^, e „_ i,  e) es de la forma:

A

O

con n -  1

■·■ ^rr ®
O ... o q{e)

Como por hipótesis de tA  =  V„(A) es positivo, q tiene discrim i­
nante positivo, y en particular, por ser A' representación matriclal 
de q, se tiene:

det A  = q {e )V „ - , {A )> 0

lo que implica: q {e )>0 , ya que por hipótesis es V„_^(A) positivo.

La demostración de que q es definida positiva es ya inmediata. 
Teniendo en cuenta la descomposición ortogonal:

1
V ^ W  @ <e>

para cada x e E, es x = w  +  Xe con i^ e l /V y / le í I? ,  y s e  tiene: 

q{x) =q{w-l·Áe) =  q(w) +  A^q (e)>0.
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pues qj)N es definida positiva, y q {e )> 0 . Además si q {x )~ q {w )- l·  
+  A^q(e) =0, por las razones expuestas (cada sumando debe ser nulo) 
w =  0, /t =  0 y finalmente x =  0. Esto concluye la demostración. □

X | j /4  GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA

Definición 1.2.

Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial métrico 
real E =  (E, q) en el que la forma cuadrática q es definida positiva.

—  Al producto escalar:

q : E X E 9 (u, v) (u/v) e U 

se le denomina producto escalar euclídeo de E.

—  S/ V G E se escribe: llvj| =  ^ (v /v ) ,  y a la aplicación:

II I I : E 9 V ^  ||v|| 6 u  {0} 

se le denomina norma (euclidea) de E.

Observaciones 1.3.

1. En las condiciones de la definición anterior, se verifica que:

q = \\ 11̂

La expresión de la forma polar O de q dada en L.10, 2.8 se pue­
de escribir ahora:

{u /v )= ^ ( ||¿ ;4 -v | |" - i| t / | | " - | |v | |" )

2. Un espacio vectorial euclídeo puede definirse también, como
un espacio vectorial real E en el que se ha definido una forma bili­
neal simétrica (producto escalar euclídeo, ( /  )) tal que:

{v /v )>0  para todo v g E, y {u/u) =  0 => u =  0

en particular, E es un espacio vectorial métrico no degenerado. n

350



3. Un subespacio vectorial F dei espacio vectorial euclideo E, 
tiene estructura natural de espacio euclideo, si se considera en F el 
producto escalar restringido:

F x F  b {u , v ) ^  {u/v) 6 U

La norma en F es evidentemente la restricción a f  de la norma 
de E.

Una propiedad típica del producto escalar euclideo viene dada 
por la siguiente desigualdad:

GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA X || /5

Proposición 1.4. Desigualdad de Cauchy-Schwartz

Para todo par de vectores u, v dei espacio vectorial euclideo E, 
se verifica la desigualdad:

(u |v )2^(u |u ) (v|v) {1.4.1)

Además se verifica la igualdad:

{u lv)- =  (u|u) (v|v) (1.4.2)

Si y sólo si el sistema (u, v) es lineal mente dependiente.

Demostración

Si alguno de los vectores u, v es nulo, entonces se verifica evi­
dentemente la igualdad (1.4.2).

Supóngase entonces que u, v son vectores no nulos. Para todo 
f G IR se tiene:

(p (í) = {u +  tv/u +  tv) =  {v!v) >  +  2 (u/u) t-\-{u!v) > O

Por tanto el discriminante V de la ecuación de segundo grado
<p(í) verifica:

V =  4 {u /v y -4 {u /u ){v , v )^ 0  

Esto prueba la desigualdad (1.4.1).
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Además se verifica la igualdad (1.4.2) si y sólo si V =  0, lo que 
equivale a decir que existe f e M tal que (p{t) =  {u +  tv/u +  tv) =  Q, es 
decir, u +  tv=0 , y (u, v) es llnealmente dependiente. □

La desigualdad de Cauchy-Schwartz permite probar en particular 
la clásica propiedad triangular de la norma:

XII/6 GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA

Corolario 1.5.

La norma || || de un espacio vectorial euclideo E, verifica las si­
guientes propiedades:

i) ||v j|^0  para todo v e E, y ||v̂ || = 0  ^  v =  0.

ii) \\Xv\\ =  \Á\ ¡|v|| para todo e E, y todo á e U.

i i i) Para todo u, v e E se verifica Hu +  v'H

Demostración

Las propiedades i) y ii) son inmediatas a partir de la definición
1.2. Probremos iii):

La desigualdad (1.4.1) puede escribirse en la forma:

i(t//v)i^ija iii\^ ii

por tanto:

\ \ u  +  í / IP  =  ( u  +  v / u  +  v )  =  l l t / I P  +  WvW^ +  2 { u / v )  <  l l u l P  +

+  \ \ v \ \ ^  +  2 { u / v )  <  l l t y l P + l l v l P  +  2 llLyll

y la última expresión coincide con (||t/||4-|iv||)^, lo que concluye la 
demostración. □

Observación 1.6.

Escribam os aún de otra  fo rm a  la des igua ldad  de Cauchy- 
Schwartz, para dos vectores u, v^de E:
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GEOMETOIA VECTORIAL EUCLIDEA X I1/7

Se define entonces el ángulo {no orientado) 6 entre los vectores 
u y V conno el único número 9 verificando:

0^9^71, y eos 0 =
ju/v)

l u i l l k l

De esta forma se recupera la clásica igualdad:

{ulv) =  \\u\\ Ik ll eos 9

En particular, cuando ^ =  ̂  se tiene (u/v)=0, y u es ortogonal 

a V (escribimos u_Lv).

Dados dos vectores u, v de E, t /^ 0 ,  existe un único /í e IR tal 
que:

{v — Áu/u)~0

ya que

{v-~Xu/u) =  {v/u) — á ( u , ív) =  0 Implica A =

V — ÀU

jv/u)
iu/u)

Definición 1.7. Proyección ortogonal

S/ u, V e E, u?í:0, se denomina proyección de v sobre u al vector:

(v/u)
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XII/8 GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA

Nótese que proy^v  es ei único vector w proporcional a u y tal que 
{v — w )^ -u , y sólo depende de la recta vectorial <u>.

La existencia de bases ortogonales para un espacio vectorial 
métrico cualquiera ya ha sido probada en la lección 11. En el caso 
euclídeo, puede retinarse este resultado, y pueden construirse ba­
ses ortogonales bajo ciertas exigencias adicionales:

Proposición 1.8. Método de ortogonalízación de Schmidt

Sea E un espacio vectortal euclídeo, y (v,, v^) una base cual­
quiera de E. Existe entonces una base ortogonal (u,, ..., u„) tal que:

<u,......  Uk> =  <Vi, v^> para todo k =  1......  n (1.8.1)

Demostración

Se toma u, =  v,.

Supóngase construido {u,, 
la condición (1.8.1) para /í =  1,

., Ur) sistema ortogonal verificando 

.., r. Se toma entonces:

Ur+^ =  V r+ , -2 ^  p roy,V r+ , =  v,+ , - Y  —  , -  u,
/ = 1 (u,/u,·)
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se ve entonces que para k =  ,̂ r es:

GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA X M /9

= L  I , X U J U ^ )  =  [ V , +  J U , )-, . {UJU*)=0,= -j \ U i / U i )  { U k / U f ^ )

Así {u^, u,+ )̂ es un sistema ortogonal.

Como (Ui, u,)> =  <y^, ..., por la hipótesis de inducción, y 
i/r+, e <Wi, ■■·. u „ u,+ ,y, es <i^,, C  <u „  .... y se ve­
rifica la igualdad por razón de dimensiones.

Filada la base ortogonal (u,, ..., u„), y tornando e ¡= -^ '~  para
\ \ u M

i =  ^, ..., n, se obtiene una base ortonormal (e^, ..., e^). Analizaremos 
cómo se interpretan desde el punto de vista euclideo las coordena­
das respecto a este tipo de bases:

Proposición 1.9.

Sea (e^, .... e j  un base ortonormal, y

el isomorfismo de coordenadas. Entonces, para cada u, v e E,se ve­
rifica:

proye,u =  Xj(u)“ (u/e¡) para todo i =  1, n (1.9.1) 

(u/v) =  ¿  X i (u ) X i ( v )  _ (1.9.2)
I = I

En particular, se tienen las identidades:

u = ¿  (u/e,)e¡, (u/v) =  ¿  (u/e^ív/ei)
I — I I -  i

(identidades de Parseval).
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Demostración

Para probar (1.9.1) y la identidad de Parseval, basta observar
n

que el vector w - u  — Y  {u/e¡) e¡ es nulo. En efecto, w es ortogonal
/ = i

a cada vector e¡ pues:

(w/e,) =  ( u / e , ) - ¿  (u/e,)(e,/e,) 
i -  i

y fí es base ortogonal. Se deduce entonces que w es ortonormal a 
todo el espacio E, que es no degenerado, y w es nulo.

La prueba de (1.9.2) es aún más sencilla:

X I I /1 0  GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA

{u/ v) =  ( y  x A u )e -J Y
\ í =  i  ̂ /

n n

= E  x ,{u)x,(i^ )(e ;/e ,)=  Z  X; (u) x, (i/). □

Observación 1.10.

La proposición 1.9 indica en particular, que el sistema de coor­
denadas (x,) inducido por una base ortonormal de E, define una Iso­
metría de E en el modelo analítico de espacio vectorial euclídeo E„ 
(ver ejemplos 1.8, L.11).

§2. TRANSFORMACIONES LINEALES EUCLIDEAS. 
TEOREMA DE CARTAN-DIEUDONNE

En este epígrafe se supone fijado un espacio vectorial euclídeo 
E de dimensión finita n. Ei grupo de isometrias de E, que hemos 
denotado por 0(E) lo llamaremos grupo de transformaciones linea­
les euclideas, y define la geometría vectorial euclidea del espacio.
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GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA XII /11

En particular, el grupo de transformaciones lineales euclídeas 
del modelo analítico E„, se identifica con el grupo de matrices

0{n) =  { A E E L

que denominamos matrices ortogonales euclídeas, o más simple­
mente, matrices euclídeas.

En una geometría cualquiera, tiene interés encontrar sistemas 
generadores sencillos para el grupo de transformaciones. Así, para 
verificar si una propiedad es geométrica, es suficiente comprobar 
que permanece invariante por la acción del sistema de generado­
res.

Probaremos que una transformación lineal eucltdea cualquiera 
puede descomponerse en producto de simetrías ortogonales res­
pecto a hiperplanos.

La siguiente proposición establece algunos resultados básicos 
relativos al grupo 0(E), ya estudiados para espacios vectoriales 
métricos arbitrarios (L.11, §4).

Proposición 2.1.

Sea f : E ^  E una aplicación lineal, y s una base ortonormal de 
E. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) t preserva el producto escalar, es decir:

(f(u)/f{v)) =  (u/v) para todo u, v e E

ii) f preserva la norma

imv)j| =  ||v|| para todo v g E

iii) f es transformación lineal euclidea.

iv) f(fi) es base ortonormal.

v) la matriz A =  Mj{f) es una matriz euclidea (A‘A =  I).

Por otra parte, la aplicación:

M , :0 ( E ) 9 f ^ M , ( f ) G 0 ( n )  

es un isomorfismo de grupos.
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Demostración

Es consecuencia inmediata de los resultados del §4 (L.11). Indi­
quemos no obstante, que las equivalencias ii i)o iv )< íi-v ) se obtie­
nen directamente de la siguiente observación;

«Si £ es base ortonormal de E, y entonces s' es base orto-
normal de E, si y sólo si P es matriz euclidea.» □

Destacamos también otro resultado elemental, pero importante;
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Proposición 2.2.

Sea f transformación lineal euclidea de E, y U subespacio vecto­
nal de E invariante por f. Entonces:

i) La restricción fu: U 3 u ^  f (u) g U, es una transformación li­
neal euclidea de U.

ii) U-L es un subespacio invariante por f.

Demostración

La afirmación i) es elemental.

Para probar ii), nótese que si v e U \  entonces:

{f{v )/f{u )) =  {v/u)=Q

Para todo u e il. Gomó f { i l )  =  U, es v g  □

Con idea de preparar la demostración del teorema de Cártan- 
Dieudonné, estudiaremos algunas propiedades elementales de las 
simetrías hiperplano de E. (Véase 4.12, L,11):

Lema 2.3. Lema de extensión

Si a es una simetría hiperplano de un subespacio F no nulo de 
E, existe entonces una única simetría hiperplano g en E, que extien­
de a a, es decir:

^{F)=F., y GF=a : F F
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Demostración
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Sea H < F  e\ hiperplano de F base de la simetría a. Su dirección 
D ~ H ^  D  F es por tanto una recta de E contenida en F

Si existe à simetría hiperplano de E extensión de a, tendrá por 
dirección la recta:

D =  {v e E ; (i/}=

y corno Gp—G, es D (Z D, por razón de dimensiones es D = D.

La base de à es entonces H @ F·̂ ·. Esto prueba la unici­
dad. Por otra parte, la simetría hiperplano a con base en H ~ 
- H  ©  F^. y dirección D es extensión de a, ya que las igualdades:

1  ™
F ^ H  @ D, H n  F ^ H

Prueban que para todo h e H, y todo d e D se verifica:

ü{h-\-d) =  h — d =  (r{h +  d) □

Lema 2.4.

Sean a, b dos vectores distintos de E tales que |la|l =  ||b|l=?̂ 0. 
Existe entonces una simetría hiperplano a de í. que verifica: a (a) = 
=  b.

Demostración

La igualdad ||a|| =  l|jbli puede escribirse como

{a +  b la - b )  =  0

y asi a +  b pertenece al hiperplano H =  < a -b > ^ .

La simetría hiperplano con base en H, tiene por tanto dirección 
D = <a —b>, y verifica:

ff{a)-o-(^~(a + b)+^.(a-b)j=^(a + ó ) - Í ( a - b ) = b .  □

359



Proposición 2.5. Teorema de Cartan-Dìeudonné

Cada transformación lineai euclidea de E puede descomponerse 
en producto de no más de n ( =  dim E) simetrías fiiperplano.

X I I /1 4  GEOMETRIA VECTORIAL EUCLIDEA

Demostración

Se hará por inducción sobre la dimensión n del espacio vecto­
rial euclideo.

Si n =  1, entonces 0(E) =  {/d, - id } ,  y no hay nada que probar.

Supóngase cierto el teorema para dimensión menor que n 
(n>1), y sea fe O (E ) con dim E = n:

1) Si existe a g  E —{0} con f(a)==a. entonces la recta <a> es de 
puntos fijos, y por tanto invariante.

Utilizando la proposición 2.2 se concluye que F = { a } \  es hiper­
plano invanante por f, y ia restricción fpóe f a F es transformación 
lineal euclidea de F Aplicando la hipótesis de inducción se deduce 
la existencia de simetrías hiperplano de F, ... ct, tales que:

fjc-í7i ... cr̂  y r ^ n - 1  (2.5.1)

Denotando por : E E la extensión de cr, indicada en el lema
2.3, se prueba ahora que:

f =  (2.5.2)

1
En efecto, teniendo en cuenta que E =  <a> ®  F, y la construcción 

de d¡, se ve que ( f , (a ) -a  y por tanto:

{á,...dr){a) =  a =  f{a)

Por otra parte, es (á  ̂...(t,)^= (ái)p... (ó-,)p= o-, ...0·^ = /p. Y se verifi­
ca (2.5.2)

2) Si f no tiene vectores fiios, tomemos a e E—{0}, y b =  f{a). 
Por ser fe O (E ) se verifica que ll£>|| =  ||a|l, y podemos aplicar el le­
ma 2.4 para admitir la existencia de una simetría hiperplano cr : E 
^  E, tal que (r{b) =  a.
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L a  t r a n s f o r m a c i ó n  l i n e a l  e u c l i d e a  f  u  v e r i f i c a :

f - (T{b)=f{a) =  b

y podemos aplicar a f o- el caso 1) para concluir por (2.5.1) que:

f  ■ o- =  <T^. . .CT,  r ^ n - 1

Para ciertas simetrías hiperplano a¡ de E.

Teniendo en cuenta que a^ =  id, se deduce:

(7i. . . (7r  o  ( r < n — 1) 

y esto concluye la demostración. □
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Nota 2.6. Rotaciones y reflexiones

Una matriz ortogonal euclidea A e 0(n) verifica: A^A = I. Toman­
do determinantes en ambos miembros, se ve que:

(det A y  =  ̂ y por tanto det A - ± 1 .

Para una transformación lineal euclidea en E, se tiene análoga­
mente que:

det í =  ±1

ya que f se representa por una matriz euclidea respecto a una base 
ortonormal.

El conjunto 0 ^(E ) de transformaciones euclídeas con determi­
nante 4-1, constituye un subgrupo de 0(E) denominado grupo de 
rotaciones.

Se denomina reflexión a una transformación lineal euclidea f 
con determinante - 1 .

El conjunto 0 “ (E) de reflexiones no constituye un subgrupo de 
0(E), pues debido a las propiedades de la función determinante, se 
verifica la clásica regla de los signos para determinar el carácter 
del producto de dos transformaciones (es decir, -l· -f~ =  +  , +  -  =
=  -  +  =  -  , etc.)
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El lector que desee ampliar conocimientos sobre este tema pue­
de consultar e! apéndice II.

Obsérvese que las simetrías hiperplano son siempre reflexiones, 
pues su representación matricial reducida es de la torma:
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J =

/ - 1  o 

0 1
y det J — — 1.

\  0 0 . . .  O 1

Por tanto los productos de un numero par de simetrías hiperplano 
dan lugar a las rotaciones, y en número impar, a las reflexiones.

§3. CLASIFICACION METRICA DE LAS TRANSFORMACIONES 
LINEALES EUCLIDEAS

El grupo ortogonal 0(E) dei espacio vectorial euclideo E (que 
consideramos fijado de una vez por todas) actúa sobre si mismo 
por conjugación:

0(E) X 0(E) 9 (g, f ) ^ g - f g ~ ^ e O { £ )

dando lugar a la siguiente relación de equivalencia:

Definición 3.1. Equivalencia métrica

Dos transformaciones lineales euclideas t y f' de E se dicen mé­
tricamente equivalentes, cuando existe g e O (E )  tal que:

f =g · t · g - '

En particular, la equivalencia métrica implica la equivalencia li­
neal. Así los invariantes como polinomio mínimo, polinomio caracte­
rístico, etc. de EL{E) son invariantes para la clasificación métrica. 
El objetivo final, es probar que el polinomio característico constitu-
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ye un Invariante completo para nuestro actual problema de clasifi­
cación.

A estas alturas no puede resultar ya sorprendente el siguiente 
resultado:

P ro p o s ic ió n  3.2.

Sea e una base ortonormal de E.

Dos transformaciones lineales euclídeas i  y f  de E, son métnca- 
mente equivalentes, si y sólo s í  existe s base ortonormal de E tal 
que:

Demostración

Haciendo uso de la proposición 2.1, la demostración es formal­
mente la misma que las que prueban análogos resultados en geo­
metría vectorial y afín {véase 1.5, L. 4 y 1.2, L. 9). □

Resolvamos primero el problema en dimensión dos:

P ro p o s ic ió n  3.3.

Sea f una transformación lineal euclidea en el plano vectorial 
euclideo P

Existe entonces una base ortonormal e — (u, v) de P tal que la 
matriz J de f respecto a e es de alguno de los siguientes tipos:

1) J
/1 o \ 

o - 1

2} G{0) =
/eos 9 —sen 

ysen 6 eos
para algún 6  con O ^ O ^ n .

Demostración

Sea S =  {u^, Ua) una base ortonormal cualquiera de P-, y
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la matnz de 0(2) que represente a f respecto a S-
\b  d ;

La condición A* A = /  se descompone en las condiciones;

+  =  1 (3.3.1)

ac + bd =  0 (3.3.2)

c^ +  d" =  1 (3.3.3)

Por (3.3.1), existe un número 0 con —n ^ O ^ n  ta! que;

a =  cos 9 

ù =  sen 9

Utilizando ahora (3.3.2) se deduce;

c cos 0 +  d sen 9 =  0 

y de (3.3.3) y la igualdad anterior;

c=̂  =  sen^ 6

(3.3.4)

Hay dos posibilidades:

i) Si c =  sen0, por (3.3.4) es d = - c o s 0 ,  por tanto;

^cos 0 sen 0 \

sen 9 —cos 0

En este caso el polinomio característico es; = — y Á =  1.
Á= —1 son autovaiores de f. Sean u y v autovectores unitarios aso­
ciados a cada autovalor. El sistema e = {u , v ) es base ortonormal de 
P, ya que:

(u/v) =  (f{u)/f(v)) =  (u / - v )  = - ( ly /v )  y por tanto {u /v )= 0 .

La matriz de f respecto a [u, v) es la primera matriz indicada en 
el enunciado.
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2) Si c = —sen O, por (3.3.4) es d^cosO , y la matriz A queda:

^cos 6 —sen 0'
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/\ =  G(0) =
sen 9 eos 9

Si 0 ^ 6 ^ 7 1  basta tomar e =  <5.

Si —71^9^0  se toma e = {u, v) =  (u2, u j .  Se ve inmediatamente 
que la matriz de f respecto a e es ahora

/  eos 0 sen / c o s ( -0 )  - s e n (  —0)\ 

—sen0 cos0y \s e n (  —0) cos( —0)y
con O ̂ “ -0^71:. □

O b se rv a c ió n  3.4.

La matriz G (0) = 

rístico:

eos 0 —s e n 0 \ 

sen 0 eos
tiene por polinomio caracte-

7

X e i t )  =  { t - c o s  0 ) ^  +  s e n 2  Q,

con ralees: A-=cos 0 +  / sen 0, Í  =  c o s 0 - /  sen 0.

Por tanto la representación matrictal reducida Indicada en 3.3, 
puede deducirse enteramente del polinomio característico de la 
transtormación. Esto prueba que al menos en dimensión dos, el po­
linomio característico es un invariante completo.

Para dimensiones superiores, demostraremos primero la exis­
tencia de una descomposición ortogonal del espacio en planos y 
rectas Invariantes respecto a una transformación euclidea dada:

P ro p o s ic ió n  3.5.

Dada en E una transformación lineal eucifdea, existe una des­
composición de E en suma directa ortogonal de planos P, y rectas
R¡ invariantes e irreducibles respecto a T, de la forma:

± 1 1 L ±
E =  Ri ©  ... ©  Rp@ P, ©  ... ©  Pk (p^O, k^O) (3.5.1)
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Demostración

Se hace por inducción sobre n = d im  E.

Para n =  1 el resultado es evidente, y se obtiene la descomposi­
ción (3.5.1) con p =  1, k =  0.

Para n = 2 , el resultado se sigue de la proposición 3.3 que prue­
ba la existencia de una base ortonormal e =  (u, v) respecto a la cual 
ia matriz de f es del tipo:
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/1 0 \  

O - l j
ó G(0) =

cos 6 - s e n  „ . „  ^

sen O cos 6

En el primer caso, o en el segundo para 0 =  0 o 6 =  n, tenemos 
la descomposición ortogonal de E en rectas invariantes:

1
E -< u > @ < i/>  ip  = 2 , k = 0 )

En eí segundo caso, M^{f) =  G{0) 0 < 6 < n ,  el polinomio caracte­
rístico X0 no tiene raíces reales, y es irreducible. La descomposi­
ción es ahora trivial:

E = (p = 0 , ír=1)

Supuesto cierto el teorema para dimensión menor que n (n>2) 
probémoslo cuando dim E = n.

Si f admite una recta invariante R, por fa proposición 1.2 se de­
duce que R^ es también invariante por f, y se tiene:

1
E =  fì @ R^

Aplicando la hipótesis de inducción a la restricción f de f a 
se deduce inmediatamente la existencia de una descomposición co­
mo la (3.5.1).

Finalmente, si f no admite rectas invariantes, por ser E espacio 
vectorial real, admite un plano invariante, P (véase ejercicio 6.16). 
Nuevamente por la proposición 1.2, P-̂  es invariante. La descomposi­
ción:

E =  P © P ^
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y la hipótesis de inducción permiten ahora concluir que existe una 
descomposición de E en suma directa ortogonal de planos invarian­
tes irreducibles de la forma:

E =  ©  ... ©  P, ip =  0 ) □

Para establecer el teorema final de clasificación se requiere alguna 
notación adicional:

Si 0 e I? y m es un entero positivo, escribimos 

/G {0 ) N

G(0, m) = eO(2m) donde G(0) =

G (0 )/

eos t/ —sen

sen eos

denota la matriz identidad de orden m.

Si m =  0 se entiende que y G(0, m) carecen de coeficientes y 
«desaparecen».

Proposición 3.6. Teorema de clasificación

a) Sea f una transformación lineal euclídea del espacio E. Exis­
te entonces una base ortonormal e de E respecto a la cual la matriz 
de f es de la forma:

J =

- I ,
G(0,, m j

G(0k, m,

(3.6.1)

Donde: r ^ O ,  s ^ O ,  k ^ O ,  O < 0 ¡ < 7 r  para i = 1, ..., k ,  y B i i ^ B ^  para í t ^ I .

b) El polinomio característico de f es de la forma:

X (t) =  (t — 1)'’(t + 1)® [(t —eos O J^  +  sen^ ] ^ ' ... [(t —eos 0*)^ +

+  sen 20 j  ni. (3.6.2)

y tiene todas sus raíces de mòdulo la unidad.
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!

c) Dos transformaciones lineales euclideas en E son métrica- j
mente equivalentes si y sólo si tienen el mismo polinomio caracte- i
rístico. ¡
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w]i

Demostración

Por 3.5, existe una descomposición ortogonal de E en suma de 
rectas y planos y mvariantes irreducibles:

I X  1 1
E =  ñ ,  ©  ... @ f í ^ © P i  ©  ... ©  P,-

Sea fí, =  <e,> con He¿!{ =  1. Por ser R¡ invariante, es f(eí) =  /l, 
Pero al ser f euclidea se tiene:

Reordenando si fuera necesario los vectores e¡, se puede conse­
guir que:

A.,=... =  Á, =  1, /,+  , =  .. .= A ,+ ,=  - 1  i s = p - r ^ O )

Por 3.4, y teniendo en cuenta que en cada plano P, no existen rec­
tas invariantes, se concluye que la restricción de f a p „  admite una 
representación matricial de ia forma G(0';) respecto a cierta base 
ortonormal (u¡, V/).

Reordenando si fuera necesario los P,, puede conseguirse que 
en la sucesión: 0 \,  ..., 0^ aparezcan agrupados ios 6 '¡ iguales. Esto 
da lugar a la sucesión 9^, ..., 0* del enunciado. La base:

£ =  {©1............. e„ . . . ,  e , + ^ ,  u ,, V , ,  . . . ,  u^; v̂ >)

es ortonormal, y proporciona una representación matnclal J para f 
como en (3.6.1).

Por otra parte, el polinomio característico de f, Xf[t) puede cal­
cularse por medio de la representación matricial J, y teniendo en 
cuenta que:

Zg((J)(í)“ seri 0)^+  008^0; y Xg(9. m)~XGm 

se deduce que Xf es el polinomio indicado en (3.6.2),
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Nótese que las raíces de x,(f) son exactamente:

1 con multiplicidad r (r^O)

— 1 con multiplicidad s (s^O)

/ii =  cos 9¡ +  i sen 6 ¡
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2,1 =  eos 8 ¡ - i  sen e,{k) O

con multiplióidad m „

(sí k — 0 se interpreta que todas las raíces son reales).

Esto índica que el polinomio característico de una transforma­
ción lineal euclídea proporciona toda la información para la deter­
minación de una representación matricíal reducida del tipo (3.6.1). 
En particular, si f  y f  e 0(E) tienen el mismo polinomio característi­
co, admiten una representación matricial común respecto a ciertas 
bases ortonormales. y por 3.2 se concluye que son métricamente 
equivalentes. □

Observación 3.7.

De la demostración anterior se deduce que las clases de equiva­
lencia métrica de aplicaciones lineales euclídeas en un espacio 
vectorial euclídeo de dimensión n, vienen fielmente descritas por la 
familia de polinomios mónicos x{t) e M [í]  de grado n, con la pro­
piedad de que todas sus raíces tienen módulo la unidad (se deno­
minan polinomios mónicos ciclotómicos).

Por ejemplo, el polinomio x (O ^ l í - I ) * ·  (í+1)* con r +  s =  n, re­
presenta la clase de equivalencia métrica formada por las simetrías 
ortogonales cuya base tiene dimensión r.

Todas ellas tienen por matriz reducida:

fi i»

X  í 

o - i s
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EJERCICIOS

Nota: En lo sucesivo, se supondrá ya conocido el Apéndice II.

12.1. En el espacio vectorial UgílR) se considera la forma cuadrá­
tica:

q =  x^ +  5x| +  3x| +  2x, X2 +  2x, Xg —2X2X3

a) Probar que q es definida positiva.

b) En el espacio vectonal euclideo £ =  {1/3 (M), q), determi­
nar una base ortonormal obtenida a partir de la base
canónica, por el procedimiento de ortogonalización de
Schmitd.

12.2. Sea E el espacio vectorial de los polinomios de [Fl [t] con 
grado menor o igual que tres, dotado del siguiente «produc­
to».

(p{t) dt

Demostrar que E es espacio vectorial euclídeo, y determinar 
la base ortonormal obtenida a partir de (1, t, por el
método de ortogonalización de Schmitd.

12.3.* Sobre el espacio vectorial E de los polinomios de grado me­
nor o igual que n, se considera el producto:

Z  (p{k/n) i¡/{k/n)
k ~  O

Demostrar que se trata de un producto escalar euclídeo.

12.4. Sea U subespacio del espacio vectorial euclídeo E. A la pro­
yección TT : E ^  E con base U, y dirección ( j \  se le denomina 
proyección ortogonal sobre U·
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Demostrar que para x e E, n{x) es el único vector que verifi­
ca:

||7ü(x)-x|| =  inf { | lx -y |l  : y e Lí)

12.5. Sea (e,, .... e„) una base ortogonal del espacio vectorial eu­
clídeo E, y L/ =  <6i, ..., e^>. SI 7ü ; E E es la proyección orto­
gonal sobre (J, probar que se verifica la identidad:

n{x) =  {xle,) e, +  ... +  (x/e,) e, 

para todo vector x de E.

12.6. Determinar en el espacio vectorial euclídeo del ejercicio
12,1 las ecuaciones (en las coordenadas canónicas) de la 
proyección ortogonal sobre el plano X3 =  0.

12.7.* Determinar en cada caso una representación matricial redu­
cida respecto a cierta base ortonormal (que se determinará) 
de las transformaciones lineales euclídeas en E„, dadas res­
pecto a la base canónica por las matrices:

- 7 4 4

4 - 1 8

4 8 - 1

12.8. En el espacio vectorial euclídeo E, determinar en el sistema 
canónico de coordenadas (x¿), la matriz de la simetría orto­
gonal respecto al hiperplano:

H {u, x , +  ... +  u„x„)=^0

Donde (u,) son escalares tales que Ui +  ... +  u ^ -1 .
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12.9.* Sea F un subespacio de dimensión r> 0  del espacio vecto­
rial euclídeo E. Si (v,, ..., es un sistema de r vectores de F 
se define el determinante de Gram

Gram {v^, v̂ ) =
{v jv ,) ,  ..., {v jv r )  

(v,/v,), ..., { v jv , )

i) Probar que Gram {v,, ..., ..., v,) donde ¿^es
el volumen canónico de F. es decir:

ópiv, ,  .... v,) =  \oj ,{v, ,  v,)\

siendo cualquier forma de volumen en F compatible 
con su estructura euclidea.

12.10.* Sea (E, Q) un espacio vectorial euclideo orientado con di­
mensión n> 2 , y oj su forma de volumen canónica. Fijado el 
sistema (v^, ..., de vectores de E, probar que existe
un único vector v e F, verificando las condiciones:

1 ) \1

2) ¡|v|| =  Gram (i^,, i/„_ ,).

3) v „ - , ,  v ) > 0 .

Se denomina a v producto vectorial de v ,, (en este
orden) y escribimos:

v  =  v ,  X  . . .  X  ,

12.11.* Sea (v^, ..., un sistema de vectores en el espacio vec­
torial euclídeo orientado E con dimensión n, y (y su forma 
de volumen canónica. Probar:

i) Para todo e e E se verifica la igualdad:

(i^ ,x ... x i / „_ , /e ) -c o (e .  v ,, .... v „ - , )

ii) Si £ =  (e i, .... e„) es una base ortonormal positiva de E,
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y {v^, v „-^ )  es un sistema de vectores de E, se ve­
rifica la siguiente igualdad (simbólica);

-  e, 62 ■

W Je,), {v je ^ )  .

X ... X =  det

iii) La aplicación: E”  ̂ e (Vi, .... x ... x -, e E es
multilineal alternada.

12.12: Sea E un espacio vectorial euclídeo tridimensional orienta­
do, y sean u, v, w tres vectores de E. Probar:

1) l |uxi^| |" +  (u/u)2 =  | |u| lM|vlt^

2) Í7 X (l  ̂x w) =  {u/w)v -  {ulv)w.

12.13. Sea E un espacio vectorial euclídeo orientado de dimensión 
n > 2 ., y / : E~> E una aplicación. Probar que f es transforma­
ción lineal euclídea, si y sólo si conserva el producto vecto­
rial, es decir;

para todo

{V,, ..., v „ - , )  G E"

12.14.* Sea E un plano vectorial euclídeo orientado, y cü su forma 
de volumen canónica, si u, v e E—{0}, denotamos por <): (u, 
v) el ángulo no orientado definido en 1.6, L.12. Se define 
entonces el ángulo -íiíu, î ) de la siguiente forma:

^ {u , v) =  ^ {u , v) si (ú{u, i^ )>0  

^(u , i/)=0  si co{u, W = 0 y (u/v) > 0  

■í:(u, v) = n si (ü{u, v) = 0  y (u /W < 0  

(u, v) =  -  4: (u, v) si Cü {u, v) < 0
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a) Demostrar que el ángulo ·$: [u, v) està en el intervalo 
( - 7 1 ,  Tí], y que fijados 6 e { - n ,  n\ y u e E - {0 } ,  existe 
un único vector e e E tal que |je|| =  1, y ^  {u, e) =  6 .

b) Probar que 2nZ =  {2nn: n e Z ] es subgrupo aditivo de R, 
y establecer una biyección canónica que permita identificar 
cada [u, v) con un elemento del grupo (¡R, +)/2nZ. 
Se denomina a ^  {u, v) g  U¡2nZ ángulo orientado entre 
los vectores u y v óe E.

12.15.* Sea E un plano vectorial orientado y

^  : ( E - { 0 } ) x ( E - { 0 } ) 9 ( u .  v ) ^ t { u ,  v )e {U ,  + )/2 tiZ

la aplicación «ángulo orientado» definida en el ejercicio an­
terior. Si u, V, w E E~-{0} y A 6 R - { 0 }  probar:

^ ( u, Av) = ^ ( lí, v) si Á>0

4 (u,iW = |^ ^<‘̂■''»0 s, x<0
[71-·$: (¿j, v) si ^  (u, v )< 0

ii) ^  (lí, v) +  ^ { v,w)=  ^  {u, iv).

12.16.* Sea E un plano vectorial euclídeo orientado, f :E - > E  una 
transformación lineal euclidea, y u, v vectores no nulos de 
E. Probar:

a) ^ {f{u ), f ( v ) ) = ^ { u ,  \̂ ) SI f  es rotación.
b) ^ ( f(u ) ,  f(v)) - -í: (l í, v) St f es reflexión.

12.17.* Sea E un plano vectorial euclídeo orientado, y 9 e  U/2nZ· Se 
define la aplicación gf„: E ^ E  de la siguiente forma:

Ilg0(x)ll =  !|x|| y goW) =  0 para todo x e E - { 0 } .

fifo(0)=0.

Demostrar que f es transformación lineal euclidea, que tiene 
por matnz:

/c o s 0  -s e n O \  

sen 6 cos 0\
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respecto a cualquier base ortonormal positivamente orienta­
da. Se denomina Qo giro de ángulo 9.

12.18.* Probar que las rotaciones de un plano vectorial euclídeo 
orientado son giros, y la aplicación;

0 ^ { £ ) 3 g o ^ e e U /2 n Z

es isomorfismo de grupos.

Proponer otra definición más geométrica de ángulo orienta­
do, utilizando este isomorfismo.

12.19. Sea una transformación lineal euclídea del plano vec­
torial euclídeo E. Probar la equivalencia entre las afirmacio­
nes:

i) t tiene una recta de puntos fijos.
ii) f es reflexión.

iii) f  es simetría ortogonal con base en una recta.

12.20. Respecto a una base ortonormal positiva £ =  {©1, e j  del 
plano vectorial euclídeo orientado E, se los endomorfismos 
lineales con matrices;

1 / - 7  24\ 1 / 7  - 2 4 \
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25 V 24 7 / 25 \24  7 y

Demostrar que son transformaciones lineales euclídeas, de­
terminando en cada caso los elementos geométricos que 
definen sus actuaciones.

12.21. Sean simetrías ortogonales en el plano vectorial eu­
clídeo orientado E, con bases respectivas, las rectas R^, y
fíg. Probar que es un giro de ángulo 0 =  2-$: (u ,, u^),
siendo =  <ìì2> =  ̂ 2·

12.22.* Una recta R de un espacio vectorial euclídeo E queda orien­
tada, en cuanto se ha elegido un vector unitario u tal que 
<u> = H. Demostrar que una orientación en E, induce una 
orientación en por la condición: (e^, ..., e „ - i )  es base
positiva de ñ si y sólo si (e^, .... e „ -  ^, i;) es base positiva
de E.
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12.23.* Sea E un espacio vectorial euchdeo tridimensional, y R una 
recta orientada de E. Sea P =  R ^ e\ plano con su orientación 
canónica dada en el eiercicio anterior. Si 0 g M/2TtZ es un 
ángulo, se define la aplicación

g-^g{R, 0) : E ^  E 

por la siguiente condición:

Si V eE, v =  r +  p con r e R, p e P es g {v )^ r+ g g {p ),  siendo:

g e - P - * P

el giro en el plano P de ángulo orientado 9.

Demostrar que g es transformación lineal euclídea, y tiene 
por matriz respecto a cierta base ortonormal:

1 O O 

O eos 9 —sen

O sen 9 eos 9

Se denomina a g{R, 9) giro de eje orientado R y ángulo 9.

12.24.* Probar que en un espacio vectorial euclídeo tridimensional 
(orientado), toda rotación es un giro.

12.25. Demostrar que en un espacio vectorial euclideo tridimensio­
nal toda reflexión es, o bien una simetría hiperplano, o bien 
el producto permutable de una simetría hiperplano, por un 
giro de eje ortogonal al hiperplano base.

12.26.* Determinar los elementos geométricos (ángulo de giro pla­
no de simetría, ..., etc.) que definen la actuación de las 
transformaciones lineales euclídeas en E (con la orientación 
canónica) que tienen por matrices:

/

\

4 4

- 8 1

- 1 8

- 7 \

- 4

V

/ 2 - 1 - 2

- 1 2 2

- 2 - 2 - 1
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Calcúlese en cada caso una representación nriatriclal reduci­
da respecto a alguna base ortonormal (positiva).

12.27. Sea f una transformación lineal euclidea en un espacio vec­
torial euclídeo tridimensional E, y sea

F = {v e í:'. f(v) = 1/}

el subespacio de vectores fijos de f.

1) Probar que si F es un plano, entonces f es simetría hiper­
plano.

2) Demostrar que si F es una recta, entonces f es un giro.

12.28. Probar que en un espacio vectorial euclídeo tridimensional, 
todo giro se descompone en producto de dos simetrías hi­
perplano.

12.29. Demostrar el siguiente teorema «mejorado» de Cartan-Dieu­
donné en geometría vectorial euclidea:

«Una transformación lineal euclidea de un espacio vectorial 
euclideo E, puede descomponerse en producto de dim E —
— dim F simetrías hiperplanos, siendo F el subespacio de 
vectores fijos. Por otra parte, no es posible descomponerla 
en producto de menos simetrías hiperplano».

GEOMETRIA VECTORIAL EUCUDEA X I I /3 1
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LECCION 13

FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL 
EUCLIDEO

Se probará que para toda Torma cuadrática en un espacio vecto­
rial euclídeo existe una base ortonormal que la diagonaliza. Esto 
permitirá en particular resolver el problema de clasificación eucli­
dea ele las formas cuadráticas.

En toda esta lección, se supone fiiado un espacio vectorial euclí­
deo E. La torma cuadrática que define el producto escalar de E, es
II 11̂, y no será denotada por ningún otro símbolo (la letra «q» se 
utilizará ahora para reterirnos a una forma cuadrática general).

§1. FORMAS CUADRATICAS Y APLICACIONES 
SIMETRICAS

A cada torma cuadrática q de E se le puede asociar canónica­
mente un endomorfismo f de É, que como veremos contiene toda ta 
información geométrica de la forma cuadrática de partida.

Estos endomorfismos f, pueden caracterizarse por una cierta 
condición de simetría respecto al producto escalar. Su estudio des­
de et punto de vista euclídeo, equivale al de las formas cuadráticas 
de las que provienen.

Establezcamos algunos preliminares.

La aplicación lineal E a v -> (v/.) e E* es un isomorfismo, pues 
el producto escalar es no degenerado. La existencia de aplicación 
lineal inversa, puede expresarse así:
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Lema 1.1.

Si a es una forma lineal de E, existe un único vector e E tal 
que:

(a/v) =  (a^/v) para todo v e E  (1-1-1)

donde (a/v) e IR, es el valor de la forma lineal a sobre el vector v 
fIdéase notación 1.5, L· 10).

La aplicación: #  :E * 3  g  E es isomorfismo lineal.

X II I /2  FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

Notación 1.2.

Dada O forma bilineal simétrica en el espacio vectorial euclídeo 
E, denotamos por el mismo nombre a la aplicación lineal:

0  =  0d =  Q í . - E 3 U ^ 0 ( u .  - ) e E *  

que viene también definida por las identidades:

Escribimos 0 ^  para denotar, el (único) endomorfismo lineal que 
hace conmutativo el diagrama:

0 ^
E----------------^E

0(u , v) =  {Q {u)/v)= {u \Q {v)) (1.2.1) i!

es decir: Q^{u) = Q {u)^ e E para todo u e E. :|

Utilizando (1.1.1) y (1.2.1) se verifican las identidades: !

Q{u, v)~{Q {u)/v) =  {Q^{u)/v) para todo u, u e E (1.2.2) ; |
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Lema 1.3.

El endomorfismo : E E definido en 1.2 verifica: 

(0^(u)|\/)~(u/Q í^(v')) para todo u, v e E

Demostración

En efecto, utilizando la simetría de la torma bilineal Q, y las 
identidades (1.2.2) se tiene:

Í Q H u ) / v ) =  Q { u , v ) =  Q { v , u ) =  { Q H v ) / u ) =^ { u / Q H v )).  □

Definición 1.4. Endomorfismos simétricos

Un endomorfismo i  de E se llama simétrico, sí verifica la condi­
ción:

(f (u)/v) =  (u/f(v)) para todo u, v e E (1-4.1)

Denotamos por S(E) al conjunto de todos estos endomorfismos.

Recordamos que el espacio vectorial J(E) de las formas bilinea­
les simétricas se Identifica canónicamente con el de formas cuadrá­
ticas por el isomorfismo lineal que hace corresponder a cada forma 
cuadrática q su forma polar O (consúltese la lección 10). Veamos 
que este espacio puede identificarse también con S(E).

Proposición 1.5.

La aplicación: : .á(E) bQ ^  e EL(E) es lineal e inyectiva, y
su imagen coincide con el coniunto S(E) de endomorfismos simétri­
cos.

En particular, S(E) es un subespacio vectorial de EL(E), y

^  . ^ ( E ) - S ( E )

es un Isomorfismo lineal.

FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO X I I I / 3
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Demostración:

La comprobación de la linealidad de la aplicación ^  :^ {E )
^  EL (E) es trivial.

Por otra parte, si Q^ = 0 para Q e ^ (E ) ,  por la igualdad (1.2.2)
es:

Q{u, v) =  {Q ^{u )/v )^ {0 /v )= 0  para todo u, v g  E y 0  =  0.

El lema 1.3 prueba que la imagen de ^  está contenida en S(E). 
Recíprocamente, si f es un endomorfismo simétrico, la forma bili­
neal:

O ; E X E 3 (t/, î ) -> if{u)/v) e U

es simétrica y verifica Q ^ ~ f.  □

Analíticamente el isomorfismo lineal ^  \ M{E) ^  S(E) se ve de la 
siguiente forma:

Proposición 1.6.

Sea e =  (e^...... e„) una base ortonormal de E, y f un endomorfis­
mo de E con M,(f) =  (a¡¡) =A . Entonces:

i) f es endomorfismo simétrico si y sólo si A es matriz simétri­
ca.

ii) Si f es endomorfismo simétrico, su forma bilineal simétrica 
inducida:

Q : E X E 3 (u, v) (f (u)/v) g  IR

tiene a la matriz A por representación matricial respecto a e, y se 
tiene la conmutatividad del diagrama:

f í
á (E )----------------- -S (E )

S(n)
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Donde S(n) denota el espacio vectorial de las matrices simétri­
cas reales de orden n.

Demostración

i) Por las fórmulas de Parseval (1.9, L. 12) se deduce que:

f ( e , ) = X  if{e ,)/e ,)e ,
i  ~ i

n

y comparando con f {e ¡ )~  Z  se obtiene:
i =  1

a,¡ =  {f{e¡)/e¡) para i, / =  1, n (1.6.2)

y si / es simétrico entonces:

añ =  (f(e;)/e ,) =  (e,./f(eí)) =  ai,,

y la matriz A es simétrica.

Recíprocamente, si A es matriz simétrica, por (1.6.2) es:

a,; =  (f(e,)/e,) =  a,-, =  (e,/f(e,)) para /, y =  1, .... n.

n n
Por tanto, si u =  ^  Á¡e¡, v =  ^  u¡e¡, es:

« = i i = i

{f{u )/v)=  ¿  ¿  Á¡p¡{ei/f{e¡)-={u/f{v)),
(, i = i <. /■ = i

ii) Si f es endomorfismo simétrico y Q la torma bilineal induci­
da, su matriz respecto a e, {Q{e¡, e,)) es:

0 (e ,, e,) =  (/{e,)/e,) =  (f(e,)/e,)=a;¿

Ejemplo 1.7.

Una matriz simétrica /\ e S(n) se identifica con el endomorfismo 
A : E„ que tiene por matriz respecto a la base canónica (/^,
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/„), justamente A. Como la base canónica es ortonormal en E„, por 
1.6 se concluye que S{n) puede identificarse por vía naturai con el 
espacio vectorial de los endomorfismos simétricos de E„.

§2. DIAGONALIZACION

Probaremos que para todo endomorfismo simétrico existe una 
base ortonormal formada por autovectores. Esta base diagonalizada 
en particular, la forma cuadrática inducida por el endomorfismo.

Lema 2.1.

Todo endomorfismo simétrico T del espacio vectorial euclídeo E 
admite al menos un autovalor.

Demostración

Por la proposición 1.6, el endomorfismo simétrico f viene repre­
sentado respecto a una base ortonormal e por una matriz simétrica 
A, y así;t:^{r) =x^(t) .

Es suficiente, por tanto, con probar que el polinomio característi­
co de una matriz simétrica real A tiene alguna raíz real. De hecho, 
todas sus raíces son reales como veremos.

La matriz simétrica A puede considerarse como un endomorfis­
mo:

w A IV .

Sea a +  /jSeC, una raiz cualquiera de x^(í)· Probaremos que es 

nulo. En efecto: a +  /jS es autovalor de A, y existe w e V n íC )  tal que:

Aw =  (a +  /jS) IV (2.1.1)
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SI Wi =  Ui +  iv¡ G C,  podem os escribir

/  ^1

FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL EUCLÍDEO X II I /7

V —

V ' '" ,

de (2.1.1) se deduce: A{u +  lv) =  {a +  i^){u +  ¡v), que puede escribirse 
en la forma:

Au +  í A v  =  {oiu -  jSv) +  i i^u  +  a i / )

identificando las partes real e Imaginarla de ambos miembros, que­
da:

Au =  au — f^v 

A v -p u  +  av
(2 , 1.2 )

Como la matriz A define en E„ un endomorfismo simétrico (ver 1.7) 
se verifica:

{Aujv) =  {u/Av) (2.1.3)

Utilizando (2.1.2), se tiene:

{Aulv) =  a { u M - l^ iv lv )

(u/Av) = ¡i (u/u) + a  (u/v)

Restando miembro a miembro, y teniendo en cuenta (2.1.3) queda:

(^{{u/u) +  {v/v)) =  0

como u +  iv es autovector — necesariamente no nulo—  se tiene 
(u/u) +  (Wv)?^0, y jS =  0. □

Lema 2.2.

S/ f es un endomorfismo simétrico de E, y U un subespacio inva­
riante, entonces U^ es también invariante.
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Definición 3.1. Equivalencia métrica de formas cuadráticas

X II I /10

Dos formas cuadráticas q /  q' de E se dicen métricamente equi­
valentes, cuando existe g e 0(E) tal que q · g =  q', es decir:

q Í9  {v)) =  q'{v) para y todo v g E

Por otra parte, existe una forma natural de definir una relación de 
equivalencia métrica entre los endomorfismos simétricos;

Proposición 3.2. Equivalencia métrica de endomorfismos simétricos

Si f es un endomorfismo simétrico de E, y g e O (E), entonces f' =
— g “ ·· - f g es un endomorfismo simétrico. (Se dice entonces que f  
es métricamente equivalente a f).

Demostración

Nótese que para todo u, g E se tiene, por ser f simétrica y g 
transformación linea! euclídea;

{ f  {u)/v) =  { { g ' ~ ' ' f - g )  iu)/v) ^  (f · g {u)/g (v)) =

= i9 {u )!f  ■ g (W) =  {u¡g"  ̂ · í · g{v)) =  {u ¡r (v)). □

Observación 3.3.

La relación de equivalencia métrica entre endomorfismos simé­
tricos, es la inducida por la actuación (por la derecha) del grupo 
0(E) sobre S(E) definida por:

S (E )x O (E )3 ( f ,  g ) ^ g - ^  ■ / • f i f eS( E)

Si q es una forma cuadrática en E, denotamos por E->E el en­
domorfismo simétrico inducido por la torma polar Q, y viene deter­
minado unívocamente por la condición:

(3.3.1)
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Proposición 3.4.
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Si q es una forma cuadrática en E, y g es una transformación 
lineal euclidea, entonces:

(q ’ g)^=g" ' · q^ ■ g (3.4.1)

En particular, dos formas cuadráticas q y q' de £ son métrica­
mente equivalentes si y sólo sí lo son sus correspondientes endo­
morfismos simétricos asociados, q^ y q '^

Demostración

Para todo v e E se verifica:

q Í9 {v)) =  {q *{g {y )) /g iv ))  =  (g~ ' q ^  ■ g{v)/v)

Por 3.2, g~^ q ^ ’ g es endomorfismo simétrico. Comparando la 
igualdad anterior con (3.3.1) se concluye (3.4.1). □

Nos centraremos pues, en el problema de clasificación métrica 
de endomorfismos simétricos:

Lema 3.5.

Dos endom orfism os sim étricos i  y f  de E, son m étricam ente  
equivalentes, si y sólo si existen bases ortonormales s y ¿ de E, 
tales que:

M ,(f)- /W „ i f ' )

Demostración

Supóngase / métricamente equivalente a f ’-, y sea q e O (E ) tal 
que f  =  g~  ̂ t g, es decir:

g ' r = f - 9  (3.5.1)

fiiada ¿ base ortonormal de E, la base £~g(£') es ortonormal, por 
ser g e O (E ). Si J =  se tiene:

/'(?/)=£' J (3.5.2)
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Usando (3.5.1) y (3.5.2) se deduce:

gW ) = g • n s )  =  9 {E'J)=^g{s)J =  EJ, y M,(0 =  M ,  { f ' )=J .

Recíprocamente, si M^{f) =  M „ { f ) = J  para ciertas bases ortonor­
males e y £'■, el isomorfo lineal g : E ^  E, que transforma ¿ en e es 
(por 2.1, L.12) transformación lineal euclídea. Se prueba entonces 
que f' y g~  ̂ - f  ' g toman los mismos valores sobre la base e', y por 
tanto, coinciden:

ig-^' ■ f - 9 ) { 8 ) = g - ^  ■ f ( s ) = g ~ ^ { £ j ) = g - H s ) J = ¿ J - f '  {e'). □

Se tiene entonces el siguiente teorema de clasificación:

Proposición 3.6.

XII I /1 2  FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

Dos endomorfismos simétricos de un espacio vectorial euclídeo 
son métricamente equivalentes, si y sólo si tienen el mismo polino­
mio característico.

Demostración

Si f es un endomorfismo simétrico de E, (por 2.3) existe una ba­
se ortonormal 8 =  (©i, ..., e^) formada por autovectores de f, que 
puede reordenarse de forma que la matriz que representa a f res­
pecto a e sea de la forma:

j =

V  iJ

con Ái ^Á¡  SI i ^ i .  y /, matriz identidad de orden r. 

El polinomio característico de f es entonces:

y determina completamente J.
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Por tanto, si f  es endomorfismo simétrico con polinomio carac­
terístico admite respecto a una base ortonormal ¿ conveniente­
mente elegida la representación matricial J. Aplicando 3.5, se con­
cluye que f y /' son métricamente equivalentes.

El reciproco es trivial, ya que el polinomio característico es in­
variante lineal, y la equivalencia métrica implica la lineal. □

La «traducción» del teorema de clasificación 3.6 al lenguaje de 
las formas cuadráticas viene expresada en los siguientes corola­
rios.
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Corolario 3.7.

Si q es una forma cuadrática en el espacio vectorial euclídeo 
E, el polinomio Zq(t)=/A(t) no depende de la representación matri­
cial A de q respecto a una base ortonormal, y tiene todas sus ral­
ees reales. Por otra parte, la aplicación:

X - . ^ m 3 g - > X ^ { t ) e K \ t ]

es un invariante completo para la clasificación métrica de las for­
mas cuadráticas, es decir, si q, q' g ^{E).

Xq{f)=^Xq> métricamente equivalente a q'

Demostración

li El polinomio / „ ( f)  coincide con el polinomio característico x<,//(f)
del endomorfismo simétrico asociado a q, ya que por 1.6 es M,,(<?) = 
=  M ^ * )  para cualquier base ortonormal e de E. Por el lema 2.1 
todas las raíces de ;(^(í) son reales, y por 3.4 ^ : á(E) ^  M [t] es un 
invariante de la clasificación métrica de las formas cuadráticas.

La última equivalencia es consecuencia de 3.6 y 3.4. □

391



EJERCICIOS

X I 11/14 FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

13.1. Demostrar que VgílR) con la forma cuadrática:

q =  3x^ +  5x^-i-3x^-"6xi Xa —2Xi Xg

es un espacio vectorial euclídeo. Determinar el vector 
asociado a la forma lineal general:

a =  X iX i +  /l2X2-l-/3X3

13.2.* Sea f un endomorfismo simétrico de un espacio vectorial 
euclídeo E.

a) Demostrar que si X, ¡j, son dos autovalores distintos de r, 
sus correspondientes autoespacios son ortogonales.

b) Probar que E = ker { f—id) @ im { f - id ) .

13.3. En el espacto vectorial euclideo E. ae considera el endo­
morfismo que tiene por matriz:

Demostrar que f es un endomorfismo simétrico y determinar 
una base ortonormal de autovectores para f.

13.4. En VgílR) se considera la forma cuadrática:

q =  2x=  +  5x^ +  2 x 2  — 6x^  X 2 ~ 2 x ^  X 3 - I - 2 X 3 X 3

y el endomorfismo f que tiene por matriz respecto a las 
coordenadas canónicas (x,.):

3 - 4 - 2

2 - 3 - 1

0 0 2
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a) Probar que £ =  {1/ 3(R), q) es un espacio vectorial euclí­
deo.

b) ¿Es f  un endomorfismo simétrico de E?

13.5.* Un endomorfismo f de un espacio vectorial euclídeo E se 
llama normal, si el subespacio ortogonal a cada subespacio 
Invariante, es también Invariante.

Demostrar que un endomorfismo normal es simétrico si y 
sólo sí todo plano invariante contiene una recta invariante.

13.6. Determinar la expresión analítica reducida respecto a una 
base ortonormal de las siguientes formas cuadráticas en E3, 
dadas respecto a las coordenadas canónicas;

=5x*-l-2x = 4"2x| —4Xi X2 — 4x^ X3 —8X2X3 

q2=2x  ̂+  2x I  +  5x Í +  Qx  ̂X2 +  4X1X3 —4X2X3 

<73-7x^ +  x | - 1-x^ —8X1X2 —8X1X3- 16X2X3

FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO X I I I / 1 5

Indicar cuales de ellas son métricamente equivalentes, y de­
terminar en su caso el cambio de coordenadas ortonorma­
les que permiten pasar de una a otra.

¿Cuáles son linealmente equivalentes?

13.7.* En el espado vectorial euclídeo se dan las siguientes 
formas cuadráticas {referidas a las coordenadas canónicas 

(X/)):
n  n

X  x,x,·, X  x f+  X  X,X„ í?3-  X  x,x,-+,
i < i í = 1 / < / / = 1

Determinar para cada una de ellas una base ortonormal 
respecto a la cual la forma cuadrática se escriba en forma 
diagonal.

13.8. Determinar en una base ortonormal respecto a la cual la 
siguiente forma cuadrática se represente por una matriz 
diagonal;

q =  - x ^ - x l - ~ ■ x l ~ - x l - ^ 0 x , x ^ - l · 2 x ,  x ^ - 2 x , x ^ - l · 2 x ^ x ^ -  

- 2 x^x^-l ·10x^x^

393



X II I /16 FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

13.9.* Considérese la. forma cuadrática general dada en l/^ÌIR) en 
las coordenadas canónicas (x,) por:

(Xi. .... x„) A
/

= q

donde A es una matriz simétrica real de orden n.

Demostrar que el número de raíces positivas (respectiva­
mente, negativas) del polinomio característico x^(í). es jus­
tamente el índice de positividad (respectivamente negativí- 
dad) de q.

13.10.* Sea (p[t) =  a J "  +  ...-\-a,t +  ao un polinomio de lR[f] a „# 0 . 
n ^ l .

Llamamos v{(p) al número de variaciones de signo que exis­
te entre coeficientes consecutivos no nulos de ia sucesión 
(a„, ..., a^, ao) de los coeficientes de (p. (Por ejemplo, 
si (p(f) =  — í^ +  í +  2, v{(p) es el numero de variaciones de 
signo en la sucesión — +  es decir, v({p) =  1.)

Demostrar que si {(p) representa el número de raíces po­
sitivas de (p, se tiene la desigualdad:

{cp)<v{q>)

13.11.* Si (p{t) es un polinomio de ¡R [í], denotamos por ^ ( f )  =  
= (p {- t) ,  a su polinomio conjugado.

Utilizando la notación del ejercicio anterior, demostrar que:

v{(p) =  r^  {(p), v{(p) =  r~{(p)

donde r~ {(p) representa el número de raíces negativas de
<p.

13.12.* Sea q una forma cuadrática en V„(R) con matriz (simétrica) 
respecto a la base canónica:

A =
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Utilizando las notaciones de! ejercicio anterior, demostrar 
que el índice de positividad de q, coincide con vix^), y e! de 
negatividad con v{x^), siendo x^ e! polinomio característico 
de !a matriz A.

13.13.* Utilizando el ejercicio anterior, calcular los índices de iner­
cia y el rango de las siguientes formas cuadráticas en

a) X t“ - 8x 3 —4x^ X2 +  4x^ X3 +  6X2 X3 (n =  3).

b) —3x^ +  X3 +  2Xi Xg —2x^ X3 +  2X2X3 in =  3).

c) x^ +  5x 2 — X3 +  X4- 6xTX2-t-2x 1X34- 2 X1X4 —4 X2X4 {n=4).

d) 2x^-(-x^-f x^ +  x ^ “- 2x i X2 +  2X1X3 —2x ^ x 4 —2X2X3 ( ^ —4).

FORMAS CUADRATICAS EN UN ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO X I I I / 1 7
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LECCION 14 

GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA

Un espacio afín £ cuyo espacio vectorial asociado E sea euclí­
deo, se denomina espacio afín euclídeo.

La norma de E, induce una distancia en el espacio afín, que de­
nominamos distancia euclídea. La estructura métrica de E inducida 
por esta distancia determma completamente la estructura afín del 
espacio y el grupo de movimientos, que es el grupo natural de 
transformaciones, y subgrupo del grupo afín.

Determinaremos un sistema generador simple para el grupo de 
movimientos, y resolveremos el problema de su clasificación.

§1. DISTANCIA EUCLIDEA

Después de exponer las nociones básicas, pasamos a estudiar 
las propiedades generales y específicas de la distancia euclídea. 
Terminamos, estableciendo las bases de la geometría analítica afín 
euclídea.

Definición 1.1. Espacio afín euclídeo

Un espacio afín euclídeo, es un espacio afín E, que tiene por 
espacto vectorial asociado un espacio vectorial euclídeo
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Sb llama distancia entre los puntos a y b del espacio affn eucli­
deo E al número:

X IV /2  GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA

d(a, b) =  ||ab||

y a la aplicación d :E x E - > iR  se le denomina distancia euclidea.

La siguiente proposición elemental muestra que (E, d) es un es­
pacio métrico, y prueba el clásico teorema de PItágoras;

Proposición 1.2.

La distancia euclidea definida en 1.1, verifica para todo a, b, 
c e E las siguientes propiedades

i) d{a, b )^0 , y d(a, b) =  O o a  =  b

ii) d{a, b) =  d(b, a)

iii) d{a, b) +  d(b, c)>d(a, c) {Propiedad triangular)

iv) Si ab 1  be entonces d(a, c)^ =  d(a, b)^ +  d(b, c)^ {Teorema 
de PItágoras)

Demostración

Las propiedades i), ii) y iii) son inmediatas a partir de las pro­
piedades de la norma establecidas en 1.5, L. 12. Probemos iv): Si

{ a b \ b c ) = 0 , entonces:

d{a, c)^ =  ||acII =  {a b +  £)c/a£)+ ¿>c) =  |!at)|¡  ̂+  | | ó c P  +  2 (ab/bc)
=  d{a, b)^-l·d ib, c)= □

Un espacio métrico es una parela (£, d), donde £ es un conjun­
to, y d ; £ x £ ->̂ IR es una aplicación que verifica las propiedades i),
ii) y iii) anteriores, y que denominamos distancia.

Filados dos subconjuntos A y 6 no vacíos del espacio métrico 
{£, d), se define la distancia entre ambos por:

d{A,  B) =  inf {d{a, b ) : a e A, b g B}
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En general, no puede asegurarse que existan puntos a e A, 
b € B que proporcionen la mínima distancia, es decir, d{a, b) =  d{A, 
B) a no ser que se impongan a los conjuntos A y B ciertas restric­
ciones topológicas (como la compacidad) o conjuntistas (por ejem­
plo, si existe c e H  B¥^(j), d{A, B) = d{c, c)=0).

En el caso afín euclídeo se tiene el siguiente resultado;

GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA X IV /3

Proposición 1.3. Distancia entre subespaclos

Sea E espacio afín euclídeo de dimensión finita n, y A y B dos 
subespacios no vacíos de E, tales que A n  B =

Existen entonces puntos a e  A, b g  B tales que el vector ab es 
ortogonal a A y a B. por otra parte, estos puntos verifican:

d(a, b) =  d(A, B) (1.3.1)

Demostración

Por la fórmula de dimensiones para el caso de intersección va­
cia (2.10, L. 7) se tiene;

dim (/\ +  S )= d lm  (A +  S) +1 =  dim E

y por tanto A +  S ^  E  Tomando ortogonales, se tiene;

(A + s )J -= X ^  n  e j-= u  ^  {0} (1.6.1)

Se ve inmediatamente, que el comunto:

A +  U = {a + u : a e A, u e U}

es subespacio afín de E con dirección; A +  U = A-\-U, y como A O  U =  
=  {0}, se deduce;

dim {A +  U) = à\rr\ /\ +  dim U (1.6.2)

Para probar que existen puntos a e A ,  b e S  con ab e A^ C) B ^ =  
U, basta evidentemente probar:

{A +  U) n
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Supongamos lo contrario, es decir, {A +  U) P [B  =  (f). De {1.6.1) se 
deduce:

E = A + B + U

Por la fórmula de dimensiones {caso de intersección vacía) y
(1.6.2) se tiene la siguiente contradicción:

dim [{A +  U )+ B ]  =  ó\m [ ( / \+  L/ +  6 ] +  1 =d im  (A +  S +  U) +  1
=  dim E+1

Fijados, ahora los puntos a g A, b e B con ab e A^ B \  enton­
ces para todo x e A, y e B se verifica:

d{x,  y) =  llxy|| =  l|afa +  (x a + ó y ) | | .

y como x a + b y  E A +  B, ab es ortogonal a este vector y, d{x, y)^ =  
=  d{a, £>)̂  +  l|xa+iby|l^ Se concluye que d{x, y)>d{a , b) para todo 
x e A, y € B. Así d{a, b)=d{A, B). □

Termmamos el estudio de la distancia euclidea estableciendo un 
resultado aparentem ente '^na l, pero de gran relevancia geométri­
ca: y

Proposición 1.4.

Sean a, b dos puntos distintos del espacio afín euclídeo E, y 

[a, b] =  { (1 -A )a  +  ; .b :0 < Á < 1 }
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el segmento definido por ambos. Sea x un punto de E. Se tiene la 
equivalencia:

X e [a, b ] o d ( a ,  b) =  d{a, x)-l-d{x, b)

Demostración

=>) Si X G [a, b\, para cierto X g  [0, 1] se tiene:

x - ( 1 - i ) a  +  iò

GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA X IV /5

y en particular es ax =  Aab, xò =  (1 ~À)ab, con /l^O. y {1 - A ) ^ 0 ,  por 
tanto:

d{a, x) =  \\Áab\\ =  Á d{a, b) y d(x, b) =  ! | (1 -^ )a b i|  =  (1 -A ) d(a, b),

y se concluye: d{a, b) =  d{a, x) +  d{x, b).

<=) Reciprocamente, supuesto que

d(a, b) =  d(a, x) +  d(x, b), (1<4.1)
se verifica:

||ab|l'' =  (ax4 'X b /ax+xb) =  ! |a x p  +  l|xjb|l^ +  2 (ax/xb), y

(l|ax|l +  l|xb!l)^ =  l|ax ll" +  llxb||2 +  2 HaxH i|xbl| 

Por (1.4.1) ambas expresiones son iguales, y se deduce:

(ax/xb) =  |(ax/xb)| =  ||ax|l Hxbtl

verificándose así la «igualdad», en la desigualdad de Cauchy- 

Swartz. Por 1.4, L. 12 el sistema (ax, xb) es linealmente dependien­
te, y existe por tanto un /( g  IR tal que:

a x - k x b

como (ax/xb) es no negativo, es /c>0, y

1 k
x = ------ aH---------b con 0^^------- <1 y por tanto x e  [a, b]

1+/C ^ + k  1+/C
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Observación 1.5.

El resultado anterior, da un criterio para determinar las rectas 
afines, en el que sólo interviene la distancia euclidea.

Recordando que en el caso real la estructura afín viene unívoca­
mente determinada por la familia de rectas, se puede decir ahora, 
que la distancia euclidea determina la estructura afín del espacio.

Expondremos por último las ideas básicas que fundamentan la 
geometría analítica afín euclidea:

Para cada entero positivo n, se d ^ o t ^ p o r  E„ al espacio afín 
euclídeo E = A„{U), obtenido al dotar a H„ =  A„(1R) del producto esca­
lar ordinario:

XIv / 6  GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA

La distancia euclidea en E„ viene expresada por la clásica fór­
mula pitagórica:

= / i

Establezcamos ahora ios sistemas de coordenadas que permiten 
pasar de un espacio afín euclídeo abstracto, ai modelo analítico.

Definición 1.6. Sistema de referencia euciídeo

Un sistema de referencia cartesiano e =  {eo, e , ......  e„) en el es­
pacio afín euc/ídeo_E, se denomina sistema de referencia euclídeo, 
SI la base (e^, ..., e^) es ortonormal.
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Proposición 1.7.

Sea 8 =  (eo, e^, e„) un sistema de referencia euclideo en E, y

GEOMETRIAAFIN EUCLIDEA X IV /7

 ̂ I : E E„ el isomorfismo de coordenadas.

Ì 0 \
X induce entonces la isometria vectorial: ( ) : ?  /  se tiene la

\^J
fòrmula pitagòrica:

d(a, b) =  (Xi(b)““ X¡{a))2 b g E.

La demostración es elemental.

§2. ISOMETRIAS Y MOVIMIENTOS. TEOREMA 
DE CARTAN-DIEUDONNE

Una isometria entre dos espacios métricos (E, d) y (E', d') es 
una aplicación sobreyectiva f : E E' que preserva la distancia, es 
decir:

d' if{a), f {b ) )^d{a ,  b)

Si los espacios métricos £ y E' son euclídeos, probaremos que 
toda isometria entre ellos es isomorfismo afín.

Las isometrías de un espacio afín euclídeo £ en si mismo, se 
denominan movimientos, y determinan un subgrupo del grupo afín 
que constituye el grupo natural de transformaciones. Probaremos 
que las simetrías hiperplano constituyen un sistema generador para 
este grupo.

E. E', E” . ..., etc., designarán mientras no se advierta otra cosa 
espacios afines euclídeos. En todos ellos el producto escalar está 
denotado por ( /)  y la norma por 1| |j.
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Definición 2.1.
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Una biyección f : E -> E' entre espacios afines euclídeos se llama 
isometría, st verifica la propiedad:

d'{i{a), f(b)) =  d(a, b) para todo a, b e E

Observaciones 2.2.

1. Evidentemente la composición de isometrias es otra isome­
tría, y SI f es isometría, también lo es r v

2. Supóngase que / E' es aplicación afín, tal q ue^. E 
es isometría vectorial. Entonces t es isometría, ya que:

E'

d\f(a), f(ib)) =  ||f(a) f(£))|| =  l|f(at>)|i =  l!aibj| =  Qf(a, b)

3. Por otra parte, un isomorfismo afín f ;E  E', si es isometría, 
su aplicación lineal asociada es isometría vectonal.

Veremos inmediatamente que éstas son las ijnicas posibles 
isometrias entre espacios afines euclídeos:

4. Si £ =  (0 ^ , 6 ,̂ ·· . e„) es un sistema de reterencia euclídeo en 
E, el isomorfismo de coordenadas:

/1
: E -» E„, es una isometría.

Proposición 2.3.

Toda isometria f : E E' entre espacios afines euclídeos, es iso­
morfismo afín, y su aplicación lineal asociada f : ?  ^  es isometría 
vectorial.

Demostración

Supóngase f isometría. Por la observación 2 .2 , es suficiente pro­
bar que f es isomorfismo afín.
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La proposición 1.4 prueba que t transforma rectas en rectas, ya 
que si a, b, x son tres puntos distintos y alineados de E, y supone­
mos por ejemplo que x e  [a, ib], entonces por 1.4 se tiene:

d{a, b) =  d{a, x) +  d{x, b)

y por ser f Isometria:

dVia), f {b))^d' {f{a),  f{x)) +  dVix), f{b))

lo cual prueba (otra vez por 1.4) que f{x) e [f(a), f{b) ]. Aplicando el 
mismo razonamiento a la isometria inversa \  se concluye que f 
es colineación. Si suponemos que dim £ '^ 2 ,  se aplica el Teorema 
fundamental 4.8, L.7, y (a demostración está concluida. El caso 
dim £' =  1, es un sencillo eiercicio {véase elercíclo 14.5).

Establezcamos el grupo de los movimientos:

Definición 2.4.

Se llaman movimientos de un espacio afín euclídeo E a las iso- 
metrlas de E en E.

El conjunto OA{E) de los movimientos con su estructura natural 
de grupo (respecto a la composición de aplicaciones) se denomina 
grupo de movimientos de E, y es el grupo de transformaciones de 
la geometría afín euclídea.

De las observaciones 2.2 y la proposición 2.3 se deduce:

Corolario 2.5.

f : E -> E es un movimiento, si y sólo s iT  es transforma­
ción lineal euclídea.

Ejemplos 2.6.

1. Una traslación t . E ^ E  es un movimiento, ya q u e ^  =  i d : E  
^ E .
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2, En ei modelo analitico los movimientos vienen represen­
tados por matrices de la forma;

X lV /1 0  GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA

1 0 ,
. donde A e 0(n)

a A

Se denota por OA{n) al coniunto de dichas matrices, que se 
identifica de la manera usual con el grupo de los movimientos de 
En-

3. Una simetría afín a . E E con base B y dirección D, es mo­
vimiento sí y sólo si ia direccióji D es ortogonal a B (es decir, 
D I B ) ,  pues sólo en este caso, (t : E ~> £ es transformación lineal 
euclidea (recuérdese que a es simetría vectorial con base 8 y di­
rección D).

Definición 2.7.

A una simetría a : E E que es movimiento, se le llama simetría 
afín euclidea.

Denominamos brevemente simetría h iperp lano a una simetría  
afín euclidea con base un hiperplano.

Nuestra intención es ahora «trasladar» el teorenna de Cartan 
Dieudonné dado en 2.5, L.12 a espacios afines euclídeos. Con esta 
idea se establece el siguiente lema prelinninar:

Lenna 2.8.

Dados dos puntos distintos a, b de un espacio afin euclideo E, 
existe una simetría hiperplano ^ : E E  tal que <r(a) = b.

Demostración

Sea P = ^  a +  ̂  ©I punto medio del segmento [a, b] y sea H el
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hiperplano que pasa por p, y tiene dirección H =  ab·^ S\ a . E ^  E es 
la simetría hiperplano con base en H, entonces a ;£ ->  E es simetría 
vectorial hiperplano con base H (y dirección <a¿>> = <pa», y se tie­
ne:

c7(a) =  c r ( p - ! - p a ) = p  +  ( 7 ( p a ) = p a = ò  □

Proposicion 3.9. Teorema de Cartan-Dieudonné

Sea E un espacio afín euclideo de dimensión n, y f : E ^  E un 
movimiento, f puede descomponerse entonces en producto de no 
más de n +   ̂ simetrías fiiperplano.

Demostración

a) JSupóngase que f tiene algún punto fijo p e E^ Como 
7  G 0(E), aplicando 2.5 se deduce la existencia de ..., H, ( r< n ) 
hiperplanos vectoriales de £ de forma que:

f =<Th,---0'h, siendo

la simetría hiperplano en £ con base

Tomando ahora los hiperplanos afines H ¡= p  +  H¡, y llamando 
(T, ;£ -> ■£  a la simetría hiperplano con base en H¡, se verifica:

(Th =  (Tí para / =  1, r

y por tanto: ... Además, como p e H ¡  es o-;(p)=p, y
((Ti ... (7r) (p) = p  =  f (p). Se concluye entonces que:

f =  í7, ... a, ( r ^ n )

b) S\ f no tiene puntos fijos, tomemos p e E cualquiera. Por el 
lema 2.8, existe a . E ^  E simetría hiperplano tal que:

cr{f {p))=p
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y a ‘ f tiene a p corno punto fijo. Aplicando lo anterior para cr · f, se 
deduce la existencfa de simetrías hiperplano cr, de £ tales que;

(7 ■ f=a ¡  ... cr, { r ^ n )

y teniendo en cuenta que (T̂  =  id, se concluye;

f =  a ■ (7, ... Ü, ( r ^ n )

Nota 2.10. Movimientos directos e inversos
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Un nnovimlento f  del espacio afín euclideo £ (con dimensión f in i­
ta n) se llama directo, si su transformación lineai asociada es una 
rotación (ver nota 2.6, L.12), es decir, si:

de t7  =  +1

El coniunto 0 A ^ (£ ) de movimientos directos forman grupo. Si T  
es una reflexión (de tf =  ~1) diremos que f es movimiento inverso, 
y se denota por 0 A “ (£) al conjunto de estos movimientos. Natural­
mente es válida la regla de los signos para determinar el carácter 
de un producto de movimientos.

Las simetrías hiperplano son movimientos inversos. Ei lector 
que desee ampliar conocimientos, sobre el tema puede consultar el 
apéndice U.

§3. CLASIFICACION DE LOS MOVIMIENTOS

El grupo OA{E) de los movimientos de un espacio afín euclídeo 
E. actúa sobre sí mismo por conjugación:

OA{£)xOA{E) \ 3 {g, f ) ^ g - f ‘ g - ^ ' e O A  {£)

Induciendo en OA{E) una relación de equivalencia métrica:
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Dos movimientos t y f '  de E se dicen métricamente equivalentes, 
cuando existe g e OA (E) tal que:

f ' =  g

En particular, se verifica: 7 ' - g  Y la equivalencia métri­
ca de tos movimientos implica la de sus correspondientes transfor­
maciones lineales euclídeas asociadas. Los invariantes de la clasifi­
cación métrica en 0 (É), son pues invariantes para la clasificación 
métrica de los movimientos.

Se tiene la siguiente interpretación de la equivalencia métrica 
de movimientos:

Proposición 3.2.

Sea e =  (eo, ©i. e„) un sistema de referencia euclídeo en E, r
y f ' movimientos. Entonces:

i) M,(f) es una matriz afín euclídea (de OA{n)).

ii) f y f' son métricamente equivalentes si y sólo si existe ¿ 
sistema de referencia euclídeo en E tal que:

M,(f) =  M ,(f)

Demostración

i) Como 7  e 0{E), es 7(£) base ortonormal {ver 2.1, L.12),

7 {£ )  =  £ A  con A  G 0 {n )

y M-{f)  ̂ ) es matriz de OA{n).
Va AJ

ii) La demostración es análoga a la de la proposición 1.2, 
L.9. □

El teorema de clasificación métrica de transformaciones lineales 
euclídeas (ver 3.6, L.12), resuelve de forma inmediata el de clasifi-
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cación mètrica de movimientos con puntos fiios (que determinan 
evidentemente una ciase invariante de OA{E)).

X IV /1 4  GEOMETRIA AFIN EUCUDEA

Proposición 3.3.

Sean t y f ' movlnnientos con puntos fijos en el espacio afín euclí­
deo E. Entonces f es métricamente equivalente a i ’ , si y sólo s i f lo 
es a T.

Demostración

Sean a, a' e E tales que f(a) =  a, r (a ')= a '.  Si f es métricamente 
equivalente a T ,  existe (p e  0{E) tal que:

7  = ( p  7  ‘

Sea g el único movimiento de E tal que g =  y g (a )= a '.

Se verifica entonces que f ' =  g f ■ g~'' ya que:

f ' (aO = g  ' f  ■ g^^ {a ' )=g  · f{a) = g  (a) =  a',

g · f ■ g  ̂=  g * f ■ g · f ■ (p ' = f -  

El reciproco es trivial. □

Observación 3.4.

Utilizando ahora el teorema de clasificación 3,6, L.12 se conclu­
ye que los movimientos f y f  con puntos fiios, son métricamente 
equivalentes, si y sólo si los polinomios característicos y-,, com- 
ciden. En este caso ambos admiten una representación matricial 
respecfó a sistemas de referencia euclídeos 8 =  (6(,, e,, e„), s’' =

(e'o, e\, e ') adecuadamente elegidos, del tipo:

,0 J
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corno la (3.6.1) (L,12). Los orígenes e„, y e'o de e y e' son desde 
luego puntos fijos para i  y f  respectivamente.

La clasificación de movimientos sin puntos fijos, entraña alguna 
nueva dificultad.

Si f . E ^ E  es un movimiento sin puntos fijos, es fácil encontrar 
una traslación x . E ^ E  tal que x · f ya tenga puntos fijos.

Por otra parte, como veremos, interesa que dicha traslación con­
mute con el movimiento f. Esta nueva exigencia restringe de tal mo­
do el campo de traslaciones válidas que lo reduce a una traslación 
única. El siguiente lema conduce a este resultado. Denotemos por

E ->■ E a la traslación de vector ~v:

GEOMETRIA A fIN  EUCLIDEA X IV /1 5

Lema 3.5.

Sea f : E -»· E un movimiento sin puntos fijos del espacio afín eu­
clídeo E, y \f un vector de Se verifica:

i) Tv t =  f  - T-í si y sólo si T (v )=^,

ii) ?  se descompone en la suma directa ortogonal:

-L
^  =  k e r  ( T - l d )  0  I m  ( f - i d )

Demostración

i) Para V e E  y p e E  se tienen las igualdades;

X - , ’ f { p ) = - f { p )  +  v

f ■ T~Ap)=f{p)^'f (v)

Asi la igualdad t v  f { p ) = = f  ■ t ^ { p )  (para algún p )  implica q u e T  ( v ) = ~ v ,  

y esto último Implica que ' f  ( p )  = f  x - ^ i p )  (para todo p).

ii) Por una parte se tiene;

d i m  [ / m ( 7 - / c y ) ] - ! - d i m  [ k e r ( 7 - / c / ) ]  =  d i m  £  (3.5.1)

A d e m á s ,  s i  "v  g  k e r  ( f — i d )  e n t o n c e s  p a r a  t o d o  i v  g  E ,  e s :

( vJT iw)  -  w) =  { v ¡ 7 {w) )  - ( v / w)  -  {T {v ) ¡7 {w) )  -  ( v /w)  O
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puesT(V) = y, y j  e  0(E). Por tanto ios subespacios im (T—id) y ker { / —
— id) son ortogonales, y teniendo en cuenta (3.5.1) se deduce ii). □

X IV /1 6  GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA

Proposición 3.6.

S/ f : E E es un movimiento sin puntos fiios, existe una única 
traslación tal que t ‘ Tv=Tv f es movimiento con puntos
filos.

Demostración

Sea G. =  {a 6 £ .  f(a )a  e ke r( f- /c f)}  C  y H = {f(a) a . a e G}. 
Probemos primero la equivalencia:

1 / g 7 ^ 0 f · i : - - f tiene algún punto fiio (3.6.1)

En efecto, s\ v e H, existe p e E con v =  f {p)p e Ker ( f  — id), y la tras­
lación conmuta (por 3.5) con f, y verifica:

TT' f { p )= p

Reciprocamente, si t -  - ti; es (por 3.5) ^  e ker ( 7 - 5 ) .  Si ade­

más existe p E E con f {p )=p,  es pf{p) =  v e  k e r { f - i d ) ,  y~v e H .

Por (3.6.1) la demostración del teorema queda reducida a probar 
que el conjunto H consta de un único vector. Esto se consigue pro­
bando las siguientes afirmaciones:

i) G es no vacío.

ii) Para todo a, b e G es f {a )a = f {b )b .

Probemos i): Tomemos a e E un punto arbitrario. El vector f{a) a 
se descompone por 3.5 de la forma:

f ia) a =  v +  f{w) — w, con v e ker ( f - id ) ,  w e E (3.6.2) 

Probemos que ei punto p ^ a  +  iv pertenece a G. En efecto:

f{p) =  f {a )+  f {w), es decir f {a )f {p)  =  f{w),
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y utilizando (3.6.2) es:

GEOMETRIAAFIN EUCLIDEA X lV /17

f{p) p =  f{p) f{3) + f {a )  a + ap = -  f {v\  ̂+  {v +  f [w) -  w) +  w ^  V e
e ker {f —id).

Luego p e G.

Probemos finalmente ii): Si a, b e G, entonces f {a)a  y f {b)b  es­
tán en ker { 7 —id)  por tanto:

f (a )a - f ( t> )ò  G ker i f - i d )

Por otra parte:

f { a ) a - f { b ) b  =  b a ~ - f { b ) f { a )  =  ba — f { ba )  e i m  { f - i d )

Como por 3.5 es i m  { 7 ~ i d )  O  ker {7~- l d)  = { 0] ,  se concluye que:

f(a) a -/(£)) b = 0 

que es lo que queríamos probar. □

Definición 3.7.

Al vectorV de la proposición anterior, se le denomina vector de 
deslizamiento de f, y a l|v||“ M(f), módulo de deslizamiento.

Si f es movimiento con puntos fijos, se sobrentiende que el mó­
dulo de deslizamiento /i(f) es nulo.

El siguiente Lema, se utilizará para probar que el módulo de 
deslizamiento es un invariante:

Lema 3.8.

Sean f, g movimientos del espacio afín euclideo E. y v Se
verifica entonces:

g (tv f ) -g“  ̂= Tg(v)-g-f-g·^ (3.8.1)
g · (f Tv) · g"' = g · t · g“ ' igM (3.8.2)
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Demostración

Probaremos (3.8.1). La demostración de (3.8.2) es análoga.

Para cualquier punto g{p) de E, tenemos:

T9(V)0 ' f - g ~ '  i g i p ) ) = ' ! : m g { f { p ) ) = 9 {f{p)) +  g(V) =

=g{f{p) +  v ) = g  T-if ■ g^^igip)) .  □

X IV /1 8  GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA

Proposición 3.9. Teorema de clasificación

Un sistema completo de invariantes para ¡a clasificación métrica 
de los movimientos de un espacio affn euclídeo E, son:

/I : OA (E) 9 f ^  ^(f) e IR (módulo de deslizamiento)

X : O A (E) 9 f e ¡R [t ] (polinomio característico)

Demostración

Probemos primero que el módulo de deslizamiento es un inva­
riante:

Supóngase f, g e OA(E), f ' =  g ■ f ' g “  ' SI ~v e E ja s  el vector de 
deslizamiento (eventualmente nulo) de f, entonces g{v) es el vector 
de deslizamiento de f', ya que las igualdades (3.8.1) prueban la im­
plicación:

f ■ ■ f=>f Tg(v)=Tg( )̂ ■ f

y además:

f  '  ̂ Q~'

Con lo que si^f · tiene puntos fijos, también los tiene f ' · tv- Así
^(/) =  |(v¡| =  ||g(v)i|^^(f'), y u es un invariante.

Probemos ahora, que conocidos para un movimiento f su módulo 
de deslizamiento:

u{f )^u  e IR
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y su polinomio característico:

GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA

= [(í-cosÉ ),)^  +

+ ser|2 9^]'^'... [ ( f -  eos 6̂ )̂  + sen^ 0 ]̂'

X IV /1 9

(3.9.r

podemos reconstruir una representación matricíal reducida de f res­
pecto a Cierto  sistema de referencia euc l ideo:

Si n =  0, el movimiento tiene puntos filos, y como se vio en 3.4, f 
admite una representación reducida de la forma:

J =
1 0^ 

O J
con J =

I r

G { e „  m , )
(3.9.2)

donde r^O,  s> 0 , m¡^0 ,  O<9,· 0¡¥^9i si (Ver 3.6, L.12.)

Si / i# 0 , entonces el vector "í? de deslizamiento de f  es no nulo, 
pues Ip ll-M .

Sea vector unitario en la dirección de 1/ y sea ©o

punto fiio para el movimiento h ^ t  ■ f. Se tiene entonces:

f(eo) =  eo+'v =  eo +  /ie , (3.9.3)

Además, por el lema 3.5 e s 'l(v )= V ,  y en particular:

l ( e , ) ^ e ,

Se puede construir entonces partiendo d^l vector una base orto- 
normal ( e ^ , e j  respecto a la cual f  tenga por representación 
la matriz f  de (3.9.2).

Teniendo en cuenta ahora (3.9.3), se concluye que la matriz de t 
respecto al sistema de reíerencia euclídeo £ =  (©0, 1 ) es:
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/ 1  o
J = u 1

\

\
con J , =

I r - ;
- L

G (0 „ m,)
(3.9.4)

Finalmente obsérvese que si f' es otro movimiento con los mismos 
invariantes ju y x, admite respecto a cierto sistema de reterencia 
euclideo una representación matricial J igual a la de í. Por 3.2 t y f  
son métricamente equivalentes. □

El siguiente corolario resume los resultados obtenidos:

Corolario 3.10.

Dado un movimiento f en el espacio afín euclídeo E, con polino­
mio característico ^f(t) como en (3.9.1) y módulo de deslizamiento u, 
existe un sistema de referencia euclideo s =  (eo, e^, ..., eJ  respecto 
al cual, la matriz que representa a f es de la forma:

/1 0 \

\ O

/ 1

SI u =  0

fl Si  u ^ O ,

donde J son las matrices 
definidas en (3.9.2) y (3.9.4).
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EJERCICIOS

GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA XIV/21

14.1.* Sea B un subespacio del espacio afín euclideo E Se deno­
mina proyección ortogonal n . E E con base B, a la pro­
yección afín con base B y dirección D — B \

Demostrar que cada punto p e E verifica: 

d{p, n{p ) )=d{p ,  B)

14.2. Demostrar que en un espacio afín euclideo tridimensional E,
la distancia de un punto p e  E a la recta afín R es:

,,P . R ) = ^

Donde a e R, <u> = ñ, y « x  » denota el producto vectorial en 
E respecto a cualquiera de sus orientaciones.

14.3. En el modelo analítico de espacio afín euclídeo £3 se dan 
los siguientes subespacios, referidos al sistema euclideo 
canónico:

A .

| - 2 x .

= o p=-
+ 2X2+  Xs= 4

2X . + X 2 +  2X3——1 1 1 c ̂  ̂ - I ^ \ (v 2x2~2x3 = 1

1) Determinar los puntos b e  A, ó e B tales que: d{a, p) =
=  d{A, p) y d{b, p) =  d{B, p).

2) Determinar los puntos a‘ eA, ó' e B tales que d{a\ b ' ) -
=  d{A, B).

14.4.* Sean E y E' espacios afines euclídeos de dimensión la uni­
dad, y f ; E -> £' una isometria. Probar que f es isomorfismo 
afín.

14.5. Probar que todo movimiento en una recta afín euclídea E, 
es una traslación, o una simetría puntual.
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14.6. Establecer todos los posibles tipos de matrices reducidas 
afines aucltdeas, que representan todas las clases de equi­
valencia métrica de movimientos con puntos fijos, para es­
pacios afines de dimensión n =  2, 3 , 4 .

Enunciar en cada dimensión un teorema de clasificación 
métrica de estos movimientos.

14.7. Demostrar que cada una de las matrices que se dan a con­
tinuación, determina un movimiento en el espacio afín eucli­
deo E„ =  {n = 2, 3, 4). Encontrar en cada caso un sistema de 
referencia euclídeo respecto al cual la matriz de la transfor­
mación sea reducida:

/ 5 0 0 ^
0 4 3

V--5 - 3 4 /

0 0 0

3 2 - 1 2

3 - 1 2 2

\ o 2 2 - 1 ,

0 0 0
1 ' 0 1 1 1 - 1 .

2 2 1 1 - 1 1
2 1 1 1

\ o - 1 1 1 1

14.8.* Sea E espacio afín euclídeo. Se llama simetría (euclidea) 
con deslizamiento, a un movimiento f . E ^ E  que se des­
compone en producto de una simetría euclidea a con base
B, por una traslación t  con vector u e 6 .

1) Probar que <r * t =  t  c .

2) Demostrar que el producto de una simetría euclidea por 
una traslación, es una simetría euclidea con desliza­
miento.

3) Probar que las simetrías euclideas con deslizamiento, 
vienen caracterizadas por la propiedad de ser movi­
mientos cuyo cuadrado es una traslación.

4) Establecer matrices reducidas, y un sistema completo 
de invariantes para la clasificación de las simetrías eu- 
clídeas con deslizamiento.
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14.9.* Demostrar que la matriz:

A =

1 0 0 0 0
2 0 1 0 0
0 1 0 0 0
2 0 0 0 - 1
0 0 0 „ 1 0

14.10.

define en el espacio afín euclideo una simetría con desli­
zamiento. Determinar la base y dirección de la simetría, y 
el vector de deslizamiento.

Probar que en un espacio aftn euclideo, el producto de dos 
simetrías hiperplano con deslizamiento, de bases paralelas, 
es una traslación.

14.11. Demostrar que un movimiento con un híperplano de puntos 
fijos, es una simetría híperplano, o la identidad.

14.12. Establecer todos los posibles tipos de matrices reducidas 
afines euclídeas que representen todas las clases de equi­
valencia métrica de movimientos sin puntos fijos, para es­
pacios afines euclídeos de dimensión n = 2 , 3, 4.

Enunciar un teorema de clasificación para estos movimien­
tos, en cada una de las dimensiones especificadas.

14.13. Demostrar que cada una de las matrices que se dan a con­
tinuación representa un movimiento sin puntos fijos del es­
pacio afín euclídeo E„, n =  2, 3, 4.

Determinar en cada caso un sistema de referencia euclídeo 
respecto al cual la matriz del movimiento sea reducida.

1
/  9 0 0 0

25 0 o\
1 / - 6 1 - 8 4

- 2 - 7 24 9 1 3 - 8 1 4
64 24 ^ - 6 4 4 7

\
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14.14. En un plano afín euclideo orientado E, se llama giro de cen­
tro c e E, y ángulo 9 e Ul2nZ·, a la aplicación 
g = g{c, 6): E ^ E  tal que para cada x e E  — {c} verifica:

X IV /2 4  GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA

d{c, g{x)) =  d(c, x) y ^  {ex, cg{x)) =  9.

Supuesto que g{c) =  c, demostrar que g es un movimiento 
directo que tiene por matriz:

1 0  O \

O eos 0 - s e n 0

O sen 9 eos $ J

respecto a cualquier sistema de referencia euclídeo positivo 
centrado en c.

Se denomina a g giro de {centro c y ángulo 9).

14.15.* Sea f  un movimiento del plano afín euclídeo H, y F e l subes­
pacio de puntos fijos para f. Demostrar que:

i) Si F es un punto, f  es un giro de centro F

i i) Si F es una recta, entonces f es simetría afín euclídea 
con base en F

iii) Si F =  <p, y f es movimiento directo, entonces es una 
traslación.

!v) Si F=(j>, y f es movimiento inverso, entonces es una 
simetría hiperplano con deslizamiento.

14.16. Demostrar que en un plano afín orientado, el producto de 
un giro por una traslación es un giro del mismo ángulo.

14.17. Sean a, b, c, a', b', o' seis puntos de un plano afín euclídeo 
E. tales que a, b, c no están alineados, y se verifican las 
igualdades:

d{a, b) =  d{a\ b'), d{a, c) =  d{a', c'), d{b, c)=d{b ', c')

Demostrar que existe un único movimiento que transforma 
el sistema (a, b, c) en el (a', b', c').
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14.18.* Estudiar en un plano afín euclideo el producto de dos sime­
trías respecto a rectas.

14.19. Sea R una recta afín orientada de un espacio afín euclídeo 
orientado tridimensional E, y sea O e U/2nI. un ángulo.

Se llama giro de eje orientado R, y ángulo 9, a la aplicación 
g : E ^  E que deja fijos todos los puntos de R, e  invariantes 
todos los planos P ortogonales a R, induciendo sobre cada 
uno de ellos un giro de centro P O  fí y ángulo 6. (Nótese 
que la orientación de R induce una orientación en cada pla­
no P).

Demostrar que g es un movimiento que admite una repre­
sentación matricial de la forma;

14.20. Demostrar que en un espacio afín euclídeo tridimensional E, 
el producto de dos simetrías euclideas respecto a planos 
secantes es un giro de eje, la intersección de dichos pla­
nos.

14.21. Probar que en un espacio afín euclídeo tridimensional, el 
producto de un giro por una traslación de vector ortogonal 
al eje de giro, es un giro.

14.22.* En un espacio afín euclídeo tridimensional orientado, se de­
nomina movimiento helicoidal, al producto (conmutable) de 
un giro por una traslación paralela al eje de giro.

Demostrar que el producto de una traslación por un giro, es 
un movimiento helicoidal o un giro

14.23. Demostrar que el movimiento de E dado por la matriz A, es 
un movimiento helicoidal. Determinar el eje de giro, y el 
vector de deslizamiento.

9 0 0

3 4 4 7

3 - 8 1 4 ^
15 1 - 8 4 /

421



14.24.* Sea f un movimiento del espacio afín euclideo orientado tr i­
dimensional E, y sea F el subespacio de puntos fijos para f.

Demostrar:

i) Si F es una recta, entonces f es un giro de eje F

i i) Si F es un plano; entonces f es simetría euclidea.

iii) Si F es un punto, entonces f se descompone en produc­
to conmutable de giro, por simetría euclídea con plano 
base orotogonal al eje de giro.

iv) Si F=(j>, y f es movimiento directo, entonces es un mo­
vimiento helicoidal.

v) Si F =  ^, y f es movimiento inverso, entonces es una 
simetría con deslizamiento.

14.25.* Probar que en un espacio afín euclideo tridimensional, todo 
movimiento directo es un movimiento helicoidal.

XIV/26 GEOMETRIA AFIN EUCLIDEA
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LECCION 15 

GEOMETRIA AFIN EQUIFORME

El espacio afín euclídeo constituye un modelo adecuado para re­
presentar nuestra idea intuitiva del espacio ordinario con su distan­
cia usual.

Sin embargo, para determmar el concepto de distancia es nece­
sario fijar previamente la unidad de medida, es decir, fijar un seg­
mento y declarar «por convenio» que tiene longitud igual a la uni­
dad. La longitud de otro segmento se obtiene entonces por «compa­
ración» con el segmento unidad a través de movimientos rígidos. 
Este es el proceso habitual de medir. Lo analizaremos brevemente:

Recordemos que sólo con ia geometría afín, somos capaces de 
comparar (por medio de la razón simple) longitudes de segmentos 
paralelos. El grupo de movimientos permite, dados dos segmentos, 
pasar del primero a otro paralelo al segundo, y entonces comparar­
los por medio de la razón simple.

La elección de unidad de medida es más bien un convenio que 
no afecta a la esencia de la geometría euclidea. El efecto que pro­
duce un cambio de unidad, es el de multiplicar el producto escalar 
original por una constante positiva, y el grupo de movimientos del 
nuevo espacio es el mismo.

Si evitamos elegir a priori una unidad de medida, el grupo de 
movimientos aún permite comparar longitudes de segmentos, aun­
que desconozcamos cuál es la longitud de cada uno de ellos. En 
particular, tiene sentido hablar de segmentos de la misma longitud. 
El grupo de transformaciones que preservan la igualdad de longitu­
des de segmentos, es el denominado grupo de semejanzas, y defi­
ne la geometría afín equiforme, denominada así por ser la geome­
tría que conserva la forma de las figuras, y hace abstracción de su
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tamaño. El grupo de movimientos del espacio afín euclideo origmal 
puede definirse ahora como el grupo de las semeianzas que trans­
forman cada segmento en otro de la mishria longitud.

La lección consta sólo de dos epígrafes. En el primero, se intro­
ducen las semejanzas en un espacio afín euclídeo, y se analizan 
sus propiedades. En el segundo se resuelve el problema de su cla­
sificación.

Se supone fijado un espacio afín euclídeo E de dimensión mayor
o igual que dos, con las notaciones habituales de distancia produc­
to escalar, ... etc.

XV /2  GEOMETRIA AFIN EQUIFORME

§1. GRUPO DE SEMEJANZAS

Recordemos que dos puntos a, b e E definen et segmento; 

S = [a ,  b] =  {{^~■X)a +  X b :Q ^ X ^ ^ }

Se llama longitud del segmento S al escalar d{a, b).

Si dos segmentos S y S' de E tienen la misma longitud escribi­
mos S L S'.

Esta relación L es evidentemente de equivalencia sobre el con­
junto de segmentos de E Estudiemos qué transformaciones respe­
tan esta relación;

Definición 1.1. Semejanzas

Una biyección f ; E ^  E se denomina semejanza si verifica:

f{S) es un segmento, para cada segmento S de E.

2) Si S y S' son segmentos de la misma longitud, entonces f(S) 
y f(S') tienen la misma longitud. En símbolos:

S LS '=^f(S ) L f(S')
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Proposición 1.2

Toda semejanza de E, es transformación afín, su transformación 
lineal asociada t preserva la ortogonalidad, es decir:

s /  Tí , V  6  ( u / v )  =  O ==> ( T ( ' u ) / T ( v ) ) =  O

Demostración.

Por la condición 1) de 1.1, se ve que f : E E  es colineación. 
Como dim E es mayor o igual que dos, y R es un cuerpo simple 
(con un único automorfismo) concluimos por el teorema fundamen­
tal 4.8 (L.7) que f es Isomorfismo afín.

Para probar que 7  .E -> E  preserva la ortogonalidad, se precisa 
de algún trabajo adicional.

Nótese en prlnner lugar si x ,  ^  son vectores de É̂ , se verifica la 
equivalencia:

IIX II = (i y II ( x + y /x  -  y ) = o. ( 1.2 . 1)

ya que ( x / x ) - ( y / y )  =  (x +  y / x - y ) .

Supóngase ahora u, ~v g £ —{0} tales que

(u/T') =  0 , y probemos que (7(7Í)//(V)) = 0.

En efecto, fiiado el punto e e E, sean

a = e +  u, b =  e+~v, c =  e - l j ,  d =  e — v.

425



Se tiene;

d{a, b) = \\v—~u\\^d{a, c/) =  ||v' +  u | l  por (1.2 .1) 

y por la condición 2) de 1.1 se verifica;

d{f{a), f{b)) = d{f{a), f{d)),

es decir;
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\\f {ab)\\=^\\f {ad)\\

com<^ ab +  ad = ac =  ~2u, y a b - a d ^ d b  =  -2 v ,  temendo en cuenta 
que f es lineai, se concluye nuevamente por (1.2.1) que

f {ab) +  f {ad) =  - 2/  (u)

es ortogonal a f{ab) - 1  {ad) =  -  2f (V), y por tanto, (7 (u)fí {v))=Q  co­
mo queríamos probar. □

Corolario 1.3.

La transformación lineal asociada a una semeianza f
en E, verifica la siguiente propiedad:

S i^ ^ (e ^ ,  ..., e„) es base ortonormal de entoncesT{£) es base 
ortogonal de lÉ tai que:

l i7 (e ¡ ) l i^ l lT (e j) l |= p ^ 0 , para todo i, i e {1, ..., n) (1.3.1) 

Demostración

Por la proposición anterior, 7  (e) es un sistema ortogonal de vec­
tores no nulos, y por tanto base ortogonal.

Por otra parte, fijado /, / e {/, n} índices distintos, se verifica 
que;

Ci, + e,/i,-e,) = lle,ir-|le,ir-0
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aplicando nuevamente 1,2 , y teniendo en cuenta la linealidad de f 
se concluye que:

(7( i ,  ) + 7 (e, )/7 (ê .) - 7  ( i,) )  =  O

es decir, ||7(e¡)l| =  | | / (e,·)!! Q^e es lo que queríamos demostrar.*' 

Llegamos finalmente al siguiente teorema de caracterización:
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Proposición 1.4.

Sea t : E -> E una biyección en el espacio afin euclideo E. Son 
equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) t es semejanza.

i i) t es transformación afin, y su transformación lineal asociada 
es semejanza vectorial, es decir:

Existe p g  tal que l|T{v) | | p a r a  todo v g 'É

(Se denomina a p razón de la semeianza vectorial Tj. 

iii) Existe p E U ^ta l que:

d(f(a), f(b))) =  p d(a, b) para todo a, b g  E

(Se denomma a p -p {^ )  razón de semeianza).

Demostración

i ) ^ i i )

Por 1.2 r. £ -> £  es transTormación afín.

Sea~e =  ( Í i ,  ...,~e„) base ortonormal de £. por el corolario 1.3 la 
base f (e) es ortogonal, y todos los vectores tienen la misma norma
1|7(e,.)l|-/? G K+(/ =  1, n).

n  n

Si z  X Z  y
i / =  1
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l|Tí7)||= =  | | ¿  l , T ( i , ) l l ' = t  Af llTCÌ,)|| =  X A fp ^=p =  t  A? =
Í = i / = i ^  ~ 1

^ p ^ w v r

que es lo que queríamos probar.

ii) => iii)
Nótese que;
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d{f{a), f(5)) =  |!f(a) f(b)11-l!f (ab 11-p lla ib il =  pd(a, b). 

ili) => i)
Probemos primero que Mranstorma et segmento [a, ò l de £ en 

el segmento [f{a), f{b)].

Et lema 1.4 (L.14) prueba la equivalencia;

XE [a, b ]o d { a ,  b )= d {a , x) +  d{x, b)

Así, si X e [a, £>] se tiene;

d{f{a), f{b ))=  pd{a, b )= pd{a , x) + pd{x, b )~

=  d if{a), f{x)) +  d{f{x), f{b)y

Luego x e [a, b]. Esto prueba que f{[a , £)]) C  [f{a), f{b)]. La otra 
mclusión se prueba de forma anàloga.

Por otra parte, si d{a, b) =  d{c, d) entonces;

d{f{a), f {b ] ]^ p d {a , b )=pd{c , d )= d {f{c ), f{d))

Esto concluye la demostración. □

Nota 1.5.

Se obtiene una definición equivalente de semejanza, eliminando 
de la definición dada en 1.1 la condición 1), y modificando ligera­
mente la condición 2) que queda sustituida por:

2') Para todo a, b, c, d e E se tiene la implicación:

[a, b] L [c, d ] ^ [ f { a ) ,  f{b )] L [f{c), f{d )]
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Esta afirmación dista muclio de ser trivial, y constituye un difícil 
e interesante ejercicio para alumnos aventajados.
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E je m p lo s  1.6.

1. Un movimiento en E, es en realidad una semejanza de razón 
p - 1 .

2. Considérese en E la homotecia h de centro c y razón A¥^0., 
su transformación lineal asociada h, es la homotecia vectorial de 
razón á, es decir:

Ti 3~v Av E E 

y por tanto, para todo a, b e E se tiene:

d{h{a), h{b)) =  \\h{a)h{b)\\ =  \\h{ab)\\ =

= iUaibl| =  U!l|ab|| =  U| d{a, b).

Asi pues h es semejanza de razón p = \X\. 

Estudiemos el producto de semejanzas:

P ro p o s ic ió n  1.7.

La composición de semejanzas de E, es una semejanza con ra­
zón igual al producto de las razones correspondientes.

En particular, el coniunto GOA(E) de ias semejanzas en E, tiene 
estructura de grupo respecto a la composición de aplicaciones.

Demostración

Si f, f  son semejanzas de E, con razones respectivas p y p\ 
entonces para todo par de puntos a, b e E se tiene;

d (f'(/(a )), f ’ ( f {b) ) ) )  = p d{Ha). í (b))  =  p‘ p‘ d{a, b)  □
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Definición 1.8.

X V /8  g e o m e t r ía  AFIN EOUIFORME

Se denomina geometría afín equ¡forme de E, la definida por eí 
grupo GOA{E) de las semeianzas en E.

Observación 1.9.

Existen infinitas maneras de descomponer una semejanza f de 
razón p #1  en producto de una homotecia de razón positiva y un 
movimiento. De hecho, fijado un punto a e  E, y la homotecia h de 
centro a y razón p, entonces t ■ h~ ' =  g es un movimiento (nótese que 
h ^ '' es semejanza de razón ^/p), y se tiene evidentemente:

f = g ' h

Sin embargo, si imponemos además que ia homotecia conmute 
con el movimiento, veremos que tal descomposición es única.

Proposición 1.10. Centro de semejanza

Una semejanza t de E con razón p¥^^, admite un único punto 
fiio, que denommamos centro de semejanza de T.

Demostración

La unicidad (supuesta la existencia) del punto fijo es clara, ya 
que SI C i ,  c¿ son puntos fijos para f, es:

d {c ,, c s )= d {f{c ,) ,  f{c^))-=p d {c ,, c j

Por ser p #1 , d (c ,, C2 ) =0  y c, =  C2 -

Probemos la existencia. A partir de un punto a e E auxiliar, y de 
su imagen f (a )= a ‘. Podemos escribir para cada x e E:

x =  a + ax, f (x )= f(a  + a x )= a ' + f (ax) =  a +  aa' +  f (ax)

la condición f (x )= x  se escribe entonces aa' +  f (ax) -  ax, o también 
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también

( f  — id) (ax) =  a'a (2.1.1)

Probemos que es posible «despejar» x en (2.1.1). En efecto, co­
mo T  es semeianza vectorial de razón p # 1, se tiene:

T (V )=p |!^ j| para todo T 'g E

y en consecuencia7, no admite vectores fiios no nulos, es decir (/ — 
“- / c / ) :E “̂ E  es isomorfismo lineal, y la ecuación (2 .1.1) se escribe:
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ax = { f —id) ' (a'a) o también x =  a +  {f - id )  ’ (a'a).

Esto prueba la existencia del punto fijo. □

Estudiemos qué posibilidades hay para descomponer una seme- 
lanza en producto conmutable de homotecia por movimiento:

Proposición 1.11.

Fijada una semejanza t de E con razón /?#1, existe un único 
movimiento f ̂  : E E que verifica la igualdad:

f =  h =  h

para alguna homotecia h de razón positiva.

Por otra parte, el centro c de semejanza de f, es punto fijo para 
f i  y para la homotecia h.

Se denomina a movimiento asociado a la semejanza f.

Demostración

Si f^ es movimiento, y h homotecia de razón positiva tal que:

f =  f  ̂ h = h - f, (1.11.1)

se tiene entonces por 1.7:

f) =  p {f)  = p {f,) p{h) = 1 p{h) =  p{h)
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y h es homotecia de razón p. El centro a e E de ia homotecia h es 
su unico punto fiio. Como (a)) (/?(a)) (a), se concluye que
í\(a) =  a, y el punto a e E es también fijo para í^, y para f. Luego 
(por la unicidad del centro c de semejanza) es a ^ c .

La homotecia h, y el movimiento =  f quedan así sucesiva­
mente determinados por la condición (1.11.1).

Queda por probar que en efecto, y h conmutan. Para todo 
X e E se verifica:

- h{x)=f.,{c +  pcx)^c +  pfAcx)=h{c^f^{cx)) =  

= = h {f,{c )^ ,{cx }} =  h · fi(x).

Esto concluye la demostración. □
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§2. CLASIFICACION METRICA Y EQUiFORME DE 
LAS SEMEJANZAS

El grupo G —GOA(E) de las semeianzas de un espacio afín eu­
clídeo E, actúa por conjugación sobre si mismo de la forma:

G X GOA (E) 3(g , f) ^  g ■ f ■ g~ e  GOA (E) (2.0.1)

dando lugar a una relación de equivalencia (equiforme) en la fami­
lia GOA (E) de semeianzas.

Por otra parte, el grupo G = OA (E) de los movimientos de E, ac­
túa de la forma (2.0,1) sobre GOA (E) dando lugar a otra relación de 
equivalencia (métrica) en GOA (E).

Las dos relaciones de equivalencia (equiforme y métrica) indu­
cen sendos problemas de clasificación cuya solución es el obieto 
de este epígrafe final.

Veremos que la equivalencia métrica y la equiforme, son la mis­
ma sobre la clase (invariante) de las semejanzas con puntos fijos, y 
el invariante completo viene dado en este caso por el polinomio 
característico de la transformación lineal asociada.

Las semejanzas sin puntos fiios, son necesariamente movimientos 
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k .^  < í ^ * ^ · ^ * ' '^  GoAO^'^
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(ver 1.10), y para esta clase, los dos problemas tienen distinta solu­
ción.

Definición 2.1. Equivalencia métrica y equiforme

a) Se dice que t y f  son M-equivalentes (o métricamente equi­
valentes), cuando existe g e OA (E) tal que:

(2 .1 .1)

b) Si la relación anterior, se verifica para alguna semejanza 
g e GOA(E), se dice entonces que f y f  son S-equivalentes (o equi- 
formemente equivalentes).

Observaciones 2.2.

1. La M-equivalencia Implica evidentemente la S-equivalencia, 
pero no reciprocamente. En efecto, si h es una homotecia de razón 
/ le  IR—(O, 1}, y j / e E  —{0}, entonces x' =  h ■ h ~ es una trasla­
ción de vector v ' =  á v . Asi y t '^ s o n  S-equivalentes, pero no son 
M-equIvalentes, pues tienen distinto módulo de deslizamiento (ver
3.9, L.14).

2 . Dos semejanzas S o M-equivalentes, son en particular afín- 
mente equivalentes, por lo que los Invariantes afines son también 
mvariantes respecto a la equivalencia métrica y equiforme.

3. La razón de semeianza:

p'.GOA ( E ) 3 f ^ p { f )  e U

Es un Invariante equiforme (y por tanto métrico), ya que según 1.7 
es;

p i g  ■ = pig) pi f )  p{g~^) = pig) pi f )  pig)"' ^p i f )

El problema de la clasificación métrica de movimientos (semejanza 
de razón la unidad) ya ha sido resuelto en la lección anterior. Con­
centrémonos pues en las semejanzas de razón p # 1:
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Proposición 2.3.

Dos semeianzas f y f  con la misma razón son M-ec/ty/va/en- 
tes, SI y sólo si sus correspondientes movimientos asociados y
lo son.

Demostración

Si f y f  son yw-equivalentes, existe g e OA{E) tal que;

f ' =  g f - g ~ ^  (2.3.1)

Si c, c' son los correspondientes centros de semejanza de f y f , 
como g envía el conjunto de puntos fijos de f, F ix(/) =  {c} a el co­
rrespondiente F ix ( r)  =  {c'}, se deduce que g(c) — c'. Por tanto, to­
mando Ij y ñ' las homotecias de razón p y centros respectivos c y 
c', se verifica;

ñ' =  g ■ h ‘ g~^

por 1.11 se tiene;

- h = h ■ r  = f\  ̂ h’ = h' ’ f\

y por (2.3.1);

h ' ^ g - { f ,  h ) g ~ ^ = - { g ' t ,  g~ )̂ ■ {g ' h ■ g~ )̂ =  {g ■ t , g ~ ') h'

Luego, f \ —g ■ g~ \  Los movimientos f^, y f'\ son pues M-equiva- 
lentes.

Recíprocamente, si suponemos ahora que los movimientos aso­
ciados y f\ son M-equivalentes, se tiene en particular que las 
transformaciones lineales euciídeas^f^ y f\ son métricamente equi­
valentes, y existe cp eO {É) tal que;

l \  =  (p n ,  q>-' (2.3 .2)

Si c, o', h y h' son como antes, tomando g e OA{E) tal que;

g {c )= c '\ g-^(p

X V /1 2  GEOMETRIAAFIN EQUIFORME
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Se deduce que:

pues por (2.3.2) y (2.3.3) se verifica:
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g f , g  ^ = ( p ‘ f ,  (p ^ = f \ , y g - t ,  g A c ’) =  g ■ f , {c )= g {c )

Como además es h' = g · h ■ g~ ', se tiene:

f  =  f, h' = {g ■ f, g~^) ig ■ h '  g~'^) = g ■ {f, h) ■ g~^

=  g f g ~ y

y las semejantes f y f ' son M-equivalentes. □

Se Introduce ahora el invariante fundamental:

Definición 2.4. Polinomio característico

Se llama polinomio característico Xf de una semejanza f al poli­
nomio característico xj de su transformación lineai asociada.

La aplicación x : GOA(E) a i  xjg U [t], es obviamente un mva­
riante para la equivalencia métrica y equiforme de semejanzas.

El siguiente lema, prueba que el polinomio característico de una 
semejanza, determina su razón:

Lema 2.5.

Sea f semejanza de razón p¥^^, y sea f ,  su movimiento asocia­
do. Entonces:

Xf{t) =  P''XfStlp)

En particular, todas las raíces reales o complejas de x,(í) tienen 
módulo igual a p.
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Demostración

Supuesto f descompuesto en la forma:

f = f ,  h =  h ■ f,

donde h es la homotecia de centro c (centro de semeianza de f) y 
razón p, se verifica:

7=7Ì

y así:

Xf{t)=óeX{t id -p t ,) ^ 6 e X  p ^  id ^ t ,

/ i  — ^  \
=  det -  i d - t ,  l·=p"χ,,(f/p).

VP /

Por otra parte, si cp, \j/ son polinomios de grado n, tales que:

iA(f) =  p X f / p )  (2.5.1)

se tiene evidentemente la equivalencia:

Á es raíz de ì l/ { t)o A /p  es raíz de (p{t)

En particular, como las raíces de Xf {t) tienen todas módulo la uni­
dad (ver 3.6, L.12) se concluye que las de Xf{t) tienen módulo p 
igual a la razón de semejanza de f. □

Obtenemos así el siguiente teorema de clasificación: 

Proposición 2.6.

Sean f y f' dos semejanzas con puntos fiios. Son equivalentes 
las siguientes afirmaciones:

i) f es S-equivalente a f'.

ii) f y f  tienen el mismo polinomio característico.

iii) f es M-equivalente a V.

X V /1 4  GEOMETRIAAFIN EQUIFORME
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Demostración

Es consecuencia de que el polinomio característico es un inva­
riante afín.

Í Í ) ^ ! Í Í )

Sea X{t) el polinomio característico comün a f y a f .  Por 2.5, 
todas las raíces de X{t) tienen el mismo módulo p, que es la razón 
de semeianza de f y f  -.

Si ρ  =  ^, el resultado se sigue del teorema de clasificación métri­
ca de movimientos con puntos fijos (ver 3.3 y 3.4, L. 14).

Si p # 1 ,  nuevamente por 2.5, se concluye que x^ (í) =  x^ ( í )  (sien­
do t, y f, los correspondientes movimientos asociados). Como f, y 
f\ tienen puntos fijos (los correspondientes centro de semejanza). 
Por 3.3 y 3.4, L. 14, se concluye que y son /W-equívaientes, y 
por 2.3, f y f  también lo son.

i i i ) ^ i )

Es evidente. (Véanse observaciones 2.2). □

Este resultado junto con el teorema 3.9, L. 14, resuelve comple­
tamente el problema de clasificación métrica de semejanzas.
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Nota 2.7. Matriz reducida de una semejanza con centro

Supóngase que f es una semejanza de razón p # 0 , y centro 
c G Si su movimiento asociado f ,, tiene polinomio característico 
X{t) como el de (3.9.1) (L. 14), entonces existe una b ^ e  ortonormal 

~e de E respecto a la cual la matriz de~?i es la matriz J de (3.9.2) (L. 
14). Tomando £ =  (c, "e) se verifica:

/1 0 \  / I  0\  / I  O
M A f ) = M A h - f , )  = MAh) =

Vo p iM o  j ;  lo f l

Siendo h la homotecia de centro c y razón p.

Para cumplir nuestro objetivo, sólo queda por estudiar la clasifi­
cación equiforme de las semejanzas sin puntos fijos.
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Proposición 2.8.

Dos semeianzas sin puntos fiios t y V son S-equtvalentes, si y 
sólo SI tienen el mismo polinomio característico.

Demostración

De^1.10 se deduce que t y f  son movimientos sm puntos fijos. 
S e ^  1? y /  ios vectores de deslizamiento de f y f', y |í =  ||V||, =
- - 1| / | |  los correspondientes módulos de deslizamiento.

Sea h una homotecia cualquiera de razón á >0. El movimiento:

r  =  h - f ' h ~ ^

tiene por vector de deslizamiento 7) (V) =  /ü/ (y por tanto, su módulo 
de deslizamiento es p).

En etecto, por el lema 3,8, L.14 se tiene:

T /v,· ■ f '  =  x ■ f ■ h~ '') = h  ■ t ■ h~  ̂—h ■ f ' x^· h~^' —h ■ f ■ h~ ' - x
=  r  xr.

y í"-. tiene puntos fijos por ser afínmente equivalente a
f  que por hipótesis los tiene. Así ¡ x ' ^ \ \ ^ \ \  =  \X\ \ \ v \\ = a^. 
Tomemos entonces á =  u '/ fi, para que sea =

Por otra parte, T ” =Ti 7  Ti~ '= h  - T i ' ' *7, (ya que las homote­
cias vectoriales conmutan con cualquier endomorfismo).

Supuesto que f y f  tienen el mismo polinomio característico X, 
éste coincide también con el de f" (pues 7 " = 7 ), y como se
deduce de 3.9, L. 14 que f  y f  son M-equivalentes, es decir, existe 
g’ e OA{E) tal que:

f'=9^ f  ’

Si g es la semejanza g =  g’ h, se tiene:

f' =  Q' f  g ' ^ ' ^ 9 ’ h · t ■ h ~ ' g " ' ' = g  - f ■ g '  ' 

y f es S-equivalente a f ,  que es lo que queríamos probar. □
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EJERCICIOS

15.1. Sea E un espacio afín euclídeo, y f : E E una aplicación 
verificando la siguiente propiedad: f aplica biyectivamente 
cada par de rectas ortogonales en un par de rectas orto­
gonales.

Demostrar que t es una semejanza.

15.2. Sea £ espacio afín euclídeo, y t : E ^ E  una aplicación tal 
que para todo a, b, c, d e E  tales que d{a, b) — d{c, d) se 
verifica que

d{f{a), f{b)) =  d{f{c), f{d)).

Demostrar que f es una semejanza.

15.3. Sea X espacio afín con dos estructuras euclideas dadas por 
las forma cuadráticas q y q' sobre X. Denotando por £ y £' 
los correspondientes espacios afines euclídeos, probar la 
equivalencia entre las siguientes afirmaciones:

i) O A(E)^O A(E ')

ii) GOA(E) =  GOA(E')

iii) Existe Á>0  tal que q' = Áq

15.4.* Una semeianza f en un espacio afín euclídeo £, se dice di­
recta o inversa según sea transformación afín positiva o ne­
gativa.

a) Demostrar que una homotecia de razón positiva, es se­
mejanza directa.

b) Demostrar que una homotecia de razón negativa, tiene 
signo { — I)"  siendo n la dimensión del espacio.

15.5.* Sea £ un plano afín euclídeo orientado, y f una semejanza 
de £ con razón p?^1. Demostrar:

a) Si f es semejanza mversa, entonces su movimiento aso­
ciado es una simetría ortogonal respecto a una recta 
(que contiene al centro de semejanza).
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b) Si f es semeianza directa su movimiento asociado es un 
giro.

15.6.* Determinar los elementos geométncos que definen la actua­
ción de las siguientes semejanzas en el plano afín eucifdeo 
E;

X V /1 8  GEOMETRIA AFIN EQUIFORME

1 0 /  1 0 0

6 4 3 ) 6 12 - 5
2 3 - 4 / \1 8 5 12

5 0 0

1 3 4
7 4 - 3

15.7 Sean a, a', b' cuatro puntos distintos de E. Demostrar que 
existen exactamente dos semejanzas, una directa y otra in­
versa que envía (a, b) a {a'\ b').

15.8. Sea R una recta de un plano afín euclídeo orientado E,
a 6 E un punto no perteneciente a R, y b \a proyección orto­
gonal de a sobre R.

a) Demostrar que para todo punto p e R existe una única 
semeianza directa que tiene por centro a, y transforma 
b en p.

b) Expresar la razón de !a semejanza anterior en función 
del ángulo 9=  ^{ab , ap).

15.9. a) Demostrar que ei cuerpo C de los números complejos,
admite una estructura natural de plano afín euclídeo, en el 
que la distancia viene definida por la fórmula:

d{z, z ')= = iz '-z l

Siendo jz j et módulo del número complejo z.

b) Probar que toda semeianza directa de C, puede escri­
birse de la torma:

C 3 z ^ a z  +  b e C

donde a, b e C ,  a^^Oy \a\ =  p representa la razón de seme­
ianza.

c) Probar que toda semejanza inversa de C, puede escri­
birse de la forma:

C 3 z - > a z  + ibGC
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donde a, b e  C, a ^ O ,  y \ a \ =^p  representa la razón de seme­
janza.

15.10. Estudiar en el plano complejo C, las semejanzas 
^  z' G C :

z' =  2/z +1 ; z' =  2/z +  3; z' =  (1 +  /) z — I

Determinando en cada caso, los elementos geométricos que 
definen su actuación (centro, razón, ángulo, ... etc.).

15.11. Determinar centro razón y ángulo de la Unica semejanza di­
recta f del plano euclídeo complejo C, tal que: f{3) =  i, / ( I )  
=  2 /.

15.12. Sea E un espacio afín euclídeo orientado tridimensional, y f 
una semejanza de razón ρ ^ ^ .  Demostrar:

a) Si f es semejanza directa, entonces su movimiento aso­
ciado es un giro.

b) Si f es semeianza inversa, entonces f  se descompone 
en la forma:

f = g · h = h · g

donde g es un giro de eje la recta ff, y /? es una homo­
tecia de centro c e R, y razón igual a —p.

15.13.* Estudiar geométricamente, cada una de las semejanzas de 
£4 (con su orientación canónica) dadas por las matrices:

GEOMETRIA AFIN EQUIFORME X V /1 9

1 0 0 ° \ /  1 0 0 0

1 2 - 1
- M 1

1 - 8 4

1 - 1 2 - 2 1 V ° - 8 1 4

0 2 2 1 / \  - 2 4 4 7

determinando los elementos geométricos que definen sus 
correspondientes actuaciones.

15.14. Si f es un movimiento del espacio afín euclídeo E, y h es 
una homotecia de centro a e  E y razón A^O, demostrar que:

h ■ f ■ h~ =  f ■ X

441



X V /2 0 GEOMETRIA AFIN EQUIFORME

siendo t una traslación. Determinar el vector de dicha tras­
lación.

15.15. En un espacio afín euclídeo arbitrario, establecer un teore­
ma para la clasificación equiforme de las simetrías con des­
lizamiento.

15.16. Determinar cuáles de las semejanzas de E dadas por las 
matrices que siguen, son M-equivalentes, y cuáles son S- 
equivalentes:

A =

c = l
3

/

\

0 ON

- 1 2 \
2 2 1
2 1 / /

3 0

- 4 2

- 2 2

2 — 1

/  3 0 0 0

1 1 1 - 2 - 2

3 1 1 - 2 1 ~ 2

\  1 - 2 - 2 1

0

- 1  
- 2  

2 /
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APENDICE I 

ANILLO DE POLINOMIOS

El motivo de este aDéndice es dar un breve repaso a los 
conceptos y resultados fundamentales de la teoría elemental de po­
linomios en una variable, para pasar luego a analizar otras técnicas 
algebraicas menos elementales, que nos serán de utilidad en el ca­
pítulo III para establecer el teorema de clasificación de endomorfis­
mos de un espacio vectorial.

1. TEORIA ELEMENTAL DE POLINOMIOS

De una manera informal, un polinomio en la variable t sobre el 
cuerpo IK es una expresión del tipo (p(t)=^ao +  a ^ t - \ - +  y tam-

n

bién se escribe (p{t)=  ^  a , r  (í‘’ =  1). IK [í j denota el conjunto de
/ “  O

n  n

todos estos polinomios. Dos polinomios (p{t)=  ^  a/í'i (0 =  Z
i -  o i -  o

{n ^ m  por eiemplo) se consideran iguales, si a¡ = b¡ para / =  1, ..., n 
y óf =  0 para / =  n-l-1, ..., m.

Es conocido que IK [t] tiene estructura de anillo conmutativo con 
elemento unidad respecto a las operaciones suma y producto usua­
les, y contiene al cuerpo K  como subanillo. Por tanto los elemento 
O y 1 de IK representan los elementos neutros respecto a la suma y 
multiplicación de polinomios.

n
Si (p{t)=  Z  a ¡t‘ G K [í] y a „# 0  se dice que n es el grado de íp y

/= O
se escribe gr q> = n. Al polinomio nulo O, no se le asocia grado algu-
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no. Así pues escribir gr (p =  n supone implícitamente que (p es un 
polinomio no nuio.

La aplicación gr: IK [í l ^  1̂  verifica la propiedad:

gr [cp \j/)=g r (p +  gr »A (cuando <p, »A g IK [ f ] - { 0 } ) ·

En particular, esto quiere decir que si ¡^^0, entonces
(pij/y^O por esto se dice que IK [M es un dominio de integridad.

Obsérvese que IK —{0} se identifica con el conjunto e IK [t] —
- { 0 } / g r  (p =  0}. Por otra parte el grupo (IK [íj, + )  admite una es­
tructura obvia de espacio vectorial (no de dimensión finita) sobre !K, 
definiendo para Á g K, (p e K  [íj, Á <p como el producto usual de po­
linomios. Se dice por esto que K [f j es una IK-álgebra.

n

Un polinomio ^ ( 0 =  X  a ¡t ‘ de grado n se dice polinomio mónico
/ = o

si 8n =  1. Obsérvese que si (p{t) no es polinomio mónico, el polino­
mio Á(p(t) con /i =  1/a„ si lo es.

rt
Un polinomio (p{t)=  ^  Bí V e K [í]. se identifica usualmente con

/ = O
n

la función polinómica ^  : K ^ A < p (A )  =  ^  a, A 'e  K. Los valores
/ = O

á e K tales que ^ (A )= 0  se denominan raíces del polinomio (p.

APENDICE 1/2 a n il l o  d e  p o l in o m io s

Proposición 1.1. Algoritmo de división

Dados los polinomios (f), (p e K  [/], (p¥^0, existen otros dos po li­
nomios únicos C. p e IK [t] tales que (f) =  (p C +  P Y verificando algu­
na de las siguientes condiciones (excluyentes):

1) p =  0 en cuyo caso se dice que (p divide a c{) {o es divisor de 
(f)) y se escribe (p¡<¡).

2) Si p # 0  debe ser gr p<gr(p .

Se denomina a i  y p cociente y resto respectivamente de la d ivi­
sión de (j) entre (p.
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Proposición 1.2. Teorema del resto

En particular si C V P son el cociente y resto de la división de (j) 
por (p{t) =  t — A, es 4>{t) =  C{t) {t~-Á) +  p, y p es un escalar de M., que 
coincide con el valor numérico del polinomio (p para f =  (/){/.), es
decir p =  (j}{2). En particular, se tiene (¡){X) =  0 o  (f){t) =  {t —X) (  (í) o  
o { t  — Á) es divisor de

Definición 1.3. Polinomios primos o irreducibles

Un polinomio  p g IK [t], p ^ IK, se dice primo o irreducible si no 
admite divisores de grado mayor que cero.

Obsérvese que si p es primo, /p  es primo para cada a  g  ÍK-- {0|. 
Así los polinomios de la torma f~ A  son irreducibles para cualquier 
cuerpo IK. Si los polinomios irreducibles de K fí] son únicamente 
los de grado igual a la unidad, se dice que K  es algebraicamente 
cerrado.

ANILLO DE POLINOMIOS APENDICE 1/3

Proposición 1.4.

1) Los polinomios primos de IR [t] son de grado uno o dos. 
no es algebraicamente cerrado.

2) C es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definición 1.5. Orden de multiplicidad

Se llama orden de multiplicidad de un divisor primo p g  IK [t] de 
un polinomio  ^  g  IK [t i al máximo número natural m tal que p"̂  divi­
de a (j), es decir (j> =  ( f ) , y p no divide a (p,. (Si m = 0  se inter­
preta que p no divide a (p).

Si p ( t )= t  —/L, se dice que m es el orden de multiplicidad de Á 
como raíz de (p.

Proposición 1.6. Teorema de descomposición en factores primos

Sea 0 G IK [t] polinomio mónico. Existe entonces un número fini­
to de divisores primos mónicos de <p, digamos p^...... . pr- Si m¡ es
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el orden de multiplicidad de p¡ como divisor de (f), entonces 
^  =  ... pí", y la descomposición es única salvo el orden de facto-
re·" Se denomma descomposición irreducible de (f). (Para polino­
mios no mónicos la descomposición es de la forma p =  anp7 ’ ... p[^' 
donde a„ es el coeficiente del término de mayor grado.)

En particular si [K es algebraicamente cerrado (por elempto 
1K =  C) la descomposición irreducible de <¡) es de la forma

(j){t) =  {t~~Á^)'^-...{t-Á ,)^' donde ...,

son las distintas raíces de </> con multiplicidades m^, ...., m, respec­
tivamente.

La descomposición irreducible de un polinomio (f>{t) g lR[fl es de 
la forma:

(^(í) =  ( f - A j - ’ . . . ( í - X , ) - ^ ( ( f - a , )  = +i9^)"'

A P E N D IC E  1 /4  a n il l o  d e  p o l in o m io s

donde ..., A, son la raíces de (j).

Se supone al lector familiarizado con los conceptos de máximo 
común divisor y mínimo común múltiplo de un sistema finito de po­
linomios, así como de su cálculo por medio de las descomposicio­
nes irreducibles de los polinomios del sistema. No obstante, en el 
siguiente epígrafe se analizarán estos conceptos desde un punto de 
vista menos elemental pero más adecuado para su uso en el pro­
blema de clasificación lineal de endomorfismos.

2. COMPLEMENTOS A LA TEORIA ELEMENTAL 
DE POLINOMIOS

Definición 2.1. Ideal

Un ideal de K [t] es un subconjunto no vacío I de [K [t] verifican­
do las propiedades:

1. Para cada ^2 e I, <̂ , +  (^26 i.
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ANILLO DE POLINOMIOS APENDICE 1/5

2. Para cada ξ  e \ y (pelK[t1, ξ  ψ  e i

En particular un Ideal I es subanillo de K  [f]. Si φ  e K [t¡ , el con­
junto Κ ^ ] φ  =  { φ  φ / φ  e K [ t ] }  es un ideal de K [ t ] .  Se denomina 
ideal principal generado por φ .

Proposición 2.2.

Si l-¡, Ir son de IK [t] entonces:

(1) L n  ... n  l , -= n  'i es un ideal de K [ t ] .
i =  I

(2) L -I-... +  lr=  ^  \\={(p^ +  ... +  (pJ(pie l¡ i =  1, ..., r} es un ideal de
i -  i

K ft], y contiene a la unión 1̂ U  ■·■ U  Ir- 

La demostración es inmediata.

Proposición 2.3.

Todo ideal I de IK [t] es un ideal principal. De forma más preci­
sa: Dado: I ideal de íK[t], existe un único polinomio mónico 
(/) e ÍK [t] tal que I =  K  [ t ]^ .

Se dice por esto que K  [t] es un anillo principal.

Demostración

Si / =  {0} no hay nada que probar. Supóngase pues /^ {O }. Sea 
^  e / un polinomio tal que grcf) =  m \n {g r^ /^  e l — {Q]}, evidentemente 
(j) puede elegirse mónico. Es obvio que K \ t ]  (¡) C. I. Si c g /, apli­
cando el algoritmo de la división de ^ por (j) se concluye que exis­
ten p G [K [f 1 con ^ =  (¡)C +  p.

Si p # 0  entonces gr p < g r  (j) y p =  ^ +  { — C)(¡> e /, pues cj) e Es­
to contradice la hipótesis sobre el grado de <f), por tanto p =  0 y
(p =  C (f> e K [ t \  (j).

La unicidad de ^  es ahora clara;

Si es polinomio mónico con / =  K [í] =  IK Tí] se deduce
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= y 0 =  C</>i para ciertos polinomios Ci e IK [t] y se tiene 
(1“ C C i)^ ” 0· Como ^ # 0  es CCi =   ̂ Y Por tanto C, Ci g IK , Pero (j? 
y son mónicos luego (  =  Ci =  1- □

APENDICE 1/6 a n il l o  d e  p o l in o m io s

Proposición 2.4. Máximo común divisor

Sean 0^) sistema de polinomios de [K [t]. Existe en­
tonces un único polinomio mónico á e lK [ t ]  verificando las condicio­
nes:

(1) M(f>.......

(2) Para cada (pe [K[t] tal que (p\(¡) ,̂ (p\(¡)f^ (¡)\ó.

Se denomma a 3 máximo común divisor de {(p,, (p,), y se
escribe 3 =  m. c. ó.{(p^, (py

Demostración

Por 2.2 y 2.3 [K [f] (p, +  ...-\-K [t](p,, es un ideal del[K [fJ generado
por un único polinomio mónico 6, es decir:

K [ t ] 3  =  K[t \ (P,  +  ... +  K [t]( l),.

Asi cada <pj e IK [í]¿. y ^!<^/ para / =  1, ..., r. Además, como

5 e  t  K [ í ] 0 i,
/= 1

existen polinomios

C........  C r e K i t ]  con ó =  í:,<P, +  ... +  í:,(P„

por tanto, st (/> e IK [í] Y <P 1 </>/ para j  =  ^, ..., r es (p¡ =  ^¡(p para ciertos
G !K [f], de esta forma se tiene

ó =  C,(P, +  ... +  C,<Pr =  cp{C,^, +  ... +  U r )

es decir (p\S. La unicidad de <5 se demuestra de forma análoga que 
la unicidad en !a proposición 2.3. □

De la demostración anterior se deduce el siguiente corolario;
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Corolario 2.5. Identidad de Bezouí

Sea 0r) un sistema de polinomios de ÍK [t], entonces el
polinomio 5 =  m. c. d. f/>r) es el único polinomio mónico que
verifica

K ít ]¿  =  lK [ t l ( ^ ,  +  ... +  (K[t](/),

En particular, si m. c. d. (0 ,,  (f),) =  ,̂ existen polinomios
Ci, ■■■. Cr e [K [t] tales que <}>̂ + ■■■+Cr ér =

Esta última igualdad, se conoce con el nombre de identidad de 
Bezout.

ANILLO DE POLINOMIOS APENDICE 1/7

Proposición 2.6. Mínimo común múltiplo

Sea (pr) un sistema de polinomios de [K[t]. Existe enton­
ces un único polinomio mónico m e IK [t i verificando las condicio­
nes:

(1) f ie  K [t](f)i para i =  1, r (es decir u es múltiplo de (¡)J.

(2) Si (p e K [ t ] ^ ¡  para i =  1, r entonces (p e ÍK[t]/i.

Se denomina a minimo común múltiplo de (0^, (¡)) y se
escribe

li =  m. c. m .{/í i,  u,).

Demostración

Basta tomar u e  IK [í] el polinomio mónico tal que

K \ t \ p = K [ t ] ( j ) , r \  -  n K[t](¡),. □

Proposición 2.7. Cociente por ideales

Si ^  G K [t], y gr¡^ =  m entonces el espacio vectorial sobre IK 
cociente K [ t l ^ ^ K  [t]/(K  [t] (j) es isomorfo al espacio vectorial [Kni[t] 
de los polinomios de grado estrictamente menor que m. En particu­
lar se tiene dim (IK [t]/lK [t] 0) =  m.
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APENDICE II 

ORIENTACION Y VOLUMEN

Mediante una stmetria (vectorial, afín u ortogonal) un guante de 
la mano derecha se identifica geométricamente con un guante de la 
mano izquierda, es decir, no existe ninguna propiedad geométrica 
que distinga un guante del otro en ninguna de las geometrías estu­
diadas en capítulos anteriores. Sin embargo, sabemos por experien­
cia que dichos guantes son distintos. El objetivo de este apéndice 
es definir subgeometrias de las geometrías expuestas hasta aquí 
que son más ricas en propiedades de interés y que permiten, entre 
otras cosas, distinguir geométricamente guantes de manos diferen­
tes y de tamaños distintos.

1. ORIENTACION Y VOLUMEN EN GEOMETRIA VECTORIAL

Sea V un espacio vectorial de dimensión n > 0  sobre el cuerpo 
de los números reales IR.

Definición 1.1. Volumen

Sea 8 una base de V y v e V" un sistema de n vectores de V. Si 
P es la matriz cuadrada que verifica v =  eP, llamaremos volumen 
orientado de v respecto a r, a co,{v) =de t P La aplicación 
to, , s e  denomina forma de volumen respecto de

Se llama volumen de v respecto a 8 al valor absoluto de o),\v).
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Proposición 1.2.

Fijada una base e de V se tiene:

1. La aplicación es nnuitUineal alternada, es decir,
es lineal respecto a cada tactor de V y cambia de signo al permutar 
dos elementos del sistema al que se aplica.

2. w,(v O) =  w,(v) det Q para toda matriz cuadrada, Q, de orden n.

3. V es base si y sólo si a>,(v) #0.

Demostración

Es una consecuencia inmediata de la definición de w .y  de las 
propiedades de los determinantes. □

Proposición 1.3.

Sean 8, e’, ó. Ó' bases de V.

Si (O,{3) = 0) ,{3') entonces =

Si signo de co,{ó)=signo de entonces

signo de o)A^)=signo de co,'{3').

Demostración

Sea E =  ÓP-, e =  3'P', ¿ ^ 3 0 ,  e^S'Q'  V e^^sR.

Si co,{¿) =  (:o,((5') entonces det P =  det P' Como s^SP-, s' = £R =  
= ÓPR y £ =  3 'P'R, luego PR = Q y P'R = Q’ asi;

oj,.((5) =  det 0  =  det P det fí =  det P’ det f í ^ d e t  =

Análogamente se demuestra la afirmación referente al signo. □

APENDICE 11/2 o r ie n t a c ió n  y  v o l u m e n
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Definición 1.4.

ORIENTACION Y VOLUMEN APENDICE 11/3

Se dice que dos bases Ô y Ô' de V tienen la misma orientación si 
existe s base de V tal que

signo de o),,{ó)^signo de

Se dice que dos bases S y Ô' de V tienen el mismo volumen 
orientado si existe ê base de V tal que

œ,{Ô)=o),{Ô')

Proposición 1.5.

7. Las relaciones «fener el mismo volumen orientado» y «tener 
la misma orientación» son relaciones de equivalencia sobre el con- 
iunto B formado por todas las bases de V.

2. Hay exactamente dos clases de equivalencia en el conjunto 
cociente de B por la relación de equivalencia «tener la misma 
orientación».

Demostración

El apartado 1 es consecuencia de la propia definición 1.4 y de
1.3.

En cuanto al apartado 2, como sólo hay dos posibles signos pa­
ra un nùmero real, es claro que el número de clases de equivalen­
cia es a lo sumo dos. Por otra parte es fácil comprobar que (e^. ..., 
e„) y { —e,, e^, e„) tienen signo distinto, por tanto hay exacta­
mente dos clases de equivalencia. □

Definición 1.6. Orientación

Las ciases de equivalencia del cociente de B por la relación «te­
ner la misma orientación» se denominan orientaciones de V. Un es­
pacio vectorial orientado es una pareja (V, Q) donde Q es una de 
las orientaciones de V. En (V, Q) una base e tiene la orientación
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p o s i t i v a  SI  K E Q  y  e n  c a s o  c o n t r a r i o  s e  d i c e  q u e  t i e n e  l a  o r i e n t a c i ó n  

n e g a t i v a .

APENDICE l i /4  o r ie n t a c ió n  y  v o l u m e n

Definición 1.7.

Un automorfismo f e  GL{V) decimos que preserva la orientación 
(respectivamente el volumen orientado) si para cada base & de V, s 
y f(£) tienen la misma orientación (resp. volumen orientado).

Proposición 1.8.

Dado f eG L iV ) ,  son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) t preserva la orientación (respectivamente el volumen orien­
tado).

ii) Existe una base s de V tal que e y f{e) tienen la misma 
orientación (resp. volumen orientado).

¡ii) Existe una base e. de V tal que de det (resp.
det f\/l,{f) =  ^).

iv) Para cada base & de V se tiene det M,(f) > 0  (resp. det M,{f) = 
=  i; .

Demostración

i) ^  ii) es trivial.

ii) -)> iii) Sea e base de V tal que s y f(s) tienen la misma orien­
tación. Como f{E )-8M ,{f)  entonces det M ,(h>0 .

iii) IV) Supongamos que det M,,{f)>0 y que (■' es otra base de
V tal que £ =eP Entonces det /W,-(/) =  det P~  ̂M,{f)P =  úe\ M ,{f)>0.

Iv) -)■ i) Para cada base £ de V, f{e) =  elVI,{f) con det /Ví,(0>0. 
por lo tanto £ y f(£) tienen la misma orientación.

Análogamente para el caso en que f preserva el volumen. □
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Corolario 1.9.

El comunto de los automorfismos que preservan la orientación 
(respectivamente el volumen orientado), GL^(V) (resp. SL{V)), for­
man un subgrupo de GL{V).

Demostración

Si t, g e GL^ (\/) y s es base de V,

det M , { f - g )  =  deX M,if) det /W,(g)>0, 

por tanto f  ̂ g e GL^ {V). Del mismo modo

det M , { r  ■') =  (det /W,{f))-^>0, 

luego f~ ' e GL^ (V). □

Observaciones 1.10.

ORIENTACION Y VOLUMEN APENDICE 11/5

i) El par (V, GL^ {V)) define una subgeometrla de {V, GL{V)) 
donde la orientación de una base es una propiedad geométrica. Un 
observador conocedor de esta nueva geometría podrá distinguir 
geométricamente su mano derecha de la izquierda.

ii) El par (V, SL (V)) define a su vez una subgeometrla de (V, 
GL^ {V)) donde la forma de volumen es un invariante geométrico. 
Un observador conocedor de dicha geometría puede distinguir za­
patos de distinto numero y de distinto pie. También puede comparar 
volúmenes, por ejemplo, el hecho de que una base tenga volumen 
doble que otra es una propiedad geométrica.

2. ORIENTACION Y VOLUMEN EN GEOMETRIA AFIN

Sea X un espacio afín de dimensión n > 0  sobre el cuerpo de los 
números reales M.
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Definición 2.1. Orientación y volumen

Dos sistemas de referencia (cartesianos o afines) de X, e y e , se 
dice que tienen la misma orientación (respectivamente el mismo vo­
lumen orientado) si como bases de X tienen la misma orientación 
(resp. el mismo volumen orientado). Si B es el comunto de todos 
los sistemas de referencia (cartesianos o afines) de X, el conjunto 
cociente de B por la relación «tener la misma orientación» consta 
de dos clases de equivalencia que llamaremos orientaciones de X. 
Un espacio afín orientado es un par (X, Q) donde Q es una de las 
orientaciones de X. En (X, Q) un sistema de referencia e tiene la 
orientación positiva si e e Q y en caso contrario tiene la orientación 
negativa.

APENDICE 11/6 o r ie n t a c ió n  y  v o l u m e n

Nota 2.2.

De modo totalmente análogo al caso vectorial se pueden definir 
transformaciones afines que conservan la orientación o el volumen 
orientado, lo que da lugar a los grupos GA'^ÍX) y SA{X) y a las 
geometrías (X, GA"^{X)) y {X, SA{X)).

Observación 2.3.

Es inmediato que orientar o medir volúmenes en X es equivalen­
te a orientar o medir volúmenes en X. También _es fácil observar 
que orientar el espacio afín X equivale a orientar X, pues dos siste­
mas de referencia cartesianos (e^, j )  y (e'o, 7) tienen la misma 
oriejitación si y sólo si las bases e y e tienen la misma orientación 
en X.

3. ORIENTACION Y VOLUMEN EN GEOMETRIA 
EUCLIDEA

En el caso de los espacios vectoriales euclídeos se produce un 
fenómeno especial: toda transtormación lineal euclídea que preser­
ve la orientación también conserva la torma de volumen.
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ORIENTACION Y VOLUMEN APENDICE 11/7

Sea E un espacio vectorial euclídeo de dimensión n>0,  con pro­
ducto escalar <,>.

Definición 3.1. Orientación

Un espacio vectorial euclídeo orientado es un par (E, Q), donde 
Q es una orientación del espacio vectorial E.

Definición 3.2.

Llamaremos 0 ^ (E ) al subgrupo, G L ^ (E )P |0 (E ),  formado por 
las transformaciones lineales euclideas que conservan la orienta­
ción.

Proposición 3.3. Forma de volumen canónica

Sea (E, Q) un espacio vectorial suclideo orientado. Si e y ¿ son 
dos bases ortonormales de E con la orientación positiva entonces 
cú,= ü)¿. Llamaremos a.iCo = co,.= cú.' la forma de volumen canónica de

,E ■(. . . .

Demostración

Supongamos que s =  entonces PP* =  I, luego (det =  por
tanto det p =  + 1  y como e y i: tienen la misma orientación, det P~1.

Si V G E" y v  = £Q, v = e'0' entonces v  = í3'PQ, luego 

o;,(v) = det Q = det Q' =  co,/(v). □

Proposición 3.4.

La aplicación o) es un invariante para sistemas de vectores en 
la geometría (E, 0 ^  (E)).
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Demostración

Hemos de probar que para cada v e E”,

w(v) =  w (f(v)),  para cada í e O ^ ( E ) .

Sea í; una base ortonormal de E.

Supongamos que v =  fíP, entonces f{v) =  f{H)p. Por ser / e O '  (E), 
f(í·) es ortonormal con la orientación positiva y aplicando 3.3.

o;{f(v))-o>,(,)(f(v)) =  det p = a),iv) = o){v). □

Nota 3.5.

Obsérvese que sm necesidad de estar E orientado es posible 
definir el volumen de un sistema v e E", como loj,(v)l, siendo e 
cualquier base ortonorma! de E. Así pues, toda transformación li­
neal euclídea conserva el volumen y por tanto ei volumen es un 
mvariante en la geometría (E, 0(E)).

Nótese también que una orientación en E no induce de modo 
canónico una orientación en los subespacios de E, mientras que 
cualquier subespacio de E tiene una estructura vectorial euclídea, 
«heredada» de E, que permite medir volúmenes como acabamos de 
explicar. ^

Por último, si E es un espacio afín euclideo, se puede definir 
OA^ (E) de modo análogo a como hemos definido O ’ (E). En la geo­
metría {E-, OA'^ {E)) «tener la misma orientación» y «tener ei mismo 
volumen orientado» son propiedades geométricas para sistemas de 
referencia o paralelepípedos de E
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LECCION 1

Ejercicio 1.1, Definimos:

G xX  3 (g, Xi) ^  gXi =  g{Xi) e X

y se trata claramente de una actuación.

Es fácil comprobar que la actuación es fiel y transitiva.

El subgrupo de isotropia de x¡ e X está compuesto por la identi­
dad y la simetría respecto una recta que pasa por x¿ y por el centro 
de P

Ejercicio 1.5. Definimos:

/ A A  \
G x C 9 A, Xa j A

\ \ ^ 3 /  /

G C.

Se trata de una actuación fiel, pues, por ejemplo.

/ 1

M

í - 1

O = o

\ V  V  '

No es transitiva pues el conjunto de órbitas es:

C/G = < {0},
x A  I

(
> e VglíR)

X3/ \  X 3 /
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Habida cuenta de la descripción de C/G un invariante completo
es:

Signo X^X2

I  I le  V,(R).

Ejercicio 1.7. Como aplicación directa de ta definición 1.24, et 
subgrupo de isotropi'a de

en la actuación de GL{n, [K) {resp. GA{n, IK)) sobre V„{[K) es:

Xi \

x . , /

= 0 }.

respectivamente:

GA{n, K), =  {A e G A { n ,  K ) / { A - f )

/
X, = 0}

Ejercicio 1.8. El grupo de transformaciones de (\/„(R), 0 (n )) es 
el subgrupo de GL{\/n(iR)) formado por los elementos f de 
GL{V„{U)),  que verifican;

para cada xe \/„([R ), x*x =  /{x ) 'f(x ) .

Llamaremos a este grupo 0{\/„(iR)).
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

En efecto, s\ t e O (\/n([R)), como t e GL{V„(IR)), existe A e GL(n, 
[R) tal que;

/ ( x )= / \x  para cada x e V„(1R).

Por tanto x^x =  í (x)^ í(x) = x M M x  para todo x e \Z„(!R), de donde 
es fácil deducir que =  / y asi A g 0(n). Con lo cual (f){A)=t, 
siendo (p el homomorfismo definido en 3.3.

De modo análogo se prueba que el grupo de transformaciones 
de (V„(R), 0(p , q)) es el subgrupo de GL{V„{U)) tormado por los 
elementos t de GL{V„{U)),  que verifican;

para cada xg \/„([R ), x ' S p^x = f{xY SpJ{x).

Ejerc ic io  1.9. Sea <I>' G '^  S{X) el homomorfismo natural defi­
nido por (X, G') y ^ : G S{X) e! homomorfismo definido por (X, G) 
(consultar 3.3). Por definición de grupo de transformaciones es 
G', = <iy{G) y G = ^ { G ) .

Supongamos que G ^c G;. Si gi s G, íD(5í) e G ^C G ; y como 
im (S>'=G'  ̂ y G  actúa fielmente sobre X  existe un único g' tal que 

Definimos;

¿ : G 3 g ^ c ( g ) - g '  ^ G'

Es fácil probar que ¿ se trata de un monomorfismo y para todo 
X e  X, ^(g) (x) == 0(£f) (x) ^  gx  como queríamos probar.

Recíprocamente, si existe ^ G G' monomorfismo, tal que 
^ {g )x = g x  para todo x  g X, dado 0(g) e Ĝ , se tiene

O(fif) X -  g x=  ^{g)x= <J>'{Ag)) x

para todo x  e X  Luego ^{g ) ^  0'(<^(5f)) e G  ̂y entonces G^ es subgru­
po de G^.

Ejercicio 1.11. Definimos (p : V„{K) ^  {O, 1} del siguiente modo;

'1 si x ^O
(P{x) =

O si x =  0

(p es claramente un invariante para (Vn([K), GL {n, K)), pero no lo 
es para (V„(ÍK), GA{n, K)), en efecto;
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

/ 1 0

1

SI A  = 0 1

\o

I G GA{n, [K), A

LECCION 2

Ejercicio 2.3. En general no tiene estructura de módulo so­
bre A con las operaciones en el enunciado. En etecto, si existe
M e A, /.í# 1:

1 (^, fι) =  {  ̂ - u, 1) =  (^, /L¿)

Ejercicio 2.4. I) Si (i/^, v )̂ d.l. ..., w j  entonces

s

Z  3n M'/. / =  ■·- ··■. r.
f ™ i

Llamando A =  (a,,) e FL(r, s), se tiene (v^, ..., =  w j  A. Re­
ciprocamente, SI existe

A =  (ati) € FL(r, s) y (v, ,  ..., w j  A

entonces

5

Z  luego ( i / „  ..., v }̂ d.l. {w ,......  w,).
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ii) Supongamos que A --{a r)  y B =  {b¡^):

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

( ( > ' „ .... v ^ ) A ) B = (  t  a „  v „ ■. Z  a,^ B
/= 1 y

b,, i  a „  V, ......  I I  a „  V,

=  I  Z  a „ b „  V , ......  Z  I  a „ f t

iii) Supongamos que vA = (a,J y S =  {¿)y,):

v;){XA+uB) = [ z  ·■·- Z  {Xa¡„ +  ¡.ib,Jv^

Í  '  '  \  Í  ' ^ 
- A  Z  3/. — z  V/ +.JU Z  - -  Z

-  1 ' =  1 /  \ '  =  i < =  1 /

= A(I^1, ..., O  A +  ■■■. Î .) B.

Ejercicio 2.5. i) Si i/ g S es claro que v d.l. S luego v e <S>, 
por tanto S C  (S ).

ii) Si V- e <S,>, V d.l. Si, luego existe un sistema (\/i, v,) e S\
tal que v d.l. (Vi, \ /^ ) .  Como Si C  Sj. ( v ' i .  ··■> O  g  luego v d.l. 
Sa, con lo cual v g (S^}·  Por lo tanto <Si> C  (Sa)·

iii) Por i), S C  <S> y por ii), <S> C  « S » .  S \  v e « S » ,  existe 
{ v „  ..., O  g <S>*· y A eFL{ r ,  m) de modo que v ~ { v , ,  ..., v̂ ) A. Co­
mo (Ui, i/,) G {S y .  existe {w „  ..., w j  e S® y B e FL{s, r) taies 
que:

(Ul, ... K )-( '^ V  ■■■> ^s )^ ·

Por tanto,

..., v^)A =  { {w„  ..., Ws)B)A = { w „  ..., w,)BA, 

luego V d.l. S con io que v ^ <s).
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

E|ercicío 2,6. Sea (r-. g {1. t.......  A". con n i ^ n ¡  para
/# / .  Si [k,, k,) 6 IK'· es tal que k ... + k,t^ '=0, por la defini­
ción de igualdad de polinomios, k^ =  ...=kr =  0.

Ejercicio 2.8. Supongamos que , /.) e [
Á , V ,  +  ... +  Ár V,  +  AV =  0,  SI Á ^ O

entonces

V = ------ 1 V ------^ V ,
/  ' /  "

en contradicción con la hipótesis: v no d.l. de (i^^, v j .  Si A = 0,
entonces ^v, + . . . +  / ,u ,  = 0, y como (j/^, ..., v,) es l.t., =  =
luego {v,, ..., v,, v) es l.i.

Ejercicio 2.10. Podemos probar aún más: no existe ningún sis­
tema l.t. en V con la estructura de módulo del ejemplo 5 de 1.2. En 
erecto, si S C  es para cada i/ e S debería ser (v) l.i. Ahora 
bien ( f - 1 )  v/ =  v^-v^ =  0 y í —1# 0  luego (i/) es l.d.

Ejercicio 2.11. Razonemos por inducción sobre m.

Si m = 1 entonces ( i / j  es la base deseada.

Sea (v/ ,̂ ..., v „)  el sistema generador del enunciado. Si es /./. 
..., v'^) es la base buscada. Si {v,,  es l.d. existe un v¡

que depende linealmente de {v „  ..., v ¡ - „  v,+ „  ..., v j ,  por tanto 
{V'i, !/„} C  <1̂ 1, ··■. y {V„ ..., „  .... v j
es sistema generador con m —  ̂ vectores, y podemos aplicar la hi­
pótesis de Inducción.

Ejercicios 2.12. Razonemos por inducción sobre n.

Si n ^ 1  entonces para / =  1, s existe e [K con Uí =  Áí V.¡ y 
como es s> 1  el sistema (u^, ..., u^) es linealmente dependiente.

Supondremos cierto el resultado para coniuntos l.t. con menos 
de n vectores. Como (u i, u^) C  ( v , ,  ..., v^y, existe A =
= {a^¡)eFL{n, s) tal que {u „  ..., u j  =  {v „  ..., uJ A.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a, ,  es no nu­
lo, cambiando si fuera necesario el orden de los vectores de {v,,  ..., 
\/„), pues debe ser u,  no nulo. (Si u, es nulo el sistema {u,, ..., u^) 
sería ya l.d.). Llamando
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A  = {a ¡ , - { a ,J a , ^ )a ¡ , )  e FL{n~^ ,  s - 1 )  (/ =  2, n, i =  2, .... s),

es fácil comprobar que

(u 2 - (a i2 /a i i )  u , ......  U s - { a , J a , , ) u , ) ^ { v ^ ,  ..., v „ ) A

Por la hipótesis de inducción este último sistema es l.d., es de­
cir, existe (Ai, ..., A,) C  K tal que

X 2 (u 2 -(a i2 /a i i)U i)  +  ... +  A ^ (u ^ - (a i , /a ,J u i)= 0 ,  

con lo que

{ - A A a , J a , , ) - . . . - A ^  {a ,J a ,, ) )u ,  +  A^u^ +  . . .+A,u^^O.

Por tanto {u^, ..., u j  es l.d.

La deducción de la propiedad: «todas las bases tienen el mismo 
número de elementos» es, a partir del resultado anterior, trivial.

Ejercicio 2.14. Por el eiercicio 2.12 debe ser r ^ n .  Si r = n, por el 
eiercicio 2.13, es ..., v,) base. Si r < n ,  (i/^, ..., v,) no es base, y
por tanto no es sistema generador. Existe pues tal que
1/^+1 no está en ..., v,y.

Por el ejercicio 2.8 se concluye que (v^, ..., i/,, es l.i. Repi­
tiendo este argumento se construyen 1/^+2- ·- '̂ n modo que 
..., v„) es l.t. Utilizando ahora el ejercicio 2.13 y que dim V ^ n  se 
concluye ia demostración.

Ejercicio 2.15. Para cada u, v e U, tomando a =  /í =  1 e A tene­
mos ^H-l·^V =  U +  V G U.

Si u e U y A e A, tomando v =  0, ¿¿ = 1 tenemos áu +  1 ■ O^^Au e U.

Luego U es submódulo de M.

Recíprocamente, si u es submódulo 6e M y A, u g A, u, v € U, se 
verifica Au e U y Av e U, por tanto Au +  uv e (J.

Ejercicio 2.16. Sean u, »/ e O  U¡ y /, ¡.i g A. Para cada / g I,
i e l

u, V e Ui y A, u e A, luego áu +  uv e l/¿, por tanto

Au +  Liv G Pi U/ ■
i e l

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 7
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Ejercicio 2,17. Consideremos el anillo Z /6 Z  = {0, 1, 2, 3, 4, 5} 
de clases de congruencia de enteros módulo seis. Z/6Z se puede 
considerar como módulo sobre Z/6Z, además es módulo libre pues 
(1) es una base. Sin embargo, (O, 2, 4} es un submódulo no libre de 
Z/6Z; obsérvese que los sistemas (2), (4) y (2, 4) son l.d. pues 3 2 
-O , 3 4 =  0 y 2 +  4 =  0.

Ejercicio 2.20. Demostraremos que dim u, Pi puede tomar
todos los valores enteros que verifican la condición:

máx (O, (Oi +  n J - d im  V )^ r ^ r r \ in  {n,, n j .

Para cada valor r posible para dim n  Uz se verifica que 
dim Ui +  L/2 =  n i +  n 2"-r, entonces todos los posibles valores para 
dim L/1 +  1/2 son los enteros m que verifican:

max (n,, n jX m ^ m í n  (n^ +  na, dim V).

En primer lugar probaremos que si dim U, Pi U¿ =  r, entonces 
máx (O, (ni +  n 2) - d lm  \ / ) ^ / - ^ m in  {n,, n j .  En efecto, como
u,  D  U z C  U, y U, C) U z C  Uz, y luego r ^ m in  {n,, Hz)·
Por otra parte,

dim V ^d im  U, +  Uz =  n ,+Dz~- r  luego r < { n .̂ +  n 2) - d i m  V

y como r^O , tenemos máx (O, (n i +  ng) —dim \ / )^ r .

Por último veremos que para cada r tal que

máx (O, +  —dim \ / )^ / '< m in  (n^, n j

existen u , ,  e ^ { V )  tales que dim U , = n , ,  dim Uz^ n ^  y 
dim U, n  U^^r .

Sea =  e„) una base de V. Tomamos

U1 <(e 1! · · - !  ^ ( 7, ^  y u z ■••1 ©r«  ^ n,+ 'i, ■■■, e n, +  n , - r l )

obsérvese que n, +  n z - r ^ n  pues n^ +  n s -d im  V ^ r .  Claramente 
dim U , = n , ,  dim U^^Hz  y (7̂  O  Uz =  ‘\e ^ ......  ©r) tiene dimensión r.

o  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS
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LECCION 3

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Ejercicio 3.4. 1. Sean A, ¡i e / \V  u, v e Ker f,

f {áu +  jiv) =  A f {u ) - l · ^ f {v )=0

luego

Au +  i^v E Ker;.

2. Si f es monomorfismo, como f(0) =  0 y t es Inyectiva, Ker f = 
= f - M 0) =  {0 }.

SI Ker f =  {0} y u, v e M verifican f (u)^f {v) ,  entonces, f { u - v )  = 0 
y así u ~ v  E K e r f= {0 } ,  luego u =  v. Por tanto 1 es myectiva.

Ejercicio'3.5. S\ u, v e M,
f  f{u-\~v) =  f  {f{u) +  f { v ) ) = f  f { u ) + f  f(v), si /_ e A,

- f{Au)=f ' {Xf{u)) = Ar - f{u).

Ker f ' ° t ^ f  \K e r  f'), se comprueba inmediatamente.

Ejercicio 3.6. La prueba de que FL{M, M') es un modulo sobre / \  
es totalmente mmediata.

En cuanto a la afirmación dim FL{V, V') =  n m, construiremos a 
continuación una base: sea {e,, .... e„) una base de V y (e'^, .... e'^) 
una base de V", llamaremos e FL{V, V') al homomorfismo que 
verifica:

fiÁe,)
O Si I 

e'¡ Si /? =  /

En primer lugar { f - ¡ )  es un sistema l.i. En efecto, si {A¡¡) e  [ K ”  

verifica:

=  para cada h e  n],

m

I / in ^ / ( e J = 0 ,  luego ^  =

entonces

y.̂ ,¡ =  0, / =  1, ..., m para cada h e  {1......  n
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Por tanto,

Áa = 0, para todo i, / e {1......  n }x {1 ,  m}.

Por último {f¡¡) es sistema generador. En erecto, sea t e FL{V,
m

V'), SI f {e ¡ )=  Z  a,/ e'i para cada / e {1. ..., n}, entonces es fácil
/ = í

comprobar que

n m

' = 1 1  a „ f „ ·
/  =  i /  -  1

Ejercicio 3.7. La actuación es fiel.

Sea f e  GL{V), tal que para cada v e V, f{v) =  v, en particular, si 
(e ,, ..., e„) es una base de V, f (e , ) - id „ {e , )  =  e,, entonces por el 
teorema fundamental de homomorfismos f= id ^ .

No es transitiva: si v e V, no existe f e G L { V )  tal que
f { v ) ^0 ,  por tanto v y O están en órbitas distintas.

Las órbitas de la actuación son \ / - { 0 }  y {0}. En erecto, dados 
1̂2 6 basta ampliar a bases [v, ,  e^, --i e„) y ·■■,

e'„) y construir f e G L { V )  tal que

=  y í(e,) =  e'i con / =  2, ..., n,

por tanto y están en la misma órbita.

Ejercicio 3.9. La actuación de GL{V)  sobre (V) es la siguien­
te:

GL{ V )x J /AV )  9 {f, U ) ^ f { U )  6 ^A V ).

La dimensión:

dim . (\/) 3 U dim U e {0. 1....... dim VI

es un invariante para la actuación anterior que además es comple­
to: SI dim U, =  d\rc) Uz =  r, sean (e^, ..., e,) base de (J, y (e'^, ..., e',) 
base de (J^· Por el teorema de ampliación de bases, existen (e^, ..., 
©n ··■> ©n) y {e'i, ···, e'r, ..., e'„) bases de \/ y por tanto existe 
í g G L Í V )  tal que f{e^) =  e'], / =  1, n. luego t verifica f {U, )  =  Uz.

1 0  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 11

Ejercicio 3.10. La actuación de GL{V)  sobre Ú' e s  la si­
guiente;

GL{v)xí^{vy3 [í, u,, u,)^{fiu,), f iu,)) G ivy 

Los invariantes;

óim ^ { V ) ^  3 {U,, C/2)-*-(dim U,,  dim U j  e {O, 1, dim V}^

(¡) - . í£ {y Y  3 Lía) dim {O, 1, dim Vj

forman un sistema completo de invariantes para la clasificación in­
ducida por la actuación anterior.

Es claro que se trata de un sistema de invariantes, veamos que 
es completo;

tales que

sean { u „  UJ y (ü '. ü \)  e

dim U i^c lim  U\ =  n^, dim t;2 =  dim y

dim U, n  Ü 2 =  dim U\ C\ U’2 =  r.

Sean (e^, una base de U  ̂+  i Í 2 adaptada a Uy y U^V
{e \ ...... una base de U  ̂+  U^ adaptada a V ¿72 (véase 4.18
de la lección 2).

Ampliamos (6 i, a (e^, e„) base de V y (e\,
a (e'i, ..., e'„) base de V. Entonces el isomorfismo f e GL{V) 

tal que f(e;) =  e;. / =  1, .... n, verifica f {u , )  =  U\ y f {U 2) =  U'2 ·

Ejercicio 3.11. 1. Hemos de ver que u. +  i/a-íi/'-. +  i/'j) e L/. en
efecto;

v, +  \ / ^ - { v \  +  v'^) =  v , - v \  +  v ^ - v \  e U

pues v  ̂— v' ^e U y U.

2. Hemos de probar que ŷ v — Áv'  s  U,  en efecto:

av — y.v' =  /.{V — v') 6 U pues v — v ' e U .
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Ejercicio 3.13. Dado v eV,  como ©  ... ©  se escribe
de forma única deí modo v — u, +  ... +  u,, u¡ e U¡. Por tanto, tenemos 
bien definidas las aplicaciones de 2.15,

n¡{^) =  u¡ e U¡, 1 = ,̂ .... r.

Para cada á , ¡ l e K  y  v, v' e V, siendo v =  u-  ̂+  ... +  u, ,

+  + Ur. u' ¡eU¡, ι =  ,̂ ■■■, r,

se tiene:

luego

AV +  iLv’ - /ty 1 +  iiu \ -\-.,. +  Au, +  fiu'r,

n¡{AV + fiv') =  Án¡{v) +  un¡{v’), /==1......  r

con lo que se concluye que tz¡: V~^U¡ son aplicaciones lineales.

Por la definición de n¡, v =  7Ti (\/) + . . .+  para cada i /e  \/, lue­
go 71, +  ... +  Kr =  idv  Para todo u¡ e U¡, i e  (1, r}, u¡ = 0 +  ... +  Ui + ...
+ 0, luego n¡{u¡) =  u¡ y 7t,(í;,) = 0  si / # / .  Como para cada v e V ,  
7T;(i/) e U, , / =  1, . . . ,  r, Ttf (i/) =  Ji, (i )̂ y tz¡ ;r, {i/) =  0 si / ^ / .  Por último, 
como Tiiiv) E U, para todo v e  V y 7ti{u) =  u para todo u e  U es claro 
que im n¡ = Ui, t~ ^ ,  ..., r.

Ejercicio 3.20. Sean x, x', x" los sistemas de coordenadas res­
pecto a £, e' y e” respectivamente {£ =  {ei, ..., e„)).

= {x"(g(£' M A f ) x { e M -

= U'/(g(e') M„,(f)x(e,))) =

=  (x'/(e" M,„r(g) M „(f)x(e,))) =

= {x'!{e") M,:Ag) M,Af) x(e,)) =

= M,,,(S) M,Af).

Ejercicio 3.21. Dados í, g e FHV, V),

+ g) =  (x; {f+g{e,)))  =  {x) (f (e,))) +

+ {x 'A 9 Íe , ) ) ) ^M ,A f )^ M Ag ) ·
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s\ A e K y t E FL [V, V'),

/W.,,(/i) =  (xVUae/))) =  A (x ;(/(e ,)))-A M ,,(/) .

claramente si entonces f^O,  por lo que M,,. es monomorfis­
mo, y como además:

dim FL{V, V') = m ■ n =  ó\m FL{m, n)

podemos afirmar que M,, es un isomorfismo.

LECCION 4

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 13

Ejercicio 4.6. Las matrices A y A  tienen eí mismo polinomio 
característico:

x ( í ) = ( í “ -1 ) ( /+ 1 ) ( f -2 )

por tanto, 1, - 1  y 2 son autovalores para t y f  Elijamos vectores
no nulos û , u] ι =  ,̂ 2, 3 tales que:

f { u ^ ) = ~ U 2, f (u^ )=2u.  

f ' {u\) =  u\ f'{u '^)^2u '\

Demostraremos qu 5= {u^ u ,̂ u j  y = {u \,  u'\, u \)  son bases de V. 
Esto concluye la demostración, ya que entonces se tiene:

/ 1  o 0\
M ,( / )=  0 - 1  O = J  =  MAí ' )

V O o 2 /
^  '  (4.6.1)

y t es Mnealmente equivalente a f

Probemos por ejemplo que ó es lineal mente independiente.
Sean á^, *̂3 escalares tales que:

U i+y .2U2 +  /^3Ü3 = 0 (4.6.2)
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Aplicando f a annbos miembros queda:

/Li —/Í2 U2 +  2/Í3 1/3 =  0 (4.6.3)

Sumando (4.6.2) y (4.6.3) miembro a miembro:

22, u 1 +  3^3 Ü3 =  0 (4.6.4)

Si / ,= -0  entonces es nulo por (4.6.4), y sustituyendo en (4.6.3) se 
obtiene /g^O,  con lo que se concluye la demostración.

La posibilidad / ^ ^ O  debe ser descartada, ya que entonces de 
(4.6.4) se deduce que los vectores y u.  son proporcionales, y 
como G ker{ f~ id ) ,  también e ker {f —id), lo cual contradice la 
igualdad f ( t /3) = 2u 3 pues u . es no nulo.

La transformación lineal g - V V  tal que g{5) =  ó', verifica la
igualdad:

r ^ g  ■ f -  g ~ '

ya que por (4.6.1) se tiene:

i g - t g - ^ )  (¿') = (g ■ f) ((5) =  g (SJ) =g{S) J =  S 'J =  f ’ {S').

Asi, f' y g ■ f ■ g~ ' coinciden sobre la base Ó, y son por tanto igua­
les. Determinemos La matriz respecto a e de i  —id es

3 3 1

A - l = \  - 8  - 8  - 4  I y rg {A-1)  =2,  por tanto, ker { f - id )

6 6 4

es una recta vectorial de ecuaciones respecto a g;

3X i +3x2+  X3 =  0 

6x,  +  6x 2 +  4x3 =  0

1 4  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

de forma análoga se construyen los demás vectores de ¿ y de d' 
quedando:
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 15

1

Ili
lilUi

I'::;

Ó =  eP, ó' ^ eQ  P =

\

1 1 A 1

1 - 2 0 Q =  0 - 1

0 1 - 2 / \  0 1
1 1

Como g{S) =  5'-, se tiene g(eP)=í;Q o también q {e) P = eQ,  con lo que:

g{E)=E{QP^^)

y m M = Q P ~  '=̂

(\  o 0\  
1 1 o 

yo o \ )

Ejercicio 4.8. Evidentemente cada homotecia /? =  /  id está en el 
centro del grupo lineal GL{V), ya que si g g  GL{V), para todo v e V  
se verifica:

{h ■ g) {v) =  h(g (i/)) =  Ág (v) =  g (Ai/) = g {h  (i/)) =  (g · h) (»/)

Supóngase ahora que h e Z, es decir:

g ■ h =  h g para todo g e GL {V)

Probemos que esta condición implica que para todo u e el
sistema {u, h(u)) es linealmente dependiente. De esta for^ma, h deia 
invariantes todas las rectas vectoriales, y por el ejercicio 4.7, es 
homotecia vectorial.

Si existiera u g  \ /~ {0 }  tal que {u, h{u)) es linealmente indepen­
diente, podría encontrarse una transformación lineal g,  g  GL{V) tal 
que:

g , {u ) ^ h {u )  

g,{h{u)) =  u

y entonces: h^{u) =  {h ■ g,){u)=^{g, h){u) = u.

Tomando ahora g ^e G L iV )  tal que:

gz{u)=h{u)

g A h { u ) ) - = - u
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se tiene: h^{u) =  {h g^){u) =  {g2 h){u) =  - u ,  y se concluye que 
h^{u)=^0. Como h e GL{V), debe ser u =  0, contrariamente a la hipó­
tesis.

Ejercicio 4.9. Se hace por inducción sobre el número r de auto- 
valores distintos. Para r =   ̂ no hay nada que probar.

Supuesto cierto el resultado para menos de r autovalores distin­
tos (r>2) probémoslo para r:

Si u¡ E U ( / l , ) - {0 }  ι =  ,̂ r, y son escalares tales que:

+  +jU,Ur =  0 (4.9.1)

Probemos que En efecto, aplicando t a los dos
miembros de (4.9.1) queda:

+  ... +  pX u, =  0 (4.9.2)

Multiplicando ambos miembros de (4.9.2) por -“ At, y sumando 
miembro a miembro con (4.9.2) queda:

llA^^2-^A)íJ2 +  - + l ^ r { K - A , ) U ,  =  0

Por la hipótesis de inducción es p¡{X¡ — Á^)=0.  Como á¡¥^á  ̂ para
i =  2 , r, se concluye que:

Volviendo a la igualdad (4.9.1) se obtiene u ^ u ,= 0 . Como u, es no 
nulo, queda también nulo.

Ejercicio 4.10. Sean A^, ..., á, todos los autovalores distintos del 
endomorfismo Si se verifica la igualdad:

v = v { x , )  e  -  e  v { K )

tomando s¡ base de V{a¡), se deduce que s =  ŝ  U  ... U  e, es una 
base para V respecto a la cual la matriz de f es de la forma:

6  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

M ( 0

Xrin.

=  J
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donde l „  es la matriz Identidad de orden n ,= d im  \/(Á,).

Reciprocamente, si f es diagonalizable admite respecto a cierta 
base fi una representación diagonal. Reordenando si Tuera preciso 
los elementos de la base, podemos suponer que esta representa­
ción es como la matriz J anterior, E =  U  ... U  ív y n¡ el numero 
de elementos de . Como £, está contenida en \/(A^) se deduce que 
dim V{Á¡)>n¡ para / =  1, r. Por otra parte, al ser la suma:

U = v a , )  +  ... +  V{A,) 

suma directa {ver ejercicio 4.9), se tiene que:

n-=dim V ^ó lm  U = ó\m \ / ( a J +  ... +  dim V(Á^)>n, +  ... +  n  ̂= n 

Con lo que U =  V{X,) ©  ... ©  V (A J - \ / .

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 17

Ejercicio 4.12. Por el ejercicio 4.10, t  es diagonalizable si y sólo 
SI V se descompone en suma directa de los autoespacios de f:

\/ =  V{X,)  © ... © V{X,)

siendo A, ,  ..., x, los autovaiores distintos de t.

Supuesto f diagonalizable, y denotando por a la restricción de 
f a VÍA,), se verifica que:

=  con n ,= d im  V{X¡)

por tanto ;¿,(í) =  x j í )  ... iA^) =  { t - A , Y '  ... { t ~ A , Y .

Esto prueba la implicación I) => ii).

Reciprocamente, si se verifica ii), llamando U {l ,) -\ - {á,),
por el ejercicio 4.9 se tiene;

U =  V{X,)  © ... @ \/{X,)

y por tanto dim i7 =  n-, +  ... +  n, = n =  dim V, luego U = V, y f es diago­
nalizable.

Ejercicio 4.13. La matriz A tiene por polinomio característico

;í ^W =  (í - i ) =
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- 4  - 3  - 2

Como rg{A — l) =  r g \  8 6 4 ] =1

- 4  - 3  - 2

se deduce que el endomorfismo A : verifica:

dim ker (a - / )  =  2

Por el eiercicio 4.12, se deduce que A no es diagonalizable. La 
matriz 6 tiene polinomio característico:

Xb(í) = ( í ~ 2)^ (f+1)

Se tiene:

1 8  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

B - 2 I = \

3 0 / 6 0 3

0 0 B + l  = 0 4 0

6 0 - 6 / \ „ 6 0 - 3

dim ker {S —2/)==2, dim ker(6  +  /) =  1

con lo que B es diagonalizable.

Una base {u^, u^) de ker (B —21) unida a una base (u^) de 
ker (JB+7) proporciona la base 3 =  {u^, u^, u^) de V respecto a la

Calculemos los vectores

M  (  1

480
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î í
Por tanto, r g { B - 2/) ^  1, rg{B+¡)  =  1, y el endomorfismo 

B verifica: ;J:I

lis

B es:

0 o \ ||||

2 ij i

0 - 1 /
lili

1 I 1/2 0 1 son base de k e r(S -2 /)  con ecuación x̂  +  xg^o

\ 0 /  \ - 1 /

■i''
íTi;ü;



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 19

/ - 1
y ei vector u

\
satisface las ecuaciones

X2 = 0, 2xi +  x . =  0

de ker {B +  l). Tomando

r
1 -1

1 0 0
\0 -1 2,

se verifica 3 = 1 P siendo / =  (/,, 1̂ , 13) la base canónica de V.. Co­
mo se tiene:

La matriz C no es diagonalizable, ya que =  1)^ (í +  1)^ V
rg (C - / )  =  3, rg{C-l · l )=2.  Apliqúese el ejercicio 4.12.

Dejamos al lector el estudio de la matriz D.

Ejercicio 4.15. Sea V un plano vectorial real, y t ■ V ^  V un en­
domorfismo.

Si t =  )Jd, entonces su representación matricial respecto a cual­
quier base es:

\ 0  A

Supongamos que t no es homotecia vectorial:

a) Si Xf(í) =  (í —A) (í- ju ) con A^u,  tomando u, v autovectores 
asociados a /  y ^ respectivamente, se tiene por el ejercicio 4.9 que 
e  = (u, v) es base de V, y:

. /A O 
\ 0  l i

b) Si Xf{t) =  { t - a) .̂ entonces rg { f -Á id )  =   ̂ (pues A es autovalor,
y t^Áid).  Sea autovector asociado a /., y V tal que iv j
es base de V. La matriz de f respecto a £ es de la forma
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a 0 \
= J.

Pero = =  ( f -A )  =  luego a =  A. y ^  es no nu­
lo. Se tiene pues;

o o \ 
¡i o.

o o 
o o

Así {f~A /d)=0. Como dim ker (f-A /d ) =  1. Podemos tomar u e V -  
- k e r  y v = {f—Aid)(u). Entonces {u, v) es una base de V
respecto a la cual la matriz de f es:

J -
ÍÁ 0 \

1 X
pues;

/

f{u) =  Áu +  u 

f{v) =  Áv

c) Finalmente supóngase que = +  con p>0.

Por el eiercicio 4.5 se sabe que {f — oíid)  ̂+  p^id =  0.

Sea u G y v =  (1/jS) { f -a id ){u) .  Se tiene entonces:

i f - a id )  {u)=f^v if-ocid) {v) =  (1/jS) { f~aid)Hu) =  {1/P ) { - l i ^ )u  -  ~^u .

Demostrando que Ó =  {u, v) es base de V (pruébelo el lector) 
queda:

a

Ejercicio 4.16. Sea V un plano vectorial real, y f un endomorfis­
mo de y. Si t =  Áid, entonces para todo g e G L {V )  se verifica;

9  ' t ■ g~ - Aid · g~ ' =  Xid ■ g ■ g~ '̂=  ?Jd^ =  i id  =  f

Por tanto la órbita de cada homotecia vectorial, es un conjunto 
formado por un único elemento.

Si f, f  son endomorfismos de V que no son homotecias vectoria­
les y Xf{t) =  Xf{t), por el ejercicio 4.14 se deduce que tienen repre­
sentación matrictal común y por tanto son tinealmente equivalentes. 
Así, el polinomio característico es un invariante completo para la 
clase de endomorfismos de V que no son homotecias vectoriales.
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Las órbitas quedan fielmente descritas por la colección U \J 9/. 
donde SP denota el conjunto de polinomios mónicos de grado igual 
a dos. Cada A g M representa la clase definida por la homotecia 
vectorial de razón igual a X.

LECCION 5

Ejercicio 5.2. Un procedimiento estándar para calcular el poli­
nomio mínimo anulador de un vector v e V  respecto a un endomor­
fismo i  consiste en calcular el mínimo entero positivo m tal que el 
sistema;

{V, f { v ) ........ r ( v } )

es linealmente dependiente. Asi si Áq, ..., son escalares tales 
que:

A,v +  AJ{v) +  . . .+ A ^ f ^ { v ) ^ 0  

el polinomio mínimo es;

Am Am

Pues por construcción debe ser

a) Calculemos así los polinomios mínimos anuladores de los 
vectores u, v, w del problema respecto al endomorfismo f. Se tiene;

f^ {u )=£

/  - 2  - 3  - 2 \  /  O / - 1

como
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/  1 0 - 1

rgj o 1 2 I =2,

V - 1  - 1  - 1

existe una relación de dependencia lineal entre u, f{u), [u] que es
exactamente:

u -2 f {u ) - l · f ^ {u )= 0

y =  + =

De forma análoga se calcula:

b) = (j),, =

c) El mínimo subespacio mvariante que contiene at vector u es: 

IR [ t \u  =  {(pu (p € U [f]}

S\ (p e U [fl, aplicando el algoritmo de división por — se de­
duce la existencia de q, p e U [f] con p =  0 o grado (p)<1 tales que 
(p =  q { t - ^ ) ^  +  p. Por tanto:

(pu-^[q{t — 1)^ +  p \u =  q [{t—^)^u] +  pu 

y se deduce que:

/  1 \  /  0 \
U [ t \u  =  {{at +  b)u : a, b e ñ }  =  <e 

que tiene por ecuaciones implícitas: +  +

\ - v

Ejercicio 5.4. Una base de U está formada por los vectores:

/  ° 
- 2

V
1

y f(u,) =
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Por tanto U es invariante. La matriz de respecto a {u,, u^) es:

0̂ 1

O

y X f „ { t ) = x ¡ { t ) = t ^  — 1 — por tanto es diagonalizable. Su
polinomio mínimo comcide con el característico.

Ejercicio 5.5. El polinomio característico de f  es: Xf(t) =  —
(t +  v ^

Admitiendo que Xf(0 =  O, se tiene por el teorema de descomposi­
ción:

\/ =  ker [ ( f - id ) M © k e r  [( f+ id )M  

Teniendo en cuenta que:

(A - / ) ^  =

/ 0 0 0 - 4
r

0 0 0 0

8 8 8 8

\ - 4  - ■4 - 4 0

-8 - 8 - 8 - 4  '
32 28 16 32

-2 4 - 2 0 -12 - 2 4

0 0 0 0,

(A +  /)^ =

se tiene rg [(A  — / ) ^ l—2 y las ecuaciones de ker [( f—id)^ l en las 
coordenadas de £ son:

X1+ X 2 +  X3 = 0
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Análogamente, rg [ {A + l)^ ]  — 2, y las ecuaciones de k e r l( f+ id )^ ]
son:

2x 1 +  2x2 2x, +  X4 =  O

8X1 + 7X2+ 4x3 +  8x 4 =  0

Ejercicio 5.6. Se hace por inducción sobre m.

Para m = 1, el resultado es evidente.

Supongamos m ^ 1 ,  f" ’ (v)=0, y tomemos
G IK tales que:

(5.9.1)Á^v-l·Á^f{v) + ... +  ■' (v) — O

Aplicando f a los dos miembros, queda:

À , f { v )+ À , fH v )  +  . . . + A ^ ^ , r ^ ^ { v )  =  0 

El vector u = f{v) verifica ^{u)¥^0, f '” “ ^(u) =  0, y se tiene:

Por la hipótesis de inducción es Áq = ..· =  ¿ =  0 . Volviendo
ahora a (5.9.1) queda:

Como se concluye que a ^ - . = 0 .

Ejercicio 5.7. Para cada á g  1K sea \/(a) =  ker (f—Aid) y 

V ~ { v  G V '■ existe k e  N con (f-/ jd ) ' '( \^ ) =0}. 

Se tiene la equivalencia:

\/(A )# {0 }<^V ,7^{0 } (5 .10.1;

En efecto, como \/(A) C  V,, si V (A )#{0}es

Recíprocamente, si V;¥^{0}, existe k e N  y i / e \ / - { 0 }  tal que 
(f —Aid)" (v) =0, y por tanto:

0 =  det [( f-A id )"  \ =  {óei{f-/Aá)y.,
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luego

d e t ( f - ; jd )= 0 ,  y V(A)?^{0}

Por otra parte también se tiene la equivalencia;

raiz de (p, (5.10.2)

ya que si {0} entonces ^^..(f) =  (f —A)"" ( m ^ l )  divide a 0^. Reci­
procamente, SI ( f - z i ) " ’ divide a (p, se verifica:

(pf{t) =  {t-X)"^ (p{t), m ^ ^ ,  m. c. d. (( í-A ), (p{t)) =  ^

Aplicando el teorema de descomposición, y teniendo en cuenta 
que (p{f) ^ 0  (pues grado (<p) < grado(c^)) se concluye que:

{0}?^ker [ ( / - Id )" * !  C  V,,

La primera parte del enunciado se deduce de las equivalencias
(5.10.1) (5.10.2) y de \/(a) { 0 } A raiz de

Por otra parte, si /. es raiz de <pf con multiplicidad m ^ 1  ; enton­
ces

y existe V E V ;  ta\ que ( p A t ) ^ i t -  

Por el ejercicio 5.9, el sistema;

¿> =  (u, ( f - ; jd ) ( v ) ,  ..., { f - A \ ú r ~ A v ) )

es linealmente independientes.

Ampliando 5 a una base e =  c) U  de V, la matriz de t respecto 
a e es de la forma;

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 2 5

/ a  A\
J ~ l  con A =  * EL{m)

\ 0  B j

Por tanto, X f ( t )  = Xj{t) =  x A t ) X B Í t ) ^ { t - X r  X b H ) ·

Esto prueba que el orden de multiplicidad de A como raiz de x 
es mayor o igual que m.
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Ejercicio 5.8. Sea V un espacio vectorial real tridimensional, y f 
un endomorfismo de V, Admitiendo que %f(/)-0, el polinomio míni­
mo (j)f debe dividir al característico Xf, y se tienen las siguientes 
positíilldades:

1) cf>r{t) =  it~A).

Entonces f=Aid, y la representación matricial de f respecto a 
cualquier base es:

J = [  O

A 0 0

0 A 0
0 0 A

2) =

Se tiene entonces la cadena:

{0 }# k e r  ( f-A id ) ^  ke r[( f-A id )^  ] =  V

sean iv, e V -k e r  (f-A id ), u^ =  { f - X\d){u,).

Necesariamente es e ker { f-A id ) -  {0}, pues:

(f-A id )^  =  0, y { f - A \ 6 ) {u , )  =  { f -A \ó )H u , )  =  0.

Como (ty ,̂ u^) es linealmente independiente, podemos tomar un 
vector t/‘3 e V tal que (5' =  (Ui, u^, sea base de V. La matriz de f
respecto a 5 ' es de la forma:

A O a \  

/W,.{f)-( 1 A ^
O O y /

= J ’

De la igualdad X f^X j  se deduce y^A,  y:

J' =

/ a o

1 A ^

\ o  o
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y ( f - A Í d f  =  0

se tiene que

a  =  0 ,  y r g U '- A / )  =  rg ( f-A id )  =  1,

por tanto, ker (/' — Aid) es un plano vectonal.

Construyamos entonces la base 5 =  {u,, u^, u^) donde u, y 
son los de antes, y u . forma con base de ker(f~Aid). Se tiene 
pues:

/ a O O

M { f ) ^

3) (^,(f) =  ( í-A )^

Se tiene la cadena:

{0 }# k e r ( f -A id )  5  ker [ { f -X id )^  ] ^  ker [ ( / - Aid)" ] = l/.

Tomando e \ / - k e r  [( f -A id )^ ] ,  u 2 = ( f ” Aid) (uJ, u ̂ ^ ( f - X i d )  {u 2 ), 
e! sistema S = {u,, u^, u^) es linealmente independientes (pruébelo 
el lector, o consúltese el ejercicio 5.6). La matriz de 1 respecto a S 
es

/ a O O

4) , ^ ( í ) - ( í - A ) M f ” M)·

Por el teorema de descomposición es:

V = ke r[{ f-A ld )2  ] @ ker(/-;u id )
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y además {0 }^ k e r ( f~ / l id )  ^  ker [(f—Aid)]. De aquí se deduce que 
ker [( f—Aid)2] es un plano vectorial.

Tómese e ker [ { f—A id )^ ] - k e r { f—Xid), Uz =  {f—Áid){u^) y au- 
tovector correspondiente al autovalor ¡i. La matriz de f respecto a 3 =  
= {u,, u^, U3) es:

2 8  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

5) < ^ , {0 - { í -A ) ( í - / / ) ,

Se tiene V^\/{X) y por tanto i es diagonalizable. Si por
ejemplo, n), existe una base d respecto a la cual la
matriz de f es de la forma:

6) (¡){t) =  { t -Á )  { t~  fi) { t~v)  con A, u, V distintos.

Una representación matricial reducida para t es:

7) <̂ ,{í) = ( f-A) [ { t - a y  + n  ^>0.

Se tiene: V ^ k e r  Aid) ®  ker [ { f -a td)^  + ¡3̂  id].

Aplicando a la restricción r  de f al segundo sumando el ejerci­
cio 4.15, y tomando el primer vector de la base S, un autovector 
asociado a A, queda como representación matricial reducida de f:

J =

/  A O O

O oc

\ 0  a
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Nótese que el caso <̂ (̂í) =  (f — +  posible, ya que en
este caso, necesariamente / f { t )  de !a torma:

x r i t ) = { t - x )  [ { t - ^ y + n

y A autovalor de t no es raiz de! polinomio mínimo, lo cual es con­
tradictorio. (Véase ejercicio 5.7.)

Ejercicio 5.9. Cada una de las matrices J del elercicio 5.8 que­
da unívocamente determinada por el polinomio característico Xf{t), 
y el valor de rg{J~ÁI)  para cada raíz x de ;;^{f). Por tanto se tiene:

Dos endomorfismos f y f' de un espacio vectona! real tridimen­
sional son Ünealmente equivalentes, si y sólo si tienen el mismo 
polinomio característico x{t), y para cada raíz A de ;;(í) se verifica 
la igualdad:

r g { f - / j d ) = r g  { f ' -A td )

El teorema de clasificación se completa ahora con el enunciado 5.8.

La solución del problema en el caso complejo es la misma salvo 
que ahora los tactores irreducibles del polinomio mínimo son linea­
les, y debe descartarse por tanto la representación matricial reduci­
da del tipo:

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 29

/ a 0 0

J = 0 a - ¡ i

\ 0 íi a

Ejercicio 5.10. Sólo resolveremos el problema para el endomorfis­
mo g con matriz:

/  3 4 2 \

- 4  - 4  - 3

V  2 1 2 /

Su polinomio característico es Xg (O 1) + “I). V P°i' el ejercicio
5.8, existe una base ó = {u-,, u^) respecto a la cual la representa­
ción matricial es:
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La base 3 se obtiene de la siguiente Torma;

£7  ̂ es un autovector asociado al autovalor Á =  1, y sus coordena­
das (x,.) respecto a e satisfacen:

(
/ 0 \

iA~~l) = 0 es decir

\ X 3 / \ ^ )

x , +  2x 2+ X3 =  0 
2x^+ Xa+ X„ =  0

Tonrtamos u ,= e

Los vectores U3) forman base de ker{g^ +  id), y U3 =  g{Uz). 
Este núcleo tiene por ecuación: X̂  +  X2 +  X3 =  0, ya que:

/-2  -2 -  

+ - 2  - 2  - 2  
\  6 6 6.

1 \  / - 1 \  
Podemos tomar, ^  e| “   ̂ Y PO'" tanto u. g{u^ =  el O

O. 1/

/  1

En resumen: 3 = &

\ - 3

LECCION 6

Ejercicio 6.1. De la representación matricial J de f respecto a 
la base j> =  (e i, e„) se deduce que para i-=2 , n ey =  (/~  
- X id ) e t - ,  y por tanto, e¡ =  {f~ÁÍd)'~ ‘ e , .  Por otra parte, (0 =
= j{t) -  { t—Xy: Y se tiene la cadena de núcleos:

{0} ^  K er{ f -X id )  ^  ... (¿ Ker [ { f -X id y ]  =  V
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por tanto dim (Ker [{f-zi/cí)'']) ==/í. Como el sistema de k vectores 
e„) está contenido en ker [ { f -X tdY ] ,  se verifica:

Ker [ { f -Á idY ]  =  {e „ - ,+  „  e„>.

Sea U un subespacio invariante no nulo e irreducible de V. Ne­
cesariamente es de la forma:

U = K [ t \ u

para cierto u e U, y <¡>̂  ̂ con 1 como

dim U = k y u e Ker [ { f - A i d ^ ] ,

se deduce que

U = K [M u C  Ker [ ( / - / / c í ) ' ‘ ]

Se verifica la igualdad por razón de dimensiones. Por tanto, los su­
bespacios Invariantes irreducibles son justamente los del enuncia­
do.

Cualquier otro subespacio invariante no nulo, se obtiene como 
suma directa de subespacios irreducibles, pero como no existen su­
bespacios Irreducibles con intersección nula, se concluye que todos 
los posibles subespacios invariantes son los del enunciado.

Ejercicio 6.5. Sea H hiperplano de ecuación u , x , +  ... +  u„x„  =  0 
ó mas brevemente

u^x =  0 donde u =
í  U , \

x =

\ u j  \ x „

Como tas ecuaciones de t son x ==jAx, la ecuación de es:

u^Ax^O

ya que dim f “  (H) ^  dim H =  n — 1, se deduce que: o bien f~  ̂(H) = \/ 
en cuyo caso uM =  0, y H es claramente invariante, o bien 
es también un hiperplano, y la aplicación

t~A H ) 3 v - ^ f { v )  e H

493



32 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

es un isonnorfismo lineal. En este caso, H es invariante si y sólo si 
Analíticamente esta condición se expresa imponiendo 

que las ecuaciones de y de H sean proporcionales, es decir,
existe A e K - { 0 ]  tai que u ' A ^ á w  o de forma equivalente A ' u = á u .

Esto unido al caso /  = 0 ya comentado, prueba el enunciado.

Nótese que con la técnica de determinación de rectas invarian­
tes ya conocida, y el resultado de este ejercicio, es posible determi­
nar de forma automática los subespacios invariantes de cualquier 
endomorfismo de un espacio vectorial tridimensional.

E|ercicio 6.6. Resolveremos el problema sólo para la matriz A. 
Un cálculo prueba que ^^(f) = ( í - i )3 Como

A - I

se deduce que r g { A - l )  =  1, y por tanto Ker ( A - / )  es un plano de 
ecuación 4X1 +  3X24-2X3 =  0 .·

Todas las rectas contenidas en este plano (y ninguna más) son 
invariantes.

El cálculo de los planos invariantes los haremos utilizando la 
técnica del ejercicio 6.5. Para ello debemos determinar las rectas 
invariantes del endomorfismo:

■ VAU) ^  V3([R).

/  - 4  8 - 4 \

A - l  =

Todos los «vectores» 

/

\ u , /

- 3

V -2
6 - 3  

4 - 2 /

tales que - u ,  +  2 u^ — U2 =  0 ,

494



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 33

son autovectores de y «despeiando» u, queda: u, =  2 ü 2 — u^. Por 
el eiercicio 6.5 todos los planos de V. de la forma:

( 2 ^ 2  — L/3) X +

son Invariantes por t (y ninguno más).

Esta colección de planos, puede escribirse:

u 2 (2x 1 “l'X2) + í Í 3( Xi~t" X3) O

y se trata del haz de planos que pasa por la recta vectorial de 
ecuaciones:

2x 1 +  X 2 =  O

-  x ,  +  x ,  =  0

que está generada por el vector v =
1 \

-2

V V

Ejercicio 6.7. Sea f endomorfismo de V tal que Vf = K \ t \ u  con

p = {t~cí)^ +  fP

siendo ¡ ]> 0  y k ^ 1 .  Probaremos que existe una base de V de modo 
que la matriz de t sea de la forma:

B{p)
N,

\

N.

con B(p)=(^^ a^’

B (P) /

En etecto, si u =  — la base buscada es

/
u, V,

\ f i t  {UJ
P U,

V )
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El número de vectores de s comcide con 2k==ó\m V. Admitiendo 
que e es iineaimente mdependiente, se ve que para / =  0, k — ^
es:

{f-~(xtd)  

[ f — oitd) 

p '
U.

í p \
_ ■  1/ ^ [ p \

t - a

js ; T

' (t-oc)^
u = (f.

/ p \ J

^pV p - p u =

Esto prueba que la representación matricíal de f respecto a £ es 
la indicada.

NOTA: La prueba de que £ es Iineaimente independiente se reali­
za comprobando que el sistema de polinomios:

[ '  ~ T "  1̂  ' ' W  ' ~ T  w

es linealmente mdependiente, lo que equivale a probar ta indepen­
dencia lineal de:

(1, t - a ,  p, (t~a)p, ..., p " '" .  ( í - a ) p ' ' " ;

esto se comprueba de torma análoga que en la proposición 2.1.

Ejercicio 6.8. a) El polinomio mínimo de f es ^^(í) =  í^ +  1. Por 
el primer teorema de descomposición existen vectores u^, ..., no 
nulos de V tales que

= K [ñ u , ©  ... ©  K \ t \u ,

y necesariamente (¡) .̂{t) =  +  1 {ya que divide a /^ +  1 que
es primo en U [f])·

Una base para ÍK [M i/, es {u¡, con u,. = =  f{¿v/) y la matriz
de la restricción de t respecto a esta base es

C =
O

O

ya que f{u¡) =  v¡ y f (i/,·) =/Mí7,) = -/c/(¿y,·) = .  
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La matnz de f respecto a

e =  u^, i/J

es la propuesta en el enunciado.

b) La demostración directa es automática. Una demostración 
indirecta se obtiene al considerar la estructura de espacio vectorial 
sobre

IL=[R[Í]/K[ÍJ (í"+1)

de V inducida por t, y observar que ÍL es un cuerpo canónicamente 
isomorto al cuerpo C de los números complejos.

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 3 5

Ejercicio 6.10. Sólo estudiaremos las dos
Sea

/  - 2 - 1

8 7 4 8

- 8  - 7 - 5

\  1 1 1 0 /

Un cálculo prueba que ;;^(í) =  (í· ( í+ 1 )^

J =

1 0 0
1 0 0

0 0 - 1 0
0 0 £2

donde los números e, pueden ser 1 ó 0. Para salir de dudas, calcu­
lemos

r g { A - l ) ^ r g

- 3 - 2 - 1

8 6 4 8

- 8 - 7 - 6 „ 8

1 1 1 - 1 /

=  3,
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y por tanto

3 6 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

0 0 0 0

0 0 0

0 0 -2 0

0 0 fi 2 -2

y se deduce í-, =  1. 

Análogannente, de

r g  (/\ + /) = rg
\

- 1

8

- 8  - 7  - 4  ~ 8

se deduce Y po·' tanto

J =

1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 - 1 0
0 0 1 - 1

= 3

El cálculo de ia base de Jordan que da lugar a esta representa­
ción matricial se hace de la siguiente forma. Se toma;

u .E k e r  [ { A - l ) ^ ] - k e r  { A - l )  

u^ =  { A - l ) u ,

U3 el<er [(A + /)"! "l<er iA +  1) 

u, = {A +  l )u .

Las ecuaciones de ker {A — l) son;

i A - 1)
—  3x,— 2X2-X3 — X4 =  0 

es decir 4xi +  3x2 +  2x 3 +  4x4 =  0
X̂  +X2 + X3 +  X4=0
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Las ecuaciones de ker [(A —/)^] son;

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 37

es decir

{A -D ·

O

o 

8
-4

que se reduce a

x ,  =  0

Xt+X2 + Xs =  0

/  1

El vector u. =
I o 

\  o
pertenece a ker (A — l);

satisface estas últimas ecuaciones y no

U2 =  { A - I )
2

Los vectores u.  y U4 se obtienen de forma análoga. Una solu­
ción puede ser;

Í 7 , =
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La matriz p =

1 - 1 3 1

- 1 2 0 0

0 - 1 - 2 0

0 0 - 2 - 1

verifica A =  P 'J P

Tomemos ahora A =

10 - 9 - 3 - 5

5 4 1 3

2 2 0 1

6 6 3 2

z ^ ( í ) = a + i) ·

Como rg{A +  l ) - r g

9 - 9 - 3 - 5

5 5 1 3

2 2 1 1

6 6 3 3

= 2.

se deduce que la matriz de Jordan debe ser del tipo:

J =

- 1 0 0 0
? „ 1 0 0

0 ? - 1 0

0 0 ? - 1

donde en ios símbolos ? deben aparecer exactamente dos unos, ya 
que rg {J+ f )  = 2. Para salir de dudas, calculamos (A+f)^., y el resul­
tado es ia matnz nuia; por tanto:

- 1 0 0

1 - 1 0 0

0 0 - 1 0
0 0 1 ~ l /

J =

Lo adecuado para determinar la base de Jordan es elegir ahora 
una base {u^, u,)  de im (A -f/) , y tomar u,,  u.  tales que iA + f )u ,  
= u¿, {A+ I)u .  =  U4 . esta forma, aseguramos la independencia li-
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neal de {u^, u^, u^). Tomando í /3, las dos últimas columnas
de A +  l queda:

que es ta base de Jordán buscada. La matriz A es pues semejante 
a J y se tiene a  =  P^^'JP. donde

- 3 0 ~ 5

0 1 0 3

1 1 0 1

\ o 3 1 3

Ejercicio 6.14. Se puede comprobar que ;ía(0 +  ( P - 2).

Si 1K = C, podemos escribir:

, (í) =  (í+ / 7 2 ) U -  / s / 2) (í +  V 2) ( / -  )

y A es diagonatizabte con matriz reducida

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0 V 2

Si IK =  IR, la descomposición en factores primos de es

y,(í) =  (í‘ +  2) (Í +  V ^ ) 

y la matriz de Jordán semeiante es:

J =

0 - 2 0 0

1 0 0 0

0 0 0

0 0 0

o bien J =

/  0 - x / 5 0 0
0 0 0

0 0 0

\  0 0 0
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Si IK  = Q ,  entonces z>í(í) = (í" +  2) ( í^ -2 )  es la descomposición en 

tactores de y la matnz buscada es;

En se verifica 3'

\

/ O  --2 0 ON

1 0 0 0

0 0 0 2

\  0 0 1 oy

V  = 2 y i ‘" +  2 es irn
matriz J es;

/ O  - 2 0 0

1 0 0 0

0 0 „ 3 0

\ o 0 0 3

= - 2  y -2 es !

/ 0 0 0 '

1 °
3 0 0

\  °
0 0 2

\  0 0 1 0,

Ejercicio 6.16. Supóngase que 0^ admite un divisor primo de la 
forma

p =  ( í - α ) ^ + ^ ^  ^ > 0 .

Existe entonces algún vector u e V tal que (j)^=p"’ para cierto 
entero positivo m (basta tomar v e Vp).

El subespacio K [ tW  es irreducible de dimensión 2m, y existe 
una base en K [í]^ de la torma;

S =  {u,, V , ......  v j

respecto a la cual el endomorfismo restringido tiene por matriz

502



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 41

A{p)

A/.

N. A{p)

/O -

2 a

y N,=
0 1

0 0

E1 plano v^y  es entonces Invariante.

Si (¡)f no admite divisores de este tipo, entonces <¡>f se descom­
pone en factores lineales.

Si (j)f tiene dos raíces distintas, / tiene dos autovalores distintos, 
y por el ejercicio 4.9, dos autovectores Iineaimente independientes 
que generan un plano mvariante.

Queda por estudiar et caso en que el polinomio mínimo de f es 
de ta forma (í) =  ( í - 1 ) ' ” Si f no admite dos autovectores lineai- 
mente independientes, necesariamente admite una representación 
matricíal de la forma:

I À 0. ..0  o\
1 A. . .o O

O 0.../1 O
O 0...1 A

respecto a cierta base £ =  {e ,, 
e„> es un plano Invariante.

e„) (n>2). En este caso, <e„

Ejercicio 6.17. Sea A una matriz cuadrada de orden n con coe­
ficientes en el cuerpo K. Para probar que A es semejante a su 
transpuesta A .̂ es suficiente comprobar que tienen el mismo polino­
mio mínimo y los mismos Invariables de rango. Pero esto se dedu­
ce de forma inmediata a partir de las siguientes afirmaciones:

1) Si B es una matriz, rg B  = rgB*

2) S\ (p E (p[t] entonces (p {A^) =  (p {AY.
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La primera afirmación es elementa!. La segunda se deduce de 
las propiedades:

a) iABy = B*A'  para A, B e EL{n).

b) {}a Y = /A^-

En efecto, de a) se deduce que (/\'') ' =  (A*)" para todo entero po­
sitivo k, y SI (p { t )=^a^r  +  a ^ -  , r ~  '’ +  ... +  a , t+ 3 o ,  ©s:

= a^{A '^y +  a ^ - A A '^ - n ^  +  -  +  a,A^ +  a , l  =
= {a^A^ + a ^ - ,A " ' - ^ '  +  ... +  a ,A  +  a j y  =
-q>iAy-

De 2) se obtiene ia equivalencia: (p{/A) =  0 o (p (A ')  =  0, por tanto
K[t](j)^=K[t](j)A~ y (pA=(l>A'=(l>·

Si (j) = p'r' -̂,.p '̂· es la descomposición en factores primos del poli­
nomio mínimo común entonces:

rg (pí (A) ) =  rg {pi (A)' ) =  rg (pí (A') ),

con lo que pi  ̂{A) =  p‘p^{A*) para todos / =  1, ..., r; / = 1, ..., m¡- 

Apiíquese ahora el teorema de Jordan.

4 2  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

LECCION 7

Ejercicio 7.3. (IR) es abeliano a causa de la siguiente pro­
piedad

/W(ai) M { a ^ = M { a , + i x J  con «26

Si

/ x , \

\^2 /
^ 1 G S ’ y a  G K ,  

sen 9

'c o s 9 \  /cos (0  +  a ) \  

' '^"^Uen0) = (sen{O + a ) ) " ^ ^
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lo cual implica fácilmente que O (R) actúa fiel y transitivamente so­
bre (obsérvese que sí cc = 2nk, con /c e Z, M (a) es el elemento 
neutro de (ÍR)).

Por último no se puede dotar a (O  ̂ (ff?), + ) de estructura de es­
pacio vectorial, pues si k es un entero distinto de la característica 
de un cuerpo n .

k M ( ~ ^ ^ M { 2 n) ^ 0  y )#0 ,

lo que es imposible en un espacio vectorial.
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Ejercicio 7.6. a) Sean p, q y r enteros con las condiciones exi­
gidas. En el eiercicio 2.20 se probó que existen subespacios vecto­
riales de X , /W y N, tales que dim M = p, dim N=^q y dim M D  t i  = r. 
Tomando a g X, como consecuencia de 2.10, a + M - M  y a + N = N 
verifican las condiciones deseadas.

b) Sean p, q y r enteros en las condiciones exigidas. O bien p,
o bien q son distintos de n y tomando q < n ,  p y q +  1 cumplen la 
condición de a). Por el eiercicio 2.20, existen subespacios_yectoria-
les de X , M con dim M =  p y N con dtnn^Á/ =  q-H1. Sea N = N' ©  <v>,
con d im N '^ q  y j / / 0  tal que v $ M C \N  (io que es posible gracias 
a que dim M H  N < q  +  ^). Entonces, dado a e X , es fácil comprobar 
que a +  M y a +  v +  N están en las condiciones pedidas.

Ejercicio 7.7. a) Sean R y ñ' dos rectas en un espacio afín 
tridimensional, las posibles posiciones relativas son:

-| p) Por el ejercicio 7.6 a):

O ^ d i m  R C ^R '^^

—  dim R Γ \ R '  = ,̂ coïncidentes,

— dim R n  se cortan en un punto.

2 . 1̂  =  Por el eiercicio 7,6 b):

O ^dim  R n

—  dim R C \R '^ ^ ,  paralelas.

— dim ñ C\R'=^0 , se cruzan.
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b) Sean p y P' dos pianos en un espacio afin de dimensión 
cuatro. Las posibles posiciones relativas son:

1. P C\ F  ¥̂ 4>. Por ei eiercicio 7.6 a):

O ^d im  P n  P '< 2

—  dim P (~)~p'=2 , comcidentes

— dim P P i P' =  1, se cortan en una recta.

—  dim P p  P = 0 ,  se cortan en un punto.

2. P p  P' =  ^. Por ei ejercicio 7.6 b):

1 ^d im  P p  P ^ 2

—  dim P p  P' =  2, paralelos

— dim P p  P =  1.

c) Sean E y E' dos subespacios de dimensión 3 en un espacio 
afín de dimensión siete:

1. E n  E '^  (f). Por 7.6 a):

O ^d im  E P  E '^ 3

—  dim E P E ' =3, coïncidentes.

— dim E p E '  = 2, se cortan en un plano.

—  dim E p  E' =  1, se cortan en una recta.

— dim E P E '  —O, se cortan en un punto.

2. E p  E '- (^ .  Por 7.6 b):

O ^d im  E p  E '^ 3

— dim E p  E '=3, paralelos.

—  dim E P  F  =  2.

—  dim E p  E' =  1.

— dim E p  F  = 0.

4 4  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS
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Ejercìcio 7.8. a) M C) N = (j) y M n  N = {0}.

b) dim M +  N = d\m M +  dim A/ —dim M Γ \ N  + ^ ^ 4 ,  por tanto 
basta una ecuación.

/ o \

M=< >; w = <

VolVoI
Tomando

tenemos

a = e M y b

< a b }  =

l \

G N,

M I

Por lo que las ecuaciones paramétricas son:

Xa = 1 
^4 =

+  ri
-Y]

— 5r}

eliminando paràmetros:

x , - 1  0 0 0 1
Xj 0 0 0

X 3 - I  0 1 0 1

X4 0 0 1 0

^5 1 0 0 - 5

=  0
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4 6

que equivale a

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Ejercicio 7.9. Las rectas que pasan por p y cortan a M forman 
el subespacio afín p +  M, cuyas ecuaciones son:

X i+X-

- X 2  +  X3 = 1

; ; í
Las rectas que pasan por p y cortan a N forman el subespacio 

afín p +  N, cuyas ecuaciones son:

X1 +  X2 =1
5x, + 2X5 =  0

La recta pedida es (p +  M) pi {p +  N) cuyas ecuaciones son:

X i+X ,

x^ +  x.

5x,

Ejercicio 7,12. a) Sean x ,  e  y X g  e fía- entonces

P ,^ x ^  +  (R, +  R,)  y P2 =  x 2 +  ( f í i +  f í 2). 

la unicidad es obvia.

508



b) Sea X e X — P , U  Pz> 'as rectas que pasan por x y cortan a 
R, forman el plano x +  R, menos la recta paralela a R, que pasa por 
X y las rectas que pasan por x  y cortan a R¿ forman el plano x +  R2 

menos la recta paralela a R¿ que pasa por x. Basta probar que 
(x+  R,) n  (x+  R^) ^  R^ es una recta, en efecto:

-d im  fì^ = dim (x +  ñ  J +  (x +  /=?2) - d im  (x +  ñ  J - d im  {x +  ñ j  =  - 1

Finalmente si x e P ,~ R , ,  toda recta R tal que x e R V 
ñ n  ñ 1 ^  0 está contenida en P . y por tanto R D  Ps^4>- ^  x € R, 
existen infinitas rectas en las condiciones buscadas. Análogamente 
se argumenta para x eP^·

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 4 7

Ejercicio 7.14. Generalización de 7.12:

Sean R^ y R^ subespacios afines de X tales que dim =d im  ^2  = 
= m y dim X =  2m +  1. Supóngase que R, +  R^=-X y O  
tonces:

i) Existe un único hiperplano H,, tal que H, 3  R,, H, paralelo 
a «2 y un único hiperplano tal que R^ y es paralelo a

F¡r

i') X - { H ,  U  Hg) es exactamente el coniunto de puntos x e X
para los cuales existe una Unica recta R  ̂ que corta a R , y a R^ )/ 
X e R.

La demostración es una adaptación simple de la solución de 
7.12.

Generalización de 7.13:

Sean P¡ y P2 dos subespacios afines de X de dimensión m y 
dim X =  2m. Supóngase que p, + P^ =  X y Pi n  P 2 =  <l··

i) Existe un único hiperplano H,, tal que H, D  P, y H, es para­
lelo a P2 y un único hiperplano H 2 que verifica PzV  H 2IIP2·

ii) X - ( H i  U  H 2) es el coniunto de puntos x e X para los cuales 
existe un único plano P  ̂ que corta a P, y a Pg y que contiene a x.

Esquema de la prueba:

J )  Si p , e Pi V P2 e P2, tomar H , =  p , +  {P , +  P 2) V H 2 =  Pa +  (P .+

ii) Si X e X - { H ,  U  H2) nótese P  ̂=  (x +  P,) D  (X +  P2) Y razóne­
se de modo análogo a como se hizo en 7.12.
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Ejercicio 7.16. Si (M, N) y (M'. N') son equivalentes respecto la 
actuación, existe g e GA{X) tal que g{M) =  M' y g{N) =  N\ Por s^r g 
b íyecc i^ , _MJ~] N ^( j)  equivale a /W' p| /V' =  0· Conno g g y
g { M ) - M \  g{N) =  N', y por el problema 3.10 la dimensión óe M C) N 
es un^prop iedad geométrica vectorial, entonces dim M Pi W = dim 
M' n  A/', con lo que concluimos que (M, N) tiene la misma posición 
relativa que {M'-. N').

Reciprocamente, supongamos que {M, N) y N') determinan 
la misma posición relativa. Entc^ces dim M n  A/ =  djm M' O  Ñ\ 
por el problema 3.11, existe g e G L (X )  tal que g{M) =  M' y 
g(A/)~W'. S\ M D  y por tanto también M' n  N'¥^(j), tomamos 
X e M r \  N y X' e M' D  N' y definimos:

g : X 3 x +  v ^  x'+~g{v) e X.

Es fácil comprobar que g{M) =  M' y g{N)=N '. S\ M H  N =  (p y por 
tanto, también M' r \  N '=  (p, tomamos a g  M, a' e M, b e N y b' e N', 
como

4 8  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

dim (/W© <ab» O  N = ó\m {M '+  (a 'b '}) H  N

se puede construir (de modo análogo a como se hizo en 3.11) 

gGG¿.(X) tal que ~g (ab) = a 'b '. ^  (M) =  M' y g(W) =  W'. Entonces:

g ■ X =a +  v ^  a' +  g(V)

verifica g {M )= M ' y g{N)=N'-.

Ejercicio 7.21. a) i) Si AAV1, es

h{c'; ?J) - h ic ;  l )  =  h{c"] r )

X { ^  +  A) __.
con A" =  AA' y c" =  c' H------------- cc' =

1 -  AA'

En efecto, si x e X,

h [c ’ , A ')° /7 (c ; Á ){x ) -h {c ' ;  X) h{c] A)(c +  c x )^

=  /? (c ', A') (c' +  c'c +  Acx) = c' +  Xc'c + XXex 

y por otro lado:
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Como a, b y c no están alineados, existe un único endomorfismo 
afin, f tal que f (a) =  a' y 7  {ab )=a  b ' . 7  (ac) =a ' c’ . Por tanto f (a) =  a', 
f{b) =  b' y f{c) =  c'. Probaremos que f es una diiatación. Como 
<a, ¿>>||<a', b'y, existe Á g IK tal que a'b' =Àab, análogamente

50 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

a'c' =  /xac y b'c =vbc .

Ahora bien

pab +  ubo "  fxac =  a'c' =  a'b' +  b'c' =  Àab +  vbc.

y como {ab, be) es l.i., u, =  â =  v.

Por tanto t {ab ) ==Aab, f (ac) =  / ac y como {ab, a c ) es base, f{v) =  
=  Áv para todo V e X, es decir f es diiatación.

Entonces, si f es homotecia afín, <a, a'>, <¿», b '}  y <c, c'> se 
cortan en el centro de ia homotecia y si f es traslación son parale­
las.

Ejercicio 7.27. Si el conjunto de puntos fijos es vacío, por con­
venio es subespacio affn.

Si f e  EA{X) y Fixf?^(^ es et comunto de puntos fijos de f, dado 
a e Fix f, probaremos que

Fix / =  a +  ker ( f - i d x ) ,

es ^ecir Fix f es un subespacio afín con dirección los vectores fijos 
de 7-

E¡n efecto, si x e Fix f,jc =  a +  ax y f(^x) = f {a )  f(x) =  ax luego ax e 
ker ( f  — idx). Si 1/ g ker ( f —idx), f{a+~v) =  a +  v, luego a +  v g Fix t.

LECCION 8

Ejercicio 8.2. Hemos de comprobar que el baricentro de (ao, 
ag, ag), b, pertenece a todas las rectas que unen los puntos 

medios de los lados opuestos.
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^ 1 1  1 1
Si "^01=^2 ^ ^23 =  2 ^ ""^2  ^ ^

m^s). En etecto:

' * 1 1  1
^ 0 l “i~2 ^23·

La comprobación es análoga para el resto de las rectas determi­
nadas por puntos medios de lados opuestos.

Ejercicio 8.3. i) Teorema de Menelao

Sean p, =  (c ' : a : b), es decir:

c a  =  p ,c 'b
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P z  — {a ' :b :c )  es decír:

5 2  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

a'b=^P2 a'c

y P3 =  (¿>';c;a), es decir:

b'c = p . b ’a

Se tiene:

c'a' =  c'b +  ba' =  c'b -p ¿ a 'c  

multiplicando por p^p„ se obtiene;

por otra parte:

a'b' =a 'c  — b'c 

sumando las dos igualdades;

a'b' +  Pi/?3C'a' =  (1 —p)a'c -  b'c + p ip 3c'¿>

entonces:

a'b' +pi/93c'a'' =  {1 — p)a'c +  p M a  -l·p.c'a =(1 -p )a 'c  -\-px'b ' =

= (1 ~p)a 'c -l·p^i&a' +  a'b' )

luego

{ I - - P 3) a ' b ' + p , { p . - V  c V  = (1 -p )a 'c  (8.3.1)

De (8 .3 .1) se deduce que si p =  1, entonces a', b' y c' están ali­
neados.

Recíprocamente, si a\ b' y c' están alineados (8.3.1) nos dice 
que c G (a', b', c '}  (lo que es imposible como se deduce fácilmente 
de las hipótesis) o bien (1 —p )a 'c = 0 , con lo cual p =  1.
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¡i) Teorema de Ceva:

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 5 3

Supongamos que las rectas <a, a'>, <¿>, b'}  y <c, c'> son concu­
rrentes:

Aplicamos i) al triángulo ac'c y como b’.. p y b están alineados: 

( t i ; a ; c') (p ; c ' ; c) (ó '; c ; a) =  1 

Se aplica det mtsmo modo ii) a cc'b y se obtiene:

(a ; c ' ; b) (a '; b : c) (p ; c ; c') =  1

Multiplicando:

{b : a ; c ' )  {b ' : c : a) (a ; c ' ; b) (a '; ó ; c )  = 1

Es fácil comprobar que (b : a : c') {a : c ' : b) =  - { &  : a : b), con lo 
cual p =  - 1 .

Por otra parte, supongamos que <a, a'>, <b, b ')  y <c, c'> no son 
concurrentes:
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Sea p =  <a, a'> n  V C7̂ c" =  <a, £)> n  (o, p>· Como <a,
a'>, (d, b'y y <c, c"> son concurrentes, se tiene

{a '; b : c) {b ' : c : a) (c" ; a ; fe) =  - 1

pero ai ser (c ' ;a ;£ ) )# (c " ;a ; t> )  con lo que

(a''; b : c) {b ' : c : a) (c '; a ; £i) #  — 1

Ejercicio 8.6. Teorema de Thales:

R R'

H.

Sean R  y R'  dos rectas no paralelas a tos hiperplanos,

a , = H , D R  y a', = H, O f í ' .  / = 1, 2 , 3.

Hemos de probar (a ^; a ^ ; ag) =  {a ',; a'^; a'3).
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Llamemos a^: a^) y a' =  {a\ : a'^:

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 55

a'-,a2 = a'ia 1 + a^a2 + a 2a'2 =a \ a ,  +( j  a^a^+a^a'^

a\a ’ 2 = (7' (a'^ag) = 0·' (a'.,a2 + 313. + a 3a'3) 

Por tanto:

a'-,a-i  (1 — a )  +  ( a  — a )  a \  a . +  a   ̂a ' 2 — cr' a  ^a'„ =  0.

Como a \ a , ,  a ' ^a^  y a \ a ^  e  H ,  =  H entonces (o· — ( r ' ) a \ a .  e  
H 2 =  H pero R no es paralela a dichos hiperplanos, luego a = (r''.

Ejercicio 8.8. a) Sean a, b e X y a e K  entonces:

h{{A —o()a +  (xb) = U f +  ug) ({1 — a)a + ab) =

=  Af({1 — a)a + a¿)) +  jug{{1 —<x)a +  ab) =

=  m ~ a )  f{a) +  oif{b)) +  u { { Í - a ) 9 {a) +  ag{b)) 

=  (1 -  a) (Af (a) +  fig {a)) +  a{ A f{b) +  ¡aq {b)) =

=  { 1 - a )  h(a)+oíh{b).

Por tanto h es afín.

Si aó G X

h {ab) -  { X f + f i g  ) {b) -  { X f + f i g )  (a) =

= /J (¿>-a) +  wg(¿>-a) =  (A7 +  üg) (ab).

b) Sea FA{X, X') el subespacio vectonal de FL(X, X') tormado 
por aquellas aplicaciones lineales que verifican f{X) C  X'·

La estructura afín pedida viene dada por la actuación:

FA(X, X ' ) x M ( X ,  X') 3{f, g) ^ { f + á ) \ x e  FA{X, X').

Es fácil comprobar que la actuación es fiel y transitiva. Obsérve­

se que SI f ,, f ^e F A iX ,  X'), entonces g FA{X, X'),  de
donde es fácil concluir que las combmaciones afines son las descri­
tas en i).
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Ejercicio 8.9. Siguiendo la notación de 2.9, basta probar que 
las operaciones de (2.9.1) coinciden con las que hacen a í  isomor­
fismo lineal.

Sean x, y e X, À, n e K y v, e  X. Ya se probó en ia demostra­
ción de 2.9 para Ax +  ̂ x y Á +

Si Á +  ̂  =  0,

Ax + /¿y = t  ' (f(Ax,x - T(py) ) = T"  ̂(A/ (x) +  fi i (y) ) =

= / ~ ’ (A/(x)+ íí/(y)) =  A/~ ■'/ (x )+  í / / “  ■‘ /(y) =  xx +  /iy (suma vectorial).

Ax + 1/ = T"  ̂(f(Ax) +  T{v) ) = r~  ̂(A/ (x) + T {v) ) =

1 — /  1 \
-A  / ' ( / ( x )+ - /  (i )̂) =  A( x + -  V

A \  A J

v +  w =  T~'' {T{v) +  T{w))=^i~ ■'(/(v) +7(iv)) =  \/4-w 

Áv^T~  ̂(Af(v)) ■* (A”7(W) = A\/

u{X - x) ^T~ ^fj ,T{Áx)) =  T~ i {x)) =

— {iiX)x.

Ejercicio 8.10. a) Es consecuencia inmediata de la estructura 
vectorial de IK.

b) El hecho de ser ms una forma lineal es trivial. Sea A e X, si

ms{X)=0  entonces ^  A (x)=0 y además es una suma finita, luego

A (x )x e X . Si ms(A) =  1 entonces ^  /(x )  =  1, luego ^  A(x)xeX.

c) Si A i, Ag G Xg y a ,  ^ g  K, como ms es lineal, ms (a/.i +  /5AJ 
=  0 y

X  (aA,+/5A2)(x)=a X  Ai (x) +  /? Z  A2(x)= 0
x s X  x e X  x e X

d) Dados /. +  Xq = A' +  Xo hemos de probar que ms{X)=ms{X').  
Tenemos /, =  A' +  Ap, con e x^̂ , ms {/.) =  ms {X'+  Á^)^m s {X') +  

+  m s{Xo)^m s {X'). Por tanto tiene sentido definir ms{X + X^) =  ms{X) 
para todo A +  Xq g  X y es claro que ms p =  ms.
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e) La única propiedad que resta por verificar, es que i . X 3 x -~>
1 X E X{ms) es isomorfismo afín;

Sean x, y e X y ol, e K  con oí +  —

i{oíX +  Py) =   ̂ - (ax +  /jy) y 

a /(x )+ /i/{y ) =  a(1 x) +  ̂ {1 -y) =  a x +  /i y.

Hemos de probar que 1 (ax +  /?y)=cc x +  fi - y.

Sea 1 (ax +  /?y) =  A +  Xo, siendo Á e X  tal que x (a )= 0  para 

a ^ í ^  +  ^y, a e X  y A(ax +  /?y) =  1. Sea a. ■ x + ¡ i  y =  u +  X̂ ,, siendo 
u e X  tai que / j(a )= a  para a ^ x  y a¥^y, a e X, y u{x) = <x, fx{y)=^p. 
Entonces;

m s  = 1 “ Oí-/i =  0 y

Z  (A” ju) {z)z =  ax +  / i y - a x - ^ y  =  0,
?eX

con lo cual

/  —  / j G X p y  1 ( o £ X  +  ^ y )  =  A  +  =  M  +  x +  / ?  ’  y .

Ejercicio 8.13. Sean /.a +  v y ^a +  iv dos vectores de X y
a. ^ G IK:

r  (a (Aa +  v) +  p  {fxa +  w ) ) - f  ( ( a / ) a  +  (^/¿)a + 1/  +  iv)) =

=  r  ( ( (aA) +  i M ) a  +  v +  w ) = [ { a Á )  +  { ( ^ f i ) \ f { a ) + J { v ) + 7 { w ) ^

= a{Af{a)+T {v)) +  f i { f i f {a )+7  (w)) = 

^Qt.fi/.a +  v) +  f^f{¡ia +  w/).

Ejercicio 8.15. Obsérvese que olA ^ e, donde

A

1 - 1  

O 1 

o

o

/ 1

Vo

- 1 - 1
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Ejercicio 8.16. Sea M,{f) =  M,{f) y M.Af) =  M^{f), entonces M,{^  
=  A ~ ^M ^ f )A  siendo A la nnatriz

por lo tanto

58 SOLUCtONES A LOS EJERCICIOS

Es claro que det A = ^ ^ 0  por lo tanto a es base de X y por tanto 
sistema de referencia afín de X si y sólo si e es base de X y por 
ello sistema de referencia cartesiano de X.

Sean
i

x =

las coordenadas baricéntricas respecto a (que coinciden con las 
coordenadas en X respecto la base o:) y sean

las coordenadas cartesianas respecto e (que coinciden con las coor­
denadas en X respecto la base g). Entonces:

Ay = x es decir

X o ^ i - y i

X„ =

■Vn

Vn

- 1

/

: i·
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1 1 1
1 2 1 0

0 - 1 1
1 2 2 1 /

, entonces

(a o ,  a,, a 2 ,

y como det A /O  se tiene que (ao, a ,, a¿, a 3) es sistema de refe­
rencia afín.

b) Llamando a =  (ao, a,,  a^, ag)

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

y por tanto:

LECCION 9

Ejercicio 9.2. Teorema de clasificación affn para simetrías afines.

Dos simetrías afines a y <7' cuyas bases son B y B', son afínmen­
te equivalentes si y sólo sí dim B = dim fí'.

Para probar el resultado anterior basta observar que si a es una 
simetría afín en un espacio afín X de dimensión n con base de di­
mensión r, existe un sistema cartesiano 2 de X tal que

/W,.(o·) - 1  (n~ r)

• - 1
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En efecto ^  8^es la b ^ e  de cr y D  la d ir^c ló n , basta tomar e  =  

= ( ^ ,  e,, e„), donde e^eB ,  (e^, e^) es una base
de B y (e^+i, e„) es una base de D.

Así pues, sí (T y a' son simetrías con bases B y S' tales que dim 
8 =  dim B' =  r entonces existen sistemas de referencia cartesianos e  

y e' tales que;

M (r +  1)
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1 0 0.. .0

1 1 0..,.0

0 0 0.,,. 1

I I

\ o  O 0...1/ 

luego y 2̂ son linealmente equivalentes.
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Por tanto cr y cr' son afínmente equivalentes.

Recíprocamenje, si cr y <f son simetrías afines afínmente equiva­
lentes, entonces o y~a' son Iineaimente equivalentes y por tanto, si 
S es la base de cr y 8 ' la de ct' :

dim 8 =  dim ker {ct —/dx) =  dim ker (CT'-/dx) =  dim B'.

Teorema de clasificación affn para proyecciones afines.

Dos proyecciones afines n y k ' cuyas bases son B y B'.. son afín- 
mente equivalentes si y sólo si dim 8 =  dim B'.

La prueba es totalmente análoga a la del resultado anterior.

Ejercicio 9.4. Teorema de clasificación afín de dilataciones

Dos dilataciones f  ̂ y f^ son afínmente equivalentes si y sólo si
y Í 2 son traslaciones o bien y son homotecias con la misma
razón.

Demostración
Si y 2̂ son traslaciones es fácil encontrar sistemas de referen­

cia cartesianos y de modo que



Si y son homotecias de razón /  se puede probar que exis­
ten sistemas de reterencia cartesianos y de modo que;
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1 0 0., .0

0 Á 0., .0

0 0 0.... /■

con lo que f, y son llnealmente equivalentes.

El reciproco es consecuencia de que si t, y son afínmente 
equivalentes entonces T ,  y f  ̂ son linealmente equivalentes.

Ejercicio 9,6. a) Si x e X - B ,  como {nix) : f{x) : x) = p por la 
definición de razón simple; f{x) =  {1 — p) 7r(x)+px =  ({1 — p) 7r +  p/d) (x). 
Si X G B, f(x) = x  =  (1 —p)x +  px=={1 —p) 7r(x) +  /?x =  ((1 -p )7 i + p/tí) (x). 
Por tanto t =  0  — p ) ti +  p i d  y f es aplicación afín.

b) Si d im 6  = r, la matriz cartesiana de Jordan para f es

/1  {/-+1)

1
p

[ n - r ]
P

Para obtenerla basta tomar un sistema de referencia cartesiano
e =  (eo, e^, .... e,, e,+ ..., e„) de modo que e 6,

( i l ,  ..., eJ es base de 6 y (e,+ ,̂ e J  es base de O.

Teorema de clasificación affn para deformaciones.

Sean t, y f^ dos deformaciones afines con bases B, y Ba y razo­
nes p, y p 2 respectivamente. Entonces t, y f^ son afínmente equiva­
lentes si y sólo si d im 6 i =  d im S 2 y Pi =  P2·

La prueba es totalmente análoga a la del teorema enunciado en 
la solución del problema 9.2.
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Ejercicio 9.8, i) Si e H y (e^, e „_ J  es una base de H, £ =
=  (eo. ©1, . e„,  ©oa) es un sistema de referencia cartesiano de X 
y entonces M,{f) = l, por tanto f = id.

ii) Sea © o  G  <a, b }  C] H y Á =  { e Q ' b : a ) .  Tomamos el sistema de 
referencia e, =  {e^, e^, e„, e^a), donde (e,, e„) es una base
de H. Entonces:

MÁf)

/  1 (n)

luego fe s  una deformación afín con base H y  razón /,  X^O.

iii) Como todos los puntos de H son fiios por f, si es un 
hiperplano paralelo a H entonces T 1̂ , es la identidad. Para probar 
que y que es una traslación, basta encontrar x e H ^
tal que f(x) e H,. S\ a f  tomamos p g H y x =  <p, a> C\ enton­
ces:

f ( x ) = f ( p  +  (p . X : a ) p a ) = p  +  (p . X : a ) p b  =  

= p + { p  . X : a) [ p i  + a5] = x + (p  x  : a)3b

que pertenece a pues ab g H^=H.

Si a e H,,  como ab g H,, f {a )= b  g H,.

E je r c i^  9.9. Sea f . X ^ X  una transvección de base H y direc­

ción <a£í>. Construimos el sistema de referencia cartesiano siguien­
te:

donde e ^ e H  y {ab, e^, ..., e „ - j  es una base de H. Es fácil com­
probar que:

O 0...0

o 1 0...0
o 1 1...0
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Ejercicio 9.15. Supongamos que la dimensión de X es n, la ra­
zón de f es ρ ^ ^  y la dimensión de B es r. Tomemos (e^, e^)
base de S y (e^+i, .... e„) base de D.

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 6 3

1) v e D .

Veremos que f  ̂ t  tiene un punto fijo. Sea ò e 6 y x g b +  D, para 
que X sea fijo:

f o z{x) =  f{x-l· v) =  f{b-l· bx +  v ) = b  +  p{bx -l·v) =  x. 

Por tanto:

r r  Pb +pbx  + p v  =  b +  bx luego b x ~ ——  v
1 - p

y así x =  ¿>+ ^ -T' es un punto filo para í. 
1 - p

Considerando el sistema de referencia

¿ = ( b + j ^ V :  e ,,  .... e,
V 1 -P

se verifica que:

p n - r

/

Con lo que concluimos que f t  es una deformación con base 

^b-\— ^ V ^  +  fí y dirección D.
V i - p

Análogamente se demuestra el caso x ° f.
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2) V e B

Sea G B y (v, u ,, u j  base de B. Construimos el sistema de
referencia

entonces:

c^ {b ;  y, U2 , u,. e , + e j

1 1
(r)

( n - r )

luego X o f-=f o X.

3) ~v ^D . Como X==B @D,~v =  b +  d , ^ ^ 0 .

Tv “ i^d " f)

Si f  =  Trf f, por 1) f  es una detormación afín y por 2), (b^O), 
x¿̂ -’ f  es deformación con deslizamiento.

Ejercicio 9.16. Teorema de clasificación afín para las deformacio­
nes con deslizamiento

Sean f )/ f  dos detormaciones afines con deslizamiento, con ba­
ses B y B' y razones p y p' respectivamente. Entonces f y f  son 
afínmente equivalentes si y sólo si dim S =  dim 6' y p =  p'

Prueba

Si dim 6 =  dim S' y p =  p' se pueden construir sistemas de refe­
rencia fi y K como el dado en la solución de 9.15.2) y por tanto:
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M,(0 =

1 1

ir)

1

^ [n ~ r )

P /

Luego t y f  son afínmente equivalentes.

El recíproco es consecuencia mmediata del hecho de se r7  y f  
linealmente equivalentes.

Ejercicio 9.23. Sea f un endomorfismo afín de un espacio afín 
de dimensión tres.

1. S =   ̂ if tiene puntos fiios)

Entonces f puede admitir ias siguientes representaciones matri- 
ciales de Jordán:

1 0 0 0

0 a 0 0

0 0 0

0 0 0 y

1 0 0 0

0 A 0 0

0 1 Á 0

0 0 0 n

0 0 0 '

/í 0 0

0 a
0 a.

2 . 2 :

0 0 0
1 1 0 0
0 0 Á 0

\  0 0 0

0 0 0 0

1 1 0 0 í 1 1 0

0 0 A 0 1 0 0 a

\ o 0 1 a J V  0 0
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/ 1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0

V 0 0 0 /

4. (3 =  4:

M;;íH:

iii·

6 6

3. (5 =  3:

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

0 0 0

1 1 0 0

0 1 1 0

\ o 0 1 1

Ejercicio 9.24. Sea X un espacio afín real de dimensión tres.

1.
■ i

MÁf.)

/  1 0 0

- 3 - 3 - 1 - 2  \

6 8 3 4 1
\  3 4 1 3 / ' i i

(5{fi) =  1, en etecto:

/ 0 0 0 /  1
- 3 - 4 - 1 - 2  \

6 8 2 4 1
V 3 4 1 2 / \  X,

=  0 equivale a - 3 = 4 X i+  X2+ 2X3

que es un plano de puntos fijos. Tomamos

un punto de dicho plano. 
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Por otra parte = ( í —1)3 y rg { f ,  —/tíx) =  1, con lo cual la matriz 
de Jordán de f, es;

1 O O 

0 1 0  0 

0 1 1 0  

0 0 0 1 /

La ecuación del ker(7¡ —/d) es:

4x, +  x, + 2X3 =  0 

Como ker(7^ —/cy)  ̂=  0, tomamos

O

\  0 /

° \
- 3

y 63 G ker (f , - í d )

4 /

y tal que

(02 , 63) sea I.I.. 63 =

Un sistema de referencia que verifica las condiciones pedidas
es:

/ 1  \

°  1

1

- 3  / 0

\ \ 0 / V o
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2.

1 0 0 0

3 3 0 2

2 2 1 2

- 5 - 4 0 - 3

5{f2) =  2, en efecto,

{ f ^ - i  d{x)) =

es incompatible y

equivale a —1 = x ^ + x 3- 

Tomemos

O 0 0

3 2 0

2 2 0

5 - 4  0 -

=  0

0 0 0

- 4 - 4 0 - 4 /  Xi '
- 4 - 4 0 - 4

8 8 0 8 / \ X 3 ^

=  0

e„ =

es decir en el plano —1 = X i  +  X3, y

©0^2 (©o) ^2( ^0) eo

Por otra parte χ r = { t ~ ^ ) ^  {t+^) ,  por lo que la matnz canónica de 
Jordán correspondiente a es:
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1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 - 1

La ecuación de ker{f^  — id) es:

+  X3 = 0,

tomamos e^ g  ker(72~/c/) tal que (e^, e j  sea l.i., por ejemplo

e ,=

Por último las ecuaciones de ker(f^  +  id) son:

2x , +  X3 = 0  

X^+X2 +  X- =  0

Tomamos 63 e keríTs +  Zú'), por elemplo

Así pues un sistema de reterencia cartesiano respecto del cual 
adopta una expresión matricial de Jordan es:

/  °

\  - 2

El resto de las matrices se tratan de torma análoga, nos limita­
remos a ofrecer la forma canònica de Jordan de cada una de ellas, 
para que el lector compruebe así sus resultados:
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3. Para

/  1 0 0 0

- 5 0 - 5 3

1 1 2 1

\  1 - 1 1 1

la forma de Jordan es:

1 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0

J

0 0 1 1/

4. Para

la forma de Jordan es:

1 0 0 0

0 0 - 1 0

5 5 2 4

2 - 1 1 - 1

5. Para

1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 - 1

la forma de Jordan es

1 0 0 0
1 1 “ 1 0

- 2 - 2 0 - 2
0 1 2 2

1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 - 1
0 0 1 1
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Ejercicio 9.28. Sea X un espacio afín de dimensión n, f un en­
domorfismo de X y

c/{f) =  min {dim /A 1 f(A) C  A y

hemos de probar que d{f)

Para d { f )=0  el resultado es cierto, pues existe X punto fijo 
para f y e ker { f - i d )  n  luego ¿'(f) =  1 =  1+ d (/) .

Supongamos que r =  ò{ f ) >^  y que £ =  (eo;e^. e„) es un siste­
ma de referencia cartesiano de modo que M,{f) es una matriz de 
Jordan para f, es decir,

( 1 0...0 O

 ̂ ° \ e B L { r )

O 0...1 o
o 0...1 1

y J' una matriz de Jordan.

Por la estructura de M,{f) se tiene que eo +  <ei ,  ..., e , - , >  es 
invariante por f, luego r —1>d( f ) .

Si r —^>d{ f )  existiría A subespacio afín de X tal que f{A)
C A  y dim A < r - 1 .  Ahora bien como (5(f/^)<dim A +  1<r ,  existe 

k < r  tal que

SOLUCIONES A LOS EJERCiClOS 71

ker {f\ ~ I d n  luego

í|; ker { f - i d ) ‘‘ C)
’ ! ;

lo que contradice la definición de <5(0- Por tanto, r — 1 ^ d { f ) .  Con lo 
í:· cual Q f ( f )  = r - 1 = ó ( f ) - 1 .

LECCION 10

Ejercicio 10.2. Sean £* =  (e ;. ..., e ;)  y £* =  (e ';, ..., e'„*) las ba­
ses duales de e y b respectivamente. Llamaremos x * ' V * -^ V„(ÍK) 
al sistema de coordenadas de V respecto a a*. La relación pedida 
en el enunciado es:

/W ,,n ) (e r)= x * (e r) ‘

533



En efecto, si M =  a„) y

n

e-=  Z  / =  1......  n,
/  — i

entonces

72 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Luego

Por otra parte

por tanto,

y así:

©;* = Z  xr (eD e*.

y ;(e ;* )  =  e;*(e, )=Xí ,

Ejercicio 10.5. Sea P la matriz de paso de í· a e' y p* la matriz 
de paso de f.* a f! *  Probaremos que

p t = ( p * ) - i .

Teniendo en cuenta la definición de matriz de paso y el corola­
rio 1.9, P =  {(e*/e;.)).

(P*)~ ' es la matriz de paso de e'* a e*: luego ( P * ) “ ' =  ( { e y e,*)), 
por tanto =  ( P * ) "  '

534



Ejercicio 10.6. Sean Á, p e K y a ,, e V *  Para cada i/ e V;

r  {Aa'i +  íia2) =  [Áa\ +  ua'^) ° f(v) =
=  Aa', {f{v)) +  pa'AfW)) =  X f{a \) {v )  +  fir{a'2){v),

luego, r{Aa\-\-! ia'2) =  Áf{a \)  +  iif*{a'2). Por tanto, f  es una aplicación 
linea!.

Ejercicio 10.7. Sean í-; =  (e^, e„), í-' =  (e'.,......  e'„), í;* =  (e*, ...,
o*) y £ * =  (e'i*, e'„*). Entonces:

= i(e'.V ñe))) = (e'.^ (ñe))) = He'* ° D (e.)) =

= { f { e ' r ) / e j )  =  { e j r { e 7 ) Y  =  M , ; ,A f ) .

Ejercicio 10.8. Es fácil comprobar que la aplicación trasposición 
de matrices es un isomorfismo:

t r : FL (m, n) 3 M -> M* e FL {n, m).

Si dim V ^ n  y dim V' =  m, por el eiercicio 3.21, las aplicaciones:

FL {V, V) FL (m, n) y 

M^,^^,:FL{V'^ V ^ ) -^F L (n ,  m)

son también isomorfismos. Como t=  ‘ ° tr°  fes isomorfismo.

Ejercicio 10.9. En primer lugar probaremos que

{f*(a)/fa) =  (a/f(b)).

Por eiemplo, si a es una torma y b un vector:

( f  {a)/b) = f { a ) { b ) ^ a o f { b )  =  a{f{b)) =  {a/f {b)).

Si a es vector y b una forma se razona análogamente. 

Supongamos que f  es una aplicación lineal que verifica:

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 73

{f {a)/b) =  {a/f{b)) para todo a y b.
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Como {f{á ) lb ) =  {alí{b)) =  {f{a)lb), se tiene que (/‘ { a ) - f  (a)/¿i) =  0 , 
para todo b, luego por 1.6 .3), f^{a) =  f'{a) para todo a, es decir,

Por la caracterización anterior es mmediato que / =  (/')'=

7 4  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Ejercicio 10,12. Si q es torma cuadrática es evidente que q ve­
rifica las condiciones 1 y 2 del enunciado de 10.12.

Recíprocamente, supongamos que q :V  verifica las condi­
ciones 1 y 2.

Por aplicación de 2, es inmediato comprobar que para {u, v, 
w) G \/^·

q {u +  V +  w) — q {u +  v) ~  q {v +  w) — q {w +  u) +  q {u) -l· q {v) +  q {w) = 0.

Para {u, v, w) = {0, O, 0), se deduce que q (0 )=0. De la expresión 
anterior aplicada a (u, u, ~u )  se tiene que q{2u)=4u, para todo 
u e V .

Sea V e V, por ser Q aplicación bilineal,

Q{Av, Áv)=X^Q{v, v).

Ahora bien,

?.v) =  q{2Xv)~2q{Xv) =  2q{Av) y 

Q{v, v)=2q{v).

Así pues 2q iXv) =  2Á^q {v), como ÍK tiene característica distinta de 
dos, q {Xv) =  ?.^q {v).

Ejercicio 10.18, Como la matriz de O respecto ia base canónica es:

1 1

O 1

la matriz pedida es:

M , m =
1 \  / 1  ^
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El rango de <\> es dos.

/ 3  9/2

Por último M,{<t>) =

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 7 5

\ 9/2 7

Ejercicio 10.21. Las operaciones que dotan a ^ (V ) de estructura 
de espacio vectorial sobre K son;

q^) ^  q,+Q2 & M{V), 

donde; q ,+ q ^ :  V 3 v ^  qAv) + q 2 Ív)·

K x ^ { V ) 3  U, q ) - ^ A q E l { V ) ,

donde: Áq : V 3 v Áq (i/).

Es inmediato comprobar que Qi +  c/a y Aq son formas cuadráti­
cas.

También son hechos de comprobación inmediata que estas dos 
operaciones dotan a ^ {V )  de estructura de espacio vectorial sobre 
h  y que la aplicación dada por el cálculo de la matriz de una forma 
cuadrática es un isomorfismo.

Ejercicio 10.22. Supongamos que v ^ - v \ € k e r  O, y que \j
-  G ker ;

La propiedad anterior implica que;

O' ; (V/ker a>,)2 9 (j^̂  +  ker O,, 1̂2 +  ker <])̂ ) ^  v^) e IK

es una aplicación bien definida.

El hecho de ser una forma cuadrática es de fácil comprobación.

En cuanto a que O' es no degenerada, es consecuencia de ser 
im (í>' = lm O; y por tanto;

r g  0 ' i  =  r g  <I), =d im  l//ker O;
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LECCION 11

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Ejercicio 11.3. Si v e rad E C E  entonces v =  v,  +  .., +  Vr donde 
V¡ E F,, ι =  ^,  r. Sea / g {1, r}, para cada w ¡  g  F, se verifica

/  <■ \  r
{ v / w , ) =  X  V i i w , - \ ^ Y  { v J W i )  =

\ (  =  i /  1 = 1

= {v¡/w ,)=0,  luego v, g  rad F,

Recíprocamente, si i/, e  rad Fi , / =  1, r, se verifica

luego Z  ' î G fad E.

Ejercicio 11.7, i) La forma cuadrática Q -, escrita en forma polinomial 
es:

=  2 x-,X2  —2 X^X3  —3 x |  + 2 X3 X3  —2 X2 X4 +  x |  + 2 X3 X4

Aplicando el método de Gauss:

\

J

= (x 3 -X i +  X2 +  X4)^ +  4 X tX 2 -4 x | — 4X2X4 +

+  2X^X4- x ? - x 2 =  (x3 -x^  +  X2 +  x J 2_ ( 2x 2- x ^  +  x J :

Por tanto la forma diagonal de es:
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0 0 0

í °
- 1 0 0

0 0 0 0

\  0 0 0 0

es decir, tiene signatura (1, 1).

Para reducir Q., a torma diagonal basta efectuar el cambio de 
coordenadas:

X'i =  — + X 2 +  X3 +  X4 

x'2=  —Xi +  2Xj + X 4

X'3 =  X1

x'. =  x^

Es decir una posible es:

1 1 1 ^
'  - 1  2 0 1 '

1 0  0 0 
\  0 0 0 1 /

ii) La forma cuadrática escrita en forma polinomial es:

Q, =  - 6X^X2+  6X^X3+ 2x ^x 4- x ^  +

+  8 X2 X3 +  2 X2 X4 —9 x |  + 2 X3 X4 - 5 x ^  

Aplicando el método de Gauss se obtiene:

X .

Q-.

/ " I
X, 

X,

V x :

= —{x 2 + 3x ^—4x 3~X4)^ +  9x ^

— 18X1X3 —4x ^x 4 + 7x 2 +  10x 3x 4 — 4x 2 =

(  2 \  40
= - ( x 2  +  3 X t - 4 x 3 - X 4 ) ^ +  3 X 1 - 3 X 3 - -  X 4 ) ^ - 2 x 2 +  6 x 3 X 4 - ~ - x 2

9

+  ( 3 X i  — 3 X 3  — -  X ,

\  2
+ 2

\  ^ J

1
+

36
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Por tanto la forma diagonal de es:

0 0
0 1 0 0
0 0 - 1 0 ,

\  0 0 0 - 1 /
es decir, tiene signatura (2 .2).

Para reducir a torma diagonal basta efectuar el cambio de 
coordenadas:

_ 3 y 2

Xg= 3Xi 

x^=  3Xi + X 2 - 4 x 3 ~ x ^

Luego una posible es:

 ̂ 0 0 0
1

3 0 - 3
2

~ 3

0 0

3.

y 3 1
_ 4 - 1

iii) Se puede resolver de modo análogo a los casos i) e ii). En 
este caso la signatura es (3, 0).

Ejercicio 11.9. Se trata de una aplicación directa del método de 
Gauss expuesto en 3.10. Una base = e^n) con las condicio­
nes del enunciado es:
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e ,=

/ ° \

0
1 
o

o 
1/2 

O /

0 /
©n+i = - 1

1/2
0

/ ° \
0
1

. . . ,  e„ = 1/2
0

\  0 /

Ejercicio 11.11. Si A =  P^DP, entonces A^ = {P* DPY =  P̂  P = 
=.p*OP = A.

Por otra parte si A g  EL{n) es simétrica, A se puede considerar 
como la matriz de la forma cuadrática de ^„(IK).·

q ; \/„ ( IK) 3 X x M  X e [K

respecto la base canónica de V„([K). Llamando D a la matriz de q 
respecto una base ortogonal, se tiene A =  P*DP. siendo P la matriz 
del cambio de base.

Para probar la afirmación para A e GL{n, C), basta con realizar 
el argumento anterior, utilizando la existencia de bases ortonorma­
les.

Ejercicio 11.12. La actuación de GL{n) pedida es;

G L{n)xEL{n) 3{F, Q) ^  QF = F*Q  e EL(n).

En las condiciones del enunciado, si e =  {e^, ..., e„);

# q )  =  / W , ( q  -  0  =  ( Q ( / { e ; ) .  f { e M  =  M , ^ 4 q )  =

=  M A < Y  m a q ) M A n = M A f ) ' *  M , ( q ) ·

La relación inducida sobre EL{n) por la actuación es la relación 
de congruencia de matrices (ver 2.14 de la lección anterior).
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Ejercicio 11.13. i) q, y no son linealmente equivalentes en 

En etecto, si fueran equivalentes existiría P eG L{2 ,  Q) tal que

y por tanto;

2 =  det M , ( q J - d e t  P óeXM,{q^)óeX P =  (det P)^

lo que no es posible pues det P e  Q.

") y Qz son ünealmente equivalentes en V^{U) pues tienen 
la misma signatura; (2, 0). En efecto;

2x 2 +  8x 1X 2 +  9x I =  2 (x ̂  +  2x 2)  ̂+  X 2 =  2x^ +  x'i·

iii) q, y q^ son Mnealmente equivalentes en V^ÍC) pues tienen 
ambas rango 2 .

Ejercicio 11.16. Si es una isometria y v,,

Q '{ f{v ,) , f{v ,)) = -̂ [ q ' { f { v , ) + f { v , ) ) - q ' { f { v , ) ) - q ' { f { v , ) ) ]  =

- ^ l [q ' { f { v ,  +  v , ) ) - q '  { f { v , ) ) - q ' { f { v , ) ) ]  =

=  ~ [q{v , +  v ^ ) - ~ q { v , ) - q { v ^ ) ]= Q { v , ,  v^).

Recíprocamente, supongamos que para cada v,, E,

0 (1̂ ,, v,) =  Q 'if{v ,) ,  f{v,)).

Entonces, si e E,

q' {f(v)) =  Q' {f{v), f{v)) =  Q{v, v) =  q{v).

Ejercicio 11.17. En primer lugar hay que probar que f ;E - ^ E '  
es un homomorfismo.

Para cada v,, v ^ eE,  es fácil comprobar que;
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q' {f {v ., +  v - f  {v ,) - f  {v;,)) =0

por lo tanto +  v j  =  f ( \ / J +  f( \ /2).

Análogannente, para X g  ÍK y v g  E, q'{f{Áv)~ Af{v))^0, luego 
fÍÁv) =  Áf{v).

En segundo lugar t es isomorfismo, pues si v e E y f{v )=0 ,  en­
tonces q {v) =  q { f {v ) ) -0 ,  luego =

E jercicio  11.19. f e  0(E, q) es equivalente a que q ° f ^ q  lo que 
equivale a su vez a

M , { q )  M , { f ) ^ M J , q ^  

es decir. M , { f )  es ortogonal respecto a M .

Ejercicio 11.20. Sea g' g  0 (E', q'), hemos de probar que ;  ̂ g' ° f “ ’ 
gO(E, q). En efecto,

q { f  o g ’ o f ~  ■ · )  =  q  o  i [ g > 0  f -  1 )  =  / -  i )  =  ( q ' o  g ' )  o  r  i  = q '  o  f ~  i  = q

Del mismo modo, se prueba que si g e O (E , q), entonces
f '  ’ ' g f e 0 ( E ' .  q').

1 1
Ejercicio 11.22. Sea E = F¡ ©  ... ©  F, y (Tt ,̂ .... n,) sistema de 
proyecciones asociado a dicha descomposición. Para probar que t i , , 

/ =  1, ..., r, es proyección ortogonal, basta observar que la base de 
7ii es F, y la dirección es

1  _L 1  1 1
F, ©  ··■ ©  P /- Í  ©  Fi+1 ©  ■■■ ©  P/·-

que son ortogonales.
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LECCION 12

Ejercicio 12.3. Es inmediato comprobar que ( · / · )  es una forma 
bilineal y simétrica.

Hemos de probar que;
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8 2 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

E b  (p {(p/(p) =  Y  (p (k/n) (p ik/n) e
k -  o

es una forma cuadrática definida positiva.

Si (p{t) =  aa +  a,t +... +  a „ r  E entonces

í k Y \

y es exactamente nulo si —, k =  0, n, son n +  1 raíces de (p (que
n

tiene grado n), lo cual implica que cp es el polinomio nulo. Por tan­
to, se trata de una torma cuadrática definida positiva y ( / ) es un 
producto escalar euclídeo.

Ejercicio 12.7. Resolveremos el ejercicio para la matriz: 

/ \= -  ̂ /  ̂ - 7 4 4

9 4 - 1 8
4 8 - 1

Ei modo de resolución para el resto de las matrices es análogo.

El polinomio característico de A es ( f - 1 )  ( í+ 1 )^  por tanto la 
representación matricial reducida es:

/ I 0 0

J = 0 - 1 0

0 - 1

A continuación determinaremos una base ortonormal respecto 
de la cual la matriz A se transforma en J:

ker {f~ íd) =  \

ker (f +  id) tiene por ecuación x , + 2x^ +  2x, =  0. Una base en las 
condiciones requeridas es:
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/  1 /  1 \  1 /  0 \  1 /  - 4 '

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 8 3

3 I 2
V ” i \

Ejercicio 12.9. Sea e una base ortonormal de F y un
sistema de vectores de F Si (\/^, v^) =  í;P, por definición

=  i / , ) l  =  l d e t  p ¡ .

Si denotamos (v^, v^y v,.) =  (<v,·, u,>),

Gram [v^, i/ ,)= de t (i/^......  v j  =  det {P^h' eP),

y como e es ortonormal, ê £ =  /, luego

Gram (v,, i/,) =  det (P'P) =  (det p ) \

Entonces

.... i ^ , ) l = + y ^ m  {i^,. V,).

Ejercicio 12.10. Si (i/^, es l.d. entonces v =  0 pues por
2);

| lv l |2-G ra m  (i/,, .... =  ........ u „_ ,) ]^  = 0 .

Supongamos que (i/.,, es /./. Sea

<ii> ..., con u^O.

Tomamos

/Grann(vi,...,v„^^)
w  -  + - ---------------------

l i u l i

si u) es mayor que cero definimos y si o){v^,
..., u) es menor que cero v = —w.

Es claro que v verifica las condiciones 1, 2 y 3.
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Demostremos que y es Cínico: Si i/' verifica 1, 2 , 3, por ser

V  e  < v , ,  /  =  A u .

^  , VGraam (i^,,
Por 2 debe ser ----------   ,— ----------  y el signo vendrá de-

II Li II
terminado por la tercera condición.

Ejercicio 12.11. i) Si {v,, ..., v „ - , )  es l.d. la igualdad es trivial. 

Supongamos que {v ........  es l.i., entonces

{V,, ..., v , x . . . x v „ ^ , )

es base con la orientación positiva.

Si e = , +  Á„v ̂  X ... x v „ -  se verifica:

{ v , x . . . x v „ - J e )  = Á̂  | k , x . . - x i / „ - G r a a m  {v,, v „ - , )  =

=  aJ wf{v ,, ..., v „ - , ) \ ^

Sea {v\, una base ortonormal de tal que

.{v̂ , v^.-i)>0.

1/, X ...

mal de E con la orientación positiva.

Si {v,, ..., .... v ',- , )P .

o)Ae, V , ,  . . . ,  =

 ̂ . V ̂ Xs ... XV ^
' ^1......  TT“-

es una base ortonor-

\

entonces se verifica:

n- 1 11/

/ÍÍ1
P

,M„ - 1

/in 0 . . . 0

i ■ ■ ■ .  V .  -
W,, V,
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E s  f á c i l  c o m p r o b a r  q u e  || i / ,  x  ... x  J |  =  c o n  l o  c u a l  

cü (e .  >/, ,  =  ......... =  X ... x v „ - , / e ) .

i i )  P o r  s e r  fí =  ( e ^ ,  ..., e „ )  b a s e  o r t o n o r m a l :

X ... X i / „ - ,  =  X ... X » / „ -  ¡ / e , ) e i  +  ... +  ( i / ,  X ... X i / „ - i / e „ ) e „

y aplicando i):

j  O

i(y·)

'  O [ v je ^ )

lo cual nos da la fórmula del enunciado.

Iii) Es consecuencia inmediata de ii).

Ejercicio 12.14. a) Como 4; {u, i/) e fO, ttI y ^  (u, i/) es igual a 
4: {u, u) o bien igual a — ^ { u ,  i/), es claro que ^  {u, iz) e l —ti, tu]. 
Ahora bien, si ^ {u ,  v) =  n, por la definición de ángulo se debe veri­
ficar

(u/v) = - ! | u | l  ||\/|!, luego u = Áv con a < 0

y la definición de ángulo orientado, ^ {u ,  u) =  7r y no —ti, con lo que
^  {u, i/) e ( —TT, Til.

Filados O e { - n ,  ttI y u e E, sea v e <u>-^ tal que y 0){u,
eos o

i / ) > 0. Entonces consideramos e = ——— u +  senOv, asi:
k/

<lc ( u ,  e) = | 0 |  y o){u, e) =  det 

luego ^  (¿y, e) =  0.

[u|l cosO\ 
O sen 0y

lull sen O,
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b) 2nZ  es claramente un subgrupo aditivo de ÍR, pues si 2nk,,  
2nkz G 2nZ-, entonces

2nk, — 2nk 2 =  2tü {k , — /í 2) e 2nZ

La biyección canónica es:

( “ Tr, n] b G = ^ { u, v)~^0 +  2 n Z e

8 6  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

2 tzZ

Ejercicio 12.15. i) Se verifica eos 4: iu, v')
11 u ] I I /. I 111/ ] I I / 1

SI Á>0, 4: {u, u)=<i: {u, áv) y oj í u , áv) =  ?m {u , u),

entonces ^  (u, v ) = ^ { u ,  i/);

SI /.<0,  , =  -  eos <t (u, i/) =cos {tt -  {u, i^)).
Ilull Ul ll(/|l

En este caso, si ^ {u ,  >/)>0 entonces oj{u, áv)<0 ,  luego 

^  {u, AV) =  -í: {u, v )—7l.

Por otra parte, si

^  (u, v) < 0  entonces to (¿y, Xv)>Q,

luego

<4 (u, ).v) = n — ^  {u, v).

ii) Por i) se puede suponer || i / 1| =  ||t/¡| =  |¡m/|| =  1. Tomamos e g E, 

tal que ^  {u, e) y |je|| =  1, es decir, {u, e) es una base ortonor­

mal con la orientación positiva. Entonces:

\/ =  cos ^ {u ,  v)u +  sen ^  (u, v)e 

w = cos ^ {u ,  w)u +  sen ^ {u ,  w) e.
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Por tanto eos ^  (i/, w/) =  (i/, w) =

= cos ^  [u, i/) eos ^  {u, w) +  sen ^  {u, i/) sen ^  {u, w) =

=  c o s { ^ ( i j ,  w ) - ^ [ u ,  </)).

Entonces

^ {v ,  M/')=-$:(u, w) — (u, \/) o bien 

^ { v ,  w ) = ^ i u ,  v ) - ^ { u ,  w).

La segunda posibilidad se desecha por un simple estudio de las 
posibilidades para los signos de o){v, w) y de ^ {u ,  v )—^ {u ,  w).

Ejercicio 12.16. Por ser f transtormación lineal euclídea, enton­
ces

(u/v) = {f{u))!f{v)), ||t;|H l|f{t;)|| y Ik ll =  ||í(v)i|.

Por tanto, 4: {f{u), f { v ) ) = ^  {u, u).

Sea 8 una base ortonormal de E, si det f = 1,

oAfiu), f { v ) ) = 0),{f{u), f{v)) =

=  úL),{{u, u)/W,(f)) =  aj,.(u, v) det/W,(/) =

=  co,{u, v) =  o){u, v)

y así ^  {f{u), f{v)) =  ^  {u, v).

Análogamente se razona en et caso en que d e t f = —1.

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 8 7

Ejercicio 12,17. Sea k una base ortonormal con la orientación
/  X \

positiva. Hemos de probar únicamente que para cada x g  E, si
\^2 /

son las coordenadas de x respecto a e, llamando x' g  E al vector 
con coordenadas respecto a e.

í x \ \  feos  O —s e n 9\ f x ^ \

\ ^ 2/ Vsen O eos O
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entonces ||x'|] =  |¡x|| y ^  (x, x') =  0. De este modo, por la definición 
de Qfi, x' =g(¡(x), luego gt,es transTormación lineal euclidea y su ma­
triz es la que presenta ei enunciado.

a) l|x'll =  ilx|l:

8 8  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

IIx'II =  V ^ ? + x 2' =  V ^ H x 2 =  IIx II·

b) ^ (x ,  x') =  0

(x/x') =cos o x? +  cos o x |=  |[x¡|^ cos 0 =  ||x|¡ ||x'|| cos 9, 

por tanto <t (x, x’ ) =  \0\.

Por otra parte

í  X x' \
cü(x, x ')=o j,(x , x ')= d e t  ̂ ) =  x^ sen 0 -HXg sen9 =

\ x ,  x',J

= j|xj|^sen 9,

de donde por un fácil estudio de signos se deduce;

^ { x .  x') = 9.

Ejercicio 12.18. Por la proposición 3.3, si í e (E), existe una 
base ortonormal e de modo que:

/eos 9 —sen 9 

 ̂ ~ (se n  9 cos 9

Ahora bien, M,{f) coincide con la matriz de g,f {ejercicio 12.17), 
luego f^go-

En cuanto a que la aplicación

0+( E) 3 g o ^ 9 €  U¡2nZ 

es isomorfismo de grupos, basta probar que

Qú, ° g0,—g0,+ü,
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Ahora bien, para cada x e E—{0},

Uso.+ojx) II = 11x11 = llgíK(x)ll = WgtK '■ Qo.íx) II

y

^  (X. 9 o , ' g í^,(x))= ^  {X i. 9(>.(x)) +

+  ^ Í 9 o, M ’ 9 ( 1 /  9 oÁ x ) ) ^ 0 ^ + 0 2  =  9 o^+ v M ) ) ’

luego - 9oSx)^9o.+oS>^)·

Es claro que g^/^ 9 oS^) ^ 9 o. + oÁO).

Con lo cual 9o, '' 9oSx)=9o,+(iÁx) Para cada x e E.

Otra posible definición para el ángulo orientado seria la siguien­
te:

{ ] v / u
SI u, e  E ”  < o >,  ̂(u, v ) ^ 0  s\ —  -  g .  ^

l  J ^   ̂  ̂ Iii/Il y"Vll^ll

Obsérvese que el ángulo orientado es un invariante en la geometría 
(E. 0 ^(E)).

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 8 9

Ejercicio 12.22. Para probar que con la condición del enunciado 
se define una orientación en R \  hemos de establecer la siguiente 
afirmación:

SI y Cs son dos bases de tales que ê  =  Pí:^,

entonces det P > 0  si y sólo si u) y u) son bases ambas con 
la orientación positiva o ambas con la orientación negativa.

Ahora bien, la afirmación anterior es consecuencia inmediata de 
la siguiente observación: si

(fíl, ÍV) =  ( Í2>
0\

O V

entonces

d e tP > 0  equivale a det
ÍP 0\

> 0 .
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Ejercicio 12.23. Sea {e,, 63) una base ortonormal de E con
la orientación positiva, de modo que y (e j  tiene la orienta­
ción positiva en R. Así pues, (©2. ©3) es una base ortonormal con la 
orientación positiva de R^=P-

Por ia definición de g, si r e R, g(r) =  r, en particular g {e ,)  = e ,.  
Sí p e P-, g{p) =  goÍP), luego:

ig\p) =/eos O —sen 0\

ysen 9 cos O y 

Entonces la matriz de g respecto a (e.,, e^, e^) es:

1 O O

o cos 0 - s e n  

O sen O cos O

Además g es transformación lineal euclidea, pues:

/ 1 O o \

o cos 6 —sen

/ 1 O \
o cos 0 - s e n 0 = /

y  O sen 0 cos O J  y  O sen 0 cos 9 J

Ejercicio 12.24. Por la proposición 3.5, los posibles polinomios 
característicos de una transformación euclidea en dimensión tres 
son:

{ í - 1) ((í —eos 0)^-l·sen2 0) y (f-l-1) ((f — cos 0)^ +  sen^ 0).

Los únicos que pueden corresponder a rotaciones son:

y ( { f - c o s 0)^ +  sen2 0).

Sea f una rotación:

Si =  —1) ( ( í - c o s  0)^ + sen^ 0), entonces existe una base g = 
=  {e,, e^, 6 3 )  de E tal que:

MÁf)

1 0  ° \  
O cos 0 - s e n  6
O sen 0 cos 9 /
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/  2 2 - 1 \
- 1  2 2

V ^ 2  1 - 2 /

y por tanto t es el giro de eie <e^> y ángulo 0.

2. Si —1) (í +  1)2 entonces t es un giro de ángulo n.

3. Si = — t es la identidad (giro de ángulo 0).

Ejercicio 12.26. Resolveremos el eiercicio para la matriz:

para el resto de las matrices el método es totalmente análogo.

El polinomio característico en este caso es:

^ (f+1 ) (3 f^ -5 í +  3)

Por tanto, estamos ante la composición de una simetría ortogo­
nal (7 con un giro g cuyo eie es ortogonal a la base de a.

La dirección de a es:

D

luego la base de cr es

3Xi + 2X2 —X3 =  0 

- X t  +3x2 + 2x . =  0 '

El eie de g coincide con la dirección de <t y el ángulo (no orien­
tado) de giro de g es:

5
G [O, Til tal que cosO =  -

La representación matricial reducida pedida para este caso es:

/ - I

V

o o

o eos 0 —sen O
O sen 9 eos O
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LECCION 13

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Ejercicio 13.2. a) Sea v autovector correspondiente al autova­
lor /  ; f{v)=?.v y w autovector correspondiente a ¡.i : f{w)~iLW^ Como 
[f{v)lw) =  {vlf[w)), es decir, á [vI w) ^ piv/w), entonces (A -/í)  {i//w) = 0  
y dado que a — se verifica que (i//m^)=0.

b) Por a), si Ai =  1, a ^, a  ̂ son los autovaiores de f, se tiene

1
E = ker { f - id )  ®  (ker [ f -Á ^ id )  

Ahora bien,

1 1
ker (f-Á^td)).

1  1 1  
ker i f~ td )  = (ker ( f -A ^ id )  ©  ... ©  ker {f~Á,id)),

es subespacio invariante por t y

 ̂' ker [f ~  Id) 

es un isomortismo, luego:

- I d

im ( f - id ) = ker { f - i d ) ^ ( Z  ( f - id ) .
k e r { f - id ) ^

Aplicando ahora la fórmula;

dim E==dim ker(f —/d)+  dim \m { f—id), 

se deduce que im (f — td) = ker { f~ td )^

Ejercicio 13.5. Si f es un endomorfismo simétrico y P es un pla-

no invanante, f admite una base ortonormal tormada por autovec-

tores, luego P contiene rectas invariantes.

Supongamos que f es un endomorfismo normal y que todo plano 
mvariante por f contiene también rectas invariantes. Por esta última 
condición, todas las raíces de Xf son reales. Para probar que f es 
simétrica, razonemos por inducción sobre dim E.
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Si dim E = 1, entonces f es simétrica trivialmente.

Supongamos que dim E = n y que el resultado es cierto para en­
domorfismos de espacios euclídeos de dimensión menor que n. Co­
mo las raíces de Xf son reales, existe e autovector de t y es

invariante por t. Entonces f
<e>

verifica la hipótesis de inducción y

existe una base ortonormal de <e>  ̂ formada por autovectores de
z' \

f. Por tanto es una base ortonormal de E formada por

autovectores de t, luego t es endomorfismo simétrico.

Ejercicio 13.7. Responderemos al eiercicio únicamente para q^, 
para y q^ se resuelve de modo totalmente análogo.

Por ser la base canónica, e , de una base ortonormal, se tie­
ne:

1 1
1 0 1
1 1 0

1 1 1
1 1 1

El eiercicio se reduce a encontrar una base ortonormal de 
formada por autovalores de Qf.

ke r iq ^  +  id) tiene por ecuación: x^ +  ... +  x„ =  0. Una base ortonormal 
de ker {q^-\-id) es:

- 2
O

' O

I A

2 ^ 3

1
- 3

O

0 /

\
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Un generador de ker (q f  — (n —1) (d) es:

Por tanto, una base que reduce a q, a torma diagonal es:

- 1
0

\

o f

Respecto a la base la matnz de q es: 

n - 1
- 1

- 1

Ejercicio 13.9. Supongamos que el polinomio característico 
X^(t) tiene r ,  raíces positivas, y raíces negativas, ju,,
Ur - Por el resultado 2.4, existe una base de V„([R), de modo que la 
expresión de q en coordenadas respecto a s es:

X̂, +  ... + Á,xf-l· Xr^+ ,+ ... +

Como son positivos y /í ,, ..., son negativos, el índice de
positividad de q es r, y el índice de negatividad es r^.
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Ejercicio 13.10. Supongamos que ao> 0  (si 3  ̂=  0 bastaría divi­
dir por una potencia suficiente de t si fuera aQ< 0  basta multiplicar 
por — 1 el polinomio q> (í), con ambas operaciones no varia ni

{(p), ni v{(p)). Razonaremos por inducción sobre el grado de (p. Si 
el grado de cp es cero entonces la desigualdad del enunciado se 
verifica trivialmente.

Se supone ahora que el grado de cp es n>Q  y que la desigual­
dad se verifica para polinomios con grado menor que n. Sea (p’ el 
polinomio derivado de (p, entonces por hipótesis de inducción

{(p')^vi(p').

Teniendo en cuenta que si A es raíz de (p de multiplicidad m 
entonces A es raíz de cp' de multiplicidad m —1, y aplicando el teo­
rema de Rolle, es fácil probar que {(p ')^ r^  {(p)-  .̂ Si entre ao y
el siguiente coeficiente no nulo hay variación de signo se tiene 
v{(p') = v{(p) — ,̂ con lo que se verifica la desigualdad pedida.

Si entre ao y el siguiente coeficiente no nulo no hay variación de 
signo, entonces v {cp') = v {(p). Además se puede probar, en este ca­
so, que entre O y la raíz positiva, A, más pequeña de (p, cp' tiene una 
raíz. En efecto, (p{t)>aQ para t> 0  y suficientemente pequeño, como 
(p(Á)=0, aplicando el teorema de Rolle, existe u e {O, A) tal que
(p'{fi)=0. Teniendo en cuenta este último hecho es fácil comprobar
que {(p')'^r^ {(p) y como r *  {(p’) ^ v  {(p') = v {(p) se concluye la desi­
gualdad del enunciado.

Ejercicio 13.11. Aplicando el eiercicio anterior se tiene;

{(p)^v{(p) y r~ {(p)^v{(p).

Es claro que (</)) +  /■“  ((p) =  grado de íp —multiplicidad de cero 
como raíz de cp.

Por otra parte es fácil comprobar que v{(p) +  v{(p)^Qraóo óe (p —
— multiplicidad de cero como raíz de (p.

De donde se deducen fácilmente las igualdades pedidas.

Ejercicio 13.12. Es consecuencia Inmediata de los ejercicios 
13.9 y 13.11.

Ejercicio 13.13. Resolveremos el caso a), los b), c) y d) son 
análogos. Supongamos que q es la forma cuadrática de a),

SOl.UCIONES A LOS EJERCICIOS 9 5
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La sucesión de signos dada por ios coeficientes de es:

+  . + . +

Como el número de variaciones es 2 , el índice de positividad es 2 . 
Al ser una forma cuadrática no degenerada el índice de negatividad 
es 1.

9 6  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

LECCION 14

Ejercicio 14.1. Si p e E-, pn{p) e D, por tanto pnip) I B .  Además 
p y n{p) por definición de proyección son los únicos tales que 

p e {p} y n{p) e B verificando p7i(p) I B .  Aplicando 1.3:

d{p, B) = d{p, Ttip)).

Ejercicio 14.4. Sean a, b e E, a#¿i, todo x e E se expresa como 

x =  a +  Áab. Probaremos que

f{x) =  f{a) +  Af{a) f{b)

para cada x e E, o bien

f ( x ) - f ( a ) - / f ( a )  f{b)

para cada x e E.

Se concluirá así que f es isomorfismo afín y1  = id o bien~?= —id.

Dado X E E, como dim E =  1, a, b y x están alineados. Supongá­
i s ,  por ejemplo, que x e la, b\, entonces existe á e fO, 11 tal que 
ax = Áab y se verifica:

d{a, b) =  d{a, x) +  d(x, b) = A +  d{x, b).

Por ser f isometria:

d if ia ) ,  f{b)) =  d if{a), f{x)) +  dif{x), f[b)),
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luego

Á ^d{f{a ),  fix)) y f{x) e \f{a), f{b)]

o bien f{x) e ]f{b), /(a)]. Por tanto
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fix) =  f ia )± A f{a )  fib).

Análogamente se puede probar la expresión anterior si [a, ¿)1.

Falta demostrar que el signo de la expresión f {a )± Á f ia ) f {b )  es 
constante para todo x e £

Sean x =  a +  /aib e v ^ a  +  pab, tales que x ^ y ,  x ^ a ,  veremos 
que si f{x) =  f{a) +  Á fia) fib), entonces

f{y) =  fia) +  f i f ia )  f{b). 

Razonaremos por reducción al absurdo: supongamos

f ix )= f ia )  +  Áf{a) fib)  y f {y )= f{a )~ -u f{a )  f{b).

Entonces:

d{x, y) =  ll(A-jU) ab \\ =  \A-!.i\d{a, b) 

y por otra parte;

dif(x), f(y)) =  ll(A +  î) fia) f{b)\\ =  {A +  f.i) d{a, b), 

lo cual es absurdo pues t es isometria.

Ejercicio 14.8. 1. Sea a simetría ortogonal con base B y una
traslación de vector V g 6 . Hemos de probar que a a ,

Sea a G 6 , dado x g E. x se expresa del siguiente modo; 

x ^ a  +  b +  d con 'b e B  y d e

Entonces:
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(T  ̂ Tv(a +  fe +  tí) =  o·(a +  fe +  d + V ) = a 4·fe +V~~d, y 

TV ° (T (a +  fe + d) =  T;(a +"fe -  d ) =  a +  fe + V - d .

Por tanto a°T^ = T;-;^a.

2. Sea (T una simetría ortogonal con base 8  y una traslación 
de vector iv e E Si w eE, =  v . +  v^ con ~v; e B y V ^eB ·^ .  proba­
remos que cr es una simetría con deslizamiento cuya base es a +  

U  ^
-H-Vg-fB y cuyo vector de deslizamiento es Dado x e E, x - a  +

1 ^

2

a + - Vj  + fe — , en etecto;

9 8  SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

+  -  v^ +  b+~d, con fe G 6 , y d e B, hemos de probar que  ̂ c t ( x ) =

= v2 +  b - d ]  =  a - l · l  v ^ + 'b - d  +  v , .
2 " J 2

Análogamente se prueba también que cr  ̂ es simetría con 
deslizamiento.

3. Supongamos que o· es simetría ortogonal con base B y que 
Tv es la traslación de vector V e B. Entonces;

( (7  T v )  (cr  °  T 7 ) = T v ^  (7 ^  °  T - ^ ; = T 2?·

Reciprocamente sv^ongamos que f es un movimiento de E tal 
que f^ =  z^, con w e  E. Entonces, 7^ =  /cfg y si / ^ t - ;  ® =  ^  ° tv, 
donde tiene puntos fiios, como 7" =T  ¡ se verifica que f es simetría 
ortogonal y, por tanto < Xy=f es simetría con deslizamiento.
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4. Claramente la matriz reducida de una simetría con desliza­
miento es:

- 1

Un sistema completo de invariantes para la clasificación de las 
simetrías euclideas con deslizamientos está formado por el módulo 

de deslizamiento y la dimensión de ker{T —/d). Obsérvese que di­
cha dimensión determina el polinomio característico de 7, pues

X 7 (í)= ( í-1 )^ ( í+ 1 )" ·^

siendo d im £  =  n y dim ker(7 — /d) =r.

Ejercicio 14.9. Sea f  : ei endonnorfisnno cuya matnz es A
Conno:

' 1 0 0 0 0

2 1 0 0 0

2 0 1 0 0

2 0 0 1 0
- 2 0 0 0 1

es la matriz de una traslación, t es simetría ortogonal con desliza­
miento.

Las ecuaciones de la base y la dirección de la simetría ortogo­
nal vectorial T  son:

X .—Xa = 0 ,
f í :   ̂ A ,  B

x^ +  x^ =  0

^ Xi +  X2 =  0

x . - x . - O
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100 SOLUCrONES A LOS EJERCICIOS

Dado X G E, xf{x) =  v +  d con c /gS -^y  v  e  B, el vector de desliza­
miento.

Así:

1 /  1 \
!

2 0

0 — 0 —

2 0

0  J 0 )

+

( 0 \

- 1

1 /

Luego

V —

La base de { coincide con la base de la simetría f ° luego 
las ecuaciones de la base son:

X . , — X 2 =  1

Xg"!" X 4  1

Ejercicio 14.15. a) F=  {pK Existe un sistema de referencia e = {p ,Ÿ)  
de modo que la matriz de f  respecto ees:

/ I  0^

^0  J

Ahora bien, J no puede tener autovalores iguales a uno, por tan-
to:

\  -* /  eos 6 —sen
o bien J =

/ sen 6 eos O
e ( —7T, n].

Obsérvese que el primer caso es un caso particular del segundo 
(para 9 = tz).

Asi pues

M , (0 =
/  1 O  o

o eos 6 —sen O 

O sen O eos O
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luego t es un giro de centro p.

b) f =  R, recta de E Existe un sistema de reterencia euclideo i:

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 101

= (e,, e ,, e J  tal que eo e R y

/ 0 0

0 1 0

\ 0 a

donde a debe ser 1 ó - 1.

Como ei coniunto de puntos fijos debe ser Unicamente R, a debe 
ser —1, luego

0 0\
0 1 0

v ° 0 - V

que nos dice que t es una simetría ortogonal con base R.

c) Si F = (f), existe un sistema de reterencia euclideo g tal que 
M,if) es:

/  1 O 0 \  /  1 O

o bien

O

/í 1 O o bien μ  1 O 

\ 0 0 1 /  \ 0 0 - 1

Si además t es movimiento directo, entonces

luego t es una traslación de vector

c¡) S\ F =(j) y t es movimiento inverso, existe un sistema de re­
ferencia euclídeo í^-(eo, e^, e^) tal que
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1 0 2 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

MÁf) =

/ i  o  0 \

ít 1 O

\ 0  o  - 1 /

luego i es una simetría ortogonal con deslizamiento: el vector de 
deslizamiento es

(resp. a s)

ia base es e¡, +  <ei> y la dirección (e ^ ) .

Ejercicio 14.18. Sean f. y dos simetrías cuyas bases son R. y R̂  
respectivamente, estudiaremos la naturaleza de í, ° f̂ .

caso: =  entonces f ,= fz  y por tanto f, ^tz =  id.

2.° caso: R^ y R^ son paralelas.

Tomemos un sistema de referencia euclídeo ^ 2) tal
que la matriz de f,  respecto a e sea:

Como R^ es paralela a R^, donde es preci­

samente el doble de la distancia de R^ a R^. En efecto, como

1\ /1\
O

¡ i j

son simétricos respecto f í , ,  entonces
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y como es simetría ortogonal

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 1 0 3

luego

d{R ,, R,) = d

Por ser R, y R^ paralelas =  luego la matriz de respecto 
a e  es;

Por tanto

/ I 0 i
0 1 0

0 -Vf

/ 1 0 0 \

t,)--= 0 1 0

V fí 0 V
asi pues  ̂ es una traslación de vector ortogonal a R ^ ^ R ^ y  “̂ uyo 
módulo es el doble de la distancia de R, a R^.

3 .̂ '· caso. R, y R 2 se cortan en un punto P

Elegimos U je E .  {u ,)> ^R ,,  de modo que
<1: {u,, u,) =  e, d €  [O, tt).

Sea £ =  (P. e ,, e J  un sistema de reterencia euclídeo de modo 
que

1 O 0 \

O 1 O

0 0 - 1 /
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1 0 4 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

entonces = /t/, como ^  {u^, u^)-=0, e =  cos ^e^ +  sen Oe^, tiene la 
dirección de f í , ,  por tanto;

/  1 O O'

O

\  O A

Íc o s 0 \  / c o s í a  

i^sen O y ysen O j

— sen O^  / sen O 

eos o

De donde se deduce:

eos o

(pues ; , ( e ) - e )

(pues SI V 1  f í i  ,~fi (V) = -  v).

/ 1  o
o eos 26

y  O sen 20 -e o s  20

por tanto

/ i o  o

o eos 20 - s e n  20 

\  O sen 20 eos 20

es decir, t, es un giro de ángulo 20(0 g [0 , n) ángulo de con 
f í j  y con centro P =  O  fía·

Ejercicio 14.23, Por la definición de movimiento helicoidal, f es 
movimiento helicoidal si y sólo si existe un sistema de referencia

MAf)

En electo, si g es un giro

e , ) tal que

0 0
°  \

1 0 0 \

0i 0 eos 0 -s e n  0 .
\  0 0 sen 0 eos 6 /

un giro existe 6 (© 0 > © 1 '
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 1 0 5

M , { 9 )  =

1 0 0
° \

0 1 0 0

0 0 cos 0 — sen 0

0 0 sen 0 cos 0 J

y Si es una traslación cuyo vector es paralelo al ele de g:

M ,[t,

/ 1 0 0 0

1 0 0

0 0 1 0

\ 0 0 0 1

de donde se deduce por simple producto que la matriz M,{f) es la 
que hemos escrito más arriba.

Si g es un giro y es una traslación cualquiera, podemos tomar 
un sistema de referencia euclídeo e tal que;

0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos 0 -s e n

\ o 0 sen 0 cos

0 0 0
1 0 0

I ^ 0 1 0
V c 0 0 1

\

0
o )

Luego

r

a 1 U U

b 0 cos ii —send  

c 0 sen 0 cos 0

de donde se deduce que

[ { t - c o s  0)^ +  sen^ 0]
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1 0 6 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

luego existe un sistema de reîerencia euclideo e de modo que:

\
- g )  =

/ 1 0 0 0

M 1 0 0

. 0 0  cos 0 —sen 0

\  0 0 sen 6 cos 6 /

de donde si g es movimiento helicoidal y si ;í =  0 se trata de
un giro.

Razonando análogamente se puede probar que g  ̂ es también 
un giro o un movimiento helicoidal.

Ejercicio 14.24. a) F es una recta R. Existe e =  (eo, e,, e^, e. 
sistema de referencia euclídeo tal que, e^-l· (e^') =  R y entonces

/  1 O O 0 \^

o 1 o o

o o
\  o o /

y además J no puede tener autovalores iguales a 1, por tanto:

MAf)

/  1 O O o
0 1 0  O

0  0 - 1  o 
\  o o o - 1

o bien

/  1 O 0

O 1 O

O O cos O “ Sen O 

\  O O sen O cos 6

{el primer caso está incluido en el segundo para 0 =  7t). Luego f es 
un giro con eie R.

b) Si F es un plano, existe un sistema reterencia euclídeo c tal
que

MAf) =
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 107

Luego ; es una simetría ortogonal con base F

c) Si F — {p], entonces f  no puede tener autovaiores iguales a
1, por tanto existe un sistema de referencia euclideo n = {p, ¿2,
63), tal que

/ 1 0 0 0

0 1 0  0

0 0 cos 0 — sen 0

\  0 0 sen 0 cos 0

1 0 0 0 \ 
0 - 1 0 0  

0 0 1 0  

0 0 0 1 /

1 0  0 0

0 1 0  0

0 0 cos 0 — sen ()

0 0 sen O cos O

Por tanto f es el producto de una simetría ortogonal con base 
p +  <e2, 63 )  con un giro de eje p + (e , ) .

d) Si F=(¡} y f es movimiento directo, existe un sistema de refe­
rencia euclídeo tal que la matriz de f respecto a es:

1.

/  1 O O o

M 1 o o
o o cos 6 —sen 6 

\  O O sen O cos 9 
helicoidal.

, / í # 0 , por tanto t es movimiento

2 .

=  0 ) .

/ i # 0 , traslación (movimiento helicoidal con 9
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1 0 8 SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

3.

/ 1 0 0 0

1 0 0

\

0 0 -1 0

0 0 0 - 1

Si F y f es

movimiento helicoidal con 6 = n.

referencia euclídeo e tai que;

MAf)  =

luego f es simetría ortogonal con deslizamiento.

Ejercicio 14.25. Es consecuencia inmediata del eiercicio ante­
rior, pues los casos a, b, e, que es donde no se tienen movimientos 
helicoidales corresponden a movimientos negativos.

LECCION 15

Ejercicio 15.4. Supongamos que d lm E  = n.

a) Sea A>0 la razón de la homotecia h. Existe un sistema de 
referencia euclídeo e de modo que;

MAh) =
ñ o \

Ti /

Por tanto det =  luego det M,{/?)>0, con lo cual h es seme­
ianza positiva.

b) Sea A<0 la razón de la homotecia h. Existe un sistema de 
referencia euclídeo « de modo que;

MAh) =
1 0

0 Ál

por tanto det/W,.(/7) =  =  ( -  1)" |A|, luego h tiene signo (~ 1 )"

570



Ejercicio 15.5. á) Supongamos que i = ■ h, con el movi­
miento asociado a t y h \a homotecia de centro el punto filo de t y 
razón p. Por ei eiercicio anterior h conserva la orientación, por tan­
to el movimiento t, invierte la orientación. Aplicando el ejercicio 
14.15, habida cuenta de que t, tiene puntos fiios e invierte la orien­
tación, f, debe ser una simetría ortogonal respecto a una recta ñ. R 
contiene claramente al centro de semeianza, pues se trata de un 
punto fiio de f,.

b) Continuando con la notación de a), en este caso f, conserva 
la orientación y tiene puntos fijos, luego por 14.15, se trata de un 
giro.

Ejercicio 15.6.

/  1 O O \

6 4 3 

\  - 2  3 - 4 J

La semeianza tiene por punto fijo

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 109

Por otra parte el polinomio característico de la aplicación lineal 
asociada es t^ — 25, por tanto la razón de semejanza es 5 y la forma 
canónica de Jordan es

El movimiento asociado es una simetría ortogonal cuya base es la 
recta

- 1  ] + ker {A —51), cuya ecuación es x , —3x¿ — 2 =  0.

v - v
Las otras dos matrices tienen un tratamiento análogo.
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Ejercicio 15.13. S e a

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

1 0 0
- 1 2 - 1 - 2
1 - 1 2 - 2
0 2 2 1 /

/A tiene un punto fijo:

El polinomio característico de la aplicación lineal asociada es: 
( f - 3 )  {t^ — 2t +  9), por tanto la razón de semeianza es 3 y la forma de 
Jordán de A es:

/  1 O O O

0 3 0 O

0 0 1 - 2 ^ 2

\  O O 2 ^ 2  1

El movimiento asociado a la semejanza es un giro ortogonal de 

ángulo are cos -  y cuyo eie es:

+ ker (A —3/),

que tiene por ecuaciones:

x . =  0

X, +^2 ==0

La otra matriz propuesta tiene un tratamiento similar. 
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