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INTRODUCCION

E! algebra y la geometria lejos de ser dos disciplinas indepen-
dientes, estan intimamente refacionadas, y se deben reciprocamen-
te gran parte de los logros alcanzados en ellas. £l nacimiento de la
Geomelria analitica en el siglo xvi es el ejemplo histérico de mas
relevancia que pone de manifiesto dichas relaciones. Hasta enton-
ces, los anicos mélodos eficaces en geometria eran 105 de la Gre-
cia antigua, perc gracias al uso de las coordenadas, fos métodos
algebrarcos permitieron resolver problemas antes impensables, y
sobre todo ampliar la generalidad de los conceptos geométricos
clasicos. La geometria analitica fue también el antecedente necesa-
rio del calculo infinitesimal que aparecié afios mas tarde.

Ya en el siglo xix, gracias al concepto algebraico de grupo intro-
ducido por Galfoits para la resolucién de ecuaciones algebraicas, F
Klein consigue dar una definicién de geometrfa que aglutina de mo-
do preciso los rasgos comunes generales de todas las teorias geo-
métricas existentes en su época. Segun Klein, una geometria sobre
un conjunto X viene definida por un grupo G de transformaciones
actuando sobre él. El coniunto X, puede estar eventuaimente dotado
de ofras estructuras algebraicas, topologicas, diferenciabies, ... etc.
{Piénsese por ejemplo en R"). La actuacién de G sobre X, puede
mducir actuaciones sobre determinadas tamilias de objetos () dedu-
cidas del conjunto X o de sus eventuales estructuras adicionales.
La propiedad que define entonces a los objetos Q se depomina pro-
piedad geomélrica o invariante de la geometria en cuestion.

Siguiendo a Klein, el estudio de una geometria consiste en ia
busqueda y analisis de las propiedades y conceptos geométricos,
que permanecen invanantes por la accion def grupo.

Para tijar ideas, supongamos que nuestro conjunte, es el conjun-
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to de puntos del plano determinado por un a hoja de papel. Cree-
mos que el lector ya tiene un criterio formado para reconocer a
«pjo» cuando dos figuras dibuiadas sobre este papel son iguales. El
proceso de comparacién esta intrinsecamente ligado a la idea de
transportar una de las figuras para intentar hacerfa coincidir con fa
otra. Desde el punto de vista geomélrico, es preferible pensar que
ha sido una aplicacién biyectiva del comunto de puntos del plfano
en si mismo, la que ha llevado una figura a superponerse con la
otra. De aqui surge la idea intuitiva de movimiento: EI grupo de fos
movimientos, (que define la geometria atin euclidea del plano} es el
grupo formado por fas transformaciones (del plano), que aplican ca-
da figura en otra figura igual. Por otra parte estas transiormacio-
nes estan caracterizadas por la propiedad de conservar la distancia
entre puntos. Asi el concepto de distancia es un invariante de esta
geomeilria.

Fijemos en nuestro plano, dos rectas perpendiculares X, Y
que se cortan en un punto origen 0, y elijamos sobre cada una de
ellas los puntos U y v con distancia unidad al origen. Esto es un
sistema de referencia euciideo R a partir de él, y mediante un pro-
ceso bien conocido, podemos asignar a cada punto p del pfano una
tinica pareja de numeros (x, ¥) que se denominan coordenadas eucli-
deas.

Un movimiento, transforma un sistema de referencia euclideo R
en oiro R', y cada punto p con coordenadas (x, y) respecto a R, en
un punto p' con las mismas coordenadas (X, y) respecto a R'. Reci-
procamente, la transformacion antes descrita, cuando se toman R y
R’ sistemas de reterencia euclideos arbitrarios, es un movimiento.

En esto se basa una conocida técnica utilizada por algunos dibu-
jantes, consistente en trazar dos cuadriculados iguales, uno sobre
fa figura original, y el otro en el lugar en donde se desea hacer Ia
copia (véase figura).

Si nuestro dibujante io que desea es hacer una ampliacién def
original debera servirse de un cuadriculado mas grande. En un len-
guaje mas técmico, dirfamos que su copia es el resultado de trans-
portar fa figura criginal, mediante una transformacién del plano que
envia cada punto p con coordenadas (x, y) respecto al sistema de
referencia euclideo R, al punto p’ con las mismas coordenadas (X, y)
respecto a un sistema de referencia R' que es euciideo en todo.
salvo que para su construccién puede haberse cambiado la unidad
de medida.

Este tipo de transformaciones se denominan semejanzas, y defi-



nen la geomelria afin equiforme del plano. Todos los conceptos re-
lativos a la forma de las figuras (circulo, cuadrado, trianguio equila-
tero, ...) permanecen invariantes en esta geometria, sin embargo no
sucede asi con los tamarios (circulo de radio umdad, cuadrado de
fado dos..., no tienen ya consistencia).

El concepto de distancia, ha perdido pues significado en esta
geometria, conservandose, sin embargo, un concepto algo mas abs-
tracto que usualmente se denomina razon de distancias. Por efem-
plo. un par de segmentos de la nusma longitud se transforman me-
diante una semejanza cualquiera en otro par de segmentos con 1a

misma longitud, aunque quizas distinta de la de los segmentos ori-
ginales.

Nuestro inhabil dibuiante puede recurrir aun a métodos mas gro-
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seros para realizar sus copias, sirviendose ahora de un cuadricula-
do homogeneo formado por paralelogramos idénticos (véase figura).
Las transformaciones del plano que pasan del cuadriculado eucli-
deo original a otro del tipo antes menctonado, se denominan trans-
tormaciones afines, y definen la geometria afin del plano. En esta
geomelria el concepto de forma ha perdido también significado. Un
cuadrado puede transformarse en un paralelogramo arbitrario. y
una crreunferencia en una elipse.

ta geometria alin se encarga def estudio y andlists de las pro-
piedades y conceptos que permanecen invariantes al aplicarles
cualquier transtormacion de este tipo. indiquemos a modo de eiem-
pio atlguno de elios:

— Linea recta y segmento.

— Razon simple de tres puntos alineados.
— Paralelismo de rectas.

~— Paralelogramo, friangulo, elipse...

Se observara que a medida que el grupo de fransformaciones
aumenta de tamaiio, el concepto geometrico de igualdad de figuras
se hace mas abstracto, y las propiedades geométricas mas profun-
das. Parece estar reflejada en este esquema la misma esencia de
fa capacidad de abstraccion del intelecto humano.

El estudio de la geometria afin, atin euclidea, y afln equiforme
en espacios de dimensidn finita, constituye el nucleo fundamental
del fibro. Hemos tomado para ello como punto de referencia las
ileas de Klein acerca de las geometrias, y como mstrumento basr-
co de trabajo, el algebra lineal. Se incluye también el estudio de fa
geometria vectorial {como prerrequisito}, y de tas geometrias de los
espacios vectoriales métricos. £/ modelo de Lorentz, como caso
particuiar, tiene interés espectal para los fisicos relativistas.

Estan aqui resueitos ademds, diversos problemas de clasifica-
cién geométrica, alguno de los cuafes, como el de clasificacion li-
neal de endomorfismos vectoriales, y los de clasificacién lineal y
euclidea de las formas cuadraticas, tienen marcado interés en otros
campos, aparentemente lejanocs, tales como Ecuaciones diferencia-
les, Sistemas dinamicos, Geometria diferencial, Mecanica, Topolo-
gia geomeétrica..., etc.
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RECOMENDACIONES AL LECTOR

La materia de este libro esta pensada para cubrir una asignatu-
ra del Primer Ciclo en Ciencias Matematicas o Fisicas. Supondre-
mos que el lector conoce fa definicidn de grupo, y los rudimentos
del algebra lineal.

Hemos incluido en cada leccion gran numero de ejemplos y
ejercicios resueltos, que en muchos casos completan algunos as-
pectos de fa teoria, y tienen por objetivo conseguir soltura en el
manejo de los conceptos y resuitados introducidos en ef texto. Algu-
no de los ejercicios requiere para su solucién conocer [os enuncia-
dos de otros que le preceden.

Las soluciones de los ejercicios marcados con una esirella se en-
cuentran al final del libro. En ocasiones, algunas proposiciones enun-
ciadas en la teoria, tienen su demostracion en este apartado.

Para una buena parte de los ejercicios propuestos no se ha in-
cluido solucion en ef libro. La mayor parte de ellos son inmediatos,
o parecidos a otros ya resueltos. Otros requieren para su solucion
de cierto ingenio, y unos pocos estan decididamente propuestos pa-
ra tectores aventajados.

Los ejercicios (resueltos o no) de cada leccidn estan propuestos
en el orden que corresponde a la exposicion teorica. Por tanto, no
es necesario (ni conveniente) esperar a terminar el estudio de fa
feccion para comenzar a resolverios. Tampoco parece aconsejable
recurrir de forma sistematica al apartado de «Soluclones a los ejer-
cicros» sin antes haber trabajado sobre ellos,

Damos, por ultimo, las referencias de algunos textos cuya lectu-
ra recomendamos a quienes deseen profundizar mas en los temas
agqui expuestos.

M. Bercer; Géométrie. Cedic-Fernand Natan (1977). Vol. 1 (Chap
1, 2, 3}, Vol. 2, 3, y Vol. 4 (Chap 13).

J. Frenker: Géométrie Pour 1'éléve-protesseur. Hermann (1973). Par-
tie f, ii.

T1sseroN; Géomeétrie affine projective et euclidienne. Hermann
(1983}. Noyay 1. 3.

t1



£n estos libros hay propuestos ademas ejercictos teoricos de
cterto nivel de dificuitad. Otros mas sencillos pueden encontrarse
por ejempio en los siguientes textos:

M. ANZOLA, J. CARUNCHO. G. PEREZ CANALES; Probiemas de &lgebra.
Tomos 3 y 6 (1982).

I. V. PROSKuURiAKOV: 2000 Problemas de algebra lineal. Reverté
(1978).
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CAPITULO |

GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES



LECCION 1

GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

El tema esta dedicado a exponer las nociones basicas acerca de
la actuacién de grupos sobre conjuntos, v de los problemas de cla-
sificacion que inducen.

El objetivo final es el de desarrollar ia idea general de geome-
tria {expresada por Kiein en 1872), como el estudio de las propieda-
des y conceptos gue permanecen Invariantes por la actuacion de un
grupo de transtormaciones.

Este punto de vista es especialmente (Otil para la sistematizacion
del estudio de las geometrias definidas por grupos de transforma-
ciones lincales (geometrias lineales).

1. ACTUACION DE UN GRUPO SOBRE UN CONJUNTO

Comenzaremos introduciendo el concepto de actuacion de un
grupo sobre un conjunto con numerosos eiemplos, algunos de elios
con utilidad posterior. Por ultimo se estudian los tipos mas usuales
de actuacion,

Definicién 1.1: Actuacion

Sea G un grupo y X un conjunto. Una actuacion (por la izquer-
da) de G sobre X es una aplicaciéon

GxX 5(g, x} - gxe X
que verifica las siguientes propiedades:
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2 GEOMETRIA ¥ GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

iy Para todo par de elementos g, h € G y todo x € X se verifica
(gh)x =g (hx).

iiy Para todo x ¢ X se tiene ex—x, siendo € el elemenito neutro
de G.

Ejemplo 1.2

Sea P un poligono regular de n lados en R? cuyos veértices son

X=1x,, ... x,}. Considérese |a tamilia de rotaciones de R? con cen-
tro en el centro del poiigonc P y amplitud &,=2=zl/n que denotamos
por g,. R2->R2 /=1, .., n. El conunto G=(g,. .., g,) de tales

rotaciones tiene estructura natural de grupo respecto a la compost-
cion de aplicaciones. La aplicacion

GxXalg, xJ—g,(X) e X

define una actuacion de G en X.

Ejemplo 1.3

Sea S{X) el grupo de permutaciones de un conjunto X, es decir:
el conunto de biyecciones de X en X dotado de estructura de grupo
por la composicion de aplicaciones. Si G es un subgrupo de S(X).
el grupo G actua de forma natural sobre X:

GxXa3(g x)——g(x) e X.

Ejemplo 1.4

Pueden establecerse algunas actuaciones naturales de un grupo
G sobre si mismo:

a) Traslacién por la izquierda {.

L:GxG 3(g, x)— L x=gxeG
b) Conjugacién por la izquierda C
C:GxG=2(g. x)—=gxg "G

20



GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 1/3

De modo analego a 1.1 puede establecerse el concepto de ac-
tuacion por la derecha.

Definicion 1.5

Un grupo G actia por ia derecha sobre un conjunto X cuando se
ha dado una aplicacion

XxG 3(x, g)— xg e X

que verifica las siguientes propiedades:

il x({gh)={(xg)h para todo x e X y todo g, h € G.
ii} xe=X para todo X ¢ X.

Aunque restringiremos nuestra atenciéon a las actuaciones de
grupos por la izquierda, todos los conceptos y resultados tienen
una traduccion natural para las actuaciones por la derecha.

Ejemplo 1.6.

Siguiendo con el ejemplo 1.4 también existen actuaciones natu-
rales de un grupo G sobre si mismo por ia derecha:

a) Traslacioén por la derecha R
R:GXxGal(x, g)—— R x=XgeG
b) Coniugacion por la derecha ¢

C:'GxGa{x, g)—> g 'xge@G

Ejemplo 1.7,

Si un grupo G actua sobre un conjunto X, puede establecerse
una actuacion natural de G sobre e! conjunto de partes de X, P(X):

G xP{X) alg. A)— gA={galace A} € P(X).

21



114 GEOMETRIA ¥ GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

Ejemplo 1.8.

cos ¢ —sen ¢ O
La tamilia de matrices G (0)=| sen 9 cos 8 0 |, 8elR,
0 0 1

permite definir una actuacién del grupo aditivo (R, +) sobre la es-
tera de radio unidad

X
S={x={ '\ eV (R) [ x'x=x3+xi+x5=1]

mediante la aplicacion

Rxs 6, { "\)—a@{ "\ es (1.8.1)
xz 2
x:! x3

En efecto, la tamilia de matrices G(#) representa la ramilia de
giros en V,(R} de eje x, y verifica las propiedades:

i) G(0) G(6) =t (matriz identidad)
i) G0, a,)=G{0,+0,)
i) G(0)=14
que tienen comprobacion algebraica inmediata.

La propiedad i) permite comprobar gue si x ¢ § {es decir, x'x—=
~=1), entonces G xc S:

(GO X) (GOX}=x{(G () G(O)x=xUx=xx=1.

Las propiedades ii) y iii) indican que la aplicacion {1.8.1) es en
etecto una actuacion.

22



GEOMETRIA Y GRUPQS DE TRANSFORMAGIONES 115

X
P
x X
P4 X ":G {Q)X
L4 xz
f
X, P
(Figura 1)

L.os elemplos de actuaciones expuestos a continuacidn seran de
utilidad en el estudic de {as geometrias lineales:

Ejemplo 1.9: El grupo lineal general GL {n, K)

Fijado el cuerpo K, denotamos por GL(n, K) {0 simplemente
GL{n) s se sobreentiende el cuerpo) al conjunto de matrices no
singulares cuadradas de orden n con coeficientes en [, dotado de
estructura de grupo por el producto usual.

Se denomina a GL({n, K} grupo lineal de orden 7 scbre [K y ac-
tha sobre el espacio v, (IK) de matrices columna

xi
] x el
Xy

de la torma:

GL(n. K x V. () 3 (A | T Ny —— Al ¥\ e v, ().

23



V6 GEOMETRIA Y GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

Ejemplo 1.10: Grupo afin general

Sea GA(n, K) (o0 GA(n)) el conjunto de matrices con coeficientes
en el cuerpo K de la torma

0 - .
a={ "\ ev,(K), 0= cV.(K) y AeGL(n X).

Es facil comprobar que GA (n, i) tiene estructura de grupo con
el producto de matrices y se denomina grupo afin de orden n sobre
K. Su actuaciéon natural sobre V (K} es la siguiente

X4

GA, K x V.00 (A | T \)——a+A & V,(K)

Obsérvese que si 3 es un grupo que actiia sobre un conjunto X
y G’ es un subgrupo de G entonces se puede definir una actuacion
de G’ sobre X de maodo natural.

Veremos ahora algunos eiemplos de esta situacion.

Ejemplo 1.11: Grupo ortogonat lineat euclideo O(n)

Tomando K =R, el coniunto O{n)={A  GL(n)|A*A=1| es un sub-
grupo del grupo lineal general GL (n) y se denomina grupo ortogo-
nal lineal de orden n.

El grupo O(n) actua sobre V,(R) igual que GL{n).

24



GEOMETRIA ¥ GRUPDS DE TRANSFORMACIONES {7

Ejemplo 1.12: Grupo ortogonal afin euclidee OA{n)

Esta formado por las matrices de la torma

1 o
A=( —.)eGA(n, R)
a A

1

tales que A € O(n) y es un subgrupo de CA(n). OA(n) actoa de tor-
ma natural en V, {R) como en 1.10.

Ejemplo 1.13: Grupos ortogonales O(p, q)

Sean p, g enteros mayores o iguales gque cero, n=p+¢g>0 Yy
sea §,, la matriz:

El conjunto de matrices:

Olp, gy={A e GL(n, RIA'S,, A=S,,}
s un subgrupo de GL(n) que denominamos grupo ortogonal de tipo
P q.
Noétese que O(n, 0)=0(n) es el grupo ortogonal euclideo.
O{p. q) actia en V,(R) de ia forma natural, habida cuenta de
que O(p, g} es subgrupo de GL(n).

25



/8 GEOMETRIA Y GRUPCS DE TRANSFORMACIONES

Ejemplo 1.14: Grupo afin ortogonal OA(p, q)

OA (p, q) estaé formado por el conjunto de matrices A ¢ GA(n, X)

1 0O -
A= — | tale e .
(a A)a s que A e Olp. q)
OA(p, q) actia en VvV, (R) como subgrupo de GA(n. R).

Se definen a continuacion algunas de las propiedades usuales
de una actuacidn:

Definiciéon 1.15: Actuacion fiel

Sea G un grupo que actua sobre el conjunto X, diremos que ac-
tua fielmente sobre X si se verifica la siguiente condicién:

Si gx=x para todo x € X, entonces g=e.

Ejemplo 1.16
Sea G un grupo cuyo centro
Zs=1g ¢ G| para cada h € G es gh=hg}
es distintc de {e}. Entonces la actuacion de G sobre sI mismo por
conjugacién (por la 1zquierda o la derecha) no es fiel. Sin embargo,

la actuacion de G sobre si mismo por traslaciéon (por la izquierda o
la derecha) siempre es flel.

Ejemplo 1.17

La actuacion del grupo lineal GL(n) sobre V,(iK) dada en 1.9 es
fiel. En efecto, sit A=(a,,) y Ax=x para todo

€ V, (I}
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se tiene en particular para

0 a,,
L=l 1, 1. Al = . ={,y A=l
0 a

nj

De forma analoga se puede comprobar que la actuacion de
GA(n) en V,(K) es fiel

Eiemplo 1.18

Si el grupo G actua fielmente sobre el coniunto X v G’ es sub-
grupo de G entonces G’ actua fielmente sobre X.

Como consecuencia del ejemplo anterior se concluye que las
actuaciones de los grupos lineales Q(n), O{p, g}, OA(n) ¥y OA(p, q)

son fieles.
Ejemplo 1.19

La actuacion de (R, +) sobre la estera de radio unidad dada en
el ejemplo 1.8 no es fiel, ya que G(2n)x=x para todo s e S y 2x es
distinto de 0.
Definicion 1.20: Actuacion transitiva

Sea G un grupo que actua sobre el contunto X, diremos que ac-
ttia transitivamente si se verifica la sigutente condicién:

Para cada par X, ¥ € X existe g e G tal que gx=y.

Ejemplo 1.21

La actuacién del grupo GL{(n) sobre V,(K) no es transitiva, ya
que si A e GL{n es AD=0 siendo

0
0= = ] e V.K)
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Evidentemente tampoco es transitiva la actuacion de O(n) y
Olp, @) por ser subgrupos de GL(n)

Ejemplo 1.22

La actuacion de GA(n, K) en V (K) definida en 1.10 es transiti-
va:

X‘l y1
Sl xX= ,y=l - son elementos de V, (K}, tomando
X Yo
Yi—X,
a=
Yo— X,

t
A=(1 C;) ({ € GL(n), matriz 1dentidad) se thene que Ax=y.
a )

Tomando X =M, 1a matriz A anterior esta en los grupos QA(n) y

OAl(p. g), por tanto la actuacion de estos grupos en V,(R) es tam-
bién transitiva.

Ejemplo 1.23

La actuacién de (R, !} sobre la esfera S del ejemplo 1.8 no es
transitiva. Notese por ejlemplo que el punto

o
il
- o o

permanece fijo por la actuacién de (R, +).
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Definiclon 1.24: Grupo de isotropia

Sea G un grupo que actua sobre el conjunto X. Dado X e X se
denomina grupo de isotropia de X a

G,={g € G,gx=x}.

Ejemplo 1.25

En la actuacion natural de GA{n, &) en Vv, (IK), el grupo de Iso-
tropia de

0

1 ot
0= . e V.(K) es G,— 0 vy

gue puede identificarse canonicamente con GL(n) mediante el iso-
morfismo de grupos

A e GL(n, K)}

- 1 Qo
GL(n)aA—»(O Z)&-Go

Ejemplo 1.26

Continuando con el ejemple 1.23, et grupo de i1sotropia del punto

es todo (R, +).

o
i
-0 oo

El grupo de isotropia R, de
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estd determinado por el conjunto de los ¢ « R tales que

costi —senéd O 1 1 cos =1
. _ decir: -
seg 7] coos 0 €1J g = g es aecir {sen =0

Asi R,=2r7 = {2rklk € Z}.

Proposicion 1.27

Si G actda sobre X, entonces para cada X € X.
i}y G, es subgrupo de G.
i) SigeGy x'=9x se tiene que G,=¢G,g™"

Demostracion

i) Si g heG, entonces

(hg *)x=h(g" 'x)=h(g" "(gx})) =
=h{{g 'gix)=h(ex)=hx=x.

Por tanto hg "' € G, .
ity Si xX=gx y heG, se tiene que

{ghg™ "} X' =(gh) (g~ "X}=(gh) x=gx =X

asi pues gG,g~ ' estd contemido en G,. Del mismo modo se prueba
la inclusién en sentido contrario. [

Observacion 1,28

Si G actua transitivamente sobre X, entonces todos ios subgru-
pos de isotropia son conugados.
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2. RELACION DE EQUIVALENCIA INDUCIDA POR UNA
ACTUACION

Toda actuacion de un grupo sobre un coniunto induce sobre este
una relacion de equivalencia.

Definicion 2.1

Si G actioa en X, dos elementos X, X' de X, se dicen equivalentes
{x~x') si existeig € G tal gue gx=x".

Es inmediato comprobar qQue esta relacién es de equivalencia.
Las clases de equivalencia se denominan ¢rbitas. La orbita de un
elemento x es por tanto O(x) ={gxl|g € G}-

E! conjunto cociente, que denominaremos espacio de Orbitas, se
denota por X/G.

Observacion 2.2

Si G actia transitivamente sobre X entonces existe una sala or-
bita en X/G, es decir X/G={X}.

Ejemplo 2.3

Consideremos la actuacion de GL(n, K) sobre V,(I€) defimida en
1.9. El espacio de orbitas vV, (K)/GL(n K) esta tormado por dos ele-
mentos: {0} y V,{K)~ {0}.

Ejemplo 2.4

Considérese |a actuacion del grupo (R, +) sobre la estera S de-
finida en el ejemplo 1.8.
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Un método usual para resolver problemas de clasificacidn induci-
dos por la actuacién de un grupo es determinar sistemas completos
de invariantes que sean cailculables en la préctica. (El invariante p,
del elemplo 2.6 es un invariante completo y facilmente calculable.)

Tendremos oportunidad de practicar este método de trabaio en
muchas ocasiones a lo largo del texto.

3. GRUPOS DE TRANSFORMAGIONES Y
GEOMETRIA

La actuacién de un grupo G sobre un conjunto X determina, si-
guiendo a Klein, una geometria sobre el conjunto. El estudio de es-
ta geometria es el estudio de aquellas propiedades y conceptos que
permanecen invariantes por la actuaciéon del grupo.

La «geometria» definida por G en X esta determinada por el gru-
po de transtormaciones inducido por ia actuacion:

Definicion 3.1. Grupo de transformaciones

Un grupo de transformaciones de un conjunto X es un subgrupo
T de! grupo S{X) de permutaciones de X.

Como se adelantd en el ejemplo 1.3 el grupo T actoa natural-
mente sobre X:

TxX 3{g x})—gx)eX

y esta actuacion es fiel.

Ejemplo 3.2.

Si [{ es un cuerpo, el conjunto GL (V, (IK)) de biyecciones linea-
fes g V,(K) — V,(IK) es un grupo de transtormaciones de V, ().
Recuérdese que una aplicacion g:V, (K} — V,(K) se dice lineal
sl para tode x e y de V,(K) vy 4, nc K se verifica:
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FAx + uy) = Af (X) + uf (y).

A continuacion estableceremos como una actuacion induce un
grupo de fransformaciones.

Proposicion 3.3.

Sea G un grupo que acttia sobre un conunio X. Si g € G, deno-
tamos por ®(g) a la aplicacion definida por

P{g): X sx—gxeX
se tiene entonces que ®(g) e S(X) para toda ge Gy ©:G - S(X)
es homomorfismo de grupos.
Demostracién
Notese que s1 g, he G y x € X se verifica
® (gh) (x) = (@ x =g (hx) =B (g} (hx) = (D (g} D (h)) (x)

y por tanto ®{gh)=>(g) ©{h).
En particular @ (g) . X —— X es biyectiva, pues

d(g) Plg”)=0(gg V=®(e)=idy (P(e)(x)=ex=x para todo
x e X}

con 'c que se concluye la demostracion. [

Definicion 3.4: Grupo de transformaciones inducido por una aclua-
cién

En las hipotesis de la proposicion anterior se denomina a im &=
=0y grupo de transformaciones inducido por la actuacion de G so-
bre X. F! homomortismo suprayectivo de grupos & G — G, se de-
nomna homomorfismo natural.

35



1718 GEOMETRIA ¥ GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

Observacion 3.5

Si G actua sobre X, natese que Ker ®={g e Gigr=x para todo
x € X} y por tanto @ es isomorfismo si y s6lo si la actuacion es fiel.

Ejemplo 3.6

La actuacién natural de GL (n. K) en V,{IK) es fiel (ver 3.3). Ca-
da elemento A ¢ GL{n, K} puede identificarse con la aplicacion

A Va0l Y~ Al Y ev, )

X, n
a través del ) somorfismo ®.
. X, Ya
Si x= y={ " son elementos de V,{K), ., ue K, por
xn yn

las propiedades del producto de matrices se tiene para
A e GL(n K):

A (Ax + py) = £ (AX)+ p(Ay)

por tanto A es una biyeccion lineal de GL (V, (i) {ver 3.2). Probe-
mos que GL (V,(K)) (grupo de biyecciones lineales de V,(K)) es el
grupo de transtormaciones inducido por la actuaciéon. En efecto, si

geaLw,00) v g)={ "\ ev () sendo f=( )
e, 0
se verifica para x= X1 eV, (K):
%,
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a1l
g{x)=g(>:x;!'-)=2x,g(!,)=Zx; : =Ax
aﬂ]
a4 a,,
siendo A= :
aﬂ'1 aﬂl’l

Si det A=0 entonces el sistema Ax= 0 tiene (nfinitas solucio-
0
nes y g no seria biyectiva, por tanto Ae GL(n) y P(A)=A=¢g.

Definicién 3,7: Geometria

a) Una geometria es un par (X, G) donde X es un comunto y G
es un grupo que actua fielmente sobre X.

b) E! grupo de transformaciones de la geometria es el grupo
G, inducido por la actuacién de G sobre X.

¢) Dos geometrias (X, G) y (X, Q') sobre ef mismo conjunto X
se consideran iguales si definen el mismo grupo de transformacio-
nes.

Proposicion 3.8.

tas geometrias (X, G) y (X, G} coinciden si y sélo si existe
6: GG’ 1somorfismo de grupos tal que

0(g)x=gx para todo xeX y todo geG. (3.8.1)
Demostracion

Sean ®: GGy y ® G—G% 10s 1samorfismos naturales. Si Gy
=Gy entonces

=@~ 0:G -G’
es 1somorfismo de grupos que verifica la propiedad (3.8.1).
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Reciprocamente si (0 : G = G’ es isomorfismo de grupos que veri-
fica (3.8.1) entonces @' - 8(g) =P(g) para todo ge G ¥

Gy=0(G)=0" (G =" (G')=G O

Ejemplos 3.9

1. (v, (K}, GL(n, X)) con la actuacion dada en 1.9 se denomina
geometria vectorial de V, (K). Su grupo de transtormaciones es
el de biyecciones iineales GL(n, K).

2. ((V.(K), GA(n, I£)) con la actuacién dada en 1.10 define la geo-
metria afin de V,(K).

3. ({V.{(R), O(n)) con la actuacion definida en 1.11 define la geo-
metria vectorial euclidea de Vv (R).

4. (V,.(R), OA(n)) define |la geometria afin euclidea de Vv, (R).

Por uitimo introduciremos una ordenacioén entre ias geometrias defi-
nidas sobre un conjunto dado;

Definicion 3.10, Subgeometria

Sean (X, G) y (X. G’} dos geometrias sobre el mismo conjunto X.
Diremos que (X, G) es subgeometria de (X, G') si el grupo Gy de
transformaciones de (X, G) es subgrupo del grupo de transformacio-
nes G, de (X, G').

Proposicion 3,11

Si (X, G) y (X, G") son dos geometrias sobre el mismo conjunto
X, entonces (X, G) es subgeometria de (X, G’) st y sdélo si existe
£:G - G’ monomorfismo (homomorfismo inyectivo) de grupos tal
gue &(g) x=gx para todo x ¢ X.

Demostracion: Véase el ejercicio 1.9. [
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Ejemplos 3.12

1. Ei monomorfismo:
_ 1 0
GLin, K)a A— o 7 e GA(n, K)

muestra que la geometria vectonal de V, {IK) es subgeometria
de la afin.

2. Analogamente, se ve que la geometria vectorial euclidea
(V.(R), O(n) es subgeometria de la afin euclidea (V,(R), CA(n).

3. Por ser 0(n) subgrupo de GL{n), la geometria vectorial euclidea
de Vv, (R) es subgeometria de la vectorial.

4, Andlogamente la geometria afin euclidea de V,{R) es subgeo-
metria de la afin de V,(R}.

Definiciéon 3.13

Se denomina invariante de una geomeiria (X, G) a todo invarian-
te en X respecto a la actuacion de G.

Nétese que los invariantes respecto a la actuacion del grupo G
son exactamente los invariantes respecto a la actuacion del grupo
de transformaciones G,.

Nota 3.14. Conceplos y propiedades geométricas

Como se observa en los elemplos 3.9 habitualmente las geome-
trias vienen dadas por actuaciones sobre conjuntos que poseen es-
tructuras matematicas adicionales que dan pie a la definicién de
conceptos y al establecimiento de propiedades. Dada una geometria
(X, G) diremos que un concepto o propledad {obtenido gracias a
alguna estructura matematica definida en X) es geometrico sI per-
manece invariante respecto la actuacién de G sobre X. Cobra ahora
sentido la definicién de geometria camo la ciencia que estudia las
propiedades y conceptos que permanecen invariantes por la actua-
cién de un grupo de transformaciones,
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Ejemplo 3.15

En la geometria vectonal euclidea (V,(R), O{n)) la aplicacion

X1
VAR sE - o x4 +x2=/xxeR

Xn
define un invanante, ya que si

X
x= e V,(R), AeO(n)
Xp

se verifica:
1Ax]| = /TAX)* (Ax) =~/*"(A*A) x=/x*x =||x]
Un elemento x e V,{R) se dice unitario, s1 ||x||]=1. La propiedad

«ser eiemento unitario» es una propiedad geométrica para la gec-
metna (V,(R}, O(n)).

Observacion 3.16

Si (X, G) es subgeometria de (X, G'), los invariantes de (X, G')
son también invariantes de (X, G} pero no reciprocamente. Analoga
observacién es valida también para las propiedades y conceptos
geometricos.

Ejemplo 3.17

La aplicacion || |i: V,(R) - R definida en 3.15 no es invariante
para la geometria vectorial de V,(R). Por eiemplo para n=2:

(o Do) 1G>l
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1.1.7

1.2.

1.3.

1.4.

1.5."

EJERCICIOS

Sea P un poligeno regular de n lados en R2, n impar, cuyos
vértices son X={x,, ..., x,}. Sean g,: R* - R? las rotaciones
de R? con centro el centro de P y amplitud 2xi/n vy
8;: R*—R? las simetrias respecto de una recta que dejan In-
variante P Et conjunto, G. formado por dichas rotaciones y
simetrias tiene estructura de grupo con la composicion de
aplicaciones, Definir una actuaciéon de G en X. Estudiar si se
trata de una actuacion fiel y transitiva. Calcular los subgru-
pos de isotropla de cada elemento de X.

¢La actuacién del eiemplo 1.2 es fiel? (Es transitiva? Calcu-
iense los grupos de isotropia de cada elemento de X.

Respondase las preguntas del gjercicio anterior para la actuacion
sobre un conjunto X del grupce S(X) defintda en el elemplo 1.3.

Supongamos que G actia sobre el conjunto X. Si A e A(X)
encuéntrense gjemplos donde et grupo de isotropia de A en la
accion de g sobre A(X) no coincide con la interseccion de 10s
grupes de isotropia de los elementos de A en la accién de G
sobre X.

Considérese la matriz:

-1 0 ¢
M= 0 -1 0
0 0 1

Compruébese que G ={/, M} tiene estructura de grupo con el
producto de matrices. Definir una actuaciéon de G sobre el
CONO:

x1
C=< x=| x, | e V,(R/xi+x3=x3
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1.6.

1.7.°

1.8.°

1.9.*

1.1,

42
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Estudiar si se trata de una actuacion fiel y transitiva. Calcu-
lar los grupos de isotropia de cada elemento de C. Describir
el espacio de orbitas y dar un sistema completo de invarian-
tes para la clasificacién dada por la actuacién.

Sea G () el grupo de matrnices del ejlemplo 1.8. Definir una
actuacion de G({#) sobre V,(R). Estudiar s1 se trata de una
actuacién fiel y transitiva. Calcular los grupos de 1sotropia de
cada elemento de V,{R). Describir un sistema completo de
invariantes para la clasificacion dada por la actuacion.

Calcular los grupos de isotropia de cualguier elemento de
V, (K} en las actuactones de GL(n, I§} y GA(n, K} definidas
en la leccion.

Determinar los grupos de transformaciones de las geome-
trias

(V,(R), O(n}) ¥y (V,(R), O(p, q}).
Probar la proposicion 3.11.
Probar que la geometria dada por la actuacion fiel del ejem-
ple 1.2, es una subgeometria de la geometria definida por la

actuacion del ejercicio 1.1.

Construir un nvariante para la geometria (V,{R), GL{n, K))
que no lo sea para la geometria (V, (K}, GA{n, K)}



CAPITULO i

ESPACIOS VECTORIALES Y MODULOS



Hemos supuesto que el lector posee algunos conocimientos de
algebra lineal. Sin embargo, este capitulo prefiminar tiene por obje-
to dar un repaso breve a los resultados de algebra lineal de mayor
uso a lo largo del texto. A su vez establecemos las notacitones y
terminolfogia que utifizaremos. Como unica novedad a io que es ha-
bitual en un primer curso de algebra lineal muchos de {os resulta-
dos seran establecidos para modulos, que, como se estudiara a
continuacion, son una generalizacién sencilla del concepto de espa-
cto vectorial y seran tiles en capitulos posteriores.

Por otra parte, teniendo en cuenta fa definicidn de geometria del
capitulo I, se introduce la geometria vectoral.
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LECCION 2

MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA
LINEAL

El objetivo de esta leccion es la definicion de las estructuras de
espacio vectorial y modulo, el estudio de la relacion de dependen-
cia linea! y de los conceptos de submodulo y subespacio vectorial.

A lo largo de la leccion A denotara a un anillo conmutative con
elemento unidad. Si A, u e A, las operaciones que dotan a A de
estructura de anillo seran denomtinadas:

— suma: AxAz{d - itpeA
— producto: AxA 34, ) »Ane A

1= A es el elemento unidad para el producto y 0 e A es el ele-
mento neutro del grupo (A, +).

En el caso de tener A estructura de cuerpo, con las dos opera-
clones anteriores, sera denotado por K.

1. MODULOS Y ESPACIOS VECTORIALES

Los conceptos de modulo y espacio vectoral tienen su grigen
geometrico en la abstraccion de las propiedades algebraicas esen-
ciales de los vectores libres del plang y del espacio.

Definicién 1.1: Médulo y espacio vectorial

Una estructura de modulo sobre A para un grupo abetiano
(M, +) se establece por una aplicacion:
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AxMs{i V) »aveM

que verifica las siguientes propiedades: para todo 4, p = A y todo
u, veM

) Alu4v)=Au+4iv

i) (A+pv=Av+puv
i) (v = Agev)

v} 1v=v.

Se dice entonces que M es un modulo sobre A.

Si K es un cuerpo y (V, +) un grupo abelianc con estructura de
moédulo sobre K, enfonces se dice que V es un espacic vectorial
sobre K.

A los elementos de un espacioc vectorial se les denomina habi-
tualmente vectores y a los elementos del cuerpo escalares.

Ejemplos 1.2

1. El anillo A esta dotado de estructura de mddulo sobre A
con el producto de la estructura de anillo.

2. Sea n un entero positivo y sea

X .
V,(A)= Y ix e A
xn
. _ x? . y1 H .
Si x= : y = son elementos de V,(A) se define:
X Va
Xty AX
X+y= . Y Ax= : para Ae¢ A.
X, ty, AXn
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Con estas operaciones V, {A) es un modulo sobre A. Si K es un
cuerpo. V,(K) es espacic vectonal sobre K y se denomina modelo
ahalitico de espacio veciorial de dimension n.

3. Sea X un conjunto y M un maddulo sobre A. El coniunto M*
tormado por todas las apiicaciones de X en M tiene estructura de
modulo sobre A con las operaciones:

— suma, (f+g) . Xax—f{x)+g(x) e M para f, ge M~

— producto, if: X ax—— Af(x) e M para e A Y fe MX

4. Fiiados los entercs positivos m y 7, se denomina matriz de
m filas y n columnas con coeficientes en A&, a una aplicacién:

A1 .omx{1, .., nl3(i j—a,cA

Llamaremos FL (m, n; A) (0 simplemente FL(m, n) si se S0O-
breentiende el anillo de los coeficientes) al conjunto de todas las
matrices de m filas y n columnas con coeficientes en A. Como caso
particular del ejemplo anterior FL{m, n; A) tiene estructura de mo-
dulo sobre A.

Tradicionalmente una matriz £ e FL{m, n; A) se expresa como
una tabla de la torma:

F= : =(a;;) € FL{m, n; A}

En particular se denota por EL (n, A)=EL (n)=FL (n, n) al mo-
dulo de matrices de n filas y n columnas sobre A.

Obsérvese que V,(A)=FL(n, 1).

5. Sea K un cuerpo y K {t] el anillo de polinomios en ja varia-
ble . Si V es un espacic vectorial sobre K se puede definir una
estructura de modulo sobre K [t] en V mediante la operacion:
KltlxVa{at+a,- " "+...+a, v)—a,v+ta,-,vt..+aveV.
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Definicion 1.3: Algebra
Sea K un cuerpo. Supongamos que un grupo abetiano (V, +)

tiene estructura de espacio vectortal sobre K. Diremos que V tiene

estructura de algebra sobre KK si hay definida una operacién inter-
na.

X VxV—V

de modo que (V, +, x) tiene estructura de anillo.

Ejemplos 1.4,

1. El anillc de polinomios [ [t] sobre el cuerpo K tiene estruc-
tura natural de aigebra. En efecto, [€ [t! es un anillo con e! producto
y suma usuales entre polinomios. El producto (usual} de un namero
por un polinomio da estructura de espacic vectorial al grupo (I [¢],
+).

2. 8Sean m, n, r enteros positivos. Si
A={a,)eFL(m m A)Y y B={b,)eFL(n r: A)

se define el producto AB=C=({(c,,) € FL.(m, r; A) por las férmulas:

n

Cix™ Z a; 0.

=

Esta operacién se denomina praducto de matrices y en el caso
de considerar matrices en E£L (n; A) es una operacién interna:

EL (n; A)xEL (n; A)3{(A, B)—— AB e EL (n; A)

Si I es un cuerpo EL(n; IK) tiene estructura de algebra sobre K
pues por e} ejemplo 1.3 tiene estructura de espacio vectorial sobre
«, ¥ con la suma y producto de matrices tiene estructura de anillo.
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2. DEPENDENCIA LINEAL

La relacion de dependencia lineal es el concepto fundamental
dei algebra lineal y tiene su origen geométrico en los conceptos de
vectores libres con la misma direccion en el plano y vectores libres
coplanarios en el espacio.

En toda esta seccion M designara un modulo socbre A y V un
espacio vectorial sobre [K. Si r es un entero positivo, a un elemento
(vy, ... v,) de M" (o V") lo llamaremos sistema. Obsérvese que en

un sistema es esencial el orden y pueden aparecer elementos de M
repetidos.

Definicion 2,1: Dependencia lineal

Sea S un subcomunto de M y v e M. Diremos que v depende
lineaimente de S (0 es combinacién lineal de elementos de S) y

escribimos v d.l. S, si existe un sistema {v,, ..., v,)e S’y
(A4, o 4.) € AT tales que:

V=4V, b A,
Se dice gue en este caso v d. 1. {v,, .., V).

Finalmente, 81 S, v S, son subconjuntos (o sistemas) de M, dire-
mos que S, depende linealmente de S, (S, d.l. S,) s/ para cada v
de S,, vdl S,

Para manipular combinaciones lineales de sistemas es til cono-
cer el producto de sistemas por matrices y las reglas basicas de
calculo con este tipo de producto.

Definicién 2.2,

Sea (v,, ... V) e M"y A=(a;) e FL(r, m; A). Se define el sistema
(W, ... wa=I(v,, ..., VYA por las férmulas:

W =

-

a, v, para 1=1, ..., m.

49



/6 MODULOS, ESPACIOS VECTORIALES Y DEPENDENCIA LINEAL

Proposicion 2.3.

Sean (v, ... v ¥ (w,, ..., w,) dos sistemas de M. Entonces
(Vi o V) Al (W, ... W) ST Y 86i0 §i existe una matriz A e FL(s, 1)
tal que (v,, ..., v)=(w,, ..., wJA.

Demostracion. Véase ejercicio 2.4. [

Proposicion 2.4,

Sean (v,, ..., v,}e M, AeFL(r, m) y B ¢ FL{m, s). Entonces:
(v, ..., vJAB=(v,, ..., v, )(AB)
Si{vyr oy VI Wy, .., W)eMy », ue A se denota por
AV, 0 VI Fu(w,, . W)

al sistema (Av,+uw,, ..., AV +uw).

Sean (v,, ... v)e M, A, BeFL{r, m) y 4, uc A, entonces:

vy, o V) QA+ UB)=4(v,, ... VJA+ulv,, ..., v,)B
Demostracion. Véase ejercicio 2.4, []

Nota 2.5: Notacion
Si § C M denotaremos por (S} al conjunto {ve M/ dl Sk

Analogamente en el caso de un sistema (v,, ..., v,) € M" denotare-
mos

vy v Vo oa vy, o v ).
Proposicion 2.6
Sean (v,, ..., v) y (w,, ..., w,} dos sistemas de M. Si

(Wi oo Wel C vy oy V) entonces (W, .., W) C (Vy, ., VO
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Demaostracion

Si {w,, .., w;} C(vy, ..., v,) entonces (w,, ..., w,) d.l. (v, ..., v,)
y por la proposicion 2.3 existe una matriz AcFL(r, s) tal que
Wa, o wl={v, .., v)A Siwelw, .., w,) existe BeFL{s. 1) tal que
w=(w, .. w)B Yy ast w=(v, ... vp)A)B={(v,, ..., v,) (AB) con
10 que we (v, ... v,>.O

.Proposicién 2.7

i) SiSCMesSC(S.
iy Si§, CS, CMes (S,) (S

iy Si §C M se verifica ((S})=<8).

Demostracion. Véase el ejercicio 2.5

Definicion 2.8: Sistema generador

Sea 8 C M, diremos que S genera M si (8)=M. Un sistema
{v,, ... V) € M es un sistema generador (finito) st {v,, ..., v,>=M.
Si M admite un sistema generador finito se dice que M es finita-
mente generado.

Ejempilo 2.9

1. El sistema (., ..., I,) C V, (A} con
Q

li= 1j(f) '
Q

es un sistema de generadores de V,_(A). Por tanto, V (A} es finita-
mente generado.
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2. El anillo de polinomios K [{], considerado como espacio vec-
torial sobre K, no es finitamente generado. En erecto, si (y,, ..., 7,)
es un sistema de K [t], el conjunto:

<‘f1‘ mrs ]'r>:4{’l‘l?1+""‘I_)"r‘yr-‘(}'i < K}

no contiene polinomios de gradc superior al maximo de los grados
de los y,. Por ofra parte el conjunto infinito {1. ¢, t*, ... " ..} gene-
ra B¢ [t].

Definicion 2.10

Sea {v,, ..., v,) e M" un sistema, diremos que es finealmente de-
pendiente (I.d.) si existe {4, ..., A}e A", (4, ... 4)F(0, ..., 0} tal
que A v,+..+iv,=0. Sea S C M, diremos que S es linealmente
dependiente (1.d.) si existe un sistema linealmente dependiente for-
mado por elementos distintos de 8. Si (v,, .., v,)eM (0 S C M) no
es l.d. diremos que es finealmente independiente (1.i.).

Ejemplo 2.11

El subconjunto {1, ¢, 2, ..., t", ...} C K|[t] es Li. Véase el elerci-
clo 2.6.

*Observacion 2.12

Con la notacion matricial la definicion 2.10 se escribe asi:

vy o v,) €5 Ld. sty sélo s1 existe A e FL(r, 1) tal que (v,, .... v)A=0
y A#£0.

Proposicion 2.13

Si (v,, ... v)e M’ es un sistema linealmente independiente y
A, B e Fl.{r, m) son tales que

vy ooy VIA=(v,, .., v /B

enfonces A=B.
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Demostracion

Si (v, ... vJA=(v,, ..., v,)B entonces (0, ..., W={v,, ..., vJA—
—(v,, ..., V,)JB ¥ por la proposicion 2.4 se tiene (0, ..., Q)=
={v,, ... v,)(A—B). Aplicando la observacion 2.12 a cada columna

tendremos que A—B8=0.13

A continuaciéon estableceremds algunos resultados que son vali-
dos para espacios vectoriaies y no para modulos en general:

Proposicion 2.14

Sea V un espacio vecitorial sobre K. Si (v,, ..., v,) e V' ef siste-

ma (v,, ... V) es I.d. si y sélo existe 1 {1, .., r} tal que
vidh (v, oo Vi L Vg e V)
Demostracion
Si (v,, ..., v,) es Ld. existe (1,, .... 4,} € K" tal que

AVt Av,=0

y algun A, es distinto de cero. Por ser K un cuerpo poedemos escri-
bir:

A . Ape A
'_Va's_l vyt -+,.—1 Vi—4 T = /f:+..+*‘ v,
i i '1-;‘
por tanto, v, d.l. (v,, ... V, .4, Vi1 4y o ¥, ).
Reciprocamente, si v; d.l. (v,, ..., V;. 1. ¥i+,. .., ¥.} DAra algun i,

entonces:
Vi=A; Vot Ao, Vo A Vi, bt ALY,
y pasando todo a un miembro se concluye que (v,, ..., v,) es Ld.[]
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Observacion 2.15

E! resultado anterior no es valido para médulos en general, no
es cierto en el modulo del elempio 5 de 1.2. En dicho ejemplo ha-
blamos defimdo una estructura de modulo sobre [K{t] en un espa-
cio vectorial vV sobre [K. Supongamos que existe en V un sistema
{v,, v,) Li. en 1a estructura vectonal de V. El sistema es 1.d. en V
como modulo sobre IK [¢], pues

(t—1)v,+0v,=0.

Sin embargo, en este modulo, no se verifica que v, d.l. {v,} m
v, d.l. (v,). En efecto, si existe

y{fy=a,ta,t+...+a,t” e Kt]
tal que v,=y(t)v,, entonces v, =(a,+...+a,)v,, con lo que v, d.l.
(v,) en el espacio vectorial V y por la proposicion 2.14 (v,, v,) es

l.d. en V, en contra de lo supuesto. Analogamente tampoco v, d.l.
(v,) en el modulo V.

Proposicion 2.16

Sea V un espacio vectorial sobre I€. Si (v,, .., v)eV'es un
sistema li. y v e V no depende linealmente de (v, ..., V), entonces
el sistema (v,, ..., v, V) es li.

Demostracion. Ver ejercicio 2.8.

3. BASES Y DIMENSION

Un sistema generador linealmente independiente se denomina
base. El concepto de base es de importancia fundamental en alge-
bra lineal pues permite el estudio algebraico de un espacio vecto-
rial de generacion finita mediante los modelos analiticos V,(X)
(véase el paragrafo 3 de la leccion 3. geometria analitica vecto-
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rtal). En el presente paragrafo enunciaremos el teorema de |a base
que asegura que todo espacio vectorial tiene una base y que todas
las bases de un espacio vectorial dado tienen el mismo numero de
elementos.

Definicién 3,1: Base

Sea M un moduio scbre A y e=(e,. .... e,) € M" un sistema de
M. Diremos que ¢ s yna base de M, si ¢ es un s1stema generador y
linealmente independiente.

Aguellos moduios que admiten una base se denominan maoadulos
libres.

Ejemplo 3.2

1. Supongamos que K es un cuerpo. Ef sistema (I, ..., 1,) de
V, (K} definido en ef ejemplo 1 de 2.9, es una base de V, (K) y se
denomina base candnica. Para A =7 {anilloc de los numeros ente-
ros), el sistema anterior es también base, asi V,{Z) es modulo li-
bre,

2. El modulo sobre K [t], V, definido en el ejemplo 5 de 1.2, no
es libre (véase el ejercicio 2.10).

Proposicion 3.3. Teorema de la base

Sea V un espacio vectorial sobre K finitamente generado (distin-
to de {0}).

i} Existe una base ¢={(v,, ..., v,) de V.

it} Todas las bases de V tienen el mismo nomero de elemen-
tos.

Demostracion. Ver eiercicios 2.11 y 2.12. [

Existen versiones mas generales de| teorema de la base, para
nuestros fines ser4, sin embargo, suficiente el teorema 3.3,
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Definicion 3.4: Dimensién

Sea V un espacio vectonal finitamentae generado. Se llama di-
mension de V (dim V) al numero de elementos de que consta una
cualgquiera de sus bases.

La definicion anterior se puede enunciar en contextos mas gene-
rales que los espacios vectonales de generacion finita, gracias a
las versiones mas potentes del teorema de la base.

Obsérvese que imponer la condicion de ser finitamente genera-
do a un espacio vectorial es equivalente, en virtugd de 3.3, a decir
que dicho espacio tiene dimension finita.

Nota 3.5

La expresion espacio vectorial de dimension finita sustituira a
partir de este lugar a espacio vectorial de generacion finita.

Uno de los resultados mas uUtiles en dalgebra lineal es gue todo
sistema li., en un espacio vectorial se puede ampliar a una base.

Proposicion 3.6. Teorema de prolongaciéon de una base

Si la dimension de un espacio vectorial V es n y {v,, .... v,) es
un sistema l.i., existe una base de la forma:

(Ver Vs Ver o o V)

Demostracion. Véase el ejercicio 2.14.

4. SUBMODULQS Y SUBESPACIOS VECTORIALES

Los subconjuntos de un modulo M que a su vez tienen estructu-
ra de maddulo con las operaciones de M restringidas se denominan
submadulos.
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En el conjunto de todos los submodulos de M se definen dos
operaciones que dotan a dicho conjunto de estructura de reticulo.

Definicion 4.1: Submodulo

Sea M un modulo sobre el anilio A. Diremos que U C M, Uz ¢,
es un submodulo de M si:

1. Para cada u, ve U, u+vel.

2. SiueUy 4e A entonces Au e U.

Si V es un subespacio vectorial sobre el cuerpo K, a los submo-
dulos de V se les denomina subespacios vectoriales de V.

Notacion 4.2, Si {J es un submoddulo de M notaremos U< M.

Proposicion 4.3

Sea U (C M, U#¢, U es un submédulo de M si y sélo st para
cada u, ve U, A, pe A se tiene que Au+puv e U.

Demostracitn. Ver el ejercicto 2.15. (1

Observacion 4.4

Si ¢ es un submodulo de M, entonces {/ admite una estructura
natural de modulo con las operaciones de M restringidas a (/. Si U
s un subespaclo vectorial de V (espacio vectorial de dimension fi-
nita}, entonces { es a su veZ un espacio vectorial y tiene sentido
hablar de dimension de (). Se verifica que 0<dim {U<dim V. Los
subespacios vectoriales de dimensidén uno se denominan recias vec-
toriales, los de dimension dos planos vectoriales y los de dimension
n—1 hiperplanos vectoriales, donde n=dim V.
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Ejemplos 4.5

1. Si § C M entonces (8> es submodulo de M.
2. Sea (2,, ..., 4,) € A" el conjunto

X4
U= € VL (AN, Xy o+ 4, X, =0 C V.(A)
X

es un submodulo de V, (A). Diremos que A,x,+..+.,x,=0 es la
ecuacion 1mplicita de (.

Proposicion 4.6

S C M es submodulo de M si y sdlo st {S>=8.

Demostracién. Supongamos que § es submodulo de M. Si v d.l.
S entonces v=4,v,+...+L v, con (v, .., v)eS y (i, .., 4)e A"

2.71) se tiene el contenido en ef sentido contrario.

Reciprocamente si (S) =8 por el primer elemplo de 4.5, (S8) es
submodulo de M. O

A continuacion estudiaremos el conjunto de los submédulos de
un médulo M.

Notacion 4.7.

Llamaremos .2’ (M) al conjunto de todos los submodulos de M.
La interseccién nos da una primera operacion interna en & (M):

Proposicion 4.8.

Si {Ulio) C Z(M) entonces (M U, e L(M).

led

Demostracion. Véase el ejercicio 2.16.
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Ejemplo 4.9.

En V,(A) consideramos:

x1
Ui= . € Vn(&)i"ih x1+"'+A‘in xn=0
xn
i=1 , m, entonces:
m XT
u=n U= _ € VAR A Xy T A X,=0, i=1, .., m
=3 X,

es un submoédulo de Vv, (A}

Llamaremos ecuaciones implicitas de lJ a:

Ayy Xy t.it+4,, x,=0

)'m1 X|+“‘+AITII1 Xﬂ=0

Proposicion 4.10.

Sea 8 C M entonces:

Demostracion

Como S C U, aplicando 2.7ii), {(§) C {U)=U pues Y e (M)
por lo tanto

Sy N U

Ue #(M)
SCu
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n1e
Por otra parte (S> e Z(M) y S C (S) se tiene que

N UCLS O
U= 7
sCv
La proposicion anierior nos dice que (8) es el submodulo mas

pequeno que contiene a S. Mas rigurosamente:

Corolario 4,11,
Dado S C Uy U<M, entonces U=(S) si y sélo si para cada U' <

<M tal que S C U entonces U C V.
A continvacion definiremos otra operacidon interna en ¥ (M):

Definicion 4,12,
, Ul C Z(M) entonces definimos suma de dichos

Sea {U,, ...
submodulos del siguienite modo:

m
Uy ttUn=<J U>

Proposicién 4,13,
. Unl C Z (M) entonces:

Si (U, ..
Uit ot Up= iU+ tufu, e Uy i =1, .., m}
Demostracion
Sea {Uy, «i Up) C £ (M) llamaremos
U={u,+..+uyfu, e, i=1, .. m.
U y, Cu, por 411,

Es claro que {4 es submoddulo de M y que
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U,+..+U, C U. Por otra parte si v, e tJ,, i=1, ..., m se tiene que
u,*..tu, dl de \J U, luego u,+...+tu,el,+...+U,,. 0

Proposicion 4.14

El conjunto £(M) con las operaciones + y () de dos submodu-
los. tiene estructura de reticulo, no distributivo, con elemento univer-
sal y elemenio nulo,

Demostracion. Las propiedades de reticulo de la interseccion en
Z (M) son inmediatas, pues se verifican para todo tipo de subcon-
juntos de M.

€n cuanto a las propiedades de la suma:
— Si Ye LM), U+U=U U U)=U>~U.

— Si U, U, U, e Z{M), como consecuencia de 4.13 podemos
escribir

U+ U +U)={u,+Hlu,tudu, c U, 1=1, 2, 3} =
={u,tuy+ufu; e U, i=1, 2, 3}=(U,+U,)+U,

— SiUy, Upye M), U +U=U, JUD=WU, U UD=U+U,
— Si U e Z(M)entonces 0 e U, luego U +H{0} =(U J {0} =W =

- Si U11 Ug E "(Z)(M)i U1+(Usz1)=<U1 U (U‘a m U1)>-:<U1>w

— Si Yy, U, e M), U, N (U.F+U,)=U,, pues U, C U,+U,.

En cuanto al hecho de no ser reticulo distributivo en general,
considérese el siguiente ejempio: En R? como espacio vectonal so-

bre R consideramos U,={(1, 0)), U,=<0, 1)) y U,=<{1, 1)}, en-
tonces:

—-U,~{U., N U3]=U1+{0}=U,7‘-R2=(U1+U2) DU, U,
- U, |f\! (U2+U3)ZU1 M R2=U17&{0}=(U1 (\1 U2)+(U1 q Ua)~ [
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Observacion 4.15

En general ¥ (M) no es un reticulo con complementario. En
etecto, considérese, por eijemplo, el anillo de los enteros 7 como
modulo sobre Z. El conjunto de todos los enteros pares, (23, es un
submodulo de Z. Si U e ¥(Z) es tal que U+2>=7. debe ser
U# {0} por io que existe p ¢ U, p#0: ahora bien 2p ¢ U M (2}, tue-
go U M {2+ {0} con lo que ¢ no es complementario de (2.

Sin embargo para espacios vectoriales €! conjunto de subespa-
cios tiene estructura de reticulo con complementario:

Proposicion 4,16

Si V es un espacio vectorial de dimension finita, (V) es un
reticulo con complementario.

Demostracion

Hemos de probar que st (f € ¥ (V) existe f € Z (V)tal que U+ U =
=Vy U N U'={0}. Si U={0} basta tomar UJ'=V. Supongamos que 1<

<dim y<dim V y sea (e,, ..., g,) una base de . Por el teorema de
prelongacién 3.8, existe (a,.,, ..., e,) € V*~ tal que (e,, ..., e,) €8
base de V. Es facil conciuir que {e,.,, ..., ,> €5 un complementario
de . []

Proposicion 4.17: Formula de las dimensiones

Sean U, y U, dos subespacios de dimension finita del espacio
vectorial V. entonces U, M U, y U +U, tienen dimensidn finita y se
verifica:

dim (U, + U} =dim U ,+dim g, —dim U, N U,

Demostracion

Sea p=dim U, y g=dim I/, entonces como U, N\ U, C U, (y en
U,) la dimensién de {J, () U, es finita y si dim U, N U,=r se tiene
que r<pyr<g. Tomemos (e,, ..., ,) una base de U, (" U/, aplicando
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EJERCICIOS

Dotar al conjunto de les nomeros complejos, C, de estructura
de espacto vectorial sobre R y sobre €. Dotar al conjunto de
los nimeros reales de estructura de moédulo sobre Z.
Se consideran las operaciones siguientes en C*:
— {x, Y)+{x, y)={(x+x', y+y’) para

(x, y) (x. y1eC?y
— Alx, y)=(z_lx. Iy), siendo

i€ C, 4 su conmugado y (x, y) e C2.

Estudiar s1 €C? con 1as operaciones anteriores tiene estructura
de espacio vectorial sobre .

Sea A un anillo conmutativo con unidad. Estudiar si A? tiene
estructura de modulo sobre A con las operaciones:

— {4 WA, @Y= +2 pu+y) para cada
(A, w), (A, p)e A~
— v(A, py=(v4, 1) para cada ve A, (4 u) e A2
Probar las proposiciones 23 y 2.4.
Probar la proposicion 2.7.

Considérese [ [t] como espacio vectorial sobre [. Probar
que {1, 1, 12 ..., " ..} C KI[i] es tinealmente independiente.
Considérese el anillo Z de los nimeros enteros como modulo
sobre 7. Demostrar que (3) es un sistema .., que 2 no d.i. de
(3) ¥y sin embargo, (3,2) es un sistema i.d.

Sea V un espacio vectorial sobre K. Probar que st (v,, ..., v,)
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10.*

11"

12.°

13.

14.*

15.°

16.”

17"

18.

€V’ es un sistema Li. y ve V no depende linealmente de
vy, ... v,) entonces (v, ..., v,, v} es Li.

Sea K, [t] el coniunto de polinomios de grado interior © i1gual
a tres con coeficientes en K. Probar que K [t] es un espacio
vectorial sobre I con las operaciones usuales de polinomios
y encontrar una base de dicho espacio vectorial.

Sea V el maodulo sobre K [f] del eiemplo & de 1.2, demostrar
que V no es modulo libre sobre [K [¢].

Sea V un espacio vectorial sobre K. Si (v,, ..., v,,) €5 un siste-
ma generador de V, V# {0}, probar que existe una base de V,
e=(e, ... e,) tal que {e, .., e, CTi{v, ... va].

Sea V un espacio vectorial sobre K. Si (v,, ..., v,) es L., y
{Up ot} C (Vo o v, CON s> entonces (u,, ..., u,) s L.d.
Deducir que si V es de generacion finlta, todas las bases de
V tienen el mismo nuamero de elementos.

Probar que sI V es un espacio vectorial de dimensidn n, todo
sistema Li., 0 generador con n elementos es una base de V.

Demostrar el teorema de prolongacion de una base 3.6.

Sea M un moédulo sobre A y U« M, U#¢. El subconunto U
es un submodulo de M si y solo s1 para cada u, ve U,
A, ne A, se tiene uu+puve U

Pruébese que si {U,},., C (M) entonces

N U, c Z(M).

i€

¢Todo submoduio de un maédulo libre es un maodulo libre?
Justifiquese la respuesta.

Sea V un espacio vectorial sobre K y U,, U,, U, € £(V). Pro-
bar que st (4, (C U, entonces:

U+, N Ua)=(U|+U2) MU,
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Probar que dos hiperplanos vectoriaies distintos se cortan en
una recta vectorial en un espacio vectorial de dimensién tres.

Sea V un espacio vectorial sobre K, de dimension finita. Si
U, y U, son dos subespacios de V de dimensiones n, vy 1,
respectivamente, ;cudles son las posibles dimensiones de
U,+U,y de U, N U,?



LECCION 3

HOMOMORFISMOS

En ¢l primer paragrafo de esta leccion estudiaremos algunas no-
ciones sobre homomorfismos entre modulos y espacios vectoriales.
En particular, ta definicion de automorfismos de un espacio vecto-
nal permite la introduccion del grupo general lineal con el que se
define la geometria vectorial. En el segundo epigraite se establecen
varios resultados sobre submoédulos y homomorfismos que serdn de
uso posterior. Por ultimo se estudia un tipo particular de homomor-
fismos entre un espacic vectorial de dimension n sobre un cuerpo
KK y el espacio V,(K) (llamados sistemas de coordenadas), con los
que se introduce la geometrnia analitica vectorial.

Como en la leccion anterior A denotara un anillo conmutative
con elemento unidad y [ serda un cuerpo conmutativo.

1. HOMOMORFISMOS Y GEOMETRIA VECTORIAL

Los homomorfismos son las aplicaciones naturales entre maodu-
los, es decir: son las aplicaciones que conservan la relacion de de-
pendencia lineal.

Definicién 1.1: Homomorfismo
Sean M y M’ dos modulos scbre el anilto A. Diremos que una
aplicacion t: M - M’ es un homomorfismo (o aplicacion lineal) si se
verifica:
f{v,+v,)=f({v,)+f(v,) para cada v,, v, e M
f{Av) =AUt (v) para cada Ac A yveM
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Proposicion 1.2
Sea f: M — M un homomorfismo entre médulos. Si (w,, ..., W)=

={(V,, ... V,JA con (w,, ..., w,) e M (v, ..., v,)e My AcFL{r, s},
entonces (f(w,), .., Hw))={(V,). ..., f(v,) A.

La prueba es una consecuencia inmediata de la definicion de homo-
morfismao.

Corolario 1.3.
Supongamos que 1:M - M’ es un homomorfismo. SiveM y S
C M entonces:

v d.. S=Fv) d.h. i(S).

Definicion 1.4. Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos

Sea t: M - M un homomortismo entre modulos.
a) Diremos que t es un monomorfismo si t es inyectiva.

b} Sit es sobreyectiva, entonces diremos que t es un epimor-
fismo.

c) Sif es biyectiva, entonces diremos que t es un isomorfismo.

Definicion 1.5, Nuacleo

Supongamos que 1: M - M" es un homomorfismo entre modulos.

Se llama nucleo de 1 al conjunto

Ker f={v e M|f(v)=0.
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Proposicion 1.6.

Dado un homomorfismo 1: M = M’ se tiene:
iy Ker t es un submoduio de M.

iiy 1 es monomorfismo st y solo si ker t={0}.

Demostracion. Ver ejercicio 3.4. [

Proposicion 1,7. Teorema fundamental de homomorfismos

Sean M y M’ dos modulos sobre A, {v,, ..., v.) e M"uyna base de
My (v, ... ¥)) e (M}, Existe un unica homomorfismo 1: M - M gue
verifica f(v;) =v}\. Ademas:

iy (v, .., V) es li. s1 y solo si f es monomortismo.

ity (v, ..., ¥\) es sistema generador si y sélo si f es epimoriis-
mo.

iify (v, ..., V\) es base si y so6lo st t es isomorfismo.
Demastracion

Sea v e M. Por ser (v,, ..., v,) base de M, existe (4,, ..., 4,) € A"
tal que v=/,v,+...+~, v, Entonces defimmos f(v)=4i, v +.. .+ 4V,

Es facil comprobar que t es un homomorfismo y que debe ser uni-
co, asi como ¢l resto del teorema. [

Definicion 1.8.

Diremos que dos modufos M y M' son isomorfos si existe un
isomorfismo 1M —= M,

Corolario 1.9,

Dos espacios vectoriales V y V' de dimensién finita sobre K son
isomorios si y sole si dimV=dimV’
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Proposicion 1.10.
Sean M, M, M” modulos sobre A y 1:M =M, I M > M” dos

homomorfismos. Entonces 't es un homomorfismo. Ademas, sity
i son isomorfismos también ¥ 1 es un isomorfismo.

Demostracion. Veéase el ejercicio 3.5. [

Proposicion 1.11.

Dados dos modulos M y M’ sabre A, Mamaremos FL(M, M) af
conjunto de todos los homomorfismos de M en M'. Las siguientes
operaciones:

+ FL{M, M)z 3(f,, 1) >1,41,eFL(M, M)

definiéndose (f,+f ) {v)=Ff,(V)+1,(v) para ve M y

A XFLM, M) 3 (4, f) > if e FL(M, M)
donde (M)(v)=2(v) para v & M, dotan a FL(M, M) de estructura de
moduio sobre A.

Ademas, si V y V' son espacios vectoriales sobre [€ de dimensio-
nes n y m respectivamente, se verifica dim FL(V, V)=nm.

Demostracion. Ver ejercicio 3.6. [ ]

Definicion 1.12. Endomorfismos y automorfismos

Sea M un modulo. Los homomorfismos 1: M - M se denominan
endomorfismos y los isomorfismos 1: M »M se llaman automorfis-
mos.

El conjunto de los endomorfismos de un espacio vectorial vV so-
bre K, EL(V)=FL{V, V), tiene estructura de algebra sobre K con las
operaciones definidas en 1.11 y 1.10.
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Las malrices de FL{m, n) se tdentifican con los homomorfismos
de V. (A) en V_{A) via la aplicacion:

FL{m, n) 3 F—F e FL(V. (A), V,(A)}

donde:

FV,(A)a SFl ] eV, (A)
X, X

Es facil comprobar gue se trata de un iIsomorfismo. Del mismo mo-
do se identifica EL(n) con EL (V,{A)).

En virtud de la proposiciéon 1.10., los automortismos de un modu-
lo forman un grupo con la operacion composicion de aplicaciones.
En el caso de tratarse de los automorfismos de un espacio vectorial
diche grupo tiene una relevancia especial:

Definicion 1.13. Grupo general lineal

Sea V un espacio vectorial sobre K, el grupo de los automorfis-
mos de V se denomina grupo general lineal de V, GL(V).

El grupo GL (V) actua sobre V de forma natural:

Proposicion 1,14

Sea V un espacio vectorial, la aplicacién
GL(V)xV 2(f, v) > f{v) e V
es una actuacion fiel.

Demostracién. Véase el elercicio 3.7. [ ]

La actuacion de 1.13 permite definir {a geometria vectorial:
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Definicion 1.15. Geometria vectorial

(V, GL{V)) con ia actuacion dada en 1.13 se denomina geometria
vectorial sobre V.

Por lo tanto e} estudio de la geometna vectorial es el estudio de
las propiedades invariantes por la actuacion del grupo general li-
neal.

Ejemplo 1.16

Pado un espacio veciorial V, en virtud del teorema 1.7, las pro-
pledades de dependencia e Independencia lineal para sistemas son
propiedades geomeétricas vectonales.

2. SUBMODULOS Y HOMOMORFISMOS

En este paragrafo estableceremos aigunos resultados sobre sub-
modulos y homomorfismos. Finalmente se estudia la descomposi-
cion de un moédule en suma directa de submodulos y los sistemas
de proyecciones asi determinados; este estudio sera de uso impor-
tante en capitulos postenores.

Proposicion 2.1,

Sea f: M > M’ un homomorfismo entre modufos. Entonces:

i} SiU<M, se tiene T(U)<M' y | y: U —{(U) s homomortismo.

iy Si U<M, se tiene f7(U)<M y {f|f~(U):f" " (U)> es
homomorfismo.

Nota 2.2. imagen

En particular f(M)<M se denomina imagen de f y se denota
im f.
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Corolario 2.3
Sit:M-» M es homomortismo y S (C M entonces 1({(S>) =1 (8)).

Demostracion

Por la proposicion anterior f({S>) es un submodulo de M y
f({(8>) D <F(S)). Por otra parte, por conservar t la dependencia li-
neal, (<S>} C <F(S)>. O

A continuacion estableceremos el concepto de modulo cociente.
Sea M un moddulo sobre A:

Definicion 2.4

Sea U un submdduic de! modulo M. Definimos la siguiente rela-
cion:

v,=v, (mod U} e=v,—v, e U,

Observacion 2.5

La relacion anterior es de equivalencia.

Definicion 2.6. Espacio cociente

Sea U<M. Al conjuntc de las clases de equivalen a dadas
por la relacién definida anteriormente en M, lo denotaremos
M/U={v+U|veM] donde v+U={v+u;ueU}. Se definen dos
operaciones

M/U x M/U —» M/U
(v,+U v,+U) > (v,~U)+(v,+U)=(v,+v,)+U
A x M/U - M/U
(7, v+U) - siv+U)y=4v+U
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Observacion 2.7

Las operaciones de la definicion anterior estan «bien definidas»,
es decir:

(v, + U+ (v, + W) — (v . +U)+ (v, + U}
Sl
v,+U=V. +Uy v, +U=v,~U,

y analogamente para A(v+U). (Ver ejercicio 3.11).

Proposicion 2.8. Espacio cociente

Sea U un submodulo de M. Entonces M/U admite una estructura
de modulo con las operaciones de la definicion anterior. Ademas la
aplicacion:

6 M— M/U
v —v+U

es un homomorfismo.

Demostracion

Es consecuencia directa de la definicion de las operaciones. []

Proposicion 2.9

Si V es espacio vectorial de dimension finita y U<V, entonces
dim(V/U}=dim V—dim U.

Demostracion

Sea (e,, ..., e,) base de ). La ampliamos a {(e,, ..., e,) base de
V. Entonces (e,.,+U, ..., ¢,+U) es una base de V/U/ y podemos
concluir la férmula requenda. [
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Proposicion 2.10. Primer teorema de isomorfia

Sea t. M - M’ un homomorfismo entre modulos. Existe un 1so-
morfismo entre M/Kert y f(M)=imi.

Demostracion
Se define ' : M/Ker f—— imf
v-+Ker f——f(v)

En primer jugar f esta bien definido: supongamos que v+Ker f=
v +Kerf, entonces v—v e Ker i, por tanto f(v)=f{v'), luego

f'{v+Kerf)=f'(v +Keri.
Es claro que f' es sobreyectiva y por ultimo si f'(v+Ker f)=0,

entonces f(v)=0, y asi v+Ker r=Ker f, de donde f es también
inyectiva. [

Corolario 2,11

Si t:V——V’' es un homomorfismo y V es un espacio veclorial
de dimensién finita, se verifica:

dim V=dim imt+dim Ker f.

Definicion 2.12. Suma directa

Sea M un mddulo sobre A y {U,, ..., Ul c M), U=U,+ ...t U,.
Diremos que U es suma directa de U,, ..., U, y io denotaremos
U=U,® .. ®U,, si para cada ue U existen vectores tnicos u e U,
tales que u=u, +...+u,.

Ejemplo 2.13

Tomemos V,.(A) v U,=;>, i=1. .., n. Entonces
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V,(A)=U,d .. ®U,, pues dado

X1
) e V,(A), se tiene de forma unica:
Xﬂ
X, X, 0 0
Q :
=1 . +.+ y | x5 J el i=1..n
X, 0 X, 0
Preposicion 2.14
Sea M un moduic y {U,. ..., U} C Z(M). Supongamos que
U, {0}, 1=1, ., r, yU=U,+..+U,. Las sigwentes condiciones son

equivalentes:
) U=U,@..aV,
i) Para todo 1=1, .., r es U, (£.,U)={0}
liiy Para todo )=1, .. r=1es (U, +..+U) M U;,,={0}

Si V es un espacio vectorial de dimension finita y {U,, ..., U}
C Z(V), entonces las sigurentes condiciones también son equiva-
lentes a las anleriores:

iv) dim U=dim U,+..-dim U,

v) Si g es base de U, 1=1, ..., r entonces ¢=[¢g,, ..., &) &8
base de U
vi) s u;e U= {0} 1=1, ..., r entonces (u,, ..., u,) es Li.

Demostracitn

Probaremos:
i)
/ \ para submodulos
}&= iii)
fi I
vi) v}

\v)/
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i)=ii) Seaje{l,..riyueU, N(Z,,.U,) Entonces es u=0+
wtut .+ 0=u,+. o 4u,- 4+ 04y, ,+...+u, siendo unica la for-
ma de expresion, por lo que u=0.

i} = iii) Inmediato.

iii) = i) Razonaremos por induccidn sobre r. Para r — 2 supon-
gamos que U=U,+U,y U, M U,=10}. Si u ¢ U admite dos expre-
siones

U=u,tu,=uru, conu, u,ell, ¥ u,u,el,
entonces debe ser

U, —t,=u,—u, e, N U,=140}, luego u,=u, y u,=u, Suponga-
mos el resultado cierto para r—1. Si u € U se escribe:

u=t,+..+u,_.tu.=u,+...+uv._,+u. con u, v e U,
por el caso r=2 v iii) se tiene(U,+...+U,-,) ® U,=U, luego

u,=u Y Uttt =0 Lty

r— 11
Entonces por hipétesis de induccidn se tiene u,=u’, i=1, ..., r--1.

Supongamos a partir de aqui que V es espacio vectarial de di-
mension finita y que {U,, ... U,}] C Z (V).

iii}y = 1v) Se razona por induccidon sobre r. Para r=2 tenemos
U, N u,={0}y U,+U,=U. Entonces, por la formuia de las dimen-
siones, dim Y =dim y,+dim ¢/,. Supongamos ahora cierto el resul-
tado para r—1, hemos de probarlo para r. Asi:

dim{(¢,+..+ U,-,)=dimy,+..+dim y, .

y como

(U, +...+U,- ) N U=10},
por {a férmula de las dimensiones

dimyU=dim({,+...+U,- y+dim y,=dim ¢, +... +dim U,.

v} = v) El sistema ¢=(¢,, .... &) es un sistema generador de U
con dim y,+...+dim y,=dim { vectores, luego 2 es base de U.
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v) = vi) Siu, ey~ {0}s=1, .. r ampliamos cada sistema (u,)
a una base g, del subespacio U;. Entonces ¢={(¢,, ..., .} €5 una base
de U por lo que (u,, .... u,}, formado por elementos de ¢ es Li.

vi) = i) Supongamos que v=y,+..+u=u,+...+uy, con
U, Uy e Uy, i=1, .., r. Entonces 0=(u, —u')+... +{u, —u.} y por vi} es
Uy=Usy, o U, =t,. |

Proposicion 2.15, Sistema de proyecciones

Supongamos que V es un espacio vectorial y que V=
=U,®..0U, Para cada i=1, ..., r se define n,:Vav-om(v)leV
de modo que niv}e U,y v=nr,v}+...+r.(v). Entonces n,, ..., n, Son
aplicaciones lineales que verifican:

N #myt+..+r.=idy.
i) mi=m,parai=1, .., ¢
iy m m=0 st 1]

Ademas mn,=U, Al sistema de endomortismos (n,, .., n,) se le
denomina sistema de proyecciones asociado a la descompostcion
en suma directa V=U.@® ... ®U..

Demostracion

Ver gjercicio 3.13. O

Proposiclon 2,16

Supongamos que (n,, ..., ©,) 8s un sistema de endomorfismos de
un espacio vectorial V sobre K que verifica las propiedades i}, ii) y
iiiy de ta proposicidn anterior. Entoncessil, =im xn; se verifica V=
=U,®.. U,y (n, ... n.) es el sistema de proyecciones asociado
a la descomposicion anterior.

Demostracion

Para cada veV, v=id,(v}=7n,(V}+...+n.{v) e U,+... +U,, por
tanto V=U,~..+U,. Como =n,==n2, entonces g5, (u)=u para cada
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v € U,=imn;. Supongamos que u; € U,—1{0} para =1, ... r y tome-
mos s, u,+...+Aiu,=0con 4 elK, 1=1, ..., r. Se verifica que 0

=A,m uy)+...+ A7 (u,) ¥ aplicando ahora =z, se tiene ., 7, (u,)=
=1,u,=0, luego A;=0, y=1, ..., r, as1 pues (u,, .., u,) es . O

El siguiente caso particular tiene interés especial, como vere-
mos en el proximo capftulo:

Definicion 2.17. Proyeccion

Sea n: V——V un endomorfismo. Diremos que & @s una proyec-
cion si se verifica n?=n. A B=imn se le denomna base de la pro-
yeccién y a D=Kerx direccién de la misma.

Proposicién 2.18. Base y direccion de una proyeccion

Sea n:V——V una proyeccién. Entonces V=B@®D, siendo B la
base y D ia direccién de n y (n, id,—n) es el sistema de proyeccio-
nes asociado a dicha descomposicion en suma directa.

Demostracion

Es una comprobacion inmediata que (=, id,—=n) verifica las con-
diciones i} ii) .y iii) de 2.15 y que im{idy—n)=kerx. (J

Ejemplo 2.19.

X4

La aplicacion V,(R) a'( )—»(g‘)e V,(R) es la proyeccion

X2

de base ((é)} y direccién <(?)).

En el siguiente capitulo estudiaremos como todo endomorfismo
de un espacio vectortal da lugar a una descomposicion en suma
directa. Un caso particular sencillo es el siguiente:
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Definicion 2.20. Simetria

Sea ¢ :V——V un endomorfismo de un espacio vectorral V. Di-
remos que ¢ es una simetria st se verifica ¢*=1d,. Al subespacio
B=Ker (c—idy) se le denomina base de la simetria y a
D=Ker (o+1d,) direccion de la misma.

Proposicion 2.21.

Sea o' V——V una simetria del espacio vectorial V sobre el
cuerpo K de caracteristica distinta de dos (es decir: en K es 1+
+1#0). Entonces V=B@D, siendo B Ja base y D ja direccién de o.
Ademas, si n es la proyeccion de base B y direccion D, se tiene
c=2n—I1d,.

Demaostracion

Basta comprobar gue (1/2) (¢ +id) es la proyeccién . En efecto:

(172(c +1d,))2 = (1/4) (¢® + 20 +1d,) = (1/2) (s +id,)

Ker {(c+idy)=Ker (1/2) (c+idy),
con lo que resta verificar que
Ker (o —1d,)=1m{1/2) {c+d):
Si v € Ker{eg—id,) entonces (1/2) (s +1d,)v=v, luego
v e im{1/2) (c+idy).
Reciprocamente, si v e iIm(1/2} (¢ +1d,), existe

we V tal que v=(1/2) {c(w) +w),

ahora bien

c(v}=(1/2) (o*(w)+o(w))=(1/2) (Wt+o(w))=v.
Asi v e Ker (6—1dy). 1
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Corolario 2.22,
Sea o :V——=V una simetria de base B y direccion D. §i

(m m,) es el sisterna de proyecciones asociado a fa descomposi-
cion V=B@D entonces oc=n,—=n,.

Demostracion

Obsérvese que xn, es la proyeccidbn de base B y direccion J,
luego aplicando 218 n,=id,—=n, y por 221 ¢=2x,—1dy=n,—
lidy—rn)y=n,—~7m,. []

Ejempilo 2.23.

La aplicacion V,(R) 3 (i’)-——»( X’) e V,{R) es la simetria de
—X

z 2

base ((3)) y direccion ((?))

3. GEOMETRIA ANALITICA VECTORIAL

£) objetivo del paragrato es la representacion de los elementos
de la geometria de espacios vectoriales de dimensién finita median-
te expresiones matriciales. Este método de representacion aporta

una técnica algebraica para la resoluciéon de problemas geométri-
COS.

Supondremos en adelante que V es un espacic vectonal de di-
mension n sobre un cuerpo K (conmutativo).

Proposicion 3.1.

Sea ¢={e,, ... e,) una base de V. La aplicacién detinigda por:
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x,(v)
x:V3a3yo : e V (K) siendo v=x,{v) e,+..+Xnuv)e,
X (V)

es un rsomorfismo y la apficacion lineal inversa es:

X, X,
g VoK) 2aX= —{e,, ... €4} =egX=xe,+...+X.&,e V.
xn xﬂ
Demaostracion
Basta observar que x transforma la base (e,, .... g,) de V en la

base {/,, .... 1,) de Vv, {K). (I

Definicion 3.2. Sistema de coordenadas

El isomorfismo x:V-V (IK) se denomina sistema de coordena-
das respecto a la base g¢=(e,, ..., e,).

L.a importancia de |la definicion 3.2 estriba en que un sistema de
coordenadas permite el estudio de la geametria vectorial de un es-
pacio vecional vV de dimensién n sobre X mediante el estudio de!
modelo analitico V,(IK). A su vez el estudic de V, (k) se tacilita gra-
cias al calculo matricial.

Proposicion 3.3, Matriz del cambio de base

Sean ¢=(e,, ..., €, y &=(¢e,, .., €, dos bases de V y sea
X: V=V () el sistema de coordenadas respecto a la base ¢. Si lla-
maimaos.

x. (&) ... x,{en)
P=(x{e), ... x{e})= e GL{n)
Xa(€]) ... Xa{eh)
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se verifica ¢ =¢P iLa matriz P se denomina matriz de paso de ¢ a

c.

L.a prueba es una comprobacion inmediata.

Proposicion 3.4, Cambio de coordenadas

Sean e=(e,, ..., &) y & =(€,, ..., o) dos bases de V y P = GL(n)
la matriz del cambio de base: ¢'=¢P Si x y X" VoV (K) son fos
sistemas de coordenadas correspondientes entonces para cada
v e V se tiene x{v) =Px’(v) (ecuaciones del cambio de coordenadas).

Demostracion

Para cada ve V es v=e'x'(v)=¢Px’ (v)=ex{v), por consiguiente
xV)=Px'(v). O

Proposicion 3.5, Matriz de una aplicacion lineal

Sean ¢=(e,, ... &) y & =(e’,, ..., ,) bases respectivas de V y
V', espacios vectoriales sobre K de dimensicnes n y m. Sea
X V'V _(K) el sistema de coordenadas en V' respecto a la base
&. Consideremos una aplicacion lineal 1:V—-V'. Designaremos por
M, (D) fa matriz:

X ffe )y ... X {f(eq)
o (fle ), ..., X'He)) = : ' e FL{m, n)
X'mfle )} .. xalf{e))

Si Hlamamos f{g)=(f(e,), ..., t{e,)) se verifica:

te)=e'M . (t).

A la matriz M _.{f} se le denomina matriz de la aplicacidon lineal
respecto de las bases ¢ y ¢.

La prueba es una sencilla comprobacién.
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Propasicion 3.6, Ecuaciones de una aplicacion lineal

Sean ¢=(e,, ..., e} y £ =(¢&,, ..., €,) bases de los espacios vec-
toriales V y V' respectivamente,

X V——=V () y x' V' — V()

fos sistemas de coordenadas respectivos. Si f:V—=V' es una
aplicacion lineal, entonces para cada veV es

X {{(V)) =M (f)x(v)

fecuaciones de una aplicacion lineal).

Demostracion
Para cada v eV,

Hv) = X' (H{v)) =H(ex(v)} =
=fg)x (V)= M, (Hx(v). O

Observacion 3.7

En las condiciones del resultado 3.6, dado que una matriz
F e FL(m.n) se identifica con una aplicacién lineal de

FL(V, (K}, Va(K)).

el teorema 3.6 se reparafrasea diciendo que el siguiente diagrama
es conmutativo:
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Proposicion 3.8.

Sean ¢.0 bases de V y ¢, §' bases de V' con sistemas de coarde-
nadas

X, y:V—oV (K) ¥y X, ¥ V—V_(K)

respectivamente. Supongamos que ' V—=V' es una aplicacion fi-
neal, P es la matriz de pasc de ¢ a 6 (0=¢P) y P’ es fa matriz de
paso de £ a ¢ (§'=¢P'). Entonces se verifica:

M;s () =P "M (NP

Demostracion
Para cada v e V,

x'(ffv)) =M . (x(v),

aplicando 3.4
N(Fw) =Py (fv)) =M, (N Py(v),
luego y' {(f{v))=P ™ "M, (i Py(v}), con lo cual

Msy (=P "M,..(Hr O

Proposiclon 3.9,

Si ¢, ¢, £ son bases de los espacios vectoriales V, V' y V" res-
pectivamente y 1 :V— V', g1V —— V"’ son homomorfismos, enton-
ces;

M é:.e:"(g : f) = M P (g) Mr.. ‘(f)

Demostracién. Ver ejercicio 3.20
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Proposicion 3.10,

Sea U un subespacic vectorial de dimensién menor ¢ 1gqual a r
de V. Existe una aplicacion tineal t:V (K):——V tal gue imf=1U.

Demostracion

Tomamos {{,, ..., {,) la base candnica de V {K) y (v, ... &,) un
sistema generador de Y. Por el teorema fundamental de homomor-
fismos 1.7, existe -V, (K)— V tal que f(/,)=u, para i=1, ..., r.

Entonces se verifica imf=y. [J

Proposicion 3.11. Ecuaciones parameétricas de un subespacio

Sea (e,, ..., €,} una base de V y x:V——V (K) el sistema de
coordenadas correspondiente. Si U es un subespacio vectorial de V
de dimension menor o igual ar, existe una matriz A € EL (r, n) veri-
ficando:

A, Ay
vel sry sdio st existe]| - | eVAK) tal que Al : | =x{v)

Ay A

Demostracitn

Basta tomar como matrniz A la matriz de la aplicacion lineal
construida en 3.10 respecto a las bases (/,, ..., I} ¥ (e, ..., ,). []

Usualmente las ecuaciones paramétricas de un subespacio U se
escriben en forma de sistema:

X =a,, A, t..ta,, 4,
Xp=8pq/ly totan A,
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Proposicién 3.12

Sea U un subespacio vectorial de V, de dimensién mayor o igual
ar. Ex_r‘sre una aplicacion lineal 1:V——V,_ (K) tal que Ker 1=U.

Demaostracion

Tomamos (e,, ..., e,) una base de {/, la ampliamos a una base
(811 ..o €5, 8544, ..., 8,) de V. Por el teorema fundamental de homo-
morfismos 1.7, existe una aplicacién lineal ' v— v, _,(K) tal que

0

fle)=1 = li=1, .. sy fe)=i_,i=5+1, .. n
0

siendo {{,, .., {,-,) la base canonica de V,_, (K). Claramente
U=Ker f. O

Corolario 3.13. Ecuaciones impiicitas de un subespacio

Sea V un espacio vectorial sobre I de dimension ny e=(e,, ...,
e,) una base de V con x:V——V (K) el sistema de coordenadas
correspondiente. Si U es un subespacio vectonal de V de dimensién
mayor o igual a r, existe una matriz Ac FL{n—r, n) tal que ve U si
y sélo si Ax(v)=0 (ecuaciones implicitas de U). Ademas rgA=n—
—dim U.

Las ecuaciones impiicitas de un subespacio se escriben en tor-
ma de sistema usualmente:

a,x,+t..~a,x,=0
(sltendo d=n--r)
Ay X, t..+ay,x,=0

El paso de ecuaciones implicitas de un subespacio a scuaciones
paramétricas se lleva a cabo mediante la resolucién de un sistema
y en el sentido contrario mediante la eliminacién de parametros,
gque son las dos operaciones fundamentales en algebra lineal.
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3.1,

3.2.

3.2

3.4.°

88
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EJERCICIOS

Estudiar cuales de las siguientes aplicaciones son homo-
morfismos:

X,

)1, Va(R) 5( )-* (x7) e V,(R).

2

i} 7,:R[t sa, t"+...+a°——>(2°>e Vv, (R).

1

. X, +X;
i) £,:V,(2) 9( ’)—» X, € V.l2).

2

X, +x,
w) f,.va(R)a(x’)d x, }ev,a.

X2

Estudiar si la aplicacion f, defimda en ii) del ejercicio ante-
rior es un epimorfismo, un monomorfismo o un isomorfisma.
Realizar el mismo estudio con f,.

Sean las aplicaciones:

fooV,(Q) a(’“)—»(%) e V,(Q) y
X, 2x,

F,0 VL (2Z) Q(X’)—» (2"‘) e V,(Z).
X, 2x,

Probar que f, es un isomorfismo mientras que f, ng lo es.
Sea f: M- M un homomorfismo entre modulos sobre A.
Demostrar:

1. Kerf es un submodulo de M.
2. { es un monomortismo si y s6lo si Ker f={0}.
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3.5."

3.6."

3.7.7

3.8.

39."

3.10.*

391"

Sean M, M’ y M” modulos sobre Ay f- MM, f M - M"
dos homomorfismos. Probar que f' *t: M - M" es un homo-
morfismo. ;Cual es su nucleo?

Pruébese la proposicion 1.11.

Sea V un espacio vectorial sobre K, V#/0}. Probar que la
aplicacion:

GLIVIxVs(f, vi=f(v) eV

es una actuacion fiel. Demostrar que no es transitiva y de-
terminar las érbitas de la actuacion.

Estudiar si las siguientes propiedades para pares de ele-
mentos de V,{R} son propiedades geométricas vectoriales:

1 (();1), (:"))G Vg(lﬁ} verifica la propiedad {a) Si
[ X X’

)t
{\Xé) X

2. (():1)‘ (xf))e V2 {R) verifica ta propiedad (**) si
X? x2

(x1_x‘1)2+(x2_x"2}z:1'

Dado un espacio vectorial V sobre Ig, la actuacién de GL (V)
en V induce una actuacion de GL(V) sobre ¥ (V). Encontrar
un Invariante completo para i{a clasificaciéon de % (V) induci-
da por dicha actuacion.

Dado un espacio vectorial V sobre K. Definir una actuacion
de GL (V) sobre & (V)2 Encontrar un sistema completo de
invariantes para la clasificacion inducida por dicha actua-
cién.

Sea M un modulo sobre A y U un submoduio de M. Bemos-
trar, con las notaciones de la definicion 2.6:
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v.+U, v, +U V. HU, VU e MUY
v,tu=v,+y, v,+U=v,+U

entonces

{v,tv,)+tu=(v,+v,)+U.
2. SileAyv+U=vdUecMU entonces Av+U=Av+U.

3.12. Dado el homomorfismo:

V. (R X N X X, +x, VR
r- I’
s(Rhs | x, x.+x, JEVe

xa
hallar bases de Kerf, V,{(R}/Kerf e imt.
3.13." Probar la proposicion 2.15.

3.14.  Probar la expresion:

R, (1=t DU 1, 24 1)@+, t - 1),

donde R,[t] es el espacio vectorial de los polinomios de
grado infernor o 1gual a cuatro con coeficientes reales. Des-
cribir el sistema de proyecciones inducido por la descompo-
siciébn en suma directa anterior.

3.15. 8ea KK, [t] el espacio vectorial de los polinomios de grado
menor ¢ 1gual a tres con coeficientes en el cuerpo [K. Deter-

minense los sistemas de coordenadas x, x' respecto las
bases:

=1, & 12 )y =11t (1=87% (1—62),

respectivamente. Calcdlense las ecuaciones del cambio de
coordenadas x' = Px.

3.16. Considérense las dos bases de V,(R) siguientes:

e={ly lo fa 1)y €=U, 1t Lo, 1+ ).
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Calculense los sistemas de coordenadas respecto a ¢ v ¢ y
las ecuaciones de cambio de coordenadas.

3.17.  Hallar la matnz, respecto de las bases candnicas, de la
aplicaciéon lineal:

t V(R — vV, (R) que verifica:

={,; f =, f

O O = e
—
e - OO

=l ¥

W

0
0
0
1

3.18. Calcular la matriz de la proyeccion de v, (R} cuya base es
X,+x,+x,+x,=0 (en coordenadas respecto la base canén-
ca) y cuya direccion es la recta {/,>.

3.18. Hallar las matrices del sistema de proyecciones inducido
por la descomposicidon en suma directa:

V4(R)=<Iw !z>®<13>@<‘4>'
respecto la base e=(/,+1,, {,+1,. f,+1,. 1)
3.20.* Sean g ¢, ¢ bases de los espacios vectonales V, V' y V"

respectivamente y f:V-»V’, g: V' > V" dos homomorfis-
mos. Probar que:

Ml:c“ (g ) t)=Mu(g) Mu‘{f)

3.21.* Sean ¢ y ¢ dos bases de los espacios vectoriales V y V"
respectivamente, cuyas dimensiones son g ¥y m. Probar que.
la aplicacion:

Mr.r : F‘L(V’ V’) Bf_)M,tr.’{f) € FL (m- n)

es un 1somorfismo.

1
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3.22.

3.23.

3.24,

3.25.

3.26.
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Demostrar que;
M, EL(V) 3ft=>M N e EL(N)
es un 1somorfismo de algebras.

Dados los subespacios de V (R):

5x,+3x,=0
TIRE ok { X 4x,=0
Clx,=00 Yy XetXe=

X +x,=0

en coordenadas respecto la base canénica de V (k). Calcu-
lar las ecuaciones implicitas y paramétricas de U,+U, y
v, Nu,.

Idem que 3.22 para:

X,+x,=0 X, +x,=0
U, x,+x,=0, U, { x,+x,=0
x,=0 Xotx,+x,4+x,+x,=0

Sea iV, (R) — V,(R) el homomorfismo cuya matriz respecto
las bases canodnicas de V,(R) y de V,(R) es:

NN =
N = O
- O O
A W -

Calculense las ecuaciones implicitas y paramétricas de
la imagen y e{ nocleo de f.

Considérese en V (R) la terna de subespacios, dada por las
siguientes ecuaciones respecto de la base canodnica:

U,ix,+x,=0; U, x,+x,=0; U,.x,+x,+x,=0.

Probar que V,(R)=(U,N U, )@Y, Calcular las matrices de
las proyecciones inducidas por la descomposicién anterior.

Calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas de la ba-
se y la direccién de la proyeccion n: V,(R}—V,(R) respecto
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la base canonica, siendo la matrnz de n respecto a dicha

base:
2 0 1
1 1
-2 0 -1
3.27. jdem que 3.26 para la simetria ¢ - V,(R) — V,(R) cuya matriz
es:
3 2 2
0 1 0
-4 —4 -3
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CAPITULO 11l

CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS EN UN ESPACIO
VECTORIAL



El grupo iineal de un espacio vectorial actua por conjugacion
sobre el algebra de endomorfismos dando lugar a un importante
problema de clasificacion que desde diversos puntos de vista tiene
relevancia en otros muchos campos de la matematica (ecuaciones
diferenciales, sistemas dinamicos, aigebras de Lie... efc.).

informalmente, dos endomorfismos de un espacio vectorial son
lineaimente equivalentes, si se «ven» actuar de la misma forma
desde puntos de vista vectoriales adecuadamente elegidos. Riguro-
samente, esto significa que pueden elegirse sistemas lineales de
coordenadas «adaptados» a uno y otro endomorfismo. de manera
que las ecuacirones de ambos en fos correspondientes sistemas
sean formalmente 1guales. La solucién det problema, pasa por esta-
blecer metodos generales para la obtencién de representaciones
malriciales sencillas de un endomorfismo arbitrario. Estas represen-
taciones que denominamos de Jordan tienen interés por si mismas,
pues hacen transparente la «estructura» del endomortismo, y facili-
tan su manipulacién algebraica, y el estudio de sus propredades
geometricas.
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LECCION 4

APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION
LINEAL DE ENDOMORFISMOS

La jeccion esta dedicada a establecer e! planteamiento general
del problema de clasificacién de endomorfismos en un espacio vec-
torial, y fiiar las direcirices béasicas que permitiran alcanzar mas
adelante su solucion.

§1. EQUIVALENCIA LINEAL Y SEMEJANZA

El grupo GL (V) de un espacio vectorial V actia por conjugacion
sobre el algebra de endomorfismos EL (V) de la torma:

GLIVIXEL{(V)alg. H—>g g "eEL(V)
ya que id-f-id ‘=t y
(@-h-f (g -h"'=ghth g,

para todo g, h e GL(V) y todo fe EL(V).

Esta actuacion da lugar a una relacién de equivalencia que pa-
samos ahora a describir explicitamente.

V denotara en este epigrafe a un espacio vectorial de dimensién
finita n sobre el cuerpo X.
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Definicion 1.1,

Dos endomorfismos t y f' del espacio vectorial V se dicen lineal-
mente equivalentes, s/ existe g transformaciéon lineal en V tal que:

La relacion de equivalencia lineal inducida en el &lgebra EL(V )=
=EL(n) (matrices cuadradas de orden n) la denominamos relacion
de semejanza y puede definirse asi:

Definicion 1.2

Dos matrices A y A" de EL(n) se dicen semejantes, si existe una
matriz P = GL{n) tal que:

A =P~ AP

l.a relacion entre semejanza de matrices y equivalencia lineal de
endomorfismos, puede establecerse a través de l0s sistemas linea-
les de coordenadas.

Proposicién 1.3,

Sea ¢ una base del espacio vectorial V. Dos endomorfismos f,
1" € EL (V) son fineaimente equivalentes, sr y 56lo st sus represemnta-
ciones matrictales M,(f) y M (') son semejantes.

Demaostracion

Sea A=M_f), A'=M(f'}. Si son semejantes, existe P e GL(n)
con

A=P AP
TJomando g € GL{V) con M, (g)=P . se concluye que:
Mlg-f - g" ) =M.(g) M} M g™ "} =P TAP=A"=M(f")
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y por tanto,

g f-g "=f
El reciproco se prueba de forma analoga. [J

Por otra parte, el coniunto de representaciones matriciales de
un mismo endomorfismo, constituye una clase de semeianza.

Proposicion 1.4,

Sea t endomorfismo de V y A, A’ ¢ EL(n).

iy Si Ay A son representaciones matriciales de f, entonces
son semejanies.

ify S8i A es representacion matricial de f, y A’ es semeijante a A,
entonces A’ es también representacion matricial de t.

Demostracion

i} Sean ¢y ¢ bases de V y P e GL(n) la matriz de! cambio de
base:

g=¢P
Si MAf)=A, ¥y M.(f)=A', se tiene:
fle)=F(eP)=f(s) P—cAP=(P "AP)=r A

Se concluye asi que A" =P~ AP

{iy Supéngase A=M (f), y A'=P 'AP para cierto P ¢ GL(n}. Se
tiene entonces que M, (f)— A" para ¢ =¢P. [

Finalmente se tiene:

" Proposicion 1.5.

Sea s base de V, t y T endomorfismos. Son equivalentes fas si-
guientes afirmaciones:
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iy 1 es linealmente equivaiente a 1.
if) Existe ¢ base de V tal que M. {f)=M ().

itfy Existe ¢ base de V tai que M (t) es semerante a M (')

Demostracion

Supongase A=M_(f), es decir f(c)=cA.
i} - i) Sea f'=gfg ' para cierio g € GL(V). Tomando ¢ —g(¢)
se tiene:

&) =t{gle) =gl =gleA)=gle) A=C A

y por tanto M (f')=A.
i) = iil} Es trivial.

iii} = i) Supongase que M, (f')=A" es semejante a A-=M.(f).
Por la proposicién anterior, es M, (f') semeiante a A", y por la pro-
piedad transitiva M _(f} es semejante a M, (f). Nuevamente por 1.3
se concluye que f es linealmente equivalente a f. U

Ejemplo 1.6.

Sea n-V »V una proyeccién con base U/ y direccion W {(véase
L.3, 2.18). Tomandoc una base adaptada a !a descomposicion V=
={ @ W, de la forma:

e=(y v B,y B))
con: (e, ..., &) base de U,
{14 ... €,) base de W.
La matriz de ¢ respecto a ¢ es:
t, O ,
J= o donde {, denota la matriz (dentidad de orden r.

0

Por la proposicién anterior se concluye que fiiado r, todas las pro-
yecciones vectoriales de V con base r-dimensional, son linealmente
equivalentes.
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El siguiente resultado, cuya demostracion ya es inmediata, resu-
me en cierta torma la 1dea general de este epigrate,

Corolario 1.7,

Fijado el espacio vectorial V, existe una biyeccién canonica M
entre los espacfos de orbitas EL (V)/GL (V) y EL(n)/GL(n) que hace
conmutativo el diagrama

EL {V) L EL (n)

EL (V)/GL (V) _MLs EL (n)/GL (n)

Para ftoda base ¢ de V. Las flechas verticales, indican las proyeccio-
nes canonicas (que hacen corresponder a cada elemento su orbita).

§2. SISTEMAS DE INVARIANTES

Llamaremos invariante {ineal {(en EL (V)) a un invariante para la
clasificacién lineal de endomorfismos del espacia vectorial V, es
decir, a una aplicacion

p . EL(V)— X (X conjunto)
tal que se verifique la implicacién:
f linealmente equivalente a f = p{f)=p(f’).

Los invariantes lineales en £L{n) se denominaran invariantes de
semejanza.

Los invariantes lineales y los de semejanza se relacionan a tra-
vés de la aplicacion canonica M definida en 1.7:
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Proposicion 2.1,

Sea p:EL(n) - X un invariante de semejanza. Fijada la base ¢
de V, la aplicacion

p i EL(V) 3 f-p(M, () e X (2.1.1)

no depende de fa base g, y define un varianie lineal.

Reciprocamente, st p' es un invariante lineal, puede consltruirse
un unico p invariante de semejanza, relacionado con p' por (2.1.1)
respecto a cualquier base ¢.

{(Usualmente se denotan por el mismo nombre al invarniante de
semejanza p y al lineal p° cuando estan relacionados por (2.1.1)).

Demostracion
La aplicacién p' . EL(V) — X definida en (2.1.1) no depende de la

base g yva que por 1.4 i) M_.(f) es semejante a M (f} para cualquer
otra base ¢, y por ser p Invariante de semejanza:

Ademas, siI f y f son linealmente equivalentes, por 1.3 M {f) v M.({)
son semejantes, y p'(f)=p (M (f))=p (M) =p'(f').

La obtencion de p a partir de p’, se hate de torma analoga.[]

Ejemplos 2.2. Algunos invariantes

1. La aplicacion determinante, det: £t (n}: — K es Invariante
de semejanza:

Si AeEL{n)y A=P™ *AP. con P e GL (n) entonces:
det A'~det{(P™ ') det A detP=(detP)” i det A det P=det A
El invanante lineal inducido en EL (V) se denota también por:
det: EL(V) = KK
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y viene defimido por la formula, det f —det A, para cualquier repre-
sentacién matricial A de f.

2. 8e denomina rango de un endomorfismo fe EL{V) a la di-
mensién del subespacio imagen imf. Probemos que la aplicacion:

rg  EL(V)2f=dim{imf)e {0, 1, 2, .., n}
es invariante lineal.
En etecto, si fe EL(V), y £ =g -t g ' entonces g(imf)=im¥

ya que g{fiv))=f"(g(v)) para v e V. Por ser g transtormacién lineal
conserva la dimensién, y se tiene:

rg f=dim (im f)=dim (g (im {)) =dim(im ') =rg t’

La aplicacion rango rg : EL(n) — {0, 1, ..., n} Inducida es el invarian-
te lineal de semelanza definido por el rango usual de una matriz
{nomero maximo de filas o columnas que constituyen un sistema
linealmente independiente).

3. De forma mas general, fijado 4 < K, la aplicacion:

rg; EL(VY 3 t-rg(f—Aiid) e {0, 1, ..., n}

es un invariante lineal, ya que si feEL(V) y f'=g-f g " para
g € GL (V). entonces:

g-{i—iid} g =g fg '—Aid=f—4Aid
y por ¢l elemplo 2 es rg(f—Aiid)=rg{f’ —iid).
En particular, el invanante:
n—rg,.EL(V) 3f->n-rg({f—id}e {0, 1, .., n}

indica la dimensién del subespacio de vectores fijos de un endo-
morfismo.

Para que dos endomorfismos f, f' € EL (V) no sean linealmente
equivalentes, es suficiente con que exista un invariante lineal que
tome distinto valor sobre fy . Veamos un eiemplo.
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Ejempilo 2.3,

Las matrices reales A, B, C, D de £t {2) que a continuacioén se
indican, determinan clases distintas de semejanza.

-2 0 20 1 0 2 0
(3 %)= el LG Y
En efecto, comparando determinantes se ve que:

d=det A=detB #-4=detC=detD

Por tanto A no es semejante a C o D. Analogamente B,

Por otra parte:
rg,(Al=rglA+20=122=rg(B+2)=rg,(B)

y €n consecuencia, A no es semelante a B.
De forma analoga se ve que C no es semejante a D.

Definamos el siguiente concepto general relativo a a actuacion
de grupos sobre conjuntos:

Definicién 2.4. Clase invariante

Un subconjunto ne vacio ) de EL{V) se denomina clase mnva-
riante si verifica:

feQ, y flinealmente equivalente a f =f ¢ Q

Observaciones 2.5,

1. Si Q es una clase invanante de endomorfismos, el grupo fi-
neal GL (V) actua por restriccidn:

GLV)xQ3a(g flmg T-g e}
Esta actuacion induce en Q una relacion de equivalencia que es
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Jjustamente la de equivalencia lineal de endomorfismos, es decir,

para todo fe Q la arbita de t+ en Q coincide con la orbita de f en
EL (V).

2. Si p:EL{V)— X es un invaniante {suprayectivo}, entonces pa-
ra cada Y C X, es p~ '(Y) una clase invariante.

En particular, la familia {p~ '(x) : x € X} constituye una particién
de EL (V) en clases invariantes.

Ejemplo 2.6.

La familia de endomorfismos:

M={neEL(V):n?=n}
€S una clase Invariante, ya que:
Sinell,y =g 'n-g " para cierto g « GL (V), entonces:
wi=lg-m g g -n-g =g g =g g ‘=n
Coma sabemos por 2.18 de la leccidon 3, cada n « I1 es una proyec-
cion de base mmn, y direccidon ker . El ejemplo 1.6 muestra enton-
ces que:

sint, ell.niin eg-a x sy soélo st rgn=rgn’

Se dice por estc que rg: 1 — {0, 1, ..., n} es un nvariante completo
para la clasificacion de proyecciones.

Establecemos la siguiente definicion general:

Definicion 2.7,

Sea Q una cfase invariante de EL(V), y {p,, ..., p,} una coleccién
de invariantes lineales.

Se dice que {p,, ..., p.} es un sistema completo de invariantes
para Q si se verifica:

f, ' e Q. pilf)=p(f) para 1=1, ..., r=1 linealmente equivalente a t
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Recuérdese que la implicacién reciproca (<) es automatica por ser
fas p, invariantes lineales.

Nota 2.8. Directrices para la solucion del problema

Resoclver el problema de clasificacion de endomorfismos para
una clase invariante Q de EL (V) significa esencialimente conseguir
los dos obietivos siguientes:

i) Establecer criterios que permitan decidir en l|a practica
cuando dos endomorfismos de ) son linealmente equivaientes.

ii) Dar una descripcion explicita del espacio de orbitas
Q/GL (V).

Noétese que estos objetivos se han alcanzado en el ejemplo 2.6
(ver también 1.6) sobre la clase nvariante Q—=]] de las proyeccio-
nes, ¥y se han seguido los siguientes pasos: '

a} Encontrar representaciones matriciales sencillas para los
endomorfismos de (3, y obtener asi una coleccién bien definida de
matrices reducidas que denominamos matrices de Jordan.

En el caso Q=T1, las matrices de Jordan son {J,:r=0, 1, ..., n}

donde:
I 0
J=17
G o)

b) Dar un criterio practico para reconocer cuando dos matrices
de Jordan son semejantes.

Para =TI, el critenio es trivial:
J, es semejante a J,=rg(J)=r=s=rg{J,)

c) Establecer reglas que permitan obtener a partir de un endo-
morfismo f € O una representacion reducida de Jordan {dos endo-
morfismos con representaciones de Jordan semejantes serian (por
1.5) linealmente equivalentes).

En particular, esto podria conseguirse a partir de los valores
que f tome sobre un sistema completo de invarnantes.
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Cuando Q=1I el criterio es claro, st w e I, y rg{n)=r, su repre-
sentacion reducida es J,.

La solucién que en este capitulo se dara al problema global de
clasificacion lineal de endomorfismos, pasa por establecer una parti-
cién previa de EL (V) en clases invariantes Q {por el procedimiento
Indicado en 2.5), y definir sistemas finitos y completos de invarian-
tes (del tipo de los descritos en 2.2) sobre cada clase Q.

‘§3. RECTAS INVARIANTES. POLINOMIO CARACTERISTICO

Fijado en endomorfismo f del espacio vectorial Vv, un subespacio
U de v se dice invariante (por f), si f(U) C U.

La aplicacién f,. U 5 u —» f{u) € Y es un endomorfismo del espa-
cio vectorial U, que denominamos restriccién de f a U.

La determinacion de subespacios invariantes tiene interés con
vistas a la obtencidn de representaciones matriciales sencillas para
el endomorfismo. En etecto, tomando una base (v, ..., u,) del sub-
espacio invariante U, y completandola a una base de V e={u,,
U, W, ..., wg, 1a matnz de f respecto a ¢ serd de la forma:

M,.(r)=(g g)

donde A es la representacion matricial de f respecto a {u,, ---, u,)-

Si ademas W=(w,, .., w,> es también invariante, entonces
M.{f} es una matriz diagonal por bloques de la forma:

0
M, (n=(’3 B)

En este epigrafe estableceremos una técnica para la determinacion
de rectas invariantes de un endomorfismo arbitrario.

Una recta vectorial R=(v) de V es invariante por f si y sélo si
I{v)=/4v para cierto escalar i. Se tiene asi la siguiente definicidn:
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Definicion 3,1. Autovalores y autovectores

Un escalar 4 e K se denomina autovalor del endomortismo 1 de
V, s1 existe v e V—{0} tal que:

f{v)=4iv

Se dice entonces que v es autovector ascciadoe al autovalor +.

E! subespacio V(A)=1{veV:f(v)=av}=Ker(f—1id) constituido
por los autovectores asociados a A (y el vector nulo)., se denomina
autoespacio def autovalor /.

La siguiente proposicion propcorciona ya un metodo efectivo para
la determinaciéon de autovalores:

Proposicion 3.2.

Sea A una representacién matricial del endomorfismo 1 de V, y
A e K. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i} /L es autovalor de f.
) ker{lid—1)# {0}

iify det(Aid—1f)=0.

w)  det(il-A)=0.

i

—_

Demostracion

Las equivalencias i) <« ii) <« iii} son elementales. iii) <« iv)
es consecuencia de ser A—./id una representacion matricial de
f_)ujd- D

Los autovalores de f son pues las raices de cierto polinomio que
describimos a continuacion.

Definiciéon 3.3. Polinomio caracteristico

Sea A=(a;) una malriz cuadrada de orden n. Se denomina poli-
nomio caracteristico de A al polinomio monico de grado n.

108



APROXIMACION AL PROBLEMA DE CLASIFICACION LINEAL DE ENDOMORFISMOS IV/13

t_an T8y, .- T Ay,
—a,, t—a,, .. —a,,
¥ a(t) =det (tl — A) = det e 2 ?
--a, —a, ..t—a,,

Proposicion 3.4,

La aplicacién y:EL(n)3 A=y, (1) e K[t] es un invariante de
semejanza, es decir, st A, A" e EL(n) son semejantes, entonces
ZA(U:ZA‘ (t)

Demoslracion
Sea P e GL(n) tal que A'=P~ ' A P. Para todo A ¢ K se verifica:
A —=AM=P "A— AP
Por ser det: EL{n)—K invariante de semejanza, se concluye que:
1all)=det (A — Af) =det (A — A =y4(4)
En consecuencia, los polinomios x, (t) y yxt) coinciden. Teniendo

en cuenta 2.1 y la equivalencia i)« iv) de 3.2 se tiene:

Corolario 3.5,

Sea 1 endomorfismo de V:

a) El polinomio yt)=yalt) es independiente de la representa-
cidn matricial A de t, y se denomina polinomio caracteristico
de 1.

b) Las raices de y(t) son justamente los autovalores de f.

c) La aplicacion y:EL{V) 3f—y, (t) e K1) es un invariante li-
neal.
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Ejemplo 3.6.

Determinemos las rectas invariantes, del endomorfismo f de V
que respecto a la base ¢={e,, e,, e,) tiene por matriz:

>

(l
- - O
—_ O -
O - —

Los autovalores son las raices del polinomio:

t —1 1
Yy () —det] —1 fo=1 ) =({t=2)(t+1)?
-1 —1 $

Calculemos ahora las ecuaciones de |0s autoespacios de .=2y
A =-1 en las coordenadas (x} de la base &

@i-A) [ x, =

3

oo o

son las ecuaciones de V(2) de las cuales sélo hay dos independien-

tes: 2X, =X =X, =0 .
=X, +2x,~x,=0{

Asi pues V(2) es una recta invariante generada por el vector

1
es decir y~e,+e,+e, (1.6.1)

De forma analoga se ve que V(— 1) tiene por ecuaciones: x,+X,+
+x,=0, ¥y es por tanto un plano vectonal. Son también Invariantes

por tanto, todas las rectas contenidas aqui.

Obsérvese que en este caso es V=V (2)PV(—1)}, y es posible
construir una base respecto a la cual la matriz de f es diagonal. En

etecto, tomando:
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1 0
u,—¢l =1 Ju,—¢| —1 )jbase de V(—1), y u, el vector de (1.6.1)
0 1

la matriz de r respecto a (v, u,. u,) €s

2 0 0
J={ ¢ -1 0
0 0 1

Las matrices J y A son semejantes. Concretamente, tomando P
la matriz (de cambio de base) gue tiene por columnas las coordena-
das de (u,, u,, u,) respecto a &

1 1 0
P=f 1 —1 —1 se tiene J=P ' AP
1 0 1
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EJERCICIOS

NOTA: Se supone fijado un espacio vectorial vV con dimensiéon n
#0, sobre un cuerpo K.

41. Fijado r=0,1,2, .., ¥ 4 e K probar que la aplicacion:
rgEL(VY st —rg [(f—4id)Ve {0, 1, ... n}

es$s un invariante lineal.

4.2. Demostrar que n={f ¢ EL{V):f2?=id} es una clase Invarian-
te. Resolver el problema de clasificacion lineal de |os endo-
morfismes de .

4.3. Estudiar $1 las matrices:

—2 -3 -2 -2 -2 -3
A=l 3 4 2) B={ 4 3 4
o 0 1 11 2

son semejantes.

4.4. Sea A=(a,;) € EL(n). Probar que se verifica:
Xa)=1—(tr Ayt "t . +(—1)"det A
Donde yx, es el polinomio caracteristico, y tr A=a,, +...
+a,,. Concluir que la traza es un invariante lineal.
4.5. Demostrar que s dim V=2 se verifica la dentidad:
xN=F2—(rHf+(detf) 1d=0
para todo endomorfismo f de V.
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46.* Sea c=(e,, €,, €,) base de V, f y f' dos endomorfismos de
V con matrices respectivas respecto a ¢

4 3 1 13 1
A= -8 -7 -4]| A= 0 -4 -3
6 6 5 0 6 5

Probar que fy f son linealmente equivalentes, y encon-
trar una transformacion lineal g tal que f'=g-f-g~ "

4.7. Sea f endomorfismo de V. Demostrar la equivalencia entre
las siguientes afirmaciones:

i) fes homotecia vectonial, e. d., f=Jid, / € K.
ii) fdeja invariantes todos los subespacios vectoriales de V.

iii) Todas las rectas vectonales de V son invariantes por f.

48.* 8Se llama centro Z del grupo lineal GL(V}, al coniunto de
transformacioones lineales A de V tales que:

hg=gh para todo g = GL(V)

Demostrar que Z es un subgrupo de Gt (V) que coincide con
el de homotecias vectoriales, es decir:

Z={21d:41eK)}

49." Demostrar que si A,, ..., 4, son autovalores distintos del en-
domorfismo f, v V{4,) denotan los correspondientes autoes-
pacios, entonces la suma:

U=V(A)+...+V(4,)

es directa.
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4.10.* Un endomorfismo f de V se dice diagonizable, s1 admite una
representacion matricial diagonal de la forma:

)I.n
Probar que f es diagonizable si y sélo si el espacio V se

descompone en la suma (directa) de los autoespacios de f.

411, SidimV=3, y f es un endaomorfismo de V con matnz res-
pecto a la base ¢

-4 -3 -3
miH=f 0 -1 0
6 6 5

Demostrar que f es diagonalizable, y determinar la base
que lo diagonaliza.

4.12." Para un endomorfismo f de V, demostrar la equivalencia en-
tre las siguientes afirmaciones:

i} f es diagonalizable.
iiy x. (1) se descompone en factores lineales de la forma:

LM =({t—A)" .. (t—4,)" con n. 21, 4, #4;, para (#f
Ademads, dim Ker(f—4,id)=n, para i=1, .., 1.

4.13.* Estudiar cudles de las siguientes matrices A son diagonali-

zables:

-3 -3 =2 5 0 3

A= 8 7 4 B= Q0 2 0

-4 -3 -1 -6 0 —4
-1 -1 0 0 3 0 2 5
c 3 4 8 0 1 0 0
B o 1 -1 0 P=l -4 ¢ -3 -4
0 0 0 —1 0 0 0 -2
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4.14.

4.15.*

4.16."

4.17.

Determinar cuando asi sea una matriz diagonal J semejan-
te, y una matriz de paso, tal que J=P AP

Probar que el polinomio caracteristico determina un inva-

riante completo para la clase (invanante) de los endomorfis-
mes diagonalizables,

Si V es un plano vectorial real, y f es un endomorfismo de
V, probar que existe una base {u, v) de V respecto a la cual
la matriz de f es de alguno de los siguientes tipos:

A0 ‘A 0 o -

OG0 G Y v

0 u 1 4 ] o
Se denominan a estas matrices, matrices de Jordan de or-
den 2.

Resolver el probiema de clasificacion lineal de endomorfis-
mos en un plano vectorial real o complejo.

En el plano vectorial real V se dan los endomorfismos que
tienen por matriz (respectc a una base ¢ de V):

-3 -1 -2 —6 -2 -1 -10 —18
4 1 2 5 1 0 6 11
Determinar para cada una de ellas una representacion de
Jordan, y una base que de lugar a dicha representacion.
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LECCION 5

POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE
DESCOMPOSICION

Para encontrar representaciones matnciales sencillas de un en-
domorfismo f, interesa buscar técnicas que controlen la posible des-
composicion de ¥V en suma directa de subespacios invariantes. Ei
establecimiento de este tipo de técnicas requiere de algunos preli-
minares algebraicos en los que intervienen algunas conceptos y re-
sultados elementales relativos al anillo de polinomios en una vana-
ble, que utilizaremos libremente. El| |lector no tamiliarizado con este
tema puede consultar el apéndice |.

En 1o que sigue, se supondra fijada una pareia (v, f) donde co-
mo es ya habitual, V denotara a un espacio vectorial de dimension
finita n, sobre un cuerpo I, y f un endomorfismo de V.

§ 1. ESTRUCTURA DE MODULO INDUCIDA POR
UN ENDOMORFISMO

El endomorfismo f induce en el grupo abeliano (V, +) del espa-
clo vectorial una estructura ax modulo sobre el anillo K [t] de poli-
nomios.

El estudio algebraico de este modulo proporciona como vere-
mos, toda la informacién geométrica acerca del endomorfismo f. La
construccion de! modulo exige alguna elaboracion previa.

Si p()=a,t"+...ta,t+a, €5 un polinomio de K [t], y f €5 un
endomorfismo de V, la estructura natural de algebra para EL({V)

117



Vi2 POLINOMIO MINIMO. PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION -

permite calcuiar el «valor» del polinomio ¢ ()=a,t"+...+a,t+a, €
K [t] para t=F, de la forma:

elf)=a,f"+...+a,f+a,id

y el resultado ¢ (f) es un nuevo endomorfismo. Establezcamos algu-
nas reglas de calculo.

Proposicion 1.1.

La aplicacion
K [t] 2 ¢ — @ (f) e EL{V)

es un homomortismo de algebras. Es decir, para todo ¢, y e K[t]
se verifica:

iy o+y) =)+
iy (ey)B=p ) 6

Demostracion

La propiedad i} es evidente. Para probar ii), es suficiente hacer-
lo cuando el polinomio v (f) es de |la forma:

Y=t para k=0, 1, ..

Supéngase ¢ (f)=a,t™+..+a,t+a,, entonces:

Ei sigwente resuitado es ya inmediato.

Corolario 1.2: Madulo V,

La aplicacion
KIIxV 3(p V) —ov=epl) (vJeV (1.2.1)

118



POLINOMIO MINIMO, PRIMER TEOREMA DE DESCOMPOSICION Vi3
define una estructura de modulc sobre K(t1 para ef grupo abeliano
(V, t). Es decir, para todo u, v eV y todo @, ¥ € K [t] se verifica:

1) ou+v)=qputopv
2) (p+ylv=qv+yv
3) loylv=0lyv)

4) 1v=v

Se denota a este modulo por V..

Observaciones 1.3.

1. Al restringir el producto {(1.2.1) a los elementos de K {polino-
mics de grado cero) se obtiene el producto usual de escalares por
vectores.

2. Comeo consecuencia de lo anterior, todo submédulo de v, es
subespacio vectorial. Ademas, si (v,, ..., v,} es un sistema de V el
subespacio vectorial {v,, ..., v,> generado por el sistema en V esta
contenido en el submodulo (v, ..., v,>, generado por el sistema en
V,, ya que para 4,, ..., 4, ¢ K se tiene:

Vit A, =0 vt T,y

donde ¢,{t) es el polinomio constante 4,.

Proposicion 1.4: Submoduios de V,

Un subconiunto no vacio U de V es submddulo de V, (y escribi-
mos, U<V)) s/ y sélo si U es subsspacio invariante (por f) de V.

En particular, la familia ¥ (V) de subespacios invariantes por f
constituye un subreticulo del reticuto & (V) de subespacios vectoria-
les.

Demostracion

Si U< V,, en particular tu=Ff(u) € U/ para todo v e U, y U es inva-
riante,

Reciprocamente, supongase { subespacio invanante de V. Tene-
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mos que probar que para todo pelinomio ¢ y todo vector u e {J se
tiene pu € U, pero ésto equivale a decir que {J es subespacio vecto-
nal invariante por ¢ endomorfismo ¢ (f). La demostracién de éste
hecho es consecuencia inmediata de las siguientes observaciones:

1. Si ¢ es invariante por los endomorfismos f y A, también lo
es por f+h y t h, y Af para todo /e K.

2. U es invariante por la aplicacion identidad.

De esta torma, como Y es por hipbtesis invariante por f, lo es

por cualquier potencia f* de f (k=0, 1, ...) ¥ cualquier combinacion
lineal de ellas.

La altima afirmacién de 1.4 es consecuencia de que la suma de
subespacios, s010 depende del grupe (V, +) comdn a las estructu-
ras de modulo y espacio vectonal.[]

Observacion 1.5.

Si U es subespacio invariante por f y f, e £L (U) es el endomor-
fismo restrniccion, entonces para todo polinomio ¢ c K [t] se verifi-
ca:

pli)=0p(f),
En consecuencia, la estructura de modulo sobre K [t] inducida

en (U, +} por f,coincide con Ja Inducida en U/ como submodulo de
V{-

Ejemplo 1.6.

Considérese en V=V, (IK) el endomorfismo:

1 0
Arva{f)—s Mev.
X, 1 1) \x,
Calculemos el reticulo de submédulos de v,. Para ello vamos a

analizar previamente como «funciona» en este caso el producto de
polinomios por vectores:
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Notese en primer lugar, que se verifica la identidad:
(A—1?=0. y por tanto, s ¢{t)=(t—1}2 se tiene ¢ (A)=0.

Asi, para todo v € V se tiene ¢v=0. En consecuencia, si ¢ € K [t]

€s un polinomio cualquiera, aplicande el algoritmo de division por
¢ se tiene que:

o=d¢g+p siendo q, pe K [t] y grip) {2 s1 p+#0. Por tanto:

ev={¢q+plv=q(¢v}+pv=pv

y vi=lov-pe Kt]j={(et+Bv o fe K| Si v:(v‘) se tiene:

Va

_{HB 0 N avat By,
t_atw)v—(a“ﬁ“"-( % a+3)(vz)"(a(v&vz)wva)"

v, v,
L“(v,+v2)+ﬁ (vz)

de aqui se deduce inmediatamente que:
— Si v,=0 entonces (v}, =(v)

-~ 8i v,#0 entonces (v}, =V

En consecuencia los unicos submodulos de V, (es decir, subes-
pacio