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INTRODUCCION

Una forma de volumen eobre una varledad diferenoiable M, da 
lugar a un operador dlvergencla deflnldo por la Igualdad:

3 (dly^ I) , para cada I é ̂  (M).

SI D es un operador que aplloa if (H) en que condlclones
se verlflca la Igualdad D = dlVĵ  para alguna forma de volumen S2, 
deflnlda sobre U?*
Del andllsls de esta cuestlôn, ha surgldo la teorla de operadores 
dlvergencla expuesta en el capltulo I, que rebasa ampllamente los 
limites del objetlvo Inlclalmente planteado; Los resultados funda
mental es y las tecnlcas de trabajo desarrolladas eon utlllzados 
poster1ormente (en el capltulo II) para la resoluolôn de algunos 
problemas relaclonados con la teorla de conexlones llneales y la 
teorla de Sprays, que mas adelante detallaremos.
La secclôn 1 (Cap.I) debe conslderarse Introduotorla; En ella se 
flja la terminologie, y se detallan algunas propledades destaoables 
del operador dlvergencla asoclado a una forma de volumen, flnallzando 
oon una descrlpol6n geométrica de la actuaclén de este tlpo de opera- 
dores sobre los campos vectoriales, y que de alguna manera nos ha 
sugefldo la cuestlôn a la que antes haclamos referenda.
Se establece tamblén el concepto de densldad, que "sustltuye” en 
varledades no orientables al de forma de volumen.
La secclôn 2 esté consagrada al estudlo de clertos operadores "tlpo 
dlvergencla" que localmente proceden de una forma de volumen (diefl̂
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nloiôn 2.1.1). En una primera parte se prueba (proposiciôn 2.4.1) 
que este tlpo de operadores vlenen caracterlzados por très de las 
propledades globales del operador dlvergencla usual expuestas en la 
secclôn precedents. Estas propledades se hablan utlllzado prevla- 
mente para définir el operador dlvergencla abstraoto (définiclôn 
2.1.2), por lo que ambos conceptos resultan ser équivalentes, adop- 
téndose flnalmente el nombre de operador dlvergencla para designer 
este tlpo de operadores y reservando el nombre de operador dlvergene 
cia trivial, para aquellos que se obtlenen a travée de una densldad 
(vease proposiciôn 2.2.1).
El hecho de que un operador dlvergencla determine locàlmente una 
forma de volumen salvo constantes multiplicatives no nulas (propo- 
slclôn 2.4.4). motiva la définiolôn 2.5.1 de transporte paralelo de 
formas de volumen a lo largo de una curva continua respecto a un 
operador dlvergencla, tema al que hemos dedlcado los parégrafos 5 y 
6, establecléndose en este dltlmo condlclones topolôglcas sobre la 
varledad H, neoesarlas y suflclentes para que todo operador dlver- 
genola deflnldo sobre ella sea un operador dlvergencla trivial 
(teoréma 2.6.10),
For otra parte todos los operadores dlvergencla se pueden obtener 
de une dado ahadléndole 1-formas cerradas (proposiciôn 2.2.2),lo 
cual permits asoclar a cada operador dlvergencla dlv una dnlca forma 
Wg,para cada secclôn local S del flbrado de bases L(M) de manera que 
se verlflque la condlclôn dlv = dlVg + Wg en el domlnlo de S, slendo

dlVg la dlvergencla respecte a la forma de volumen canonlcamente aso-

olada a la secclôn (2,3.3) •
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En el parégrafo 3 de la secclôn 3 (proposiciôn 3.3*1) se asocla a 
cada operador dlvergencla dlv, clerta 1—forma w deflnlda sobre L(H), 
R-lnvarlante y cerrada, que verifies Wg = S*w para toda secclôn 
local S, quedando w unlvocamente determlnada por la condlclôn ante

rior.
Los parégrafos 1 y 2 de esta mlsma secclôn estén dedlcados al estùdlo 
de las 1-formas R-lnvarlantes y vertdôalmente cerradas en L(M), y 

en particular al de 1-formas R-lnvarlantes y cerradas, y de olerto 
tlpo de formas que hemos denomlnado unltarlas. La justlflcaclôn de 
este estudlo se encuentra en las proposlclones 3*3.1 y 3*3*3 en 
donde se caraoterlzan complètemente las 1-formas en L(M) que pro
ceden de un operador dlvergencla, resultando ser estas las 1-formas 
unltarlas y cerradas, Por otra parte en el parégrafo 4 (proposlclo
nes 3.4.1 y 3.4.4) se demuestra que la condlclôn neoesarla y sufl- 
clente para que una forma unltarla y cerrada dé lugar a un operador 
dlvergencla trivial, es que sea exacts,
Flnalmente en la secclôn 4 se hace un estudlo paralelo al reallzado 
con el operador dlvergencla, de un operador més general, que hemos 
denomlnado operador pseudo-dlvergencla (deflniclôn 4.4.1) y que se 
corresponde con las formas unltarlas de L(M), por medlo de la mlsma 
régla que establece la correspondencla entre operadores dlvergencla 
y las formas unltarlas y cerradas (proposlclones 4*3.1 y 4.3*2 ), 
Dlcho operador viens caracterlzado por las dos primeras propledades 
que deflnen el operador dlvergencla; En térmlnos générales la pérdlda 
de la tercera propledad équivale a la pérdlda del caracter cerrado 
de las formas relaclonadas con el operador, y en consecuencla deja
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de ser localmente un operador dlvergencla usual. Sln embargo las dos 
propledades que lo caractrlzan son aùn lo suflclentemente fuertes co- 
mo para permltlr generallzar gran parte délias cuestlones tratadas 
en las dos secclones precedentes, perdlendose , esocsl , una buena 
parte del oontenldo geom&trloo-lntultlvo .
El capitule II se Inlcla con una secclôn preellmlnar que tlene carac
ter Introductôrlo, en donde se flja la terminologie j se enunclan los 
resultados que seràn usados en las secclones slgulentes .
La secclôn 2 (cap. II) està dedlcada al estudlo de las conexlones 
llneales P  que conservan local ô globalmente , una forma de volumen 
por transporte paralelo (deflniclôn 2.1,1) t SI (ŵ ) son las proyec
clones verticales de r* , la forma unltarla,w=w^+ ...+w^ (que he- 
moB denomlnado traza de la conexlôn) , da lugar a un operador pseudo- 
dl vergencla que transporta formas de volumen de la mlsma manera que 
r* (teorema 2.2.2) • Esto permits caracterlzar este tlpo de conexlo
nes , a travôs de la traza (en el teorema 2.2.4) utlllzando los teo- 
remas 4.3*3 y 3*4*5 (cap. I) ,
Por otra parte , en el parégrafo 2, y restrlnglendonos al caso de 
conexlones slmétrlcas, se relaclona la prpledad de slmetrla del ten
sor de Ricci , con las caraoterlzaclones anterlores.(teorema 2.3*4). 
Hemos denomlnado sprays équivalantes a aquellos que poseen las mls- 
mas curvas Intégrales sobre la varledad M, salvo camblos de parame- 
trlzaclôn (deflniclôn 3*1*1) . En el paràgrafo 1 (secclôn 3) se tra- 
ta sobre este tema llegando a obtener el slgulente resultado:
"Dos sprays ^ son équivalantes si y solo si existe una 1-forma 
o( sobre la varledad H , tal que ^  4- « 17“ , slendo el campo
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de Liouville en T(M) (propoeiciones 3.1.4 y 3.1.6) , y este permite 
concluir en el paràgrafo 2 (teorema 3.2.2) que una oonexlôn elmetrl- 
oa r  y un operador psudo-dlvergencla dlv , determlnan unlvocamente 
otra conexlôn elmàtrlca , con spray de geodèslcas équivalente al de 
P  y operador paeudo-divergencla asoclado Igual a dlv.

En la ùltlma secclôn se apllcab los resultados anterlores para la ob- 
tenclôn de clertas conclusionss relatives al spray de geodàslcas de 

una conexlôn -̂»*conforme (deflniclôn 4.1.1). slendo ÿ una mètrloa 
rlemannlana :
La proposiciôn 4.3.1 ,establece por un lado , que el spray de geodè
slcas de una conexlôn conforme , es equivalents al de alguna conexion 
mètrloa,y por otro , en la proposiciôn 4.3.2 se demuestra que cual- 
quler spray equivalents al spray de geodèslcas de una conexlôn mètrlca 
es el spray de geodèslcas de alguna conexlôn conforme •
Flnalmente , el teorema 4.1.1 muestra que una conexlôn ^-conforme 
queda unlvocamente determlnada por su operador peeudo-dlvergencla :ir:o 
asoclado .
De860 por ùltlmo agradecer a D, Joaquin Arregul Fernandez la ayuda 
y el estlmulo prestados para la realizedôn de esta memorla .
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VARIEDAD DIFERENCIABLE



- 1 -

SECCION 1

EL OPERADOR DIVERGENCIA USUAL
1. Formas de volumen.
En todo este trabajo se supone que M représenta una varledad dife

renoiable real de dlmenslôn flnlta n, sln borde y oonexa, cuya topo- 
logla subyacente satlsface el segundo axioms de aumerabllldad, y el 
axioms de separaolôn T̂ .

SI U es un ablerto de M, Jf(U) dénota al élgebra de Lie de los 
campos vectoriales dlferenclables deflnldos sobre U, y 7^(U), el 
anlllo de las funolones dlferenclables deflnldas sobre U con valores 
reales. Por dlferenclable debe entendorse C'̂  .
DEFINICION 1.1.1

Sea I un espaclo vectorial real de dlmenslôn flnlta n. Una forma 
de volumen -TZ sobre X es un elemento de _TZP(E) -{o} slendo _rZ.̂ (X) 
el espaclo (unldlmenslonal) de las n-formas en I.

Una forma de volumen S~L sobre X, Induce como es sabldo una orlen- 
taclôns si u = (û , ...,u )̂ es una base ordenada de X, se dice posltl- 
vamente orlentada respecte a -TZ si (u^,...,u^)> 0, en caso contra
rio (es deolr si XZ(u^,,,,,u^)< 0) se dice que (u^,...,u^) esté 
negatlvamente orlentada.

las formas de volumen -T2 y -T2 sobre X, se dlran équivalentes si 
deflnen lé mlsma orlentaclôn sobre cada base ordenada de X.

La condlclôn neoesarla y suflclente para que TZ y _TZ sean 
équivalentes es que exista un ndmero a >0 tal que -T7 = aJ7 ,
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DEFINICION 1.1.2
Una n-forma dlferenclable iZ sobre M se dice que es una forma de 

volumen ( sobre H) si ^(m) es dlstlnto de cero para cada punto m 
de H. La varledad M se dice orientable, si admits una forma de volu
men.

Obsérvese que una forma de volumen ü  en M, Induce para cada punto 
m de H, una forma de volumen Ü(m) sobre el espaclo tangente a la 
varledad por el punto m, T̂ M.
DEFINICION 1.1.3

Dos formas de volumen iZ y SX sobre M se dlcen équivalentes, si 
(m) es equivalents a TZ (m) para cada m 6 M. Una orlentaclôn en 

H, es la class [SZJ deflnlda por la forma de volumen S2 , respecto 
de la anterior relaclôn de equlValencia. SI CSIJ es una orlentaclôn 
êntoncee C-SZ] ( que es claramente otra orlentaclôn), se llama orlen
taclôn Inversa.

SI (u, ̂  ) es una carta oon =(x^,.. .,x*̂ ) y SI una forma de vo
lumen en H, se dice que (U, gé) esta posltlvamente orlentada (respeto
a J2L ) si la funclôn S2 es slempre positiva en U.
PROPOSICION 1.1.4

Sea SZ una forma de volumen sobre M, entonces
I) El ^(M)-môdulo iZ,*̂ (M) de las n-formas dlferenclables sobre M
esta generado por SX .
II) SI -fZ = f SX para f é (M) se tlene
) SX es forma de volumen sobre M si y solo si f(m) / o \/m 6 M.a

b) La forma de volumen SX define la mlsma orlentaclôn que SX si y-
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solo si f(m) > o /m 6 M.
ill) M es conaxa si y solo si adxnite unlcamonte dos orisntacionss 

distintas. ( vease por ejoraplo [ij )

2. Densidades.
El concepto de densidad sobre una variedad diferenoiable, que se

va a establecer a continuaciôn, sustltuye en varledades no orientables
* ral concepto de forma de yolumen. ( vease [2 j ).

DEFINICION 1.2.1
 ̂Sea £ un espaclo vectorial real de dimensiôn flnlta n. Se dlré 

que {P es una densidad sobre I si =jSZ } para alguna forma de vo
lumen deflnlda sobre E.
DEFINICION 1.2.2
, Una densidad sobre una variedad dlferenclable M es un operador

que nsocia a cada punto méM una densidad (9(m) sobre el espaclo 
*■

T̂ M, tangente a la variedad per el punto m, de manera que: para cada 
m 6 M, existe U entorno ablerto y conexo de m y iZ forma de volumen 
sï̂ U, tal que (P = en U. En estas condlclones, se diré que la
paheja (U,37 ) es compatible con 5.
PROPOSICION 1.2.3

Sobre toda variedad dlferenclable M, sea o no orientable, existe 
una densidad. ([z])

*3. Dlvergencla respecto a una forma de volumen.
Tenlendo en cuenta que la derlvada de Lie respecto a un ceunpo 

X de una n-forma es otra n-forma, se puede establecer la slgulente 
deflniclôn.
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DEFINICION 1.3.1
SI S X  es una forma de volumen sobre H y Xé. (M) se define la dl-i 

vergencla de X respecte a SI, , como la funclôn dl^ X « ^  (M) que 
verifies la condlclôn = ( dlv^ X)J% .
- En la slgulente proposiciôn se resumen algunas propledades elemen- 

tales del operador dlvergencla cuyas demostraclones pueden verse en 

Li] y fj] .
PROPOSICION 1.3.2 
: 8 1 es una ferma de volumen sobre M entonces.bè tlene

I) d l ^  (14 Y) = d l ^ X ^  dl^ Y para I,Y ̂  JC (M)
II) dly^ (fX) = Ljf + f dl^ X para f 6 (M) y X^ ̂  (M).
III) Lj(dlv^Y) - Ly(dli^ X) = dlVjj(LjY).
Iv) SI U es un ablerto de H entonces dli^ (X/U) =(dl^ X)/0 para 
I€jC (M).
v) SI F £ (m ) y F(m) /o para todo punto m de H entonces

VdlVpjj X =-— +dl^ X slendo X C (M).

vl) SI (U, X ) e® una carta de M , jé=(x^,., ,,x“) j J2/ü =Fdx^ ... dx*̂
papa clerta funclôn Fô JS (m), entonces para cualquler campo X =X^-~ 
i 3x^

1 1 ̂  e* j vd sobre U se tlene dlv_ X =ix — ? 4" — ?

vil) Si a&I y a / o entonces dlv^ = dlT^ .
NOTAOION 1.3.3

Con objeto de allgerar la notaolôn se hace el slguiente convenlo- 
Sl* U es un ablerto de H, D es un operador que actua sobre jf (U) con
val ores en J* (U) y X é (M) la expreslôn D(X) signifies D(X/U).
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4. Una Interpretaclôn geométrica del operador dlvergencla usual.
La Interpretaclôn geométrica del operador dlvergencla usual que 

aqul se va a estudlar, es conoolda para el operador dlvergencla usual 
en (vease Swartz: Cours d'analyse tomo if y aunque en la blbllo- 
grafla consultada, no hemos encontrado rastro de ella para el caso 
general, no podemos estar del todo seguros de su orlglnalldad. De 
cualquler forma, esta Interpreted6n ha contrlbuldo muy posltlvamente 
a la gènesle y desarrollo de este trabajo, por lo que nos parece 
aoertado dedicarle el ultimo pàrégrafo de esta primera secclôn Intro- 
ductorla.
PREELIMINARES 1.4.1 ( la referenda es [ij y [2] )

Supongase la variedad M orlentada por una forma de volumen JZ .
81 rt es una n-forma con soporte compacte oontenldo en una carta (U,)Ô ) 
posltlvamente orlentada, se define J ’w = (w/O), y el valor de
esta Integral es Independlente de la carta posltlvamente orlentada 
(üiji) (vease [l] ). Por medlo de una partiel ôn dlferenclable de la 
unldad, puede extenderse la deflniclôn de ^w, para n-formas w con sopor 
te compacte; El teoréma de Representadôn de Rlesz establece quet
existe una ônlca medldayü sobre los conjuntos de Borel de M (y
por tanto una compiecclôn yÜ ), de manera que para cualquler funclôn 
f £ 3̂  (M) con soporte compacte se tlene J  t ^  = J t S Z  , Se denotaré 
( para una funclôn f ytT-lntegrable) a la Integral J  t dyU , ÿor JfSl,

Un suboonjunto D de M es medlble, si su funclôn caracterlstlca 
es integrable; se denotaré por vol D a la Integral y repré
senta la y:-medlda del conjunto D.
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Se mantendran fljos a lo largo de este pàrégrafo:
a) El operador dlvergencla dlv eubordlnado por la forma de volumen .
b) Un campo de vectoree dlferenclable en U, X.
c) Un punto p de M,
d) Un flujo local j .j.^jdeX, ( o g I Interval o ablerto de 1 ), tal 
que el domlnlo U de deflniclôn de lae es un entorno ablerto de p.

Para la demoetraclôn del slguiente teoréma se tendrà en cuenta que 
(LjHVU - F.^_rZ] (vease [3] )

TEORIMA 1.4.2 
*
Sea D un subo on junto de M relatlvamente compacte y S C U. Para t su - 

flclentemente pequeUo, sea = F (̂D), si V(t) = vol entonces

i 't=0
Demostraolôn: ^

Tenlendo en cuenta que por el teoréma del camblo de variable es
V(|fc) = vol = Jjj S I  = J^(F^ )*S1 se tlene que 

t

= B 118 ('ifilil) = - /j, = - /p(aiv I)
( vease la nota 1.4.7 del final de este parégrafo).

DEFINICION 1.4.3
Sea|D(X )\ I, = (-6,6) una famllla de subo on juntos de M. Se 

 ̂ M<Ic *
dlré que {d( A )j se centras dlferenclablemente hacla el punto p si
1) D( A ) es un entomo medlble de p, para A/ o y D(o) = p .



2) Para cada entorno V de p existe S  >o tal que D(^ ) esté oontenldo 

en V para I A / <̂ S .
3) La aplicaciôn 1^3 A vol D( A ) é 1 es dlferenclable en el pun
to A = o.

A - - 'Observese que si P es funclôn continua entonces 11m4-» o vol DU )
PROPOSICION 1.3.3

Sea ^D(A)^^ ̂ j una famllla de suboonjuntos medlbles de M que se 
contrae dlferenclablemente hacla el punto p, (puede suponerse sln perd
f

dlda de generalldad que cada D(A) satlsface las hlpôtesls de 1.4.2) 
y sea D.̂ (A) = P^(D(A)), V(t,A) = vol(D.̂ (A)) y V^(A) = vol D(A)*

Entonces se tlene:

“  particular .1

^̂ o| =1 entonces \T -Jr- = - (dlv %)_
T T M = o  (t,;)=(o,o) p

Demostraolôn:
Apllcando el teorema 1.4.2 a cada D(/̂ ) se tlene
V̂ (A) =1 ■ j = -  ̂ (dlv X)S2 f tenlendo en cuenta que( 0,1 )

/ (dl X) V (A)
• —  = (aiv X)p se llega a que^jg = -(dlv I),

por tanto:

0)'^/*=° V i s  A ( V - "  - y y s ~
V̂ (A) Y^O) ÛY I

— h=o
Como corolarlo de esta proposiciôn se obtiens el slguiente
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TEOREMA 1.4.4
En las ffllsmas condlclones de la proposiciôn anterior, y suponlendo 

que:

, y â r L o  verifies la IgualdadV O, o; \ o, o) '
 ̂p vol D.u) - vol D(A) 1

-(dlv I ) ,  . , i ig   J

En térmlnos mas Imprécisos se podrla escrlblr
, r vol D. - vol D ]

- (dlv X)p = u g  ̂  J,11«̂  I------;oiE—  i ■

resaltando de esta manera, el aspecto géométrieo de la formula
anterior,

Demostraolôn:

Por 1.3.3 ae tlene: -  (dlv 1)^. â f /L o  =f^Â^)(o, o)4?t^)(o,o)=

1  [  li y V .,.*) -  y ( ° . t )  .  Vi y  gî...- V ( 0 , 0 ) 1 ,  
t-*o t j-*o A o A ^

11 1 r V(A . t) - V(A.o) 1 tenlendo en cuenta que:
1^0 t (. A J

^ = 11m ^" A o  V̂ (A)
d A |A=o
Queda - (dlv X) =^llm t  f 11m ^^A,t) - V̂ (A)  ̂ ]es deolr:p t-^o tl .̂ ô ------   jjjjj

, r vol D.(A) - volD(A) ]
- %  = m  t  h r w T ) ----- J

OBSERVACIÔN 1.4.5

Notese que para que la condlclôn/^ r~T ” / = i T m  / oea

satlefecha es suflclente con que la funclôn V̂ (A) sea dlferenclable
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en un entorno de A = o.

NOTA 1.4.6
La validez del interoambio entre la integral y el limite, efeotuado 

en la demoetraclôn del teorema 1.4.2 vlene garantIzada por el slgulen
te lema (vease por ejemplo Cramer: "Metodos matematlcos de la esta- 
dlstica" Ed. Agullar), _ ^
Lema.

Sea g(m,t) una funclôn deflnlda en I* D con valores reales tal que, 
la funclôn ĝ  deflnlda por ĝ (m) = g(m,t) es Integrable en D para to
do tél. Supongase que para lt(<£. y m é D  existe ^  y verlflca

para olerto k >o. Entonces :

5 T t= o
En efecto es suflclente comprobar que la funclôn g deflnlda por 

la ecuaclôn;
g^(m)ü(m) = g(m,t)J2(m) = pj (fZ(P.̂ (m)))

verlflca las condlclones del lema anterior.
SI se dénota g(m,s) =[^^j(m,s) = gg(m), por [2^ (proposiciôn 

1.3.6) se tlene Lj(g^ôZ) = g^Jl,con lo que

(L-g„4*g„* dlv X)XZ = g„-S7 , por tanto dlv(g X) = g y la funclônA S S 3 B S

g.j.(m) j t) = dlv (g.j.X) es claramente una funclôn continua

de I * U en E y por tanto acotada en C-6/£]jfD, por ser D relatlva

mente compacto.
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SECCION 2

OPERADOR DIVERGENCIA ( ABSTRACTO)

1, Deflnlclones.
En la secclôn precedents se ha vlsto como una forma S2. de volu

men sobre la varledad H, da lugar a un operador dlvergencla, denotado 
por dly^ y se ha estudlado su oomportamiento general, y su slgnl- 
flcado geometrlco.

En esta secclôn se va a hacer un estudlo de aquellos operadores 
"tlpo dlvergencla" que actuan sobre Jf (M), y que localmente se compor- 
tan como un operador dlvergencla, en el sentldo que se précisa en la 
slguiente dèflnlclôn, y que se Introduce por necesldades de tlpo 
tecnlcoî
DEFINICION 2.1.1

Un operador dlvi if(M) > J" (M) se llamaré operador tlpo dlvergene 1
si para cada punto m de H existe un entorno ablerto U, de m, y una 
forma de volumen SI sobre U, de manera que para cualquler X é (M), 
sea (dlv X)/U = dlvjj, X (vease NOTACION 1.3.3)

La deflniclôn anterior se establece por condlclones de tlpo lo
cal. Mas adelante se trataré de caracterlzar a estes operadores por 
condlclones de tlpo ^obal, comprobando que esta deflniclôn es equi
valents a la slguiente;
DEFINICION 2.1.2

Un operador dlv: if (M) --- •> (M) se llamaré operador dlvergencla
abstracto, o slmplemente operador dlvergencla si verlflca las slguiente 
propledades, para X,Y £ ̂ (M) y f £ J*(M) arbitrerlos ;
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i) dlv(X+ Y) = dlv X ̂ dlv Y
II) dlv(fX) = l^f+ f dlv X
III) Lj(dlv Y) - I^Cdlv X) = dlv [X,y ] , donde [X,yJ = L̂ Y, dénota 
el corchete de Lie, entre los campos X e Y»
2. Exlstencla de operadores dlvergencla.
Obsérvese que por la proposiciôn 1.3.2, todo operador tlpo dlver- u 

genola es un operador dlvergencla abstraoto (basta tener en cuenta 
que las propledades 1), 11) y 111) de la deflniclôn anterior son 
vélldas en un entorno de cada punto y por tanto tamblen globalmente) 
y que un operador dlvergencla respecto a una forma de volumen es 
ambas cosas a la vez.
PROPOSICION 2.2.1

Sobre toda variedad M, existe algun operador dlvergencla (abstrac- 
to).

Primera demostraclon:
La proposiciôn 1.2.3 asegura la exlstencla de una densldad <9 so

bre M. Se comprobaré que la densldad & da lugar, de forma natural, 
a un operador dlvergencla dlv^ , de manera que si (ü,Sl) es una pa
re ja compatible oon (9 ( vease prop, 1.2.3) es dly^ = dlv

SI m es un punto arbitrarlo de M y X es un campo cualqulera de 
Z (M), se define (dlv^ X)(m) = (dl^X)Ci«l>/)slendo (ü,J2) una pareja 
compatible con ô , ^al que me U; SI (U',il ) es otra tal pareja en
tonces dl^ (X/U)(m) = dly^'(X/U')(m) y la deflniclôn de (dlv^ X)(m) 
carece de ambiguedad; en efecto;

En la component e conexa V de ÜOD' que contlene a m, se tendré 
_rZVV= P.(12/V) slendo F < 7̂  ( V) y ademés |(JZ'/v)| = iPfKWv)/ =

= I (iZ/V)| =^/V por lo que | Fl es una constante Igual al, y F es
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constante en V. Por la proposiciôn 1.3.2 (propledades Iv) y vil) ) es 
( div;̂  I)/V = = div^y,(I) = (di:jj,I)/V.

El operador dlVg es de esta forma un operador tlpo dlvergencla y en 
consecuencla, un operador dlvergencla ( abstracto).
Segunda demostraolôn:

En esta demoetraclôn no se utlllzaxél la exlstencla de densidades 
sobre la varledad:

Sea ^  recubr 1ml ent o localmente finite de M, formado por
ablertos slmplemente conexos una forma de volumen sobre cada

se dénota por dlv^ al operador dl\^ . SI éi ®® tma partlclôn
dlfereholable de la unldad subordlnada al recubrlmlento (Û )  ̂j»
se prueba que el operador o<.:î (M)v ü(M) ---» (M) deflnldo (para
X,Y«Z:(M)) por «(I,Y) = (Lj0^)(dlv^Y) - (LyjZ)̂ )(dlv̂ X) (se utlllzarér

slempre el orlterlo de sumaclôn de Einstein) es una 2-forma cerrada < 
sobre H, y por ser cada slmplemente conexo, es exacte sobre cada 

(vease [4] ). SI es una 1-forma en tal que dCV^ = y
es el operador deflnldo por la fôrmula D^(X) = dlv^X - ̂  cx̂ X̂,

para Xé-^(U^), se puede comprobar que el operador deflnldo por 
dlv X = /Ĵ D̂ (X/ü̂ ) para cada léif(M) verlflca las propledades 1),
11) y 111) de la deflniclôn 2.1.2, y es por tanto un operador dl- 
vergenola abstraoto.

Se probard a continuaciôn que todos los operadores dlvergencla/
sobre M pueden obtenerse de une dado, stamandole l-formae cerradas.
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PROPOSICION 2.2.2
Si dlv es un operador dlvergencla y ^ es una 1-forma mÊtmsSÊÊk en

M, se define el operador divfCV ; if (M) ---  J’ (M) de forma que:
(dlv4 (V )(X) = dlv X + (x) para cualquler X 6 (m ). En estas condl
clones, se tlene:
I) dlvf 0̂ es operador dlvergencla si y solo si 0* es cerrada.
II) SI dlv' es otro operador dlvergencla, existe ^ 1-forma cerrada 
tal que dlv'= dlv4<x •
Demostraol ôn :
1) Conslderese el operador div-f-̂  para 1-forma en M, entonces para 
X,Y£ Ü(M) y f é î'(M) se tlene:
1) (dlv4 IX )(X + Y) = dlv(X+ Y)+ cx (X4 Y) = dlv X + (X) 4 dlv Y4 (Y) =
= (dlv4 tx )Xt (dlv4 (X )Y.
2) (dlv4 oc )(fX) = dlv fX-f ex (fX) = L̂ -f + f(dlv4 - )X.

3) Lj (dlv i «x)Y - Iiy (dlv+ 0, )X - (dlv+ (x )[x,y] = L^(dlv Y) - Ly(dlvX

- dlv[l,Y]4 Î (CX Y) -Ly(o'X) - oc[x,Y] = 0+^ d(X(X,Y).

En consecuencla, dlv 4 es operador dlvergencla si y solo si dPt= o
11) Sean dlv y dlv' dos operadores dlvergencla. Se probard que 
= dlv'— dlv es una 1-forma cerrada de M. En efecto: 

si X,Y é JÔ (M) y f ( J'(M) se tlene
1) « (X+Y) = (dlv'- dlv)(X + Y) = (dlv'- div)X + (dlv'-dlv)Y =^X4.iXY.
2) (X (fX) = (dlv'-dlv)(fX) = dlv'(fX) - dlv(fX) = L^f + f dlv'(X) -
- Lyf — f dlv X = f. o((X) por tanto es 1-forma. Flnalmente:
I d«(X,Y) Î ((X Y) - 1̂ (0̂  %) -tx(X,Y] = Lj( dlv'Y) - Ly(dlv'X) -
- dlv'(X,Y] -[lj(dlv Y) - Ly(dlv X) - dlv X,yJ = 0 por tanto o< es
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cerrada y div' = div + « .
3. Propledad de locallzacl6n de mi operador dlvergencla.
Frobaremos que un operador dlvergencla es localIzable en el sentldo 

que précisa la slgulente deflnlclôn:

DEPINICIQN 2.3.1
Oh operador J)t JL{M) ---^ (M) se dice locallzable, si para cada

ablerto 0 de M, existe un operador D/Us JC (M) --- > ^(M) (lease D
restringldo a U) de forma que para oualquler Xé ̂  (M) es (D/U)(X)=D(X)/U. 
Claramente, si tal restrlcoldn existe, es dnloa. Nos referlmos a D/O 
como una locallzaclôn de D.
PROPOSICION 2.3.2

Todo operador dlvergencla sobre H, es locallzable.
Bemostraclôn:

81 0 es una densldad sobre M, se probard Inlclalmente que dlv^ 
es localisable: SI U es un ablerto de M entonces dlv^^ es preolsdmente 
la restrlcclôn (dlvg)/U buscada del operador dlv^ , en efecto:
SI 16 (M) y p es un punto arbltrarlo de 0, tomemos (V,J2) compatible
con 0 y tal que p 6 V; Entonces: (dlv^^yX)Cp) = (dlVj^X)(p) =
= (dlv^ I)(p) (vease proposlclôn 2.2.1) con lo que dlv^y^ = (dlv^X)/U.

SI dlv es otro operador dlvergencla arbltrarlo, por la proposlclôn 
2.2.2, existe of 1-forma cerrada en M, de meuiera que dlv = d l v ^ , 
y tenlendo en cuenta que cualquler 1-forma en H es locallzable, se 
llega trlvlalmente a que dlv es locallzable; Concretamente:

dlv/ü = dlVgyf̂  + (X/u y dlv/U résulta ser un operador dlvergencla 
sobre ü en vlrtud de la proposlclôn 2.2.2 .
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Segunda demostraclôn:
En esta demostraciôn no se utillzard la éxltencla de densldades 

sobre la varledad. Esquematlcamente puede hacerse en dos pasos:
1) Si div es un operador dlvergencla, U es ablerto de M y X,Y (M) 
verlflcan X/U = Y/ü entonces (dlv X)/ü = (dlv Y/U),En efecto:
Se utilisa un método standaf, basado en la funolôn "meseta” y la 
propledad 11) de la deflnlclôn 2.1.2; SI p 6 U se puede tomar un en-
torno V sufIclentemente pequeüo de p y una funclôn f* M  » [o,l]
dlferenclable verlflcando las condlolones:
a) la adherencla de V esta contenlda en ü.

b) JE V 1 en V y f w o en el oomplementarlo de ü.
En esta sltuaclôn es fX = fY y por tanto dlv(fX) * dlv(fY) pero 
dlv(fX)(p) a (L^f)(p)+ f(p)(dlv X)(p) = (dlv X)(p), andlogamente

dlv(fY)(p) =(dlv Y)(p) y en conseouencla dlv X v dlv Y en U.
2) El operador dlv es localisable. En efecto:
Sea U ablerto de M. Se define el operador dlv/U de la forma que al
gue: si Xé^(U) y p é U, sea V un entomo suf Iclentemente pequeflo de 
p y X un campo de jê (M) tal que X/V = X/V; se toma entonces 
(dlv/U)(X)(p) = (dlv 0(p); por la parte 1) de esta demostraciôn la 
deflnlclôn de (dlv/U)(X)(p) carece de amblguedad y como ((dlv/U)X)/V=
= (dlv X)/V, (dlv/U)X es dlferenclable en el entorno de cada punto 
p de U y por tanto dlferenclable.
Se oomprueba Inmedlatamente que div/ü es une locallzaclôn del operador 
dlv, y un operador dlvergencla sobre U.
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COHVENIOS Y NOTACIONES 2.3.3
Si S = ( e ^ , e s  uns base local de campes definida sobre un

ablerto U de M, es util considérer la forma de volumen S~L g definida 
en TT por la condlolôn i7g( ê ,̂,,., ê ) = 1. El operador dlvergencla

dlv , se denotard por dlv ; si dlv es un operador dlvergencla so- Xlg O
bre M, entonces dlv/U - dlv^ define una 1-forma cerrada sobre ü que

se denotard por w . 81 8 = S^ para cada carta (U,JÔ)
1 n ^ X ^x“

con ̂  = (x ,...,x ), se escrlblrd JZg^= , dlv g^= dlv^ y

Flnalmente, con objeto de allgerar la notaclôn y slempre que no 
halla lugar a oonfuslones se establece el slgulente convenlo que 
complementa el establecldo en 1.3.3:
SI D t X(M)  J* (M) es un operador locallzable y I un campo de-
flnldo en un ablerto U de M se escrlblrd D(I) en lugar de (D/U)X.
PROPOSICION 2.3.4

Sea S = (ê , ...,ê ) una base local de campos definida sobre un
ablerto U de M y ((v̂ , ..., su base dual entonces
dlv-6. = -Cy^fe. ,ej . En particular si S = S^ = es0 1 1 ir p

° °’
Demostraciôn I

Se tlene (D^ SL.̂')( • • • t (-Ŝ gC e^,..., e^) ) —
h ^

= - £oi » y® que

y I2g(ê , ...,e^) = 1,
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4. EquiValencia entre loe operadoree dlvergencla y tlpo dlvergencla. 
Este pardgrafo esta destlnado a la demostraciôn de la equlValencia 

entre las deflnlclones 2.1.1 y 2,1,2,
PROPOSICION 2.4.1

S e a Q  una forma de volumen sobre la varledad orientable M y 
feK(M). SI dlv = dl:ŝ  4 df, entonces es dlv = d l ^  slendo 

XL = (eip‘f)J7^.
Por otra parte si TZ es otra forma de volumen en M tal que dlv = dlt^ 
existe una constante a / o tal que S2 = ai2,
Dem 08trac1ôn:

Sea P = exp f y fZ= Para cada X£ (M) se tlene
VLj.J2= Lj.(PJ7̂ ) =(L^)J7^+ +dlVj^^X) J2 y como f = log F

Vqueda dl\^ X = dl Vj2 ̂ X 4> df ( X) = dlv X, pues —ÿ- = Lj(log F).

Por otra parte si dly^ = dly^ slendo = GJ2 para clerta funclôn 
dlferenclable 6 * M   1* , entonces para cada campo XZ^(M) se

V  V  /^ tlene dl^ X = —^  4̂ dlî  X y por tanto es —^  « Lj(log|G|) = 0 rX€-Jf(M)

Por ser M conexa log / g I es una constante b g I y G = fr e^
TEOREMA 2.4.2

Un operador dlvergencla dlv subordlna en un entomo conexo U de 
cada punto p de M, una forma de volumen .TZ , de manera que dlv/U = dlv̂ ^

y XI queda unlvooamente determlnada salvo constantes multIpllcatlvas 
no nulas,
Demostraciôn:
Sea p 6 M y V un entomo orientable de p; sea XI^ una forma de volumen
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sobre V; por la proposlclôn 2.2.2 existe ^  1-forma cerrada en V tal 
que dlv/V = dlvj^^^ o< , ellglendo un entomo convenlente U de p, 
conexo, oontenldo en V, en donde ^/U sea exacta se tendrd: 
dlv/U = dlvj^Q^gt df, slendo té 7  (U) tal que df = *̂ /U. Por la Proposl
clôn anterior dlv/U = dly^ slendo JZ= (exp f)(-T?^U).

La ultima aflrmaclôn del teoréma es conseouencla Inmedlata de la 
dltlma aflrmaclôn de la proposlclôn 2.4.1.
COROLARIO 2.4.3

Todo operador dlvergencla es un operador tlpo dlvergencla ( y re- 
clprooamente).

En adelante la expreslôn ” operador tlpo dlvergencla” no volveré 
a ser utlllzada.
DEPINICIOH 2.4.3

Sea dlv un operador dlvergencla sobre M. Se dira que la pareja 
(ü,JZ) es compatible con el operador dlv slt
I) U es un ablerto conexo de M y XL es una forma de volumen definida 
sobre U.
II) dlv/U = dlvj2 .

COROLARIO 2.4.4
Sea dlv un operador dlvergencla, péM y JZp una forum, de volumen 

en TpM, entonces:

1) Existe una pareja (U,-Q) compatible con dlv tal que pé U y 

J7p = XZ(p).
2) SI (U',JZ.') es otra pare j a compatible con dlv, péV y J Zp =!%/( p) 

entonces sobre la components conexa de UfMjC que contlene a p.
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1) For el teorôma 2.4.2, existe (ü,Sl ) compatible con div, tal que 
p 6 U. Si esJ7p = ai2( p) para cierta constante a / o, yX2 = aJ2 
entonces la pareja (ü,J2) es compatible con diV (pues div/U =

= ) 7 Slip) =J2p.

2) Por hipôtesis es Jl(p) =XL'(p) =X2p» si V es la components conexa

de tJOU' que contlene a p. entonces (V,iZ/V) y (v, Jl̂ V) son compati
bles con dlv y nuevamente pbr el teoréma 2.4.2 existe a / o tal que 
JZ/V = a(JZ/V) pero-R(p) = aI2(p) =X2(p), luego a = 1 yJ2^V =I7/V. i

5. Transporte paraielo de formas de volumen.
En todo este pardgrafo, se supondrà que dlv es un operador dlver

gencla fljo sobre la varledad.
La referenda general para las euestlones relaclonadas con la In- 

tegraclôn de 1-formas a lo largo de ourvas es [4].
DEPINICIOH 2.5.1

Sea a : [a, bl ---> M, una curva continua con ^(a) = p, yJ/^
una forma de volumen en T̂ M. Se dlrâ que XZ (t), t 6 [a,b] es un transpor
te der -r? a lo largo de cr si %P
I) JZ-(t) es, para cada t^Ca,bl una forma de volumen en y 

S l M  = JZp.

II) Para cada t^4 [a,b] existe:U entomo conexo ds Ç“(1t̂ ), J2 forma 

de volumen en ü y £ ̂  o de manera que si 11 - t^|Z £ y 14 (a,b], es

(T(t)4 D yJZ(<T(t)) =JZ(t).

Por otra parte, si slempre puede eleglrse la pareja (ü ,JZ ) de manera 

que sea compatible con el operador dlv, entonces J L(t) se deslgnaré
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oomo el transporte paralelo de X% p & lo largo de a~ respecto al ope

rador div. Se probard a oontinuaoiôn que tal transporte existe, y es ' 
dnico. For razones de tlpo tecnlco se estudlard primero la unloldad. 
PROPOSICION 2.5.2

El transporte paralelo de 52p ® lo largo de O' respecte al opera
dor dlv, si existe, es dnlco.
Demostraciôn:

SI -57(t) y II (t), te fa,bj son dos transportes de 57p a lo largo 
de cr , el con junto J =■{ t4 (a, bl/T2(t) =^(t) ̂ es no vaclo pues 
5Z(a) =52.(a) « JT2.p, y por razones de oontlnuldad es oerrado. Para 
probar que J = [a,b], es suflolente ver que J es ablerto ( en la t apo
logia relatlva a [a,b] ) : Supongase t̂ «̂  J, es deolr JZ(t^) = JZ(t^),

y Sean (ü,52) y (Ü,J1) parejas compatibles con el operador dlv, con 
^(t^)6. D, para las ouales exista £>o de forma que si It - t̂ j / £

y t é[a,b] sea -TZ(t) =X2( r(t)) y JZ.(t) =Î2(cr (t)). Para t = t^ se 
tlene entonces JZ( q~(t̂ )) =3%( T ( t̂ )) y por 2) del corolarlo 2.2.4

es IZ» J1 y por tanto XZ(t) = JZ (t) para t é (t^ - f , t^t £ )/l [a,b] .

COROLARIO 2.5.3
Sea CT:[a,b] ---  ̂ M una curva continua ( cr (a) = p) y c 4 1 tal

que a4 c <b. SI se dénota por q; = ̂ /[a c] {-g JZ2(
XL (t) los transportes de JZp a lo largo de <T̂ , de XẐ (c) a lo largo 
de CTj y de Yl^ a lo largo de (T, respectIvamente, entonces:

-TL(t) =I2^(t) para te [a,c] y -XZ(t) = YlJ^t) para t£fc,b] .
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Demostraciôn:
Observes e s Implements que el transporte JZ ( t) de deflnldo por

SI (t) =
Jl^(t) si 14 fa, c] 

IZgd) si 14 [c,b]

define un transporte de Sl^ e lo largo de (T respeoto a dlv, y que

este transporte, por la proposlclôn 2.5.2 es dnloo.
PROPOSICION 2.5.4

Dada <T: [a,b) -----> M continua (Cr(a) = ÿ) , existe XZ (t)y t  d fa,b],
transporte de XZp a lo largo de (T , respecto a dlv.

Demostraciôn:
Para demostrar la exlstenola es suflolente haoerlo, en el caso de 

M orientable, pues en otro caso se podrla dlvldlr 0* en trozos de ma
nera que cada uno de elles pudlera sumerglrse en un ablerto orienta
ble de H. La unloldad del transporte en cada trozo y el corolarlo 
2.5.3, nos garantlza entonces la exlstenola global del transporte en 
0" . Asl pues si XZ es una forma de volumen en H y dlv = dly^ àf , 
para clerta 1-forma oi cerrada, y suponemos -X2(p) = se define:

XI (t) = (exp^o()XZ(<r (t)) en donde la Integral ̂  , esta

tomada a lo largo de O' . Observese que X7(a) = JZ(p) = X2p. Por otra

parte, si f(t) es una prlmltlva de ^  a lo largo de 0~ con f(a) =, o, 
se puede escrlblr-X7(t) = (exp f( t))XZ( C (t)).Se probard ahora que
XZ(t), es el transporte paralelo de XZp a lo largo de CT respecto &

dlv:
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Si t^£[a,bl , se toma U entorno oonexo de (T ( t̂ ) y f prlmltlva

uniforme de (x en ü con f((7' ( t) ) = f(t) para t suf Iclentemente pro
ximo a t^ y t € [a,b] . El par (ü,(exp f)J%) es compatible con dlv

(teoréma 2.4.2) y verlflca la condlclén requerlda,
NOTACIONES 2.5.5
El transporte paralelo de a lo largo de cr respecto al operador 
dlv se denotard por (cr-XZp)̂ ĵ (̂t) o slmplemente ((rJZp)(t) cuando

no halla lugar a confuslôn.
SI CT(b) = q, a la forma de volumen (<rJZp)(b) en T̂ M, se denoml-

nard transporte paralelo de p a q de XZ^ a lo largo de CT (respecto

a dlv) y se denotard por G'XZp. Es claro que si atf es 
Cr(aJ7p) = a(crJZ^).

Veamos que *rXZ^ es Independlente de la "parametrlzaclén” ele- 
glda para O' ,
PROPOSICION 2.5.6

Sea O’: [a,b] --- ’*> M una curva continua con (T (a) = p, o* (b) = q
y J7p forma de volumen en TpM. Supongase t = t(s) apllcaclén blyectlva

de [c,d] eni [a,b] y dlferenclable tal que ̂  > o para s^ fo,dJ. Enton

ces si (T(e) SB CT(t(s)) para s 6 [c,d] es T S l ^ = O'J^p (observese

que t(c) = a y t(d) = b).
Demostracl6n %

Puede suponerse que 0" esta contenlda en un ablerto orientable U, 
pues si no fuera asl, dlvldlendo a CT en trozos de manera que cada
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uno de ellos este oontenldo en un ablerto orientable, podrla aplioaree 
el mlsmo razonamlento a cada trozo, garantlzandonos la proposlclôn
2,5.2 y el corolarlo 2,5.3, la validez del reaultado en todo O ,

SI CT c U y es una forma dé volumen en ü tal que JZ (p) = se 

tlene:
Crl'Zp = (O ̂ p)(b) = (expjoc )iZ(q) = (expJ^Oi )Jl(q) = (ô-J7p)(d) =

= Ô JZ « y® que j * j oi .

OBSERVACION 2.5.7
En vlrtud de la proposlclôn anterior, se pueden manejar ( por lo que 
se reflere al transporte paralelo de formas de volumen) sln pérdlda 
de generalIdad exclusIvamente curvas continuas , parametrlzadas en e 
Intervalo [o,lj , En este caso se denomlnarà a 0" camlno de orlgen 
O' ( o) y extremo CT(l).
Por otra parte si y ^ son dos camlnos taies que (r ( 1) = Z ( o) = q 
se define el camlno compuesto O'E por:

/ cr(2t) si o4t<^I (vease (5]).(<r t )(t) =
(2t - 1) si ^ ^ t ^ l

y résulta ser un camlno de orlgen cr( o) = p y extremo T (l) = q.
En estas condlolones puede enunciarse la slgulente proposlclôn; 
PROPOSICIOR 2.5.8

SI cr y Z son dos camlnos en M con O' (1) ? % ( o) = q, y J%p una

forma de volumen en TpM ( O' ( o) = p) se tlene: ( T % )Jlp =X((T'J7p).
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Demostraciôn:
Si C ( t) = (T( 2t) para o4 t< y X(t) = X(2t - 1) para t 4 [^,1] 

observese que ( T t. Ij = <r y (a t )/j-1 • Supôngase

âi7.p = por el corolarlo 2.5.3 es

((o z )J2p)(t) =
(ÔJIp)(t) para o ̂ t 4-1

(rJ7q)(t) para ^ 4 t 41
por tanto

(cri.)J7p = ( ( 'T % )J2p)(l) =xJ?q, flnalmente por la proposlclôn

2.5.6 es Sl^ =ù=XZp = (T J2p y zS2^ =Z luego

( cr D )XZp =%. = X ( (rJ%p) como querlamos demostrar.

La referenda para las ouest 1 ones relac lonadas con homotopla de ca
mlnos es [5].
TEOREMA 2.5.9

Sean CT ̂  y 0"̂  dos camlnos con el mlsmo orlgen p y el mlsmo extre

mo q y J7p una forma de volumen en TpM. 81 CT̂  es homôtopa a

(relatlvamente a los extremes) entonces (%̂ 57p =

Demostracl ôn :
51 la varledad M es orientable, la demostraciôn se basa en la Inva- 

rlancla de la Integral de una 1-forma cerrada a lo largo de camlnos 
homôtopos de extremes fljos; En efcto: si SL es una forma de volumen 
en M conX2(p) = -X2p y dlv = dlvjj ̂  v para clerta 1-forma ^ cerrada.

entonces al ser / ev = / (1) se tlene
-O #

J7p = (exp ^b i )J Z (q ) = ( e x p j c/ )jZfq)=



La tecnlca para demostrar el teorema en el caso general, es anàloga 
a la que se utlliza para probar la igualdad (l) por lo que solo se 
daran algunas Indicaclones:

Sea CT: I, I ---? M (I = [o,l]) la homotopla que relaolona CT̂
con Para cada s6 I es cr ( t) = CT (s,t) (t*I). Se probara que

s 6 I es localmente constante. Para s^£ I, se establece po

un procedlmlento standar^ la exlstenola de una particl6n 
o = t^£ t^ ,,, < t^ = 1 del Interval0 I, y de una ooleoolôn de pare

jas {(ü^fXZ^) / 1 = l..,r) compatibles con dlv, de manera que

^8 [̂ 1 _ I'^i] (i = l.'.r) y si t6 [tĵ  _ i»*i] ®® tengao
( Œ  XZ )(t) =-^j(0‘(t)). por razones de oontlnuldad, para s sufl-

S p  p  1

clentemente proximo a ŝ , tamblen se tlene Og[t^ _ ^,t^j ^  y 

( CTglZpXt) = -Î7ĵ (cr(t)) para té [t̂  _ i*^i]  ̂“ l...r, de esta

forma CT X? = ( <7 J? )(1) =X? (q) = ( (7 XZ )(l) = (TV XZ .B p  B p I Bg P P

NOTA 2.5.10
Sea CT tm lazo por peM (es deolr 0" es un camlno con orlgen y 

extremo Igual a p). 81 XZp es forma de volumen en TpM, entonces 
Q- XZp tamblen lo es, y existe una constante a / o tal que (rXZp = aX^

dlcha constante a,no depends:
1) de la forma do volumen XZp eleglda en TpM, pues si XZp es otra dis- 
tlnta, sera XZp = bXZp para bél^ y qrXZ^ = cr (b X^ ) = b(crXZp) =

= b(aXZ ) = aXZ •P P
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2) del représentante elegldo de la clase de homotopla i<rJ definida 
por C7 en n^(M,p) (grupo fundamental de la varledad por el punto p), 

por el teorema 2.5.9.
For tanto la constante a solo depends de fer] y en conseouencla el 
operador dlv, subordlna una apllcaclôn B de T7^(M,m) en , de for

ma que (crXIp) = ^ p  f OMm de volumen en T̂ M.

PROPOSICION 2.5.11
La apllcaclôn E definida en 2.5.10 es un homomorflsmo entre el

ygrupo n^(M,m) y el grupo multiplicative 1 .

Demostraciôn:
Sean C" y T dos lazos por p, y S~L^ una forma de volumen en T̂ M,

por la proposlclôn 2.5.8 es (cr z )S7^ s= r (cr XZ^) por tanto

E( Cî3 )J7p = E[irt]J7p = (a t )J7p =Z(<rS2^) = T (Et<n =

= E f<T]r(J7p) = EfT) e U],^ .

6. Dlvergenclas triviales.
Se va a estudlar un tlpo especial de operadores dlvergencla que 

denomlnaremos dlvergenclas triviales. El motlvo de esta denomlnaolôn, 
es el de que estes operadores como se vera, proceden de una forma de 
volumen o de una densldad, y son por tanto operadores dlvergencla 
en el sentldo usual.
DEPINICION 2.6.1

Sea p un punto de M y dlv un operador dlvergencla. Se dira que 
dlv verlflca la condlolôn T(p), si cualqulera que sea el punto qéU 
y los camlnos 7 y T unlendo p a q es (o*XZpj =|rX7. para algu-

na forma de volumen J7 en T M. Se dira que dlv es un operador dlver-P P
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genola trivial el dlv verlflca la condlclôn T(p) para algun punto 
PéM.
Tenlendo en cuenta que a (a X^) = XZ^) para a é if es claro que si

la condlclén T(p) se verlflca para alguna forma JZ^ de volumen sobre

TpM, se verlflca para cualquler otra.

PROPOSICION 2.6,2

la ccndlclôn T(p) es equivalents a aflrmar que |<rXZp( =/J7p| para

cualquler lazo por el punto p ( y para toda forma de volumen X2p en
TpM).
Demostrac16n:

Supongase que (crXZpj =jXlp| para cualquler lazo por el punto p 

y sean CT, 0̂  dos camlnos unlendo p a un punto q de M. El camlno 

^  0^^ es un lazo por el punto p y por la proposlclôn 2.5.8 es 

I ( (72 (T2̂ )Jlp| = I (T2̂ (U"]̂ XZp)| que coincide por hlpotesls con |XZp| 

el Xĵ j7p = XZq̂  entonces CJĝ XẐ  = 7 X7p (slendo 6 = ±1) y

0"2̂ q )  = ^p) OS declr ( cr~̂ . ̂ g^-^q = ̂  ^ Per®
......................

0̂ 2 • CTg ®® homotopo al lazo constante en q , por 2.5.9 es

-X /, y 1X2,1 -iKq-gTZp)! =j Tglip l •

El reclproco es trivial.
PROPOSICION 2.6.3

81 0 es una densldad sobre M, el operador dlv^ verlflca T(p) 
para todo p4M.
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Demostraciôn:
Sea p un punto cualqulera de M y J forma de volumen en T^M tal 

que 0 (p) =)X2p| • Por la proposlclôn 2.6.2 es suflclente probar que 

para cualquler lazo G" por p es ( c* J7 = |-T2pf • Para ello se demos- 

trarà que los con juntos J=jtél/|(cr i7p)(t) ( = <9 (C (t))j el  son

Iguales; El con junto J es cerrado (por razones de oontlnuldad) y no 
vaclo (oÊ J), basta probar entonces que es ablerto (en I): Sea t^6 J, 
es deolr l(cr _T2̂ )(t̂ )| = (9(0"(t^)), y sea (TJ,-ÎZ) una pareja compa

tible con dlv^ de forma que para lt-t^|4£ y t I  sea 

(<r XZp)(t) =X2(cr(t)) (deflnlclôn 2.5.1). Como lXl(CT(t^))| =

= l(cr J7p)(tp)| a* 6)(cr(tp)> se concluye que (ü,H) es compatible 

con 0 (corolarlo 2.4.4) y |XZ(= (9/ü. Por tanto, para |t - t̂ j £ C 

té I es |(<rXîp)(t)| =|X7((r(t)) | = 9 (cr(t)) y tej.

Reclprocamente 
PROPOSICION 2.6.4

SI dlv es un operador dlvergencla trivial, existe 0 densldad en 
M, tal que dlv ̂ = dlv.
Demostraciôn:

Supongase que dlv verlflca T(p) para clerto punto péM, y sea 
una forma de volumen en T̂ M. SI q é M, la densldad <9 (q) = {C XZp ) sobre

IgM, queda unlvocEunente determlnada, Ind ep endlent ement e del camlno

<T que une p a q. Se probard que la aslgnaclôn q k— *•> (9 (q) define una
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densldad sobre M y que dlv^ = dlv. SI (U,X2) es una pareja compatible 
con dlv tal que q € U y J>Z(q) = i7^, entonces 1X2/= 6/XJ ya que para 
cada punto m £ U, si CT̂  es un camlno oontenldo en U que une q a m, 
se tlene ( cr_X2 )(t) =X2(<7'_(t)) y por tanto\-TZ (m)( =( | =lu Q m I ni ^ V
= Iqt (<rJ2 )1= Ucr cr )(rz ) I = 9 (m) con lo oual queda conolulda la* lu P m P
demostraciôn.

Tenlendo en cuenta que toda densldad 9 sobre una varledad orienta
ble es de la forma <9 = |XZf para alguna forma de volumen -J2. sobre 
H, se obtiens el slgulente corolarlo.
COROLARIO 2.6.5

SI M es orientable y dlv es una dlvergencla trivial, existe S2. 
forma de volumen en M, tal que dl)^ = dlv.

Por otra parte, y oomo conseouencla Inmedlata de las proposlelones
2.6.3 y 2.6.4 se tlene:
COROLARIO 2.6.6

Un operador dlvergencla trivial verlflca la propledad T(p), pata 
todo péM.

Flnalmente utlllzando una tecnlca oompletamente andloga a la de la 
demostraciôn de 2.6.4 se puede probar:
PROPOSICION 2.6.7

SI dlv es un operador dlvergencla sobre M, tal que existe p 4M de 
forma que para todo qé M, y cualqulera que sean los camlnos C y T 
unlendo p a q es cr = T para forma de volumen en T̂ M, enton

ces: la aslgnaclôn q cr J7p ( (T ( o) = p y cr (1) = q) define una 
forma ST. de volumen en M, tal que dlv^ = dlv.
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Se plantea ahora la slgulente cuestlon; dado un operador dlver
gencla trivial dlv sobre M, i que condlolones debe cumpllr la 1-forma 
cerrada c/ para que el operador dlv4  ̂ eea un operador dlvergencla 
trivial? La respuesta puede obtenerae a trav és del slgulente lema. 
LEMA 2.6.8

Sean dlv y dlv' dos operadores dlvergencla sobre M, Supongase 
dlv'= dlV4 tv para clerta 1-forma ex cerrada, SI es una forma de

volumen en T^M y O" es un camlno con orlgen en el punto p entonces

p
Demostracl6n:

Por razones ya oonocldas puede suponerse que el camlno C  esta 
oontenldo en un ablerto orientable U, y orlentado por una forma de 
volumen X2 tal que = ST. (p)fvease por ejemplo la demostraciôn de

2.5,6). Supongase que dlv = dlv̂ ^-x̂  en U para clerta 1-forma oerra- 
da ̂  . Entonces dlv' = dliĝ  •¥ y ae tlene:

(tr =[oipZ,*( <“-«yd JiiCo" (t)) = ( ezp^*& ) (expy^^ )n((7(t)

=■ (

El resultado se slgue haclendo t = 1.
PROPOSICION 2.6.9

Sea dlv un operador dlvergencla trivial en M y o< una 1-forma ce
rrada. Entonces, dlv+Of es operador dlvergencla trivial si y solo si 
ex es exacta.
Demostraciôn:

Sea XZp una forma de voltunen en T^M y CT un lazo por el punto p;
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Por el lema anterior, ae tlene la Igualdad: ( c r _ X 2 _ ) =p alV4-0<

= exp(y  (X por hlpôteslB es |((^^^p^dlvl ^ **

tlene: |((r j = { ex p  j  oi )|XZp|* Por tanto

a) SI (X es exacta, es oi = 0 y | (0"J7 p)aiv+ o< "l-̂ p̂l cual-
<T

quler lazo ^  por p, luego dlv+ CK es trivial*
b) Reclprocamente, si dlv+ o( es trivial entonces exp / hf = 1 para

f ^cualquler lazo CT por p, es declr, I = 0 y ^  e& exacta.
Como conseouencla inmedlata de esta proposlclôn se slgue el sl-

guiente teorema:
TEOREMA 2.6.10

La condlolôn necesaria y suflclente, para que todo operador dlvergen 
cia en M sea trivial, es que el primer grupo de cohomologla de De 
Rham H^(M) sea Identlcamente nulo.
Demostraciôn:

SI dlv es un operador dlvergencla trivial ( cuya exlstenola esta 
^rantlzada por la proposlclôn 2.6.2 ), todos los demas operadores 
dlvergencla sobre M, son de la forma dlvr-f 0<, para 1-forma cerra
da en M (proposlclôn 2.2.2); basta api1car ahora la proposlclôn 
2.6.8.
7. Algunas notas y observaclones.
Este pardgrafo tlene por objeto reunir algunas notas y observaclones 

de Interes,referentes a las cuestlones que se han tratado a lo largo 
de esta secclôn, y que Intercaladas en el texte pricipal, hubleran 
roto en parte la llnea expositive.



— 32 —

2.7.1
La proposlclôn 2.6.7 permits obtener por medio de los operadores 

dlvergencla, el conocldo resultado de que toda varledad slmplemente 
conexa es orientable. Es mas, todo operador dlvergencla en M, procédé 
de una forma de volumen. En efecto: SI M es slmplemente conexa, dlv 
es un operador dlvergencla en M, y SZ^ ss una forma de volumen en 
TpM, para todo punfo q & M y cualqulera que sean los camlnos (T y C 
que unen p a q, se tlene que <r y n son homôtopos y por la proposl
clôn 2.5.9 O'JTZp =rJ7.p. El resultado se slgue de 2.6.7.

2.7.2
A un operador dlvergencla dlv sobre la varledad M, se le puede aso- 
clar de manera natural una clase de cohomologla en SI dlv^ es

una dlvergencla trivial y dlv = dlv^ f para clerta 1-forma 
cerrada, la clase de cohomologla [o< érH^(M), queda Unlvooamente

determlnada pot el operador dlv, pues si div^ es otra dlvergencla 
trivial y dlv = dlv^+ (X entonces div^ = dlv^ (O ̂ , Por

2.6,8 es exaeta y *

Observese que dlv es trivial si y solo si su clase de cohomologla 
asociada es la clase nula.

2.7.3
Una clase de cohomologla céH^(M) se puede identlficar con un

homomorflsmo o :: 71 (̂M;p) ---  (R,-h ) de la slgulente manera: si
CT é XI-ĵ (M;p) y c = entonces cfcrj =Jof (vease C5j).

Por otra perte esta Identlfloaclon define un Isomorflsmo entre los
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grupos H (M) y Hom(7-i^(M;p), (1, )) (teorema de Hurewitz). Deade este

punto de vlsta, la clase c de cohomologla asociada a un operador dl
vergencla dlv sobre M, admlte una Interesante Interpretaclôn geomé- 

trlcat 81 pé M y (Tes un lazo por p entonces | cri7p | = (@xp o£<rJ )/-TZp|

En efecto: si dlv^ es un operador dlvergencla trivial y dlv = d l v ^ 6/

( ] = c) entonces por 2.6,8 es * {expjo. )| (^"^^dlv ̂ ^

= (exp c ( g] )|JZp| .

Observese flnalmente que la relaclôn entre el homomorflsmo
E :Tl^(M,p) --- > asoclado al operador dlv en 2.5.10 y la clase

de cohomologla c es lEfojj = exp cfcrj .
2.7.4

La exlstenola de dlvergenclas triviales en H, podrla haberse dedu- 
cldo sln utlllzar la exlstenola de densldades sobre la varledad:

SI dlv es un operador dlvergencla y péM entonces loglEI es un 
homomorflsmo de r?̂ (M,p) en (1 , + ) (vease 2.5.10), que por el teore

ma de Hurewitz, corresponde a una clase de cohomologla o = 4 H^(M).
El operador dlv^= dlv - (X es un operador dlvergencla trivial ya que

( ( c r J l .p ) d iv ^ |  ^ (e x p  / - ^  ) 1 = e x p ( -c £ ( j]  ) .  exp c fo - ] [X Z p |  =

= exp(-cfc] -4 c [ ( r ] )^JZ pi = pZ.pl » P®^ cualquler lazo (T por p.

Este prueba por otra parte (proposlclôn 2.6.3) la exlstenola de 
Ëdades sobre M por medio de los operadores dlvergencla.

riIBL/OTECA



SECCION 3

OPERADORES DIVERGENCIA Y 1-FORMAS EN EL FIBRADO PE BASES.

En esta secclôn se estudlard clerto tlpo de l-formas Invariantes por 
la derecha (R-lnvarlantes) deflnldas sobre el flbrado de bases L(M) 
de la varledad H, j su Intima relaclôn con los operadores dlvergencla. 
NOTACION ADICIONAL

Se deslgnard por L(M), o slmplemente L, al flbrado de bases de la
varledad M (vease (3] ô f6j),y X ; L(M) ---> M seré la proyecclôn
oanônloa» SI uéL(M) y 77 (u) = m, se debe entender que u es de la for
ma (u^,...,u^) slendo esta una base ordenada de T^M. L^M ô slmple

mente L^ seré la flbra n"^(m) por el punto méM. Observese que L^

es una subvarledad de L(M) regularmente Inmersa, de dlmenslôn n , y
se denotard ^ r  Im t L  -- > L a la Inmerslôn canônlca.m
SI a s (a.^)é GL (l) = GL y u 4L se dénota por ua = R (u) al ele-J 21 ZI Ifi et

mento v de L^ tal que â ^̂ Uj y la apllcaclôn R: GL^ L(M) --> L(m)

tal que R(a,u) = ua define una actuaolôn por la derecha del grupo 
lineal GL^ sobre L(M).

Flnalmente, si (ü,/̂ ) es una carta de M con 0 =(x^,., .,x^), la 
elevaclôn natural al flbrado de esta carta se denotard por (L(U),j3) 
donde ̂  = (x^,...,x^,(Xj^)) es tal que si u f L̂ , x^(u) = x^(m) y

u. = i.^(u)(-^) .
 ̂  ̂ 3x3 m
Se dénota por al elemento que ocupa la poslclôn (̂ ) de la

matrlg Inversa de (x̂ ^); a veces se IdentlfIcardn (de una manera
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obvia) las coordenadas con las x̂ .
Una secclôn local S: U  > L(U) en el flbrado, puede Interpre-

tarse como una base local de campos S = (e^,...,e^) definida sobre U. 
Nos remltlmos en este punto a la notaclôn estableclda en 2.3.3.
1. 1-formas R-lnvarlantes y vertlcalmente cerradas.

DEPINICION 3.1.1
Sea w una 1-forma en l)(M).

a) Se dira que w es Invariante por traslaclones a la lzqulerda;(ô 
R-lnvarlante ) si (R^f w = w para todo a GD̂ ,

b) Se dlrd que w es vertlcalmente cerrada si l^w es cerrada en Lm m
para todo punto méM.

La slgulente proposlclôn establece condlolones locales ( necesarlas 
y suflclentes) para que la 1-forma w sea R-lnvarlante.
PROPOSICION 3.1.2

La condlolôn necesaria y suflolente para que la 1-forma w sea 
R-lnvarlEmte en L(M) es que respeoto a cualquler carta (U,/Ô), w 
adopte en coordenadas ̂  una expreslôn del tlpo

en

w = f̂ (x)teo4-f̂ (̂x)(x"̂ )j 3̂aap̂  ̂

donde X = (x̂ , ,..,x*̂ ) j3 = (x̂ , ...,x*̂ , x̂ )̂

Demostraciôn:
w tendra én coordenadas ̂  una expreslôn genetal del tlpo 

w = f^(x,x)dx^+ f^3(x,z)aXjl 

donde x slmbollza la matrlz (x̂ )̂.
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Si a4GL^(B)^a = (a^^)^la apllcaclôn R̂ : L(U) ---» L(U) viene

deaorlta por las eauaclones:

ÿ^= a X i k

= aî^
. , . con lo que

R^ W = f^(x,xa)dy^+ f̂ 3(3ĉ 3ca)dŷ  ̂= f^(x,xa)dx^-f xa)a^^dz^^
*SI se lmp one R w = w a £ GL se tendra: a n

f^(x,x) = f^(x,xa)

fĵ (̂x,x) =

llamando f = ( & la matrlz Identldad, y tomando f̂ (x) = f̂ (x, )

f^^(x) =* f̂ (̂x, & ) se tlene

f ^ ( x , x )  = f ^ ( x ,  ^ ) = f j^ (x )

f^^(x,x) = ^

por tanto w = f̂ (x)dx̂ -f fj^^(x)(x"̂ )̂ 3ax^̂

El reclproco ha quedado ya Impllcltamente probado*
Para demostrar el slgulente teorema, en donde se caracterlzan 1coal
men te las 1-formas w R-lnvarlantes y vertlcalmente cerradas, se pré
cisa del slgulente lema.
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LEMA 3.1.3
Sean Y = (ŷ )̂ B = (b̂ )̂ matrices n, n. Supongase quo Y no es 

Identlcamente nula y que se verlflcan las relaclones 
b^^y^3 _ para l,j,k,p = 1, ...,n. (l)

Entonces, existe una constante <VéS con B = fxY.
Bemostraclôn:

SI B es la matrlz Identlcamente nula se toma o' = 0.
81 B no es la matrlz nula entonces
a) Existen j y p enteros entre 1 y n> tales que y^3 / o, b^3 ^

puesto que si no fuera asl se tendrla y^3 / o b^3 = 0, y apll-

cando las relaclones (1) para j y p fljos tales que y^3 / 0, y haclen-
k 1do varlar l,k entre 1 y n, es b^ y^ = 0 con lo que B serla Identl

camente nula.
k k ■b) Se tlene la equl Valencia b̂  = 0 ŷ  ̂ = 0. En efecto: basta

fljar j y p con la condlolôn y^3 / 0, b^3 / 0 y apllcar la relaclôn 
(1) para k,1 arbltrarlos.

Por b) es poslble encontrar una matrlz C = (oŷ ), con bĵ =̂ ĉ ^̂ ŷ ^̂  .

Cuando 0 y 0 s® tlene por (1) o^^y^j^k con

lo que ^  esta mlsma constante Or-  ̂puede ser el valor de
k kCĵ cuando b̂  = 0.

TEOREMA 3.1.4
La condlolôn necesaria y suflclente para que la 1-forma w en L(M) sea 
R-lnvarlante y vertlcalmente cerrada, es que exista una funclôn dlfe-
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renciable f < JP(M), de manera que la expreslôn de w respeoto a oual
quler carta (U,0) con 0 = (x̂ , ,..,x*') sea de la forma:

w = f ĵ (x)dx̂ + f(x)(x"̂ )̂ j, 3dXj^

Nos referlremos de ahora en adelante a f, como funclôn asociada a w. 
Demostraciôn;

8@a (U,0) una carta de M, con 0 = (x^,.. .,x*̂ ). SI w R-lnvarlante 
en vlrtud de la proposlclôn 3.1.2, w adopta en coordenadas ~0 una
expreslôn del tlpo; w s f̂ (x)dx̂ -f- f^^(x)

Observese que para m«U el espaclo L̂ , tlene en coordenadas ecua-

clones de la forma x^= x^(m) = cte, y por tanto

1 %  = f^^(x(m))(x”^)j^3^^^ x(m) = (x^(m), ,..,x*̂ (m)) •
? El punto m€ U permanecerà fljo a lo largo de la demostraciôn por

le lelo que para slmpllflcar la notaclôn se escrlblrd 0 / =  f̂  (x(m)).

SI w es vertlcalmente cerrada, sera 1 w cerrada en L , y las derl-m m
vadas oruzadas colnclden, es declr:

" i  = " p  T T fq j

De la Identldad (x"^)^3x^^= se obtlene derlvando ambos mlembros

respeoto a x̂ :̂

 ---- X. = - (x ),   . Despejando ahora --  se obtlene

q
i - P  r p r p 1 ' 'k p "k
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d u ' h l  .
Analogamente ----- —  = - (x ), (x y las ecuaclones (l) se

transformai! en:

(X'̂ (x"’̂ )J (x”^)^ = (Xp(x"̂ )̂  (x~^)^ tomando ahora =(X^ ,

y^ = (x”^)p se tiene y^ = b^ y^ y aplicando ahora el lema

3.1.3 se oonoluye que existe una constante £ S de manera que 
bj = (y y^ , es decir, (x"^)^ = (X (x"^)^ , y la expresldn de i^w

es ahora:
i^w - CV(x”^)| dXj

slendo (x «m ndmero que depends de m*
Aplicando este razonamlento a cada punto m de U, se construye uns 

funcidn féJ^(U) de manera que.:

w = fĵ (x) dx^ + f(x)(x“^)^ dXj

En principio la funclÔn f podria depender del sistema de coorde- 
nadas 0 tornado sobre ü . Veamos que no es asl:

Sea (U,y-) otra carta oon (y^,...,y°)# y = (ŷ , ŷ̂ )

(en esta comprobacidn se identifican de manera obvia y^ oon y^ y
x^ oon x^). Las ecuaclones del camblo de coordenadas pueden escrl- 
birse:

x^ = x̂ Cy^, .*.,y“) x^ = yi 7 ^  P°r tanto (x“^)^ =(y"^)^ ̂
 ̂ ^ ^ ax^

Se eatudlard la expresldn de la"parte vertical" de w en la nueva 
carta (los puntos suspensives Indlcan termines que corresponden a 
dy^ y que no interesan para este propdsltoĵ  *
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Se tiene:

 i_ = ^ - oon l o  que dx,^= & -̂ -JL dy ^ +. ... =
3 a%P J i 3yP q

= ■ ^  ■ â y  .*’ 4- . . . .  y p o r tanto
3 yP J

W = ... -ff(x(y^, ...,y“ ))(y“^ ) ^  ^ "̂ 7 es deolr
* J]C 3yP 3

= ... +f(y)(y~^)k^dyj*^.

Observeee flnalmente que puede deflnlree globalmente una aplicacidn 
f £ ̂ (M) verificando las condiciones de teorema,

El reciproco ha quedado implicitamente probado, en el contexte de 
esta demostracidn.

Si la Informa w es cerrada, necesarlamente es vert1calmente ce- 
rrada. El siguiente corolario al teorema anterior permits conocer la 
expresiôn local de una 1-forma R-invariante y cerrada,
COROLARIO 3.1.5

Si w es una 1-forma R-invariante y cerrada, su funcidn asociada 
es constante.
Demostraci 6n:

Sea f la funoiÔn asociada a w en 3.1.4, y sea (U,0) una
carta oon dominio ü conexo, 0 = (x^,...,x^). w adoptard en coorde
nadas ̂  una expresidn del tipo w = f̂ (x)dx̂ -f-f (x) (x”^)^^dx^^. Se

probard que f es constante en U. Por ser w cerrada se tiene, en par
ticular

f(x)(x”^)^^ ^ f , -1 j
---------  = “T— :—  = 0 y por tanto -^r (x ). = 0 i, j=l,...,n,

3 x^ ^ Xj 3 x^ ^
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Por ser la matrlz ((x” )̂̂ ) no singular, fijado me U existe 1,j entre 
1 y n tal que (x ^)^(m) ^ 0, y esto tambien sucederd en un pequeilo

entomo conexo V de m; la Igualdad -̂ --(x’’̂)f = 0 indica que =* 0
ax^  ̂ 3x^

en V (k=l,...,n) y por tanto f es constante en V. De esta manera la 
funcldn f es localmente constante en M, y por ser M oonexa es f 
constante.
DEFINICION 3.1.6

Una 1-forma w en L(U) se denominard unitaria, si w es f-invariante, 
verticalmente cerrada, y su funciôn asociada es la funoidn constante 
igual a la unidad.
2. 1-formas triviales en L(M).

DEPINICION 3.2.1
Una 1-forma w en L(M) se dice trivial, si existe una 1-forma (V en

M de manera que para cualquior secciôn local St U  -- > D(U) se ten-
^  8 w = (/ . Convendremoa en designer a w elevacidn de cx” y a tx pro- 
yeccidn de w.
TEOREMA 3.2.2

Para una 1-forma w en L(M) son équivalentes las afirmacionest
1) y (U,0) carta de M, 0 = (x\..,,x*^) w puede esoribirse en coorde
nadas ~0 en la forma w = f^(x)dx^.

2) w es trivial.
3) Existe (V 1-forma en M tal que S^w = para toda carta (U,0). 
Ademas si /v es la proyecciôn de w y Cx = f^(x)dx^ en coordenadas

0 *= (x̂ , ...,x̂ ), la expresidn de w en coordenadas "0 es w = f^(x)dx^
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1) 2 ) s SI {\Jf0) es una carta de M, y w se escribe en coordenadas
0 en la forma w « fĵ (x)dx̂ , se define f^(x)dx^. Se prueba sin

dificultad que 0/̂  es independiente de las coordenadas 0 tomadas 
sobre D, por lo que puede definirse globalmente la 1-forma Or en M 
tal que O/U = para todo abierto U dominio de una carta. Final- 
mente, la comprobaci6n de que (V es la proyecciôn de w, es tambien 
trivial.
2) 3) î évidente.
3) 1) % Sea (ü,jZl) una carta de M, 0 = (x̂ , ...,x^) y
Of ss ...,x^)dx^. Supongase que w se escribe en coordenadas 0i

w = fj^(x,x)dx f̂ f^(x,x)dXj. Se tratard de probar que f^(x,x) = f^(x) 

y que f^(x,x) *  0

La aplicaoiôn Ŝ i U  > L(U) se escribe en coordenadas ̂  de la

forma x^ = x̂ ; x^ = 5 ̂  oon lo que S^w = f^(x^,...,x*̂ , S )dx^ =

f^(x\ ,..,x“)dx^ y por tanto f̂ Ĉx̂ , ...,x̂ , 5 ) = f^(x^,.. .,x*̂ ). 

Veamoe que f^(x^,,..jX̂ .̂a) = fĵ (x̂ , ...,xf/^ ) para todo aeGL^.

En efeotoi si y- = (y^,.«#,ŷ ) es una nueva carta sobre ü definida
por las ecuaoiones x^ = â y ,̂ se tendra — = a^ y las ecuaclones3 3 yJ 3

de S ̂  en coordenadas 0  son x^ = x̂ ; x^ = a^ . Imponiendo la

oondioiôn S^ w = o( queda S^ w = f^(x^,.. ,,x°,a)dx^ =f^(x^,..,x^)dx^

por loque f^(i^,., .,x*̂ ,a) = f^(x^, ...,x°) \/a é GL̂ .
—  1Queda por comprot^r que fĵ es identicamente nula:
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Sea (U, Y' ) y- = (ŷ , una nueva carta definida sobre tJ por
ecuaclones del tipo = a^y^ donde a^ es aplicaeiôn diferenciable

de U on 1 y a(m) = (a^(m))éGL^ \/xBi4.Ti

w, se escribe ahora en coordenadas ~0t

dx^
^ 1

3 w = ff (x^,,..,x”)+ fj(x^,.,,,x“,a(x^,..,x“)) — ^  J 
^  ̂ <3x^

imponiendo S^ w = <x' queda ;

fj(x^,...,x”,a(x^,...,x”)) — ^  = 0 (k = l,...,n) (1)
 ̂ 3x^
Si p es un punto de ü con coordenadas respecte a 0 x^ = x^(p) y

b6GL^(S), se pueden construir en un entomo V suficientemente pe-
queflo de p, funciones a^(x) diferenciables de forma que a^(x ) = b̂ ,0 j j ® 3

^ \ilas derivadas parciales — :r* en x tomen valores prefi jados A
3x^ ° ^

(por ejemplo aj(x) = bj(x)-̂  j(x^ - xj)) y det aj 0 en V.

De esta manera la igualdad (l) (para k = 1) particularizada en
X = x^ queda* f̂ (x ,̂ b) = o para valores arbitrarios de  ̂ y

por tanto fj(x^,b) = 0,

El fflotivo por el que se ha astablecido este teorema, es el de la 
obtenciôn del siguiente corolario que serd utilizado mas adelante. 
COROLARIO 3.2.3

Si w y w' son dos 1-f ormas en L(M) taies que S^w = S^  para toda

carta (U,0) de M, ontonces w = w',
Demostraciôn:
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La 1-forma w - w' verifica la condlclôn 8^(w - w') = 0, j or tanto

w - w' ea trivial oon proyeoi6n nula. Fijada una carta por
el teorema anterior w ee escribird w = f^(x)dx^ en coordenadas 0 
y eu proyecciôn 0 = f^(i)dx^, luego f^(x) es identicamente nula, 
w - w' es localmente nula y w = w' (por ser M oonexa).

3, Forma asociada a un operador divergencia.
Este pardgrafo esta dedioado a estudiar la intima relaclôn exis

tants entre las formas cerradas unitarias y los operadores divergencia. 

PROPOSICION 3.3.1
Asociada a un operador divergencia div definido sobre la rariedad 

M existe una dnioa 1-forma w en L(M) verifioando la condiciôn (1)1 
^para toda seociôn local Si U —  -> L(U), es div/U = diVg-A S % , "
Ademas w es cerrada y unitaria.
Demostraciôn:

Fijado el operador divergencia div sobre M se procédé a définir 
la forma w subordinada por el:
Si (U,^) es una pareja compatible con div, XZ puede considerarse
como una aplioaoiôn diferenciable de L(U) en E . Se define ŵ ;= .
Wg es independiente de la forma de volumen XZ definida sobre U, tal
que (ü,S2) es compatible con div, pues por 2.4.4, todas elles son
de la forma aJZ para a é l^y > Por tanto esa -j t a 3%
posible construir w 1-forma en L(M) tal que w/L(U) = ŵ , ouando 
(ü,57) es compatible con div.

Estudiemos ahora cual es la expresiôn de w en las coordenadas 0 
correspondientes a una carta (U,/̂ ) de M, con 0 = (x^,...,x^). Si XZ 
es una forma de volumen definida sobre U tal que (U,5Z) es compati
ble con div, la expresiôn dm 52 en coordenadas 0 serd
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yiiXfX) ~ e x p  f ( x ) . d e t  x  d o n d e  f £ ^ ( U )  ( s e  h a  to rnado  X Z  ,  d e f l n l e n d o  

l a  m ism a o r i e n t a c i ô n  q u e  X Z ^ )  y  e e  t i e n e :

- ^ X Z  y  — ^  =  ( e x p  f ) a d j ( x j ) ,  e n  d o n d e  a d j ( x j )  r e p r e -
^  X® a X  ^ x j  ^ ^

8e n t a  a l  a d ju n t o  d e  x ^  en  l a  m a t r i z  ( x ^ ) ,  c o n  l o  c u a l

dXZ = XZdx®4- (exp f)adj(x^) dx^ ; teniendo en ouenta que

y  en  v i r t u d  d e  3. 1.4 w es  1- f o r m a  R - i n v a r i a n t e  v e r t i c a l m e n t e  c e r r a d a  

y  u n i t a r i a  ( v e a s e  d e f .  3. 1. 6) ,  P o r  o t r a  p a r t e  w e s  c e r r a d a  y a  q u e  

l o g lJ2l e s  u n a  p r i m i t i v a  l o c a l  d e  w o u a n d o  ( ü , î2 )  e s  c o m p a t ib le  c o n  

d i v .  Se p r o b a r d  a  c o n t in u a c iô n  q u e  w v e r i f i c a  l a  c o n d ic iô n  ( l )  d e l  

t e o r e m a :

S e s  8: U  ■> L ( U )  una s e o c iô n  l o c a l  c o n  S =  ( o ^ » . . . , s ^ ) ,  y  s e a

( . . . ,  b a s e  l o c a l  d e  1- f  o rm a s  d u a l  d e  ( e ^ ,  . . . , e ^ ) .  P u ed e

s u p o n e rs e  q u e  ü  e s  d o m in io  d e  u n a  c a r t a  0 =  ( x ^ , , .  . , x * ^ ) , y  s e  t r e 

t a r d  d e  e x p r e s a r  l a  1- f o r m a  Wg= d i v  -  d iV g  en  c o o rd e n a d a s  0  ( v e a s e

notaoiôn 2,3.3). Las ecuaclones de S en coordenadas^ serdn de la

fo r m a  x ^  =  x ^ ;  x ^  =  Z ^ ( x ^ , . . , , x ^ )  v e r i f i o a n d o  l a s  f u n c io n e s

l a  c o n d ic iô n  e =  ,  y  s e  t e n d r d :
3^ x 3

Wg = ( ( d l v  -  d lV g ) e ^ )c x '^  = ( d i v  e ^ )  cy^  -  ( d iV g e ^ ) ç v ^  y  t e n ie n d o  en

o u e n ta  q u e  d iV g e ^  = -  [ e^,,  e ^ ]  ( v e a s e  2. 3. 4)  q u e d a

Wg =  ( d i v  e ^ ) c y ^4 ( I ) .
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1 à 1 ;Se tiene por una parte: div e. = div(X^ — r) = div(— r)-f — T- (II)
1  ̂ i?x̂  3x3

y por otra [e.,e ] = [l? - X? — A ]  ^  conloque
ox d %" dx**

«ŷ [®i*®kl = dx̂ )([ê ,ej ) = (I~̂ )j A - 3̂  T h  'j -i -  'j “k

es deoir*o< |e^,e^] = (x" ) ̂ XJ "J~h " (HI) P®r tanto

de (ll) se deduce (div ê )Or'̂  = (div Sĵ )(X“‘̂ )^ dx^=

è 4 1 V h 3̂cJ
=* div(-^) dx + (I* )- XT — T (IV)3x3 3 Jc

A xy x̂**
y de (III) se deduce «f[e^,e^](y^= (x” )̂ j “ (3*̂ ~̂ )h (V)

sumando (IV) y (V) y teniendo en ouenta (I) se llega a

"a '

Pdr otra parte si (U,H) es compatible con div y XZ = (exp f) XZ^ es

w - -̂ 2̂  dx^+ (x”^)^ dx^ oon lo que S w = dx3-f-(x”^)^ dx *̂ 
3%3 3 ^ d%3 3 dx

Para oomprobar que Wg = S w solo queda por verificar que

div (-^) = , lo cual ae deduce de que L ̂
3x3 3x3 —

3x^
èL è ((exp f)57^) = — 7 (exp f)^çt = ya que L 3 T2 m = 0

Ni  ^ dx ^ èx i

por ser div^ = 0 (vease 2,3.4).
^ 3x

Probemos finalmente la unicidad de w:
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Si w'-es otra 1-forma en L(M), verifioando tambien la oondiciôn 
(1) del teorema, para oualquier oarta (U,̂ ) ae tendrd S^w = S^w'

y por el corolario 3.2.3 es w=w'.

En la primera parte de la demostraciôn de la proposioiôn 3.3.1 
anterior se han obtenido très resultados parciales que (por razones 
de tipo tecnico) van a destaôarse como taies en la siguiente propo- 
siolôn.
PROPOSICION 3.3.2

Si w es la forma asociada a un operador divergencia div entonces
a) (U, J7) es compatible con div si y solamente si = w en L(u).

b) Si (U,̂ ) es una carta (U conexo) y _T2 = (exp f)S2^ entonces 

(u,F2) es compatible con div si y solo si df = Ŝ w.

c) w puede esoribirse en coordenadas 0  en la forma

w/L(U) = V  + •

Se establece a continuaci6n la proposioiôn reclproca de 3.3.1 
PROPOSICION 3.3.3

Si w es una forma en L(M) cerrada y unitaria, existe sobre M un 
linlco operador divergencia div, de manera que para toda seociôn lo
cal S; U  > L(U), se tiene div/U = diVg+ sV.
Demostrac i ôn;
Sea (U,0) una carta de M, y supongase U simplements conexo. Por 
3.1.4 la expreoiôn de w en coordenadas 0 es:

w/L(U) = f̂ (x) dx^+ (x""3-) 3 dXj = S^w 4- (x"’3')3 dXj. Por ser w cerrada
¥es S^ cerrada y por tanto exacta sobre U. Si f es una primitiva de
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8 ^  en U, es = f^ î la forma de volumen -H. = ( exp f) J 2 ̂

verifica la condiciôn = w en L(U) y esta condiciôn détermina

a SI salve constantes mul tiplicat i vas. (En efecto: si -T2 es for
ma de volumen en ü y = ir en ü entonces d log 1-72.'/ = ? w =

a a d logl-TZ/ por lo que en la components conexa

L^(U) a I ueL(ü) / J7.̂ (u) > Oy es log jSl'l = log|J7/ -f- log a

para oierto a 4 1̂ , es decir, j-TZ'/ = al-Tll , y por ser S2 y SI
formas de volumen, se verifica la igualdad S2^ = t a. SZ en U). De
esta manera queda determinado en U el operador divergencia div^= iiŷ

y se puede construir un operador divergencia div sobre M tal que 
div/U = diVg en el dominio U de oualquier oarta. Si w' es la forma

asociada al operador divergencia asi construldo ee tendrd S^w =

para toda carta (U,0), y en virtud de 3.2.3 es w =
4. Forma asociada a un operador divergencia trivial.

El motivo de este pardgrafo es mostrar que la condiciôn necesaria 
y suficiente para que un operador divergencia div definido sobre H, sea 
trivial es que su 1-forma asociada w sea exacta en L( M).
PROPOSICION 3.4.1

Si div es un operador divergencia trivial, entonces su forma aso
ciada w, es exacts en L(M).
Demostraciôn *

Por la proposioiôn 2.6.4 existe densidad sobre M tal que 
div = div- . Sea F = log <9 : L(M)  y S; Se probard que F es una
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primitiva de w en L(M), En efecto, ai (ü,Ji) es una pareja compatible 
con 0 (y por lo tanto compatible con div), ae tiene por una parte

'9/L(U) =1-72-1 y -j—  = d log 1-72. ( = w/L(U) (veaae demostraciôn de

3*3.2) es decir dP = w en L(U), Por suceder esto en un entorno ü de 
cada punto de M, se concluye que P es primitiva global de w, y por 
tanto w es exacta.

Para la demostraciôn del reciproco se requiers del siguiente lema: 
LEMA 3.4.2

Sea w 1-forma unitaria y exacta en L(M). Si P: L(M) — — > 1 es
una primitiva global para w entonces la aplicaciôn —P: L(M) --» 1
tal que (— P)(u) = P(u) para todo u = (û , ...,û ) L(M) (siendo 
'̂ u = (ug,û , ...,û )) es tambien primitiva de w en L(M).
Demostraciôn:

Sea div el operador divergencia asoclado a w en 3.3.2, y sea (U,0) 
una carta de M, siendo U conexo. Si f = P.S^ = S^ F y 72 =( exp t)Sl^

entonces dx®-f- (x"'̂ -)! dx^ y como df = d(S^ F) = Sw(dF) =p i  P P

=s Ŝ  w se concluye que = d(logl_ni) = w en L(U) y por tanto

log 172/ es primitiva de w en 1(a), por la proposioiôn 3.3.2.
Sea LjJ(ü) = |ué L(ü) /J2^(u)> 0 y L^ = {u 6L(U) / Sl^(u) 4 o ]  

Ambos conjuntes son conexos, y como P coincide con log |J7 | en los 
puntos 8̂ (p) (péU) de L̂ (U) se concluye que P = loglS2( en L̂ (ü),

y que existe una constante C 65 tal que 
Ctlog|72j= P en L (̂U) por tanto:
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flog|i2(u)| Bl uéLj(D)
r(ü) « I y

( C + log|jI(u)| ai u6L^(U)

j-log|JZ(u)j+C Bl UéL^(ü)
( = P( - u) a J

I logjiI(u)f Bl U£L^(U) 

ya que |-r2(— u)( = |--72(u)| =\-72 (u)| .

En consecuencia ('^F)/L(U) es primitiva de w en L(U). Como esto es 
oierto en un entorno U de oada punto de H se ooncluye que <̂ F es 
primitiva de w en L(H).
COROLARIO 3.4.3.

Si w es una forma unitaria y exacta en L(M), existe una funciÔn 
F: L(M) --- > 1, primitiva de w en L(M), tal que F(u) = FC— u) pa
ra todo ud L(M).
Demostraciôn:
(reouerdese que M es conexa)

Si H no es orientable entonoes L(M) es oonexa y si F es primitiva
de w en L(M),/^F tambien lo eS por 3*4.2, por tanto, existe una cons
tante C é 1, tal que ^F » P + C. Para udL(H) se tiene F(-^u) =P(u) + c 
y tambien F(u) = P( — u)4 C (pues u = -(^u)); sumando ambas igualdades 
se llega a 2C * 0 y por tanto C = 0.

Si M es orientable, sea SI forma de volumen sobre M, y
l'̂ (M) = (u ( L(M) / 71 (u)> oj, l“(M) = ( u  € L(M) /SI (u) ̂  0 } sus dos
oomponentes conexas. Sea G: L(M)  > 1 una primitiva de w en L(M)
entonces *̂ 0 es tambien primitiva de w en L(M) por 3.4.2, y la fun
oiÔn F: L(M) ---  ̂1, definida por:



— 51 —

i' G(u) si ué L^(M)
P(u) = j

i ( -G)(u) 8l U£ l“(M)
es diferenciable (pues l'̂ (M) y 1 (M) son componentes conexas de l(M))
y dP = w, Ademas:
si ufeL"*(M) es P( — u) = (~G)(rs,u) = G(u) = P(u) y
si u ê L”*(M) es P(--u) = G( -, u) = ( — G)(u) = P(u)
Como consecuencia de 3.4.1 y 3.4.3 se obtiene el siguiente resultado: 
PROPOSICION 3.4.4

Si la forma w asociada a un operador divergencia div es exacta,
entonces div es un operador divergencia trivial,

Demostraciôn:
Sea P: L(M) --- > S una primitiva de w en L(M) tal que P('--'u) =P(u)

para todo u<lL(M), cuya existencia estd garantizada por 3,4.3. Se 
probaré que 0 - exp P es una densidad sobre M y que div^ = div.
En efecto, si (U,0) es una carta de M y f = P*8̂ , en la demostraciôn
de 3.4.2, se viô que si 71 = (exp f)77̂ , entonces log(7Z( es vna pri
mitive de w en L(U) que coincide con P en L^iU), Pero ademâs si 
u€L^(ü) entonces log|72(u)| = logJil(‘̂u)j = P( ~ u) = P(u), por 
lo que F =• logl-TZj en L(ü) y 1721= exp(P/L(ü)) = <9̂ .

Por otra parte y en virtud de 3.3.2, es (ü,37) compatible con div,
con lo que se concluye la demostraciôn.

Los resultados de las proposiciones 3.4.1 y 3.4.4 pucden reunirse 
en el siguiente teorema:
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TEOREMA 3.4.5
La oondiciôn neceearia y suficiente para que el operador diver- 

genoia div sea trivial, es que su forma asociada w,. sea exacta en 
L(M).
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SECCION 4
OPERADOR PSEUDO-DIVERGENCIA. FORMA ASOCIADA.

Las proposiciones 3.3.1 y 3.3.3, permiten establecer una corres- 
pondencla biyactiva entre las formas unitarias y cerradas y los ope
radores divergencia sobre M, definida a traves de la condiciôn (1) 
de 3.3.1. En esta seociôn se hard un estudio paraielo al realizado 
con el operador divergencia, de un operador que denominamos operador 
pseudo-divergencia, y que se corresponde por medlo de la misma régla 
con las formas unitarias en L(M).
1. Operador pseudo-divergencia.

DEPINICION 4.1.1
Un operador pseudo-divergencia es una aplicaciôn div: ̂  (M) ——4 3? (M) 

verifioando las slguientes condiciones, para X,Y6 jÉ(M) y f 6 Ĵ (M) 
arbi trarios
1) div(X+ Y) = div I + div Y 
ii) div(fX) = f.div X4 L^f
Observeee que un operador divergencia es operador pseudo-divergencia. 
PROPOOICION 4.1.2

Sea div un operador pseudo-divergencia y W 1-forma en M, entonces 
div -hex es un operador pseudo-divergencia,
Reciprocamente, si div y div' son dos operadores pseudo-divergencia 
div'- div define una 1-forma sobre M.
Demostraciôn:

Nos remitimos a la demostraciôn de 2.2.2 (parte 1) y 2) de 1) y il)).
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PROPOSICION 4.1.3
Un operador pseudo-divergencia div, es localizable.

Demostraciôn:

Si div^ es un operador divergencia, se puede escribir por 4.1.2 
div = div^4 para cierta 1-forma en M, por ser div^ localizable 

(prop. 2.3.2) y Of localizable es div = div^+ ̂  localizable. 
DEPINICION 4.1.3

Si div es un operador pseudo-divergencia y (U,JÔ) una carta de M 
nos referiremos a div/U - div^, como la 1-forma subordinada 
por div, sobre la carta (U,JÔ). Observeee que = div( ̂ ^ )  d%^.

2. Transporte de formas de volumen respecte a un operador pseudo- 
divergencia.

La forma natural de définir dicho transporta viens sugerlda por 
la proposioiôn 2.6.9.
DEPINICION 4.2.1

Sea div un operador pseudo-divergencia y <r : [a,bj --- > M una
curva diferenciable a trozos con Cr(a) = p. Pijemos sobre M un opera
dor divergencia div^, y supongase div =- div^+ « para o/ 1-forma 
en M. Si _TZ p es una forma de volumen en T̂ M, se define el transporte
parai elo de -57. a lo largo de C  por la fôrmula P

Observeee que por la proposioiôn 2.6.9, dicho transporte coincide con 
el definido en 2.5.1, ouando div es un operador divergencia.

Pars eliminar la ambigUedad introducida en la definlciôn por el 
operador div^ se précisa del siguiente lema.
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LEMA 4.2.2
La definlciôn anterior es independiente del operador dlv^ ele- 

gido.
Demostraciônt

Sea dlv^ otro operador divergencia. Denotemos para simpliflcar
= (trJlp)^ (i = 0,1). Supongase div = dlv^t W div =dlv^4y3

entonces div^ = div^4 ̂  siendo = y  y por 2.6.9 se tiene

(^•J7p)i(t) = (expy^^)(TJ7p)Q(t) por lo que

(exp/g^^ )(a-72p)i(t) = (exp^^ )(expy^^^ )(cri7p) Jt) =

= )(o--T2p)^(t).

Las proposiciones 2.5.6 , 2.5.8 y 2.6.9 siguen siendo vdlidas
(con las modificaoiones obvias) para el operador pseudo-divergencia, 
y las demostraciones son practicamente las mismas.
3. Forma asociada a un operador pseudo-divergencia.
A1 tratar de asooiar a un operador pseudo-divergencia, una 1-forma 

sobre el fibrado de bases, de manera andloga a como lo haoiamos oon 
un operador divergencia se llega al siguiente resultado:
TEOREMA 4.3.1

Asociada a un operador pseudo-divergencia div sobre M, existe una 
jinica 1-forma w en L(M) verifioando la siguiente condiciôn:
(1) : para toda secciôn local S: Ü  > L(U) es dlv/U = diVg4 S w
Por otra parte, esta 1-forma résulta ser unitaria.
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Demostraciôn:
a) Conetrucolôn de w.

Sea (U,0) una carta en M con 0 = (ẑ , . Teniendo en ouenta
* 3 ique ha de ser igual a = div( -— j) dx y que w ha de ser unita-

ria^pareoe natural définir w en L(ü) por la fôrmula

w,, = aiT( -^) diî

Tenemos que comprohar que w/L(U) es independiente del sistema de coor
denadas 0  utilizado. Tomemos entonoes (U, Y'), otra carta con

(ŷ , y comprobaremos que la forma w' = div(-^) dy^-f

+ (y” )̂̂  dy^ coincide eœi ŵ , para lo cual es necesarlo escribir

Wg en coordenadas ^  • Las ecuaoiones del oambio de coordenadas son
i  le

*4 “ " A  ♦ y por tanto (x"̂ )J = (y""̂ )̂  por lo que3 3 ayX  1 k

dx^ = dy^ y dx̂  = — ^ dy^4 ... = y^ — r dŷ 4- ... -

ien donde los puntos suspenslvos representan termines que contieneu dŷ  

abi p»,. . aiv( ... «

por otra part. dlv( ^ r) = —— &!?(——%) + . —- - =
<>y*’ <)x^^yl’

Comparando (I) y (II), se tiene Wg = div(-~) dy^4 ....
^3T
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Finalmente ee ha comprobado ya, an el final de la demostraciôn del 
teorema 3.1.4 que la parte vertical de Wg sigue siendo de la forma

(y dy^ , y puede construirae una 1-forma unitaria w en L(M) de

forma que w/L(U) = Wg para U dominio de una carta de M,
b) Comprobaoiôn de que w verifica la condiciôn (l).

Es claro, por la construcciôn de w que para oualquier carta (ü,0) 
se tiene que div = div^-f Ŝ w, la demostraciôn de que esta propiedad

tambien se verifica para una seociôn local 8: U  ■> L(ü) y de que
w es dnica es la misma que se realizô en la demostraciôn de la propo- 

siciôn 3.3.1 (ùltima parte).
Reciprocamente:
PROPOSICION 4.3.2

Si w es una 1-forma unitaria en l(M), existe un dnieo operador 
pseudo-divergencia div de forma que, para toda secciôn local
S: U------ > L(U) es div/U = diVgf 8 w.
Demostraciôn:

Pijemos (U,0) carta de M con 0 = (x^,...,x^), w se escribird en 
coordenadas 0 de la forma w/U = f^(x) dx^+ (x””̂ )^ dx^ . Se define

ydiVg = div0-f Ŝ w. Se comprueba de la misma manera que en a) de 4.3.1

que diVg es independiente del sistema de coordenadas 0 utilizadOâ 
para definirlo, y por tanto es posible obtener un operador pseudo- 
divergencia div sobre M de manera que div/ü = diVg, ouando U sea do
minio de una carta. Dicho operador div de lugar por la proposioiôn

V V-anterior a una forma w unitaria y se tiene S^w = S^w para toda carte
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(8,0), por el corolario 3.2,3 es w = w'.
Finaliza el capltulo oon el siguiente teorema ouya demostraciôn 

es inmediatai 
TEORIMA 4.3.3

Sea div un operador pseudo-divergencia, cuya forma asociada es w, 

Entonoes, : la oondiciôn neoesaria y suficiente para que div sea un 
operador divergencia es que la form§ w sea cerrada.

Demostraciôn t
Sea (ü,0) una carta de H, entonces div/U = div^ -4 S^w. Si w es

cerrada entonces S ^  es cerrada, y por la proposioiôn 2.2.2, div/U 

es un operador divergencia en U. Por suceder esto en un entorno U 
de c#da punto de M, se concluye que div es un operador divergencia 
en M. El reciproco ha sido ya probado en 3*3.2 .



CAPITULO II

APLICACIONES A LA TEORIA DE 

CONEIIORES LINEALES
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SECCION 1

. PffiSUMINARES

La teoria de operadores divergencia désarroilada en el capltulo an

terior , se aplica en este capltulo a ciertos aspectos de la teoria. 

de conexiones lineales y la teoria de sprays , Esta secciôn esta de- 

dicada a establecer los elementos esenciales de cada una de elles , 

con motivo de fijar la terminologie , y resaltar los resultados bâ- 

sicos que môs adelante serôn utilizados.

Se mantiene la notaciôn establecida al principio de la secciôn 3 

(Cap.I) î L=L(m ) , es el fibrado de bases de la variedad M y

n *L(M)   >M , es la proyecciôn canônica . Se dénota por 77,' ,1a

aplicaciôn de L(M) en T(M) que hace corresponder a cada elemente 

u = ( u . j , ,Ujj) de L(îfi) el vector û  . Si ( of\....,(v") es la base 

dual de (u.j,,,,,û ) , n‘(u) dénota a , y résulta ser apli-

caclôn de L(M) en T(M) . Finalmente , si u€L(Ll) se denotarô por 77«.>■
a la aplicaciôn tangente T^n :T^(L) ----* , y por f^ a la

aplicaciôn de GL^(E) en L(m ) tal que f̂ (̂a)=ua para a GL^ .

La referencia general en esta secciôn es [3] y [s] en lo que se re- 

fiere a la teoria de conexiones lineales, y (6j , [7] , [ô] , y [loJ, 

para la teoria de sprays .
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1.Campos canonlcoa vej'ticales en L(i-:J

Para cacia u£L(lvi) ce define , subespacio de vectores verticales en

T^(L), corao el nucleo do la aplicaciôn ̂ 7̂ :T^(L)--> (i.) , que es

subespacio de dimension n̂ .xios subespacios u e L definen una dis-

tribucion involutiva en L, cuyas subvariedades intégrales sen las sub-

variedades L = n*̂ (m) (meli). Es posible obtener una base global en m
L de esta distribuciôn canonica vertical definiendo para i,j=1...n

los campos eJ(u)=Tq{ f^)(xi(e) (Xj( e) ) , donde e es la matriz

identidad de , y los campos definen la base canonica del âl-

gebra de Lie del grupo de Lie GL̂ .̂

3i (U,0) es una carta de Li con 0-(x\...,x^) , la expresiôn de
—  • 1 ^en coordenadas 0  es Ê =x*5 — ^

J  ̂ X /

2, Proyecciones horizontales

Se llaman proyecciones horizontales a las 1-formas defini-

das en L por : w^(X^)= /l'(u)( T̂ y(X̂ ) ) , para X^£ T^(L). La expresiôn

local de v/̂ en coordenadas 0 =(x\ ... ,x^,x^ ) es wl=(x“ )̂ldxdJ J
Si S: U — »L(U) , es una secciôn local, las 1-formas on U 

( S**vv̂ ,,.. ,S \'/̂) definen una base local que es dual do la base local 

de campos ... ,T7„S).
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3. Dlatrlbuclôn horizontal subordinada por una oonexlén .

Una conexiôn S  definida sobre M permits de una manera natural, ele- 

var curvas diferenciables a trozos en M , al fibrado de bases L(M)

por transporte paralelo. t si <r :I--(I , intervalo cerrado de]R)

es una ourva diferenciable a trozos, y u 6 L con r? (u)= <r( t̂ ) para 

t^6 I, una elevacion horizontal de O' por u, es una curva diferen

ciable a trozos en L , 0^ *I de forma que 77 =. O"

y los vectores Uu se desplazan paralelamente a lo largo de res

pecte a la conexiôn r* , So prueba que esta elevacion existe y es uni- 

ca; Este proceso lleva a définir la distribuciôn horizontal subordi

nada por P en L de la forma quB sigue t para u 6 L con n ( u)=m ,

sea h^ iTjjj(m )-- >T^(L) , la aplicaciôn definida de la siguiente

forma, para T̂ g(M) sea o-jî — » M (l̂  =(- 6,6) , € >0 ) una ourva 

diferenciable por Xĵ , es decir, 0" (o)=m y cr'(o)=X̂ . Por definlciôn 

ĥ (Xjjj) ^  (o) ; La aplicaciôn h^ asi definida ( que por supuesto 

es independiente de la curva CT tomada por X̂ )̂ , es un monomorfismo 

cuya imagen se llamarô subespôcio horizontal (eubordinado por P  en u) 

Obaervese que n^/H^ = h^̂  , y que los subespôcios , verifican:

1) = T^(L)

2) (Ral?u = »ua , . y •

Reciprocamente, se prueba que una tal distribuciôn verifioando las
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propiedades 1 ) y 2 ), subordinan ana unica conexion P  sobre la varie

dad 1,1 , cuyos subespacios horizontales son precisamente los .

On campo X de vectores en L , se puede descomponer de forma mica,en 

soma Xy4- X̂  , siendo Xg(u)éH^ y Xy(u)^V^ )/\xéh , Si X̂. =0 , 

se dirâ que X es horizontal , y si Xg=0 , se dirâ que X es vertical.

Las curvas horizontales en L , son aquellas cuyo vector tangente es

horizontal en cada punto , y las curvas elevadas de curvas de M , son

en este sentido horizontales.

La técnica de elevacion de curvas , permite tambiôn una elevacion de 

campos X de M , obteniendose asi un campo sSî horizontal y R-invariante.

4. Base global de campos horizontales 

Puede construirse una base global de campos para la distribuciôn ho

rizontal subordinada en L por una conexiôn P, (E^,... ,Ê ) tomando , 

E^(u) = ĥ ( (u)) para u 6  1 , y el sistema ( E,|,... ,Ê ,e| ,... ,Ê )

constituye una base global de campos en L .

La expresiôn de cada en coordenadas 0, es de la forma

Er = ^  -(^y* ̂ >^3 ) (1.4.1)
s

donde representan los simbolos de(firistoff er de la conexiôn 

respecte a la carta (U,0), y se tiene para cada a € GL̂  , E^(ua)=a^E^(u), 

para oualquier u 6 L
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5. Prpyecclones verticales . Base global de l-formaa en L 

La base dual de (E^,... ,Eg,... se dénota per

(wj* . , ,ŵ ) , donde , son precisamente las pro-

yecclones horizontales definldas en el § 2. A las formas Wj se les de- 

noffllna proyecciones verticales, y su significado geométrico es el si- 

gulentet si X^€ , entonces vX^ =(f̂ ]̂  (w^(u)X^(e)) , siendo vX^

la components vertical de X̂ « La matriz W=(wj) define entonces una 

1-forma en L evaluada sobre el âlgebra de Lie GL̂ .̂ Si X es un oarapo 

en L , se verifies la eqùiValencia : X es horizontal 4=̂  W(X)=0,

En coordenadas 0 se puede escribir:

^ [xj (Çj n)dx®-fdxjJ (1.5.1)

Si S I ü — »L(U) es una secci^n local con S = (e^,.,.,e^) , se tiene 

para todo campo X definido en Ü * Wj)(X)Cĵ  . En particular

si S e para cierta carta (U,g() se tiene % Ŝ Wj dx^ (1.5.2)

por tanto^^^; = (S^ wJ)(.^).J^ = J^Ic (1-5.3)

$. Transporte paralelo 

1.6.1 Si cr:[a,b]— es una curva diferenciable a trozos , y 

Xm6:Tjjj(M) (ift=(T(a) ), se denotarâ por (0"X^)^ (t) el transporte para

lelo de X^ a lo largo de 0" . Cuando 'la imagen de O' est ' conte- 

nid a en el dominio U de una carta gf = (x\... ,x̂ ) , si son los

slmbolos deCkristoFAer de la conexiôn en (U,gf) , las ecuaciones
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dlferenciales del transporte paralelo pueden escribirae en cada tro- 

zo diferenciable de CT • , siendo = x^(t)

las ecuaciones de <r en coordenadas gf , y ( O'X^)^(t) = X̂ Ĉ 

la unioa solucion tal q.ue (cr X̂ )̂̂  (à) =X^ .

En ocasiones cuando no haya necesidad de hacer referenda explicita 

a , se denotarâ por ( (̂ -X̂ ) . Por otra parte si t̂ , t̂

pertenecen a [a,bj, se denotar'a por T el isomorfismo canô—

ni CO subordinado entre los espacios y , por el

transporte paralelo a lo largo del trozo de curva determinado por los 

puntos Çr(tjj) ycr(t^)

Kecositaremos mas adelante utilizar el siguiente lema 

Ü3.LA. 1.$.2

Si X^d T̂(r,l) y si Y ( ̂  (li) , la derivada covariante (Y)respec-
m

to a la conexiôn /”* , puede definirse de la forma que sigue*

Para £ > o , sea a i >M , una curva diferenciable por X̂  ̂,

entonces ; X7xJ ̂ J= “lt~it= 0 ^ (t))j

1.6.3

El transporte paralelo de vectores a lo largo de una curva , respec

te a una conexiôn /"* , subordina en gen nral un transporte de tens ore s 

y de formas. Estâmes particularmente interesados en el transporte pa

ralelo de formas de volumen , por lo que nos detondremos un instante
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en este punto:

51 0*.-|a,bJ— >M , es una curva diferenciable a trozos, y -f2.(t) as 

una forma de volumen definida a lo largo de ^ , -TZ. (t) se desplaza- 

r& paralelamente a lo largo de o  respecto a la conexiôn ^  , si para 

todo u 6 (ofc= (T(a) ) es -̂ (Ç7"̂ (̂t)) constante . (Cbservese que es 

suficiente que la condicion se cumpla para algûn u € , ya que

SI ( G-u&(t)) =IZ(cr^(t)a) = (deta)fZ(crJt)) .

Se denotarâ por ((rjTZ.ĝ )̂ ( t) ô s implement e por (G" X2. jjj)( t) al trans

porte paralelo de a lo largo de o- respecto a la conexiôn Z"' .

1.6*4 Geodâsicas

Las geodâsicas de una conexiôn son por définioiôn curvas diferen- 

ciables , taies que su vector tangente se desplaza paralelamente res

pecte a F’ . Las geodâsicas satisfacen en coordenadas 0 =(x1,...x^) 

una ecuaciôn diferencial de segundo orden de la formai

d^xk s . p  k dx^ >Qx^
dt^ dt dt

Fijâdo un vector Tĵ (M) existe una unica geodâsica C7̂  , verifi-
dcr jj- /

cando las oondiciones iniciales % GL (0 )= m y — — / = .
^m at /t=C “

(La unicidad estâ entendida en el sentido usual) 

f). Sprays 

1.7). 1 Notaciones

Se dénota por TIvI el fibrado tangente a la variedad M . Si (U,gf) es
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una carta de li con gf=(x\... , oe construye la carta de triviali-

zacion local (TU,Tgf) toinando IgfsCx̂  ,... ,x^,x\ ... ̂x'̂) siendo para 

TU , X^ -x.̂ (X̂ )̂( ̂  . Se dénota por r.-Ttl — *M a la pToyeccion

canonica.

DEFirilGlCN 1.7.2

Sea 4? on campo de vectores an TId; se dlrâ que ^  define ma ecuacion

diferencial de sê ,undo orden sobre m , si las curvas integriles de ^

se obtienen elevando al fibrado TI»i curvas de M, es decir t Cijado

X„̂ éT,,(lO existe a :1 — =» lu con cr(c)=m y =t7(o)=X_ ,
dt |t= 0

y —ÉSLc: O" *i — f tli , es curva integral de . Ademas O' es
dt

unica , en el mismo sentido de la unicidad de soluciones para una ecaa- 

cion diferencial.

P1Î0F03ICI0N.1.7.3

La condicion necesaria y suficiente pura que un campo 4? en TM defi

ne una ecuacion diferencial de segundo orden en M , es que respecto 

a cualquier carta(U,Ĵ ) , ^  adopte en coordenadas Tgf , urn expresion

del tipo : x̂"— + f^(x,x) — , y de Ista man era las curvas integra- 
3 x̂- 3xü

les de -i? en U habr'n de verificar el sitema de ecuaciones :

[ â £ =  xj 1
{. dt dt 3 j=1 .. .n
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DEPIHICIOR 1,7.4
Dna eo uao iôn  d i f e r e n c i a l  ^  de aegundo orden en H, ee  d i r d  que

ea un apray ai rerifica la aiguiente oondiciônt ai CT : I  ^ M ea
una ouz*va i n t e g r a l  de j f  (e n  e l  s e n t id o  de que (T lo  e s ) p a r a m e t r i -  

zada re s p e c te  a  t  l a  c u rv a  (T (a t  + b ) ( a , b  6 g ) ,  tam b ie n  ea c u rv a  

i n t e g r a l  da ^  .

PROPOSICION 1.7.5
ea un a p ra y , a l  y  s o lo  a i ,  p a ra  c u a lq u ie r  c a r t a  (U ,/Zf), ^  a d o p ta

en coordenadas TjÔ una e z p re a iô n  d e l  t i p o i

y  ia a  e cu ac io n es  d i f e r e n o ia le a  que habrdn  de a a t is f a c e r  la s  c u rvas  

in te g re Œ e a  de ^  e e rd n :

....... •f-j

IcLos c o e f ic ie n te a  quedan unfvocam ente d e term in ado s  p o r l a

caz*ta ( U ,0 )  y  l a  o o n d ic id n

Una co nex iô n  F* s u b o rd in a  so bre  l a  v a r ie d a d  un sp ra y  cuyaa  

c u rv a s  in té g r a le s  son p re c is a m e n te  eus g e o d ô s ic a a . In tr in a e o a m e n te  

d ic h o  a p ra y  v ie n e  d e f in id o  p o r  l a  c o n d ic iô n :

= arlt=0 f Ô-J ). (0).
m m

S i r* ea una co nex iô n  a im é tr ic a  (c o n  to ra iÔ n  n u la ) ,  l a  e x p re s iô n  

d e l  a p ra y  de g eodôsicaa  c o in c id e  con ( 1 )  de l a  p ro p o s ic iô n  a n t e r io r .
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siendo H , lus slmbolos de Ghristoffer de F* respecto a (U,0) . ̂J
Reclprocamente, los coeficientes fuaicionales j subordinados en 

(lT,gf) por un spray ^  , pueden considerarse slmbolos de Christoffer

de una unica conexiôn simetrioa F' ouyo spray de geodâsicas coinci

de con ^  .

DEFIKIGICIT 1.7.6 '

Un tensor T covariante de orden 2 y contravariante de orden 1,.puede 

interpretarse como una aplicaciôn (̂ivi)-bilineal , de jf (M) » jÜT (M) 

en Se dira que T es un tensor de torsiôn, si T(X,Y) =-T(Y,X)

para X,Y 6 ^  (U).

PKOFOSIGIom.7.7

Dado un spray sobre Li y un tensor T de torsiôn , existe una unica 

conexiôn F* , con spray de geodâsicas 4P y tensor de torsiôn T .

Ademâs , si ^ es una conexiôn con spray 4P de geodâsicas , entonces 

una conexiôn P sin torsiôn , y con el mlsmo spray de geodâsicas pue

de obtenerse por medio de la formula

7^/yJ= 9 %(Y)- k t(x,y)

para X,Y é (m ) , siendo 9 y 9  las derivadas covariantes respec- 

tivas de P y P , y T la torsiôn de P ,
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SECCION 2

COMEXICNES LOCAUAEMTE VOLmiETRIOA3 

En esta secciôn se veui a estudiar , las conexlones que conservan lo- 

calmente una forma de volumen por transporte paralelo , por medio de 

la traza de la conexiôn (? 2) y a travis del tensor de Ricci (P 3)

1.Definiciones

En toda esta secciôn P  represents una conexiôn lineal definida so

bre M con proyecciones verticales (w^).

DEFINICIGN 2.1.1

a) Se dirâ que P es una conexiôn localinente volumôtrica , si para 

todo punto m de M existe una pareja , donde U es un abierto

conexo que contiens a m y SX es una forma de volumen definida sobre 

U I tal que cualquiera que sea la curva diferenciable a trozos

(T t fa,bj — » U , es ( (T (m) )̂  ( t) =0% ( Œ ( t) ) ( c(a) = m ) . En

este case se dirâ que el par (U,-FZ ) es compatible con P .

b) Se dirâ que P es conexiôn volumôtrica , si el par (r.i,57. ) es compa

tible con P f para alguna forma SX de volumen definida sobre M. 

DBFINICIOW 2.1.2

Sea div un operador psudodivergencia sobre M . Se dirâ que la c.nexiôn 

P  es compatible con div, si para cualquier curva diferenciable a tro

zos O' î[a,b)— 1̂.1 , y para toda forma de volumen en )

( m = 0-(a) ) se tiene (crrZin)div ~ *
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lîotese que es suficiente con que la condicion anterior se verifique

para algnna forma de volumen en 

DEFIiaCIÜII 2.1.3

3e llamarâ traza w de la conexiôn P  a la 1-forma en L(M) definida por 

V/ = w1 -f wg .

PliCPCSIClO]! 2.1.4

La traza w de la conexiôn P  es una 1-forma unitâria .

Demostraciôn:

En 1.5.1 (Gap. II) se habla establecido que en coordenadas 0 se puede 

escribir [x^( Pg| • n)dx®-f dxP] . Diagonalizando queda :

w= ( . r/)dx®-̂  (x“ 1 dxP .

En virtud de 3.1,4 y 3.1.6 (Cap.I) , w es unitâria.

2 Operador pseudodivergencia asociado a una cônexion .

La traza w de la conexiôn P  por ser unitâria da lugar (4 .3.2 .(Cap I)) 

a un operador pseudodivergencia div , verificando la condiciôn i 

div/y = diVg+ S*w , para 3:ü — >L(u) secciôn local .

Se comprobarâ que tal operador div es compatible( en el sentido esta- 

blecido en 2.1.2 (Cap II) ) y que e.to es el unico operador pseudodiver- 

gencia , que verifies tal condiciôn. Se cttendran , finalmente consecuen- 

cias de este resultado cowio coiolâ/ios de 2,6.10,3.4.5,4.3.3 (Oap I)
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PROPOSICION 2.2.1.

El operador paeudo-divergencia div asociado a la 1-forma unitaria w , 

traza de la conexiôn P  , ea compatible con P  .

Demostraciôn*

Sea (U,JZf) una carta de M y sea (r ; [a,bj— =»U una curva diferenciable, 

y T%(t) una forma de volumen que se desplaza paralelamente a lo lar

go de CT" respecto a P  , Se puede escribir*

JT2(t) = P(t)iZjÿ ( (T(t)) para cierta funciôn F* £a,b]— » R^ diferen- 

oiable. Sea u 6 , siendo m =(7'(a) , y la elevaciôn horizon

tal de cr por u . Se tendrâ * -Q.(C7'̂ (t)) = cte, Vt <[a,b] , es decir

PZ ( 0" (t)) =0 . Impongamos esta condiciôn en coordenadas 0 * 
dt “
si CT̂ (t) = (u.|(t),... ,Uĵ (t)) (Uĵ (o)=Uĵ  ) podemos escribir ,

u^(t) = x^(t)^~-j| , y J7 (cr^(t)) = det(x^)P(t) . Llamando a

det(x|(t)) = detx , se tiene»
dx^

—â— (Fdet(x)) = .âîL ,det(x)4 P , pero x^(t) verificcn
dt dt 3 x^ dt ^
las ecuaciones del transporte 1.6.1 (Gap II) luego *

— ^ x^ , donde x^ = x̂ ( t ) son las ecuaciones de CT
dt dt ^

en coordenadas 0 ; asi pues ,t>

— (F.det(x))= É^.det(x)-F adj(xĵ ) 4 =(â£ - F C^)det(x)=0 ,
dt dt ^  dt dt J
con lo que —  - F (1̂  = 0 , es decir — ( logP) = H ̂ , ydt dt 1-3 dt 1-3 dt .
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log(?(t)) = f P 4 dt log(F(a)) , y P(t) = P(a).exp/ —a 3 dt Aa 3 at
Cbservese que por 1.5.2 (Gap II) es w = FÎ  dx^ con lo que

/t ^
P(t) = F(a),expy S0. w ; llamando = F(a)-F7^ (m) , se tendrâ ,

( G-i7^)^(t) = exp( J  w) i2^( (7 (t)) = ( crI7 jjj)div » Y» Gue en

U es div = div̂ -t w ,

Se couiprende que la conclusion es también valida cuando se tome CT di— 

ferenciable a trozoa , aplicando en trozos suficientemente pequefios 

de CT la conclusion anterior . Como consecuencia de esta proposiciôn 

puede enunciarse el si,giiiente teorena:

TEüREüA 2.2.2

Sea div un operador pseudo-divergencia con 1-forma asociada w', y 

sea V/ la traza de la conexiôn P  .La condiciôn necesâria y suficiente 

para que div sea compatible con es que se verifique la igualdad 

w = w'

Demostraciôn:

La condiciôn v/ = w' es por la proposiciôn 2,2,1 suficiente para que 

div sea compatible con P , que la condiciôn es necesaria se deduce in— 

mediatamente del siguiente lema 

LRIA 2.2.3

Si div y div'son doo operadoreu pseudo-divergencia taies que cualquie

ra que sea la curva cr : [a,b]-̂ li diferencia..,le a trozos se tiene î
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(t) = , para S~Z^ forma de volumen en

T^(M) (cr(a) = m ) , entonces div = div'.

Demostraciôn*

Por 2.6.9. (Gap I) aplioado a operadores pseudo-divergencia , se tiene

que si div'=div-/-«V para cierta 1 forma cx en M es
t
a((T ̂ m)div'(l^) ” (expy ot )(crJ2 t) . Como por hipôtesis es

/1((rTZĝ )̂ ĵ y'(t) = (<T-^m^div^^) * necesâriamente es y  «y = 0 , y es-
t
a

to para cualquier curva diferenciable a trozos tr , de donde se dedu

ce que cy es idéntAcamente nula , y por tanto div = div'.

De acuérdo con las definiciones del anterior 1 y el teorema 2.2.2 

se pueden demostrar los siguientes resultados :

TEOimiA 2.2.4

Si w es la traza de la conexiôn , entonces:

a) P  es localmente volumôtrica si y solo si w es cerrada.

b) Si M es orientable , l~* es volumôtrica si y solo si w es exacta

o) P conserva una densidad ^ por transporte paralelo , si y solo si 

w es exacta.

Demostraciôn:

El apartado a) es consecuencia de 4.3.3 (Cap I) y b) y c) consecuen

cia de 3.4.5 (Cap I) .

For otra parte se tiene :
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TEùRIdüA 2.2.5

La condiciôn necesaria y sufiointe para que toda conexiôn P* local

ment e volumôtrica definida sobre k , sea volumôtrica , ee que M 

sea orientable , y el pri:;ier grupo de cohomolgla de de Rham îll(tî) , 

sea identicamente nulo .

Demostraciôn:

Es consecuencia inmediata de 2.5.10 (Cap I)

DEFINICIGN 2.2.6

Al unico operador pseudo-divergencia que existe compatible con la 

conexiôn P , se denotara por div^ , y se le denominarâ operador 

pseudo-divergencia asocicdo a la conexiôn P  .

Nôtese que en virtud de la definiciôn 2.5.1 (Cap I) , es posible 

para cone.clones localmente voluiiiôtricas transporter formas de vo lu

men a lo largo de curvas continuas .

3 . Conexlones siinetricas con tensor de Ricci simôtrico 

En este parôgrafo se supondra que la conexiôn P ês simôtrica . 

De;,.i,:ostrai.saos que la conaiciôn necesaria y suficiente para que la 

Conexiôn P  sea localmente volumôtrica es que su tensor de Ricci sea 

simetrico . (Las refcrencias son [ô] y fil])

2 .3 . 1  Preelimin.ores

El tensor R de curvatuia de la conexiôn P  , viene definido por 

( I )2 V j V y  3 - 9y % y] (^) » P&ra X,Y^Z 6 (W) .
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Se demuestra que H ea un tenaor , y por tanto su valor en un punto 

m de M , solo depends de los valores de X , Y , Z en el punto m . 

Ademâô R(X,Y)Ze:-R(Y,X)Z * Si S :ü — ^L(u) es una secciôn local con 

S = (e.|,... ,ê ) , llamando  ̂ , S^w^ = , se tiene

para campes X , Y definidos en U % R(X,Y)ej = R^X,Y)e^ , siendo 

Rk (X,Y) = C<^fR(X,Y)e^j, y R^ son formas de grado 2 definidas en 

U ,llamadas formas de curvature subordinadas por la secciôn S respec

to a la conexiôn P  .

La segunda formula estructural de Cartan, establece que :

R& = d 4- (y ̂ » y las formas R^ , pueden elevarse al fibres-J J k ü j
do definiendo R& = dŵ -f w^a wk , de manera que Ŝ iî̂  = R^ .j j- "k" "j

3 on 11

 ̂ a \ ^
Si (U;gf) etf una carta de H y R^ son las formas de curvaturq subor

dinadas en U por , se tiene: R ( , ) -— k ='<3x3 ^x

°  ^ "k ( ' â g  ) - •
queda % R = R̂jjj. dx̂ -® dx̂  ®dxk®_^ , y R^ = ^ijk dxJ .

El tensor de jcurvatura , asi "interpretado " suele denominarse ten

sor de Riemann .

2.3.2 Contracciones del tensor de Riemann.

Si (U,̂ ) 33 una carta de M en donde el tensor de Riemann viene repre

sent ado por R = R^dx^-g) dx3 (ÿdx^^ , se estudiarân todas sus3‘'- ^x^
posibles contracciones :
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a) tr̂  R = R^j^ dx^®dx^ = -tr| R = dx^-^dxk ( ya que Rijk “

= -R^.. ) f dicha contraccion représenta para cada m £ Ü , la apli- 

cacion bilineal de / Tgg(M) en R , que hace corresponder a cada

(Xjĵ jYm) < » In tnza de la aplicacion lineal :

R(X^ , , )Ŷ  : T^(M)— >T^(M) , que se dénota por K(X̂ j,Y ) » y e l

teuGor K = R|jk dx̂ . g@ denomina tensor de Ricci.

b) tr̂  R = dx̂ " dx̂  represents la 2-forma que para cada meM

aplica la pareja en la traza de la aplicaciôn lineal t

R(X̂ ,Ŷ -) . ; ) . A dicho tensor se le denomina traza

del tensor de curvature y se dénota por tr R . Observese que 

trR = r ] + ... + Rg .

PROPOSICION 2.3.3

La condiciôn necesaria y suficiente para que el tensor K de curvatu

re de Ricci sea simôtrico, es que el tensor trR sea identicamente 

nulo .

Demostraciôn:

Para una conexiôn simôtrica es vlida la primera identidad de Bianohi

R(X,Y)Z+r(Z,X)Y-FR(Y,Z)K = 0 , y ôsta identidad puede escriblrse

en coordenadas 0 como Rq j ^kji^ R^^= 0 . Sean X =

Y = Ŷ  _̂ _r campo3 diferenciables definidos sobre U , entonces :5x3
K(X,Y)-K(Y,X) + trR(X,Y) = j Rijk =

' 4 #  «Lj = W j k + 4 i j +  4 kl] . 0

con lo que queda probada la proposiciôn .
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TB0RED4A 2.3.4

La condiciôn necesâria y suficiente para que la conexiôn P  sea local

mente volumôtrica , es que su tensor K de curvatura de Ricci sea 

simetrico.

Demostraciôn'* t

En primer lugar una observaciôn : tomando trR = r!| 4 ... 4 Rg , se 

tiene , para toda secciôn local S :ü— »L(U) , S*(trR) = trR . Por 

otra parte como r| = d w ^ 4 - , se tendrâ trR = dw|+w^^w]^ = dw ( 1 ) 

siendo w la traza de la conexiôn . ütilizando la igualdad (1 ) y

2.3.3 (Gap I) se prueba inraediatamente la equivalencia entre las 

siguientes afirmaciones :

i) El tensor de Ricci K,es simôtrico

ii) trR = 0 , para toda secciôn local S

iii) trR = 0

iv) w es Cerrada

v) P  es localmente volumôtrica.

En efecto î i)4^ii) por la proposiciôn 2.2.3 (Cap I) • ii)=^iii) por

3.2.3 (Gap I) , ya que la 1-forma 0 en L(l.i) y trR verifican ,

0 = S^(trR) = trR = 0 para toda carta (U,gf) . iii)^ii) es trivial . 

iii)4*iv) por la i.:ualdad ( 1 ) do la demostraciôn; y iv)^v) por 2 .2 . 4  

(capll )
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sBucion 3

SPRAYS Y DIVERGENGIA

.1. Sprays équivalentes *

DSFIITIGIOH 3.1.1

Dados ^  y dos sprays sobre I.I , se dice que son équivalentes , si 

para cada curva integral (7 (t) de 4̂  , existe un carabio de parâmetro 

t = t(s) de forma que cr(o) = cr(-t;(s)) es curva integral de . 

Geométricaraente esto signifies que las "imagenes " de las curvas 

intégrales de y coinciden .

NOTA : Una curva constante ( que se redace a un punto) es , estric- 

tamente hablando, una curva integral de cualquier spray . No obs

tante, en este parâgrafo, pai-a cvitar situaciones triviales , y rei- 

teraciones innecesdrias , no serd considerada como tal.

La relaciôn anterior define claramento una relaciôn de equivalencia . 

Este pardgrafo estâ dsdicado a establocer criterios prâcticos que per

mit an decidir , si dos sprays estdn o no en la misma clase.

La iA 3.1.2

Si (u,/) ea una carta de m , se define en coordenadas T0 =

= (r.̂  t,. ,x^,x\ ... fX^) el campo 1^0 en T(U) por la identidad î 

iXy = xi —^  . Si (u, /- ) 03 otra carta con T =(y^,.. .y^,y1,.. .y")

entonces .
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Demostraciôn!

Si entonces x̂  = , y por tanto ÿ^x^ |LZj ,

ae Uene ontoncaa -

* TTT » como queriamos demostrar.

DBPINIGIOW 3.1.3

El campo ^  en T(m) definido por 9/ü = x^ -4t » para cada carta
o X

(0,gf) , se denomina campo de Liouville ,

Si o»' es una 1—forma en M oe denotarâ por ^  ̂  el campo definido en

T(m ) por (ûrl̂  )(Xjĵ) = C'(^)9 (Xjjj) , para X^éT(li) . En coordenadas

10 se puede escribir ; tw iF = x̂ -x̂  , si <x = dxl' .
5 x*̂  i

PROPOSICION3.1.4

Sea ̂  un spray sobre îi y w una 1-forma en M , entonces el campo:

4? e ̂  4 <v 9* define un spray sobre M que es equivalents a •€ .

Para la demostraciôn de la prposiciôn se requière del siguiente lema t 

miA 3.1.5

Sea un spray que respecto a una carta (ü,0) adopta una expresiôn

de la forma : = x̂- - 171 (%)xix^ (vâase 1.7.3 (cap II))<)x̂  3 5x*̂
Si x̂ =x1"(t) es una curva integral de parametrizada respecto a t , 

en un intervals que contiens al origen , y s = s(t) es un câmbio de 

parâmetro ( t=t(s) , es su aplicaciôn inversa) , entonces : 

x^ = xk(t(s)) = xk(s) , verifica las relaciones ,
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_ pk dx̂ " dx3 rd^t ds -, dx̂ ^
ds^ 3 ds ds ds^ dt ds
Demostraciôn ;

So tiene ^  ̂  y â- = 1- ( ^ )  dt ^ ̂  É %  , oon lo
ds dt dy ds cis ds dt ds dt ds^

qua , y ten!end0 en cuenta queds dt ds ds ds dt ds^

dfx". _ r k ^  dD queda , . _ 17̂  (&d ât)(dD)ÉÈ *.3 .&. 2 1 &] .3X2 1̂4.  ̂ ^ #14*

f d t  ^  dxj - _ pk diL. É?5_ 4 iL-i ÉÊ. É2L. , como queriamos demostrar,
ds^ dt ds 3 ds ds ds dt ds

Demostraciôn de 3 .1 . 4  :

Sea (U ,̂ ) unu carta de k , 5:(=(x1,... ,x̂ ) y eupongase Of = <y d̂x̂ -

y P  =k^ - /7̂  xl’xO “tt" • Dl campo ^ 4 0/ « Jf tendrâ por' 3

ecuaciones en coordenadas T0  ̂ ^  -f- ^  = x̂  x^x^ 4

c/axixk , y por 1.7.3 , es tambien un spray .

Las cuinras intégrales de ^  deben satisfacer por tanto en U ecuacio-

nos del tipo : . nk djd âsi -f IV âïi fe! .
ds 3 ds ds ds ds

Si x^ = x̂  ( t) son las ecuaciones de una curva integral ,<r(t) , de ^

( ouyo intervale de parametrizacion contiens al orijen) , se va a

rt fVde parâmetro s = s(t) -J (sxpy -cx)dt ( en donde la integral ,

comprobar ,que las ecuaciones x^ = xk-(s) , definidas por el câmbio
t rT
( sxp / 

o o
rV _
j - 0/ esta tomada a Ic largo de 0* ) determinan una curva (7 (s) =
-Zq
= (7(t(s)) , que es curv,. integral do 4f . Cbsârvese en primer lugar



t(s)
ô i dt ) dt . (âî)2 o,, â2 i

dt dt 0 dt ds dt
dt
ds "̂i É2d

ds
, es decir dt (y dx^ 

ds 1" ds
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que ^  = exp J  (- 0 / 1 , por lo que s = s(t) define realmente

la ecuaciôn de un cambio de parâmetro ( se dénota como es usual t=t(s),
dt /t(s)la aplicaciôn inversa) . Se tendrâ entonces % ^  - exp/ <x , y

,2 . a ftCs) a„ipor tanto n—î = exp / CF . —^  dt = ds^ ds ''o i dt

ds

Teniendo ahora en cuenta el Lema 3.1.5 antrior , se tiene :

d^x^  pk  dx^ dx̂  à. /d^t ds\ dx^ _ p k dx̂ " d%3 , ^  dx̂  ̂dx^
ds 3 ds ds ds^ dt ds 3 dg ds ds ds
por lo que Œ(s) es curva integral de ̂  .

Se probarâ a continuaciôn el reofproco de 3.1.4 .

PROPOSICION 3.1.6

Si «iP y f son sprays équivalente s , existe una 1-forma « en ii tal 

que = j? 4- 0  ̂9”.

La demostraciôn de 3.1.6 requiers del siguiente lema :

LaiA 3 .1 . 7

Si F es una forma cuadrâtica ( valorada en B) definida sobre un espâ- 

cio vectorial E de dimension finita, y L es forma lineal en E , taies 

que F(x) = ü cuando L(x) =0 , entonces existe una forma lineal T , 

sobre E tal que ?(x) = L(x).T(x) para todo x& E .
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Demostraciôn %

Se eligirâ primero una bfise (u^,... ,û ) en E , de manera que la

expresiôn en coordenadas de L respecto a dicha base sea :

L(x1,.,., x̂ ) = x1 . La forma cuadrâtica F , se escribirâ respecto 

a diciias coordenadas , F(x1 ,...,x^) = ̂ a^^x^-x^ donde â  ̂= R .

Por hipôtesis F(c ,x^,... ,x̂ ) = ^  Sj, .x̂ x3»(̂ para cualquier x̂ ,.,,,x*̂  ,
i>i 3j><

lo cual implies que â  ̂= 0 para 1 > 1  , j > 1 , por lo que queda:

F(x1 ,... ,x̂ )=â  ) 4 2a^2^^^^ ... 4 2a^^x1x"̂ =

= x1(a^^x^+ 2a^2^^t ... 4  2â ^̂ x̂  ) y la aplicaciôn lineal T definida 

por T(x\...,xP) =a^^x1 2a^2^^+ ...+2a^^x^ , verifies las condicio-

nes requoridos .

Demostraciôn de 3.1*6

Sea (ü,̂ ) una carta de i,. , 0 =(x^,... ,x̂ ) en donde y ^  , se es cri-

ban de la forma :

i? = xi- , siendo f^(x,x) = f7? x̂ -x̂dxl 3x'" 3

^  ~ - p‘(x,x) -̂ -r , siendo r^(x,x) = x̂ x̂̂

Si o QQ tma curva inte,;ral de ^ en U , de ecuaciones x̂" = x̂ Ĉ t) , se 

podrâ d 3 tel mina r por hipôtesis un câmbio de par âme tro s = s(t) , t:;t( s ) 

de manera que la curva C (s) = CT (t(s)) , de ecuaciones x1'=x1'(s) 

sea curva iiategral de ^ , e;; aecir :
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g _ . Por otra parte en virtud de 3*1.5 (cap II) sedê  3 as da

tiene t = - H Ï  (^-~ ”T7â ) , y se puede escribir *ds^ 3 as da ds^ a t/d s as

ds^ dt/ds ds 3 3 as ds
Esta expresiôn nos sugiere que la funciôn homoginea de grado 2 res

pecto a X , definida por Iîk(x,x) = P^(x,x) -r̂ (̂x,x) , se émula cuan

do x^ = 0 . Para probar esto ( y otras cuestiones) se fija la siguien

te notaciôn : (x^.x^) =(x1,...,xj,x1,...,x^)éT(ü) , siendo x^ / 0 ,

y cr(s) es una curva integral de ^  de ecuaciones x̂" = xl’(s) tal que
i

xl-(o) = x^ V É2L_/ =x^ , y t = t(s) , s = s(t) , son las ecuacio-
ds fs=o

nés delCqmbio de parâmetro que permiten pasar , de la curva integral 

O'(s) de ̂  a la curva integral 0"(t) = O (s(t)) de ; Entonces t

a) Si Xq = 0 , particularizando la igualdad (1) para s = 0 , se ob

tiens Hk(Xq,%^) = 0 î por el lemq 3.1.7 anterior se tendrâ î

Hk-(x,x) = xk.hk(x,x) , siendo una funciôn lineal respecte a x ,

y la ecuaciôn ( 1 ) se puede escribir ediora :

(dt _J—  ) x^(s) = x^s).hk(x(s) ,x(e)) (2)
ds*̂  dt/ds

b) Cuando x^ / o , x^ / 0 (r / k) , particularizando en (2) para s = 0, 

se tiene : hk(x^,XQ) = ĥ '(x̂ ,x̂ ) , y por tanto , se puede llamar

h(x,x) a la funciôn ( lineal respecto a x ) tal que h(Xg,x^) =

= hk̂ (x̂ ,Xg) cuando x^ / o , y la igualdad î

^“5 — - = h(x(s),x(s)) (3)ds*̂  dt/ds
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es vâlida en un entorno de s = 0, ouando / 0. La funolôn h(x,x), 

puede escriblrse de la forma : h(x,x) = cx'̂ x̂ , para ciertas fund ones

U  > 1. Recapitulando, se tiene que las curvas intégrales

de ^  han de satisfacer ecuaciones del tipo:

^ _ p k  d x ^ d ^ 4 ( y : ^ d ^.2 ' i j ds ds 1 ds dsds
6 lo que es lo mismo, la igualdad = «̂  4 l)" es vdlida en T(U),
siendo (X = W^dx^#

Finalmente la misma igualdad (3) nos muestra que la funciôn
h: T(U) ---> I, es independiente de las cooz*denadas tornades sobre
U, ya que la ecuaciôn t = t(s) del câmbio de parâmetro que bay que 
tomar para pasar de una curva-integral <T(t) de ^  a una curva 
integral U* (s) = (T(t(s)) de , es claramente independiente de
las coordenadas 0 tomadas sobre U. Puede definirse globalmenté h en 
T(M), tomando;

h(X_) =m ^g2 dt/ds I s=o 
siendo t = t(s) la ecuaciôn del cambio de parâmetro, que hace pa

sar de CT(s) , curva integral de 42 con | s^o " ^m * ®

crtt) = CT(s(t)) curva integral de .

La aplicaciôn h: T(M) --- > S (lineal en las fibras T̂ (M)),

interpretada como una 1-forma ex' sobre M, permits escribir la 
igualdad: - *^4 Oĉ 'iP con validez sobre toda la variedad M.
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2. Operador pseudo-divergencia asociado a un spray 

DEFINICION 3.2.1

Dado ^  spray sobre M , se llamarâ operador pseudo-divergencia div̂  , 

asociado a ^ , al operador div̂  asociado a la unica conexion siml- 

trica r que tiene a por spray de geodâsicas

Este parâgrafo estâ conaagrado a la demostraciôn del siguiente teorema:

TEOREMA 3.2.2

Dado un spray JS sobre M , y un operador pseudo-divergencia div , exis- 

te un ânico spray equivalents al spray <  , y tal que su operador

pseudo-divergencia div̂  asociado , coincide con div .

Por razones de tipo tâonico , se probarâ primero la unicidad , por me

dio de la siguiente proposiciôn t 

PROPOSICION 3.2.3

Dado 4? spray sobre M y div operador pseudo-divergencia , supongase 

que y son sprays sobre l.i équivalantes a cuyo operador pseudo- 

divergencia asociado es div . Fntonces 3? = ,

Demostraciôn:

Localmente en termines de una carta. / = (x1,...,x'̂ ) las curvas

intégrales de ^  satisfacen ecuaciones de la forma : 
d^x^ pk dx̂ " dx̂
dt^ "-'i j z r z r

por ser équivalente a ^  , .m virtud de 3.1 . 6 (capll) , existe
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1-forma en lu , de manera que las curvas intégrales de <)? contenidas 

en U satisfacen en coordenad.s 0 , ecuaciones de la forma :

A ' I  _ n  âf: âüi + ^ âii , ^lenao /i = (  1 )ds2 ds ds ' ds ds / / i

Sea r  la conexion simirica asociada al spray , cuya derivada cova

riante dénotâmes por 9  ̂ y :sea. P  la conexion cuya derivada covarian

te 9 viene definida por la ecuaciôn;( X e Y , sierapre son campos 

en U) % Y  = V/Y - /3(%)Y (2)

obaerver-e ^

tanto fl j = fij “ ̂ j/^i » y Inü geodésicas de P  satisfacen ecuacio-

nos : iLii _ rk É k  i d  . - Cif —  —
/*»q 2  j  iltTî fio J ,'4 n  fi a  / ri a  fi a

y por (l) su spray de g.odôsicas coincide con ^  .

Si P  os la ujiica cons;Liou sin tor . ion con spray <1? entonces (vâase-

1.7.7 ( Gap II)) so tiens : 7 ,/' - \7 /Y4 ^  ïCX^Y) ( 3)

siendo T la torsion uo 1 conoxioa P  , y por (2 ) y(3)' se llega a;

ÿ.rY = + I T(X,Y )+fi(X)( X ) ( 4)

.7 la torsion T de la cono;:i0a P  j i drô oxpresarse de la forma :

-I'(X,Y) = ÿ..Y - 7 yX - U , y J =  ï(X,Y)4 /3(X)Y - /3 (Y)X , ya que 

T(xL,Y) = Ü . Como POX' liip'utosis os T = 0 se tiene :

T(X,Y) = ^  (Y ).{ - ̂ i(n)Y , y do esta maaora (4 ) puode escriblrse :
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= V^Y+l (/i(Y)X -^(X)Y )-+ /Î(X)Y es decir :

V^Y = (1/i )(X)Y-h(l/3)(Y)X (5)

El siguiente lema probarâ por ota parte que la 1-forma y3 queda total- 

mente determinada por el operador pseudo-divergencia div , con lo que 

queda garantizada la unicidad del spray 

LEt.iA 3.2.4

Sea P  una conexion de spray y div un operador pseudo-divergencia ' 

sobre M . Existe entonces una unica 1-forma ^  sobre il de manera 

que la conexiôn (simetrioa ) P  cuya derivada covariante V  viene 

definida por la fôrmula: (^Y = ^ Y  4 ^(Y)X+ ĵ (X)Y , tenga como

operador pseudo-divergencia asociado el operador div.

Demostraciôn:

Sea 0̂  la 1-forma en M tal que div = div^4 ^ y sea (V,0) una carta

de M con 0 =(x^,... ,x̂ )̂ , y , Çk los slmbolos respectives

de Christoffer de las conexlones P y P , tomando ^ = y^dx^ , se

‘ S j â ? '  ’

Gj = fij + ï}-̂ h  y Ti] = (Tj < 11 =

Si w y w :,on las trazas respectivas de P  y P   ̂ se tendrâ (vôase

1,5.2 (cap II)) w = dx^ = [7j dx^+ (n-f l)^ = w-f (n-tf)Ĵ
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y div_= div0 + 3^ w = sj w )f(n4 1^^= div̂  + (n + 1 )̂ ,

si se impone div- = div qued̂ Ji\p=dlv_ + (n+f = div = div^+ <y

luego G/ = (n+l)> y ^ = )cx' ( 1 )
 ̂  ̂ n 1

La formula (1) de 3*2.4 y la (5) de 3.2.3 , permiten completar la 

demostracion del teoroma 3*2 . 2  

Demostracion de 3*2.2 :

Seau n  y r* las conexiones siiaétricas aeociadas a y respeo-

tivaraeiite y supongase div = div^ ot j para cierta 1-forma ex' en I.Î.

La defiuicion de la conexion viene ya condicionada. Ln efecto:

por la formula (5 ) de la demostracion de 3,2 . 3  ©3

= V^Y + C^^ )(*0 Y-̂  ilfh){Y)X , siendo ^ la 1 forma en W tal

que <̂ = ̂ , y por la foixaula (l) del lema anterior es

2 A = -2— G/ , es decir /i- _2_ iv. con lo que el teorema seré cier-
2 ' n+1 ' n+1

to , si y solo si la conexion definida por :

7 =  7yY+. — L  [ 0/ (X)Y + y (Y)xj 
^ ^ n+1

tiene un spray de geodésicas ^ , que satisface las condiciones del

enunciado. roi* el leu.a 3 *2 . 4  es claro que div_ - div y por la demos

tracion de le pro po: ici un 3 *2 . 3  se vé que Jl? = -- —  o/ , y por
n 1

tanto ^  y ^  son équivalentes .

Se conclure esta noccion con el ciguiunte resultado que es consecuen- 

cia inmediata del tooie;..a 3 *2 . 2
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COROLARIO 3.2.5

La condiciém necesâria y suficiente para que dos conexiones simétricas 

con sprays de geod^sicas équivalentes coincidan , es que céincidan 

sus operadores pseudo-divergencia asociados.
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SECCION 4
CONEXIONES S -CONFORMES.
1. PreellainareB.

DEFINICION 4.1.1
Sea ^ una métrica riemamilana sobre M y una conexl6n. Se

dira que ^  es una conexidn ^ -conforme (6 simplemente conforme, si
se sobreentiende ^ ) si se satisface la siguiente oondlolôn*
Para toda curva CTî [a, bj •> M diferenciable a trozos y todo par
X , Y 6 T M (m =(7(a)), si X (t), Y„(t) representan les transportes n n 01 10 01
paralelos respecte a de X^ e Y^ respectivamente, a lo largo de (T,

se tiene que la funciôn;

||X ( t)l|— WY^Ctĵ  una funcion constante, donde hembs denotado a

^ (X,Y) por 4X,Y> y llxH = \/^X,X> .
En otroa términos, la conexi6n conserva el angulo entre les 

vectores que se desplazan -paralelamento,
DEPINICION 4.1.2

Una conexi6n /"* se dira métrica si conserva una métrica rlemanniana 
por transporte paraielo. Si ^ es una métrica rlemanniana se llamarà 
conexién rlemanniana asociada a ^ , a la unlca conexiôn métrica y 
simetrica P, respecto a g ,

Mas adelante se tendrà en cuenta el siguiente resultado.
PROPOSICION 4.1.3

Dado un tensor T de torsién y una métrica Rlemanniana ^  sobre 
M, existe una dnica conexi6n ^ -métrica con torsién T, ('cuya demostra- 

cién puede verse en [9])
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4.1.3 HOTACIOH
En el resto de la eeccién se considerard definida una métrica 

Rlemanniana ^ sobre H cuya actuaclén se denotaré en la forma 
^  (I,Y) = ^ I,Y^ para I,Y4 cë(M) y se escribiré frecuentemente 
^I$Y^ ̂  en lué^ de <'x(m),Y(m)'> •
2. Construoién de oonexionee conformes.
En este parégrafo se obtendré un procedimiento para construir to- 

das las conexiones conformes respecto a una métrica rlemanniana 
dada sobre la varledad. Se necesita prevlamente la siguiente propo- 
slclén.
PROPOSICION 4.2.1

Sea P  una conexi6n sobre M y Df una 1-forma, existe entonces una 
dnloa conexi6n P  verlflcando la condlcién (para todo t)

(t) = (expy{ (t) (1)
/ten donde la Integral esta tomada a lo largo de una curva

O ; fa, b] ---  ̂ M dif erenciable a trozos con C (a) = m y X é-TM,m m
Por otra parte, la dorlvada oavariante de la conexi6n P  viene 

definida por la fôrmula: 
y j  Y = Y +0^(X)Y para X,Y4 jT (M) (2)

en donde ^  represents la derivada covariante de la conexi6n P  . 
Demostracién:

Comenzaremos demostrando la unicidad:
Sea P  una conexi6n en M que verifies la condlcién (1) de la propo- 
sicién, y sea X^é T̂ M, Si CT: !̂ =(-£,£, ) ---•> M es una curva tal que



— 92 —

O-(O) = m y sflt̂ o y T ,  , T o  (aplloaolonea de   T_M )

denotan loa transportes subordlnados respectivamente por P y P 
(vease notacién introducida en 1.6.1), para cualquier T (^(M) se 

tiene por (l):

%  Q(Y( (T(t))) = iexv/̂  “ Cv')r J(Y(o-(t))) es decir 

%  Q(Y( (T (t))) = (expy^o< ) r^(Y(cr(t))) y por tanto

^  (€^(Y((T(t))) = ^ [ e x p / ^ " c y j x ^ ( Y t c T ( t ) ) ) + ( e x p X l ) ^7:>(cr(t)) 

Apllcando ahora el lema 1.6.2, la Igualdad anterior se convlerte para

t = 0 en: %  Y = âïT(,t®^p/o“  Vz ^m m

y teniendo en cuenta que -g^( e x p y / e x p ^ ^  ^

tanto que expiez ) =(X(x^), la expresién (3) se transforma en

7  Y = 7  Y 4 c^(X )Y(m). 
m m “

Por tanto si la conexi6n P existe, su derivada covariante 17 ha de r 
estar definida por la fôrmulaj 
7 jY = VjY + (/ (X)Y para X, Y « 2? ( M)

Se comprueba inmediatamente que V  asi definida es una derivada

covariante que subordina cierta conexi6n P • Queda por ver que

verifies la condiciôn (1):
Sea V ; fa, b] ----> M, una curva dif erenciable a trozos, y sea X(t)

un campo que se desplaza paraielement e a lo largo de ü~ respecto a 

la conexi ôn P, Se probaré que el campo (a lo largo de (7 ) deflnido
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por la eciiaol6ut

l(t) * (exp^ -o< )I( t) Be deaplaza paralelamente reepecto a P, 
con lo que quedard conclulda la demostraolôn:

Si P(t) = exp^ - (a At ̂ b) se tendrd (g-= 4^)dt
^  (EX) = (L̂  ?)% + ?(%. I) « ̂  X+Pota-)! ya que por

hipôtesls es ^  X = 0. Teniendo en cuenta que = -0̂ {<r )P

queda V̂ - X = 0 que es lo queriamos demostrar.
NOTACION 4.2,2

A la oonexidn P construida en la proposiciôn anterior se la deno- 
tard por Q  .
PROPOSICION 4.2.3

Si P  es una oonexiôn conforme y ex es una 1-forma en M, la cone
xi ôn Q  es tamblen conforme.
Demostraoiôn:

Sea (T t [a, bJ-► M, una ourva dif erenciable a trozos (cr(a) = m).
Para T^M se tiene:

........ r= jî J '[|"“|(Y il » ya que por hlpôtesis f es conforme.

La proposiciôn 4.2.3, permits, a partir de una oonexiôn métrica , 
construir conexiones conformes Q  por medio de 1-formas (X en M;
Se va a establecer mds adelante, que por este procedimiento pueden 
construirse, todas las conexiones conformes y para ello son necesarias 
algunas consideraciones previas:
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La métrica ^  subordina de forma natural sobre M una densidad 0 

definida por las oondioiones;
i) <9 (u) =1, si u = (u^,..,,u^) es base ortonormal.

il) (9 (ua) = (9 (u) (det a| para u^ L(M) a£GL^.

Obviamente, si P  es una oonexiôn métrica entonces div̂  = div^ .

Conservando esta notaciôn se demostrard el siguiente lema:

LEMA 4.2.4
Si r  es una oonexiôn conforme y dlv̂  = diVg , entonces P  es 

oonexiôn métrica.
Demostraoiôn:

Sea m € M y O": fo,lJ ---  ̂ M un lazo ( dif erenciable a trozos) por
m. La aplioaolôn %  ̂  : T^M  ̂ subordinada por el transporte

parai elo respecte a. P  es un isomorfismo lineal, que por hlpôtesis 
conserva les angulos entre les vectores, por tanto si u =(u^,...,û )

es una base ortonormal en T^M y u(t) = (u^(t),...,u^(t)) dénota el

transporte de u a lo largo de CT (respecte a P  ), existe v =(v^, ..,v̂ )

base ortonormal de T^M y A / 0 tal que Av = u (1), siendo

Av = ( Av^,..., Av^). Por otra parte, si es la forma de volumen

en T M tal que PI (u) = 1 y P2 (t) dénota el transporte (respecto m m m
a P  ) de a lo largo de G' se tendrd '^]g(t)(u(t)) = 1 para todo

t € [O, l] , en particular para t = 1 se tiene 1 =TZg^(l)(u(l)) =

= i7^(l)( Av) = A”-f2^(l)(v) y por ser di’v̂  = div^ se tendrd 

|T2^(l)(v) I = iP(v) = 1 con lo que 1 = ̂  A*' es decir 1 =fA| y
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olaramente P  es entonces oonexiôn métrica.
PROPOSICION 4.2.5

Si P  es una oonexiôn conforme, existe P  oonexiôn métrica y O' ,
1-forma en M, taies que P = p  •
Demostraciéna

Sea Q la densidad oanônicamente subordinada por ^ , y sea div 
el operador divergencia subordinado por la oonexiôn P  é Supongase 
div = div^4^ para cierta 1-forma ̂  definida en M, y sea final- 
mente P , la oonexiôn ouya derivada covariante viene definida por 
VjY = - Ck’(X)y donde O' es una 1-forma que habremos de deter

miner imponiendo la condiciôn div^ = div  ̂ . Por la proposiciôn 4.2.3 
y el lema 4.2.4, la determinaciôn de (X concluye esta demostracién.
Si CT J I  > M, es una curva dif erenciable a trozos con o é I inter-
valo de 1 y CT(o) = m, entonces: se tiene por 4.2.1

t®(xj = (e x t / l  n l ( \ )  donde 7 X °, T ° denotan

los transportes a lo largo de cr respecte a las conexiones P y P 
respectivamente, y para -TZ ̂  forma de yolumèn en T^M se tiene

et
P  ?( r? ) = (exp / A )(<7J? ) (t) por 2.6.9(cap.I) con lo que U lu x/Q / n* g

Como es n ecesario  que T  °(J1  ) sea ig u a l a (cr-TZ ) . ( t )  se tendréX SI SI 9

( e x p ^  -  Gf expĵ i'i = e x p ^  ( - n y 2 .  ) = 1 ô lo  que es lo  mismo
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P (-ncx'-f̂  ) = 0. Como esto se verifica para toda curva CT dif eren
ciable a trozos oon origen en el punto m, se concluye que ̂  -nô  = 0
6 bien ex = — A .n'
3. El Spray de una oonexiôn conforme.
Como consecuencia de los resultados obtenidos en ^2 emterior, se 

van a estudiar ciertas conolusiones relatives al Spray de geodesicas 
de una oonexiôn conforme.
PROPOSICION 4.3.1

El Spray de geodesicas de una oonexiôn conforme P  es equivalents 
al de alguna oonexiôn métrica P .
Demostracién:
Por la proposiciôn 4.2.5 existe P  oonexiôn métrica y (X 1-forma en 
M de man era que P  = Ç . S i 7  y ^ representan las derivadas covarian- 
tes de r y P respectivamente, entonces = ^ Y  + w (l)Y, y res

pecte a una carta (U,0) las geodesicas de P han de satisfacer las 

^ .a—  ̂.a—j .a—  ̂.a—̂
dt

j les simbolos de Christoffer de la oonexiôn P respecto a la 
carta (U,)̂ ). Si A? y son los Sprays de geodésicas de P  y P  res- 
pectivamente se tendrâ, y por la proposiciôn 3,1.4
ambos Sprays son équivalentes,
Por otra parte sa tiene;
PROPOSICION 4.3.2

Si P es una oonexiôn métrica y ^ es un Spray sobre M equivalents 
al Spray de geodesicas de , existe una oonexiôn conforme P cuyo 
Spray de geodesicas es P  .
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Por Ber los Sprays P  y ^  équivalentes, existe (X 1-forma sobre 

M, de manera que ^  = f - (por 3.1.6), El Spray de geodésicas de la
conexi6n P  s Q  coincide (por la demostracién anterior) con el Spray 

^  , y r es conforme por 4.2.3*
4. Operadores bseudo-divergencia y conexiones conformes.
Cofflprobaremos finalmente que un operador pseudo-divergencia déter

mina de forma tmlvoca una conexién conforme y simétrica segun se pré
cisa en el siguiente teorema:
TEOREteA 4.4.1

Dado un operador pseudo-divergencia div sobre M, existe una ilnica 
conexion conforme y simétrica compatible oon div.
Demostracién:

Supongase div = div^f^ , donde (P es la densidad canénica aso

ciada a ^ y ^ es una 1-forma en M. Sea ̂  " n 1& proposicién

4.1.3, existe una iSnica conexi én métrica P , cuya torsién vale 
T(X,Y) = of (Y)X -%(X)Y , (1)
y sea finalmente P  , por la demostracién de 4.2.5 es div_ = div

r
y por otra parte, la torsién T de P  vale: (reouerdese que 
7jP = 7x^4. «y(x)Y.)

T(X,Y) = 7jY - VyX -[x,y] = T(X,Y)+ (X)Y -0^(Y)X = 0, por (l).

Finalmente, si P  es otra oonexiôn simétrica compatible con div y 
conforme, la oonexiôn P^ = P  es una conexion compatible con div 
y conforme, por 4.2.4 es métrica, y su torsién T' vale:
T'(X,T) = 7^Y - 7 ^  - [x,yJ = T(X,Y) -cx(X)Y4 Cx(y)X =(x(Y)X - 
-D^(X)Y = T(X,Y) (pues T=0) nuevamente por 4.1.3 es P e  P  » P  ̂  

y por tanto P s Ç s P  .
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