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RESUMEN DEL TRABAJO:

El presente trabajo consta de tres partes., En la primera de ellas

se demuestra que una condicidn necesgria y suficiente para que dos
sprays ¥ vy ié definidos sobre una variedad diferenciable de dimen-
sidn finita m}tengan las mismas trayectorias - se dice entonces que
ambos sprays son equivalentes~ es que exista una l-forma ¢ en M tal
que E= P+ o, siendo U el campo de Liouville en TM.

En la segunda parte se prueba qgue los operadores hessiano asociados

a dos sprays equivalentes , definen la misma actuacidn sobre los vec-
tores tangentes a los niveles de cada funcidn diferenciable, lo cual
permite asociar a cada clase de sprays equivalentes un operador"he-
ssiano por niveles" , estableciendose en la tercera parte una defini-

cidn axiomdtica de este tipo de operadores.
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1. SPRAYS QUE POSEEN LAS MISMAS TRAYECTORIAS;
1. LE’RELLMI NARES .=
En este trabajo M representard una variedad diferenciable real para-
compacta y de dimensidn finita n.

Un spray J? sobre M (vdase [1]3(3]) es una ecuacidn diferencial de se-
gundo orden en M:, verificando la proppedad de que si G (t) es una cur-
va integral de %’(en M) tambien lo es O (at+b) V%,bé R 3 al conjunto
im(Q) se denominard trayectoria del spray » Y se denotard por (fﬂ al
conjunto de sus trayectorias. Una curva constante (cuya trayectoria se
reduce a un punto) es estrictamente hablando una curva integral de cual-
quier spray, no obstante en este traba jo, para evitar situaciones tri-
viales y reiteraciones innecesarias, no serd considerada como tal,

si (u,d ) , ﬂx(xl,...,xn) es una carta de M , un spray ¥ en M adopta

en coordenadas T¢=(xl...xn,x;...xn) una expresidn de la forma:
. i K sisj 3
(1) .P = x'— - r;j X"x" S
dx 3 x

en dondeI;}k » S0 aplicaciones diferenciables de U en R . Los coe-
ficientes funcionales f;g quedan univocamente determinados por la car-
ta(U, #) y la condicidn : ’I; él}: » que supondremos en adelante satise
fecha , salvo mencidn explicita comtraria. Las curvas integrales del

spray 2 en U son las soluciones del sistema lineal de ecuaciones dife-

renciables

Reciprocamente , si )? es un campo en TM que adopta en cooedenadas

é@* T# una expresidn del tipo (1) , se cocluye que es un spray,

Se denotard por va al campo de Liouville (Vdase(2]). En coordenadas
i 0

T8 , \]‘se escribe en la forma V = X T s 81 ™ es upna l-forma
9 x

en M , el campo N'Ur en TM es el obtenido al considerar o como apli-



cacidn diferenciable deTM en R.
DEFINICION 1,2
Dos sprays l? y i? se dirdn equivalentes sii poseen las mismas trayecto-
rias,
TEOREMA 1.3
si # es un spray y X es una l-forma sobre M entonces F= L+ O(U-,
un spray equivalente a 4?. Mds concretamente: si O(t) es una curva
integral de 42 cuyo intervale I de parametrizacidn contieme al origen,
la expresidn s:s(t)i/ft[exp r(-0{)) dt , en donde la segunda integral

G

0
ha sido tomada a lo mlargo de O , define un cambio de parametro tal que

O (s)=0(t(s)) , es curva integral de ) , siendo t=t(s) la aplicacidn

d2t o
inversa de s=s(t) . Ademds : t(0)=0 , dsls=o ’ ——7/8_0 = g;/s=a)

Demostracidn:

Supongase que )2 adopta en coordenadas TP una expresidn del tipe (1)

de 1.1 , vy 0(=0( dx » entonces P l9+o<\I=x ~- ‘—‘j % x‘]aa)< -+
ox"
i,k O
+ q’xl —PE o« Si xi=x (t) es una curva integral de l? cuyo intervalo
a'

de parametrizacidn contiene al origen y s=s(t) , t=t(s) definen las
ecuaciones de un cambio de parametro, un simple calculo muestra que
xi(s)=xi(t(s)) verifica las relaciones:

- (? dx dx (d t.ds dxk

ds2 ds ds ds? dt d§
Teniendo en cuenta que las ecuaciones diferenciales que satisfacen las
- 2 k k
curvas integrales de Y son 4X = -Fj dxt dxJy o dxl dxk y inte-
ds? ds ds ids ds

resa gque para cadg valor de s se tenga ¢

d2t 1 = Q/i Q__)s_l
ds? dt/ds ds

t r g_s_ t
- . En efect = - 50 por lo que s=s(t)
s=s(t)j/ 6ex§/ ¥)dt . En efecto ot exeé S0 p q (

=)

s para lo cual es suficiente tomar



™ B

t(s)
define la ecuacidn de un cambio de pardmetro , y como diéexp X

ds
(s K .
se tiene -'1'2-2 = S ex to() gfidt = dt ( ex Be) 9.5 dt) 2 ° to( X gt =
T2 @ Y i Pl X1 gt ) 3 o dt
dt.,2 dx dt dx d<t l dx
- - - o = - - Wv - - “ i - - —- w - an Y
(55)7¢(; 33 = g3 "1 gs » °on lecque t7ds i ds

Las dltimas igualdades del teorema se comprueban ahora inmediatamente.
Se probard a acontinuacidn que el reciproco sigue siendo cierto:
TEOREMA 1.4

si Py 2 son dos speays equivalentes sobre M , entences existe una
l-forma % en M tal que ?z%-l- VAVx .

La demostracidn del teorema requiere del siguiente lema previo:

LEMA 1.5

Si F es una forma cuadrdtica sobre un espacio vectorial real de dimen-
sidn finita , y L:V—>R es una forma lineal tal que F(x)=0 cuando
L(x)=0,entonces existe una forma lineal T en V tal que F=L,T

Su demestracidn es elemental.

Demostracidn del teorema l.4

Sea (U,#) uma carta de M ¢=(xl...xn) , Y supdéngase que la expresidn lo=-

cal de X y 42 venga dada por:

. K k ei, j
) 4 =xi-é— - r (x,x) - siendo F (x,x)=‘ﬂ X
o x -k ; e
zg;(i _9__ _ (x,x) -P-- ’ siendol (x’;‘k)#ﬁj x> xJ
oxi 25"
Se fijard un vector wy de Tm(N) (m e U) , cuyas coordenadas respecto
a T@ son (xl...xn,il,...,x )=(x,i°) , y sea O(s) una curva integral
de ‘m de ecuaciones xizx (s) tal que Eg = VvV o Por hipotesis se
ds /s=0 m

podrdn fijar las ecuaciones de un cambioc de parametres , s=s(t) , t=t(s)

y s(0)=0 , de forma que la curva J (t)= 0(s(t)) de ecuaciones xizxi(t)

sea curva integral de Z?. Se tiene entgnces :




- o=

o2, 75 axt o % 1 e R axd axd
ész J g5~ ds ds2 dt/d ds J gs~ ds s ¥ por tanto la igual-
2 k k =k i
. d't 1 dx r?. - dx~ dx
dad 3 9 dt7ds “ds (11 13) ds ds (1)

ds?

es vdlida para todo valor de s y para todo k=l...n., En particular para

6 -0 se tiene : @ L e i) (i) = R x5 1 (2)
= se 1lENE § www oo o 0’ o O’ o 0’ o .

La funcidn homogenea de grado dos Hk(x,i) ( respecto a x ) se anula

cuando ik=0 , por el lema 1.5 se puede escribir Hk(x#i)=ik hk(x,i) pa=-

ra ciertas funciones hk en T(U) lineales respecto a x , y la igualdad

(1) puede escribirse ahora : === ==== ik(s)zik(s)hk(x(s),i(s)) :(3)
« ds“ dt/ds

siends x<(s)= -3--;5- . Cwendo x:; ,éo,i;;éo (kfr) , particularizande la

2
igualdad (3) en s=0 , se tiene : hk(xo,§0)=hr(xo,i )= - e - =
ds2 dt/d¢ s=o
=CX(x6,io) , donde & puede interpretarse como una l-forma en U , que
es independiente de las coordenadas f , y jpuede definirse en consecuen-

cia globalmente en toda la variedad, por médio de la igualdad anterior.

La igualdad (3) se transforma en (4) : === == i- ik(s)=kk(s)0((x(s),§(s))

que es vdlida para tedo valor de s cuando ioﬁo(ya que entonces x(s)#0
para todo s) , y es trivialmente también vdlida cuando ;0=0.
Teniendo en cuenta (1) y (4) s%concluye que las curvas integrales del

—

spray £ han de satisfacer en U el sistema de ecuaciones :

2 K kK i ik .
d“x [3; dx_ dx dx~ dx i
——— e e mmwtF Y mm—- ——— o = -
" ij i~ 4—@; 3=- I3 , siendo a&dx » Y puede es

cribirse globalmente :sz—l—‘xv como queriamos demostrar,



2, OPERADOR HESSIANO ASOCIADO A UN SPRAYe HESSIANOS EQUIVALENTES.

Si f es una funciodn diferenciable sobre M con valores reales y p es
un punto critico para f , el Hessiano natural de f en el punto p es una
forma bilineal simetrica en Tp(N) que se denota por Hessf(p) , cuya for=-
ma cuadrdtica asociada, puede definirse intrinscamente de la siguiente
) d2f. 0

- __......_/ , donde T:(-&,+4¢)—>M
t=0

manera ( véase(4]) : Hess_(v ,v
Fp”p dt2

. ] do
(6‘70), es una curva diferenciable tal que 357k=o = vpé Tp(N) .

Por otra parte si (U,#) es una carta de M HessF(p) puede expresarse en
3%F i
coordenadas @ : Hees_(p)=(=e====)_ dx @dx" .
f a 1 i P
x 9x
En [3]38 introduce la siguiente definicidn :
DEFINICION 2,1
Un operador hessiano sobre M , es un operador H. que actua sobre el al-
gebra F (M) de las funciones diferenciables sobre M con valores reales ,
de manera que , para F,gé.j:(m) se tiene :
1) para todo peM , HF(p) es una forma bilineal simétrica en Tp(M)
2) Si df(p)=0 , entonces Hf(p)zHessf(p)
3) Si reR entonces H _= rH
rf f

4) H

erg=Het H

g
5) Si X es un campo de vectores diferenciable en M , la funcidn :
HF(X,X) tM—R , es diferenciable.

Si se fija el punto p de M , las condiciones 1) 2) 3) y 4) establecen
la definicidn de "@gperador hessiano por el punto p"

La existencia de operadores hessiano sobre M viene confirmada por el si-

guiente resultado cuya demostracidn puede verse en [3} :



cen

TEOREMA 2,2
Dado un spray )? sobre M , existe un unico operador hessiano H. que vie-
ne caracterizado por la siguiente condicidn:

2

(1) HF(Vm’Vm) —--(f 0') , en donde 0 :(-&,+4&)—>M es una cur-
dt?2

va integral de X’ por vmé.Tm(M)
Reci{procamente : si H. es un operador hessiano en M , existe un dnico
spray )? sobre M verificando la condicidn (1)

b) Si en coordenadas f= (x yoooX ") las ecuaciones dlferenc1ales aye satish

2 k rﬂ J
las curvas ihmegrales del spray 4? son $ e-- + J ------ =0 , la expee=-
qt2 dt dt
sidn local del hessiano H subordinado poe Q? es
2 . .
He = "a:f- -PJ ) dax ®adx”
o x ax

El siguiente teorema muestra,qué tienen en comdn los operadores hessia-
no asociados a dos sprays equivalentes:
TEOREMA2,3
sean o y %’sprays sobre M equivalentes , y H. , H. , sus respectivos
hessianos asociados « Si X es una l-forma en M tal que )€= l‘?-‘- ‘0(17
-, - 1 lw
( véase temrema l.4 ) , entonces He =H_+ df%@)-z-w‘f' -2- Xdr@d , para
todo f¢€ j:(ﬂ) . En consecuencia , si df(vp)nﬂ entonces ﬁf(vp,vp)z
= H_(v 4v ).
Demostracidn:

Sea pE€M vy vpean(N) . 51 T(t) es una curva integral de £ tal que

d .
—ECI = v , por el teorema 1.3 existe un cambio de parametro t=t(s)
dt |Jt=o p

dt d2t —
con t(0)=0 , --/ =1 , ---/ =o¢c(v. ) , y tal que G (s)=0(t(s)) es

dsis=0 2 p

_ ds“/ s=0 _
- , 9| -d ]
es curva integral de « Como s Is:o 3T [t=c 33 s=a ~ vp , se tie
2 — -—
- d f.o . , df.c df.cc dt

ne que Hf(prVp)— ;;E—-Lzo para todo fé& ?:(N) s ademas -557= “§i” I3



- 2 2
, dfoc d df,o dt 2 d f.oo df.c dt
y por tanto ! === = gs (—a--t'- E-s-) (= '-) ==5T T4ET TS s Con lo que
ds dt ds
dt 2 d2F o df d2t
Ho(v pv )= ) ---;-/ ST feme =72 = He(v v )b af(u )X (v ),
ds /s=0 dt2 t=0 dt [t=o0 ds2 s=go fp” p p p

de donde se concluye inmediatamente lo que se queria demostrar,

También es vdlido el resultado reciproco:

TEOREMA 2.4

Sean H., y H. dos operadores hessiano ( con sprays asociados 4 y E.res—

pectivamente) , y supongase que Vf‘ e:F(N) y \/vpé TM tal que df‘(vp)=0

se verifica : ﬁf(vp,vp)sz(vp,vp) . Se concluye entonces que los sprays

2 y £ son equivalentes,
Demostracidn:
Sea fe?(l"l) y Sf.='l:1“1_,--l-lF § para cada péM , Sf(p) define una forma cuadrd-

tica en Tp(N) que se anula , cuando se anula df(p) . Por el lema 1,5 e=-

xiste una l-forma digamos en T (M) tal que S_(v ,v )=0 (v )df(v
’ 8] O(p ’ p( ) q F( p’ p) p( p) ( D

Se probard que la l-forma & en M , tal que & (p)= D/p v/pém , es dife=-
renciable y no depende de f :
Si (U,@) es una carta de M , ¢=(xl...xn) en donde
3¢ - by Ak i j
HF=(—-—I-——. {_'J SR ) dx @dx‘j y Hf'=(--3.'£-j -Gj -‘;—E )dxl®dx‘]
Jxox? Ix" d x ox I x
= o, dx , se tiene : S _= -l-(o(®df‘+df‘®01)= 1('0( -a--f + o -—-)dx@dx‘j=
i F2 2 K AR
X X
k =k
(Ej -GJ) é--— dx @dx , Y de aqui se deduce que ri‘j -/ij =0 para k#i
x
vl ([" ]:'k k 5k
k#j , mas cocretamentet:2(ij - iJ)=3i O(J.-f- jO(i com lo que
i =1
o, =2 (Ej -ri‘j ) i#j yK es por tanto diferenciable. Por el teo-

—

rema 2,3 los sprays xr y 'z WJ subordinan el mismo hessiano y por
tanto ( teorema 2.2) Py Y+ 0‘\]‘ coinciden . Por el teorema 1.3 , los

sprays » y X son equivalentes .



Parece natural establecer la siguiente definicion:

DEFINICION:

Dos operadores hessiano H y H definidos sobre M se dirdn equivalentes si
definen la misma forma bilineal sobre los subespdcios,de los vectores tan-
gentes a los niveles de cada funcidn diferenciable .

En virtud de los teoremas 2,3 y 2.4 se concluye , que dos hessianos son

equivalentes si:y solo si sus correpondientes sprays lo son.,

3. HESSIANO POR NIVELES
£l conjunto[xgda las trayectorias de un spray:p permite definir de ma-
nera natural, en virtud del pardgrafo anterior , un operador "tipo hessia-
no" que actua solo sobre los vectores tangentes a los niveles de cadﬂfun-
cidn diferenciable en M , y que constituye una extensidn mds restrictiva
del operador "hessiano natural" que la que se establece en la definicidn
2.1 ; Se construird a continuacidn una definicidn axiomdtica de este ti=-
po de operadores:
DEFINICION 3.1
Un hessiano por niveles en M es, un operador H. que actua sobre las fun=-
ciones diferenciables fe Rl (M) ,“de manera que 3
) YVreFm) Vpem H_(p) es una forma bilineal simétrica en ker(df(p))
que es restriccidn a dicho subespacio de algdn operador hessiane HE
por el punto p .
2) Si X es un campo de vectores diferencigble en un abierto U de M , y

f:M >R es una funcidn diferenciable tal que df(X)=0 , la funcidn

MF(X,X) es diferenciable en U .




Obsérvese quenif(p) solo depende de los valores de la funcidn f en un en-
torno del punto p

DEFINICION 3,2

Sea H., un operador hessiano por niveles en M , y U un abierto de M. Un
operador hessiano H., en U se dice extensidn de H,, si b/Fesj:(U) ’

V ped ,]Hf(p) es restriccidn de Hf(p) a ker(df(p)).

La justificacidn de la definicidn 3.1 viene ddmxxxxsa determinada por el
siguiente teorema

TEOREMA 3,3

Dado H. operador hessiano por niveles en M , existe H. operador hessiano
en M , extensidn de H,en M .

Demostracidn:

Es suficiente probar que existe una extensidn de H. en cada abierteo U de
M dominio de una carta , pues entonces se puede tomar un recubrimiento

de M por abiertos coordenados . localmente finito: (Ui) y para ca=-

ier °?
. i ’ .
da 1 &1 un operador hessiano H extension de H en Ui « 51 ()01) iel es

una particidn diferenciable de la unidad subordinada al recubrimienteo ,

se comprueba trivialmente que el operador Hz‘é;ngi es un operador he-
cel
ssiano extensidn de H en M .

Sea pues (U,#) carta de N,ﬂ:(xl...xn). Para cada p€ U se elige un hessia-

no por el punto p , Hp, verificando la condicidn 1) de la definiciodn 3.1,

cuya expresidn local serd de la forma 3

2
f il i
HE = {(--a-i----j- ), -1 (p)(-a-g p] ax‘@axd , Yre F(u)
Jdx O x o x
Fk Fk
siendo las funciones 'ij ='ji no necesariamente diferenciables en U. No
obstante se tiene:

a) Para k#i , kfj la funcidn r}j es diferenciable en U e independiente

de la eleccidn de los H. == =7~cia



-]l0=

En efecto : Los campos -—== -== s8son tangentes a los niveles de la
K aX aX 9 é k k
funcidn f=x , cuando k#i , k#j por lo que H --I,--- -f? - —-lzj
X" 9 x ij ax

es funcidn diferenciable.

r .
b) Para r#s r;r - %';r es diferenciable.

En efecto: si s#r el campo Xna---r- _Q--- es tangente a los niveles de
X X

la funcidn f=xax" , y mf(x,x)=
r s . r s T s T s
= = Ej"‘rij) XiX‘] = =( r;r "'l:r )+2(’rs + Gr)-—( Iss +rss ) (1)

debe ser diferenciable en U por la condicidn 2 de la definicidn 3.1 .
Analogamente tomando X= ---4—-2- campo tamgente a los niveles de la fun-

dx' Ix°

cidn f=x"-x® se tiene que la funcidn:

r s r s r 5

~(Fr = [eryea@lis 460y = (Tss-ee)  (2)
es también diferenciable .
r rs e

Sumando (1) y (2) queda : =2irr 44 lsr -2F;5 que serd por tanto funcidn

v 3
diferenciable 5 Commff;g es diferenciable por a) , queda probadeo lo que
se pretendia.

J i
Tomando ahora : Ej = Gj - %( 8‘; E‘j +5'§ [—.;l'.i ) y definiendo

2
Ho= _j%f-, _{ﬁj Qf%] dxiéade , para fe’T7(u) » Se concluye que:
J xd x? I x

=k
1) H es un operador hessiano en U, es decir , las funciones rlJ son dife-

renciables, En efecto:
Si ki k#j entonces [zj =f1j que es diferenciable por a).

Si k=i , 4#] 1j fzj -5 r}j que es diferenciable por b)

~i i

Finalmente si k=i=j , rl lii - £ (2 rli )0 que obviamente es también

diferenciable,



2) ‘v/féF(u) Vpéu es Hf(p)= H?-\-O{p@df‘(p)-{—df(p)@O{p , siendo

i .
o = -]2'- Ei(")dxl l-forma en Tp(!"l) por lo que las restricciones de H? y

p

Hf(p) a ker(df(p)) coinciden con H, (p) &
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