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Una variedad semi-Riemanniana M se dice Misner-completa, cuando la

trayectoria de cada geodésica é/:[a,b)——vm,,(b<i&5) estd contenida
en algun subconjunto compacto de M.
En el caso Riemanniano, los conceptos de variedad completa y Misner-
completa son equivalentes, Existen- sin embargo,e jemplos de variedades
compactas de Lorentz (como el toroc de Clifton-Phol) que admiten gecdé-
sicas incompletas, de caracter temporal,nulo, y espacial,
En este trabajo, se analiza el comportamiento genédrico de las geodési-
cas incompletas no nulas de una variedad Misner-completa, en las pro=-
ximidades de sus puntos limite, y se prueba gue la obstruccidn esen-
cial a la completitud, es la existencia de direcciones limite isdtro-
pas. Por otra parte,las geodésicas nulas maximales definidas por estas

direcciones, estdn formadas por puntos limite.
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ABSTRACT: In this work , the generic behaviour of non-null incem-
plete: geodesics of a Misner-complete sémi-Riemennian ma-
nifold in the neighbourhood of its limit points, is ana-
lized. We prove that the substntial obstruction to their
compietness is the existence of isotropic limit direc-
tions. On the other hand, the null geodesics defined by
these directions consist on limit peints.

1. PRELIMINAR

l.1 Notaciones:

1. M denota una variedad diferenciable de dimensién finita n$l .

Se supone M dotada de una métrica seémi~Riemanniana 8 2 ¥ de una

métrica Riemanniana auxiliar & o Si v1sTp(M) es un vector tangen-

te a M en el punto p, se escribe: g (v,v)= agz(v) , gn(v,v)=a,(v)

man | i
v|= IV las(v)| l, il = ' \ap(v)
2. Si J/:[?,p}—%n es una ourva diferenciable a trozos, \X*g =

etk . I LI ) ._

J:JX (t)kdt (respectlvamente,flxua ._Ja“'x (t)ndt ) es la longi

tud semi-Riemanniana (respectivamente,Riemanniana) de la curva X.

5i xyyeM , d(x,y) es la distancia Riemanniana entre ambos puntos,
yB,(x) ={yen / alx,y)<&} .
3. Para vwsTp(M) -{0} se denota por (v] a la recta vectorial defini-
da por v en Tp(M). Pp(n)-P(TpH) es la proyectivizacién natural del
espacio vectorial Tp(n). P(M)-LJPP(M) (peM) , es un fibrado di-
ferenciable de base M, y fibra P,j la apliocacién v—3(v] de
™ -(TM), en P(M) , es diferenciable.

l.2 Definiciones

1. Una geodésica X:(a,b)->u en (M,gy) se dice extendible por la
derecha, 8i b<{ $06 y existe }z(a,b')-——;ll, geodésioa en (M,gg)
con b<b” y y(t) = ) (t) para todo te<(a,b) .




2. La extendibilidad por la izquierda se define de forma andloga.

3. Una geodésica ):(a,b)—~§n en (M,g,) se dice inextendible, si
es inextendible (no extendible) por la derecha y por la izquier-
da.

4. Una geodésica X:(a,b)—-%! inextendible en (M,g ) se dice com-
pleta, 8i a = =6 y b= 06 ,

5. La variedad semi-Riemanniana (M,gs) se llama geodésicamente com-—
pleta, si todas sus geodésicas inextendibles son completas.

6. Se dice que (M,gs) es Misner-completa, si cada geodésioca

X s{a,b)—M ocon Db< 4S5 estd contenida en algun suboonjunto

compacto de M,

1.3 Proposiciém (véase (1))

Una geodésica Yt [a,b)—M , (b< 45) en (M,g,) es extendible

(por la derecha) si y solo si existe limg(t) .
t-b

1.4 Proposiocién

i) si (M,g,;) es Riemanniana y Misner-completa entonoes es geodési-
camente completa.

ii) Existen variedades semi-Riemannianas Misner-completas que no son
geodésicamente completas.
La primera afirmacién es consecuencia inmediata del teorema de
Hopf-RinoWw . Por otra parte, el toro de Clifton-Phol (véase (2})
es un ejemplo de variedad de Lorentz, con geodésicas incompletas
de caracter espacial, nulo, y temporal. Esto prueba la segunda a-

firmacién,

En lo que sigue, la variedad semi- |
Riemanniana (M,gg) se supondri Mis-|
ner-completa. e o

2. RESULTADOS AUXILIARES
2.1 Lema
Sea X:[},b)——}l una geodésica de (M,gg) con b<4$°6 , Entonces

es extendible (por la derecha) si y solo si el conjunto



{Q\X(t)‘! : te La,b)\j es acotado.

Demostraciéns

Si Yy no es extendible, por 1.3 existen sucesiones (si),(ti)

en (a,b) con lim s; =limt; =b ¥ 1imy(si)-p/q=limar(ti).

Sea § > 0 suficientemente pequefio tal que d(BJ(p),BS ())>€> 0
Bs posible elegir subsucesiones (s_’) de (84) ¥y (t-’) de (ty) de for-
ma que X(si) € B, (p) 7 (25) € B, (a) ¥ < si <t1+1 para todo i.
Be tiene asf Hﬂ; €y Mn(gmr“t > 2_,“7“

En consecuencia, M (t)ﬂ te[a,b) no esté acotada.

La otra implicacién es trivial.

2,2 Lema
Sea pc M , y (vi)c. TM una sucesién de vectores tal que qg(v;)=k
siendo k una constante no nula. Si (l%vi\l) no est4 acotada, existe
una subsucesién (v{) de (v;) tal que lim[v{]j= R es una recta i-
sétropa de (Tpll,qs).
Demostraciéns
Si no existe tal subsucesién entonces el conjunto {vi/nvi"z ieN 1}
no admite puntos d&e acumulacién isétropes, y su adherencia es un
conjunto compacto sobre el cual q, no toma el valor nulo. Existe

pues € >0 tal que lqs(vi /||vill )’;6 , vy asi , “vi\‘zé \kl/a .

3. TEOREMAS PRINCIPALES

3.1 Teorema
Sea yt[a,b) >M geodésica no nula en (Myg,) inextendible por la
derecha, y b< 405, Existe entopoes una sucesién (ti) en (a,b)
con lim t;= b, verifiocando las condiciones:
(1) lim)y(t;) = peM -
(2) 1im Y’ (ti) = R donde R es una recta isétropa en (T H,gs)

Demostracién:

Como X es inextendible, por 2.1 existe una sucesién (ti) en



&

(2,b) con lim t5= b , lim Y (4;) = peM y (lly*(¢1)!] ) no acotada.
Sea U un entorno normal de p en (M,gg), (eyy..05e,) base ortonor-
mal de (‘rpl,gs), ¥ (Byy.e.sB,;) base local ortonormal de campos en
U obtenida por transporte paralelo a lo largo de geodésicas radia-
les que parten de p, de la base (eo,...,en).
Para i mayor 6§ igual que cierto N , se verifica J’(ti)éU Yy

. - h
podemos escribir j (ti)-é..ag Ej(g(ti)) $ Sea vy 2.3.1 e

J
Como ) es una geodésioa no nula, g (Y °(t))= k es una constan-

te no nula, y asf ag( ) (ty))= q (v;)=kfo.

La sucesién (vi) no estd acotada en (Tpx,gr), pues si lo estuviera
podriamos suponer que converge a un vector v:f. aJ ej s ¥ se tie~
ne: lim ag = al j=0,...,n , es decir , lim yo(ty) = v y por
continuidad 1lim Eig'(ti)n = || vli<$od, Bsto contradice la hipdtesis
de que (]W'(ti)\iho esté acotada.

Por el Lema 2,2 , existe R recta isétropa de (M,gg) y una subsu-
cesién de (vi) que podemos suponer igual a (v;), tal que

lim [v;)= R. De aqui se concluye que lim [(’(ti)}- R .

3.2 Observacidén:
A partir de la demostracién anterior, es facil ver q.ue fijado ueR
pueden determinarse coeficientes reales no nulos /\i tales que

la sucesién ( /\iX’(ti)) converge al vector u .

3.3 Teorenma
Sea ) t[a,b) M geodésica inextendibdle en (Mygg) » D<4o6 . Si
R es una direccién limite para ) , entonces la geodésica semi-Rie-
manniana maximal definida por R, estd formada por puntos limite
de J .
Demogtradibn:
Que R sea direccién limite para ¥ ,signifioca que R es recta veo-
torial de cierto 'rpn , ¥ existe una sucesién (ti) en [a,b) con

lim t; = b ,lim ¥ (t;)=p {p es punto limite) y lim [y (+3))=r



Sea U entorno convexo de p en (M,gs). Tomemos un "pequeno" vector
u €R no nulo tal que expp(u) y expp(-u) estén en U. Por 3.2 pue-
de construirse una sucesifn v; = JA; X'(ti) con lim t;=b y
lim vi=u, y se puede suponer que expy(ti)svié U para |si<l

¥y i mayor 6 igual que cierto N . Nétese que para |si£l se veri-
fica gque expa'(t

)55 €imy , y que lim exp 8V;= upf)(su).

i y(t1)

Denotando por Gy t (-1,1) 3s >exp(sv)eM para cada vector

v €eTH (suficientemente pequefio), lo anterior permite concluir que
los puntos de la geodésica G‘u son puntos limite de Y . Por otra
parte, fijado s con Isl< 1 , es 1im0"‘ri(s) = o";(s) s ¥ como los
vectores G‘;i(s) son tangentes a Y, se deduce que (¢ 1;‘(s)-) es
direccién limite.

81 o (o ,P )—>M es la geodésica maximal con veotor iniecial u,
el argumento anterior prueba que el conjunto J’s{té (o ,/3) :fq"(t)]
es direccién limite de 3’} , es abierto y no vacfio. Un sencillo
argumento topolSgico prueba ahora que J es también cerrado, y

coincide por tanto con (o ,/j Ye
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