UN PROYECTO DE TRABAJO
SOBRE LA GEOMETRIA LOCAL
DE VARIEDADES SUMERGIDAS

EN ESPACIOS HOMOGENEOS.

Javier Lafuente

Marzo de 2011 (once.tex)



INDICE 1
Indice

1. Introduccioén. 2

1.1. Geometriasde Klein . . . . ... ... ... .......... 2

1.1.1. Acciones de grupos. . . . . . . . . ... ... 2

1.1.2. Espacio de Klein (o espacio homogeneo). . . . . . . . . 3

1.1.3. El punto de vistade Klein . . . . . ... ... ..... 4

1.1.4. Congruencia de variedades. . . . . . . . ... ... ... )

1.1.5. Orden de contacto geométrico . . . . . . ... .. ... 5

1.2. Generalidades sobre Invariantes y clasificacién de variedades. . 6

1.2.1. Curvaturas. . . . . . . .. ... 7

1.2.2. Curvaturas y prolongacién de campos. . . . . . . ... 7

1.2.3. Invariantes tensoriales. . . . . .. ... ... .. .... 10

1.2.4. Gérmenes geométricos de variedades . . . . . .. ... 13

1.2.5. Sistemas independientes de invariantes . . . . .. . .. 13

1.2.6. Sistemas completos . . . . . ... ... ... ... .. 13

1.2.7. Niveles de exigencia para la solucién. . . . . . .. ... 14



1 INTRODUCCION. 2

1. Introduccion.

1.1. Geometrias de Klein
1.1.1. Acciones de grupos.

Un grupo G actuia (por la izquierda) sobre un conjunto &, si hay definida
una aplicacién

A:GXESD(g,2) = A(g,x)=gx €& (1)
verificando las propiedades

a) (gh).x = g.(h.x), para todo g,h € Gy todo = € £

b) e.x =z, para todo = € £, siendo e € GG el elemento neutro del grupo.

La accién se dice continua (diferenciable) si G' es un grupo topoldgico
(grupode Lie) & es espacio topolégico (variedad diferenciable) y A es aplica-
cién continua (diferenciable).

Se supondrd siempre que la accién es (al menos) continua. En todo ca-
so cualquier accién conjuntista puede considerarse continua si se toman las
topologias triviales

Hay un homomorfismo natural también denominado A, del grupo G sobre
el grupo Iso (&)los homeomorfismos (difeomorfismos) de £ que hace corres-
ponder a cada g € G, \; € £ — € con A\, (v) = g.v para todo x € £.

Orbitas . Fijado = € £ llamamos a
Gx={gx:9€G}

orbita de x. Denotamos por £/G al espacio de las drbitas.
Diremos que la accién es transitiva si para todo x,y € &, existe g € G
con g.x =y, es decir si el espacio de érbitas £/G tiene un tnico elemento.

Grupos de isotropia. El grupo de isotropia de un subconjunto S de &£ ,
es el subgrupo Gg de las transformaciones de GG que dejan fijo el conjunto S,

es decir:
Gs={g€G:9.5 =S}

En particular si S = {x} es un punto escribimos

Gy =G, ={9€G:g9x =1}
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Notese que si g € G, es tal que g.x = y entonces G, = gG,g~ ', y todos
los grupos de isotropia de una misma o6rbita son conjugados. El grupo de
isotropfa global de S es

Gs=[()Ga={9€G:ga=aVreS}

zeS

formado por todos los elementos del grupo que dejan fijo cada punto de S

Accién efectiva. La accion se dice efectiva si el elemento neutro e € G, es
el tinico elemento del grupo que deja fijos todos los elementos de £. Es decir
G = {e}. En este caso y solo en este caso, A : G — [so (&) es un mono-
morfismo que permite identificar G' con un subgrupo de los homeomorfismos
(difeomorfismos) de €. La accion se dice localmente efectiva si G es discreto,
y si G, = {e} para cada abierto U de & se dice que G es efectiva sobre sub-
conjuntos. Si el grupo no actua efectivamente entonces podemos reemplazar
su accién por otra del grupo cociente G/G§ naturalmente definida sobre &,
que ahora es efectiva, y esencialmente es la misma que la accién original.

Accién libre. Se dice que la accién es [ibre si el elemento neutro e € G es
el tnico elemento del grupo que deja fijo algin elemento de &, es decir, dz,
g.x = h.x = g = h. Esto significa que G, es trivial Vo € £. La accién es
localmente libre si G, es discreto Vz € £.

Subconjuntos G-invariantes. Un subconjunto S de € se llama G-invariante,
si gxr € S, para todo g € G y todo s € S. Es decir G.§ C §. Nétese que
entonces tenemos una accion restringida G x S 3 (g,z) — g.x € S.

1.1.2. Espacio de Klein (o espacio homogeneo).

Una Geometria de Klein en E, viene establecida por la accién diferen-
ciable y transitiva de un grupo de Lie G sobre una variedad diferenciable
E:

G X E—=E, (g,2) = N\ (z) =g

Se denomina a E = (E,G, \) espacio de Klein (con grupo G de transfor-
maciones).

Fijado un punto o € E, todos los grupos de isotropia G, de los puntos
de FE son conjugados con G,. Claramente G, es un subgrupo cerrado de G,
y por tanto G/G, tiene una unica estructura de variedad diferenciable de
dimensién dim G — dim G, que hace a la proyeccién canénica 7 : G — G/G,
submersién. Hay ademds un difeomorfismo canénico (una vez fijado fijado o):

7:G/Gy 2 gG, — Ng(0) € E
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que permite identificar ambos espacios (F = G/G,). Denotando también por
T a:
1:G—E,g— \(0) =g.0

Se tiene el diagrama conmutativo:

G—=.G/G,

0 T
E

Asi F resulta ser un espacio homogéneo en el sentido clasico. Notese que
dar el espacio homogéneo G/G, es equivalente a dar un espacio de Klein F
con un punto destacado o.

Denotamos por g y go respectivamente, a las dlgebras de Lie de G y G,,.
Por razones técnicas serédn las algebras de Lie generadas por las traslaciones
a la derecha. Es decir si X € g es

La diferencial 7, = drn(e) : ¢ — T,E induce por paso al cociente un
isomorfismo canénico
T 8/ gy — IoE

que permite identificar ambos espacios. Todo esto se concluye cuando se
aplica la diferencial en el origen al diagrama anterior

T

g 8/90

T ™
ToE

1.1.3. El punto de vista de Klein

La accién de G sobre E, puede inducir de forma natural actuaciones
GxE>(9,M) — g.M € & sobre determinadas familias £ de objetos de-
ducidas del espacio E o de eventuales estructuras (diferenciable, métrica,
conforme,...) sobre E. La propiedad que define a los objetos de £ es con-
servada por el grupo G y se denomina propiedad (G—)geométrica. La idea
de Klein es que el estudio de la (G—)geometria, consiste en el andlisis de
las propiedades y conceptos relativos a E que permanecen invariantes por la
accion del grupo G. Por otra parte, cada vez que tenemos una tal familia &,
queda planteado un problema de clasificacién:
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Dos objetos M, M € & se dicen equivalentes (M ~q M), si estdn en la
misma érbita, es decir, si existe g € G, tal que g.M = M.

Por ejemplo el grupo G actia diferenciablemente de manera natural sobre
el fibrado de escamas de orden n :

G x Gy (E)— Gy (E), (9,8:M) — g.8/f = g7 (\;M) (2)

(vease epigrafe 7?) Cada clase se denomina escama geométrica de orden n.

1.1.4. Congruencia de variedades.

Todas las variedades las supondremos de dimensién fija p contenidas en
el espacio de Klein fijo E' con dimensién m > p y grupo GG de transformacio-
nes. También debemos suponer (implicitamente) que todas ellas pertenecen
a una cierta familia F invariante por la accién del grupo G. En principio no
impondremos a la familia M restriccién alguna. Sin embargo més adelante
serd necesario imponerle alguna regularidad.

Dos p-variedades M y M sumergidas en un espacio de Klein E se dirdn
G-congruentes si existe una transformacién g € G, tal que M = )\, (M). A
la aplicacién restriccion ¢ = Ag|,, : M — M se le denomina G-congruencia.
Nétese que dos variedades G-congruentes son en particular difeomorfas y
tienen por tanto la misma dimensién p.

Obsérvese que M = (f:S5) , M = (? : ?) son congruentes, si y solo si
existe p : S — S difeomorfismo, y g € G tal que A\, o f = f o ¢.

Hacer G-geometria de p—variedades, consiste a groso modo en estudiar
aquellas propiedades de las variedades que permanecen inalteradas por la
accién del grupo.

En adelante y mientras no exista ambiguedad podriamos prescindir del
prefijo "G-".

1.1.5. Orden de contacto geométrico

Las variedades M, M de E se dice que tienen contacto de orden n (n > 0)
en el punto # € M N M si definen la misma escama giM = gi'M € GI (E)
entonces escribimos .
(M, z) ~ (M, z)

Las variedades M, M de E se dice que tienen contacto geométrico de
orden n (n > 0) en los puntos © € M, T € M si definen en dichos puntos
la misma n-escama geométrica, es decir, si existe g € G , con A\, () = 7,
y A, (M) tiene contacto de orden al menos n en T € A\, (M) N M, es decir
(Ag (M), T) ~ (M,T) o de forma equivalente: g.g"M = gZg y escribimos
entonces

(M, z) ~¢ (M,7)
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Esta relacién es de equivalencia sobre la familia de variedades punteadas y
G.gl'M es la clase definida por (M, x), que es exactamente la escama geo-
métrica (o G-escama) de orden n definida por M en el punto x

Supuesto M = (f:S), M = (f:5), z = f(s), T = f(5) la condicién
(M, x) ~a (M,T) ,equivale a decir que existe un g € G tal que g7 (\;o f) =
g2 f (segtin definicién ?7). y escribimos

(f7 8) &G (775)

y entonces por la proposiciéon de ?7 existe un ¢ € Gy un difeomorfismo
@ :S — Sen torno a s, con

2 (s) =%, y adems j7 (A, 0 f) = 2 (F o )

Un difeomorfismo ¢ : M — M se dice que define un G-contacto de orden
n, si M y M tienen G-contacto de orden n en los puntos z, y ¢ (x) para todo

x € M, es decir (M, x) Lo (M, ) (x)) Por tanto
Vo e M, 3g, € G tal que (A, M, gp.z) ~ (M, ¢ (x))

Nota 1 Ndtese que si ¢ es congruencia entonces ¢ define G-contacto de
orden n para todo n > 0.

Por otra parte un difeomorfismo ¢ : M — M siempre tiene G-contacto
de orden 0, ya que la accion de G sobre E es transitiva.

En general cualquier difeomorfismo ¢ : M — M tendrd G-contacto de
orden n cuando la accion natural (2) de G sobre G (E) sea transitiva.

1.2. Generalidades sobre Invariantes y clasificacion de
variedades.

Sea G7 un abierto de G!(E) que sea G-invariante. Esto significa que
G.G? C G en la accién natural G x GI(E) — GI(E). Sea M = M (G
la familia (G—invariante!) de p-variedades M de E tales que g'M € G"
Vx € M. A los elementos de M los llamaremos de forma genérica variedades
admisibles.

Se define entonces G" = G (E,G%) sin>q,y G t=gG7| ..etc. Obser-
vese que cada G" es abierto de G (£) .

Nota 2 Aunque no es imprescidible para lo que sigue, queremos indicar que
G? serd un abierto G-invariante de Qg (E) en donde la accion restringida
G x G1 — G9 ya es libre. La existencia de tal G? (para accion afectiva) queda
garantizada en [Olver], y en caso analitico se garantiza también que G? es
denso. También se puede garantizar que G es denso en el caso de que Gy sea
compacto o también imponiendo que la accion inicial sea localmente efectiva
sobre subconjuntos. (ver epigrafe 1.1.1).
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Estamos interesados en dar criterios practicos para reconocer cuando dos
variedades admisibles son (G-congruentes.

1.2.1. Curvaturas.

Una funcién diferenciable x : G (E) O G" — R se llama curvatura de
ordenn si k (g.y) = k (7) para todo vy € G" y todo g € G. El nombre proviene
del hecho de que la curvatura s asocia a cada p-variedad M sumergida en
E, tal que g"M C G" la aplicacién diferenciable x;; : M — R definida por
Ky () = k(8" M) (ver notacién en la Nota ?? de la pag ?7), y entonces si
M = ¢g.M, entonces

ku () = K (gp M) = k (9.80 M) = £ (g} ,M) = g7 (9.7)

y por tanto se preserva por congruencias. Ademas una curvatura s de orden
n, puede considerarse de orden n + 1 identificando x con ko |: "' — R ya
quesiye Gty ge @

(ko L) (g7)=r(g-(v 1)) =r(y])= (ko ])(7)

Proposicién 3 Si ¢ : M — M es un difeomorfismo entre variedades admi-
sibles que define un G-contacto de orden n, entonces se verifica que kpr (x) =
kyr (¢ (x)) para toda curvatura de orden n.

Definicién 4 Un sistema de curvaturas (k',..., k") se llama sistema com-

pleto de curvaturas para el G-contacto de orden n en M € M si todo di-
feomorfismo ¢ : M — M entre variedades admisibles tal que k', (z) =

K (¢ (x)) para todo x € M y todo i =1,...pu, es necesariamente congruen-

cia.

1.2.2. Curvaturas y prolongacién de campos.

En una accién diferenciable G x €& —& se llama campo fundamental (o
prolongacién de orden 0) del vector X € g, al campo X©de £ = GY (E)
definido punto a punto por la férmula

XO (z) = % . (exp (tX) .z)

Se trata del tnico campo de £ que tiene por flujo ¢ : RxE — & definido
por ¢ (t,7) = ¢, (v) = exp (tX).x. La aplicacién g — X (£), X — X© es
R-lineal se verifica

X, Y](O) - _ [X(O) y(O)}

En particular en un espacio de Klein F = (E,G,\) tenemos tambien la
prolongacién X — X© y fijado t, ¢, = Aexp(tx) - £ — E es un difeomorfismo

Y
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que induce el difeomorfismo (ver epigrafe ?? en pag ?7?) (¢,), : Q]‘; (E) —
G (E) definido por

(61), (85F) = g5 (d,0 f) =exp (tX) .gof

y la aplicacién ¢ : RxG! (E) — G- (E) con ¢\ (t,7) = (¢,), (7) define un
flujo en G (E), con P (7) = ¢“ (t,7) = (¢,), (7), que corresponde a un
tinico campo X en G (E) definido por la condicién

XO@) = L) (exp(tX) )

t=0

que se denomina prolongacién de orden ¢ de X. Nétese que X es la (0)-
prolongacién de (X (z))(o) de X en la accién natural G x g;; (F) — Q}f (E).
Por tanto se tiene:

Teorema 5 La aplicacion g > X — X € X (GL(E)) es un homomorfismo
entre dlgebras de Lie. Es decir, es R-lineal, y

X, Y)Y =[x vy®],vX,Y €g

Proposicién 6 Sea k : G (E) D G" — R aplicacion diferenciable. Si k es
una curvatura de orden n entonces k es integral primera de X™ (prolon-
gacion de orden n de X ) para todo X € g. Por otra parte si G es conezo

y (X1,...X,) es una base de su dlgebra de Lie g, entonces para que K sea
curvatura de orden n es suficiente con que sea integral primera de cada Xi(n)

1=1,...7.

Demostracion. Si k es una curvatura de orden n entonces para cada
X €gyyegse tiene

k(exp (tX) ) =k(7) = VWt

lo que significa que & es constante sobre las curvas integrales de X (™).
Por otra parte, si k es integral primera de cada Xi(n entonces para cual-

quier v € G" se tiene
k(exp (tX;)y) =kr(y) VtYi=1,...r

y la condicién k (g.7) = K (7y) se verifica para todo v € G" y todo g € G de
la forma g = exp (t1X7) ...exp (t,X,). Pero si G es conexo estd generado por
{exp (tX;):t € R,i=1,...7}, ya que la aplicacién

(t1,...,t) — exp (t21.X1)...exp (£, X,)
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es difeomorfismo local en torno al origen. Esto concluye la demostracién. =
Sea g™ la pseudodistribucién generada por (Xi(n) 1=1,.. .r.), es decir,
para cada v € G} (E),

g™ (7) = Span (Xf") () i=1,.. .r.) c T,G" (E)

Por el teorema 5 se concluye que si X =1, X; +---+t,.X, € g, entonces
X0 = thfn) + -+ tTXﬁn) c g™ y por tanto

g™ (y) ={X™(y): X e g}

ademds como [X Y](") = [X™ Y] la pseudodistribucién g™ es involu-
tiva. La llamamos pseudodistribucién porque no es posible garantizar que
dim g™ (v) sea siempre la misma cuando v € G" (E) .

Proposicién 7 Si en la accion natural (2)G x G" — G" todos los grupos
de isotropia son conjugados con un subgrupo G, entonces g™ induce en G"
una distribucion involutiva sus hojas son las orbitas G.y que son espacios
homogeneos tipo G /G,

Localmente las hojas de la distribucién se pueden determinar mediante
una coleccién k', ... w#n de funciones diferenciables x* : G (E) D G" — R
de forma que

Kt =c!
representan las ecuaciones implicitas de una hoja para cada eleccién ¢!, . . ., c#n

de constantes. Se supone que las (k") son funcionalmente independientes en
el sentido de que la aplicacién (k!,... k") : G" — RF» tenga rango maximo.
Se dice entonces que (lil, ... kM) forman un sistema completo de curvaturas
de orden n (ver nota siguiente). En estas condiciones se tiene

Lema Si las funciones x” : G (E) D G" — R forman un sistema completo
de curvaturas de orden n, entonces cualquier otra curvatura x de orden n es
de la forma

Iiqu(l{l,...,/i‘u”)

para cierta funcién diferenciable ¢ : R*» — R.
Demostracién. Obviamente si k = ¢ (k', ... k), entonces x es constan-
te sobre cada hoja de la distribucién g™. Reciprocamente: es posible elegir
una carta para G" de la forma (k!, ... kHn w! ... w™)yahora (k" =c", 1 <v < pu,)
representa una hoja H (¢!, ..., ¢#n) de la distribucién., y la curvatura x toma
sobre ella el valor constante digamos ¢ (¢!, ..., c#n). Por tanto la expresién
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de r en las anteriores coordenadas k = ¢ (k!,...,K/n), para cierta funcién
diferenciable ¢. m
De acuerdo con la definicién 4 se tiene

Proposicién 8 El sistema de curvaturas (k' ..., ktn) es un sistema com-

pleto de orden n en M € M si y solo si es un sistema completo para el
G-contacto de orden n en M.

1.2.3. Invariantes tensoriales.

Si V es espacio vectorial entonces T}V denota al espacio vectorial de los
tensores tipo (k,[) (k veces contaravariantes y [ covariante).

El fibrado (k,1)-tensorial en la Grassmanianana G, (E) de la variedad E
es TG} (E) definido como

T}G) (E) = Useqymy Ti'0

que constituye un fibrado sobre G} (E) (con su proyeccién natural) y fibra
tipo T} (RP).

Un invariante (k,!)-tensorial de orden n sobre las variedades de M, es
una aplicacién diferenciable entre fibrados @ : G" C G (E) — TG} (E), que
asocia a cada vy € G", el tensor ®, € TF(T,), siendo T, =|7 v € G} (E), y
ademsds verifica la siguiente condicién de invariancia:

(Ag), @y =Py, Vg € G, Vy€G" (3)

es decir, para cada v € G" y cada g € G, (\y), : T}, = Ty, = ¢g. T, es un
isomorfismo lineal y estamos exigiendo que (A;), ®, = @, ..

Nota 9 Observese que una curvatura  es un invariante (k,l)-tensorial con
k=1=0.

Se dice que el invariante ® es de orden = n, si existen 7,5 € G" con
v 1l=7 1€ G} ' (E) y sin embargo @, # s.

U invariante tensorial ® de orden n asigna a cada variedad admisible
M € M, un campo tensorial ®,; € TF (M) con

q)M (I‘) = Cbg;zM Ve e M

Si M = (f :S) escribimos ®; = f*® .

La condicién (3) supone que ();), @y = @y, ar), para todo g € G. Esto
significa si M = (f : S) que ®y = ®, o para todo g € G.

En general, un difeomorfismo ¢ : M — M entre variedades sumergidas
en I, se dice que respeta al invariante ®, cuando ¢,®); = ®57. Y por la
condicién (3) esto sucede si ¢ es congruencia. En este sentido podemos decir
que ¢ se preserva por congruencias (o transformaciones \, de G).
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Nota 10 (!) Probaremos que es posible construir una unica conexion Si-
métrica G-invariante sobre E que hace geodésicas a las curvas integrales de
los campos fundamentales en la accion G X E — E. Esta conexion nos per-
mite asociar a cada M perteneciente a cierta clase F densa de variedades
admisibles una estructura conforme CM y dos conexiones DM y V™ (llama-
das normal y conforme) que son todos invariantes (en un sentido obvio) por
la accion del grupo G. Esto significa que todos los tensores deducidos de ellas
determinan invariantes tensoriales.

Si tenemos (si,...s,) parametrizacién (local) de S'y (z1...x,,) para-
metrizacién local en E, el invariante ® es de orden n si ®; depende de las

derivadas
el (zj 0 f) (s1,...5,)
03q, - .. 054,
paraj=1,...m, a = (aq,...,ax) con |a| = > a;n, y es de orden = n s no

depende de las derivadas de orden superior a n.

Supuesto M = (f:5) , M = (f:S5), a = f(s) = f(5) la condicién
gl M = gl'M equivale a decir que existe un difeomorfismo ¢ : S — S en
torno a s, con

¢ (s) =3,y ademds j; f = ji (o)

y entonces deberfa verificarse

(0" ®5) (5) = @4 (s)
Se tiene entonces el siguiente criterio:

Proposicién 11 El invariante @ : f — ®; es de orden n si @y (s) = @7 (s)
cada vez que f, f : S — E son p-variedades con j*f = jf.

Demostracion. =

Nota 12 Lamentablemente la proposicion 3 no funciona bien en principio
para el caso de invariantes tensoriales que no sean curvaturas. Es decir, un
difeomorfismo ¢ : M — M que define un G-contacto de orden n, entre
las variedades admisibles M y M, no tiene porqué preservar los invariantes
tensoriales ® de orden n. La dificultad estd en que si bien fijado x existe g, €
f es tal que (N,,), g M = gl ,, M y por tanto (A, M, ¢ (x)) ~ (M,¢(x)) se
iene

Dy, 0 (¢ (7)) = (Ag), Pur () = Py7 (¢ ()

pero (Ag,), Par (x) no tiene porqué coincidir con ¢, Py (x) pues no tenemos
datos de la relacion entre (Ag,), y ¢, como aplicaciones lineales T, M —
Ty(zyM. Por supuesto se verificaria la igualdad (Mg, ), ®rr (z) = ¢, P () si
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A pesar de la nota anterior insistimos en mantener la definicién 4 para el
caso general de invariantes tensoriales. Es decir:

Definicién 13 Un sistema de invariantes tensoriales (®',... ®*) se llama
sistema completo para el G-contacto de ordenn en M € M si todo difeomor-
fismo ¢ : M — M entre variedades admisibles tal que ¢, (v) = (¢ (2))
para todo x € M y todo i = 1,...u, es necesariamente congruencia.

Un criterio "en ecuaciones paramétricas'"para la determinacién y recono-
cimiento de sistemas completos para el G-contacto de orden n podria ser el
siguiente:

Proposicién 14 Supongamos que disponemos de un sistema (9, ... ®*) de
invariantes verificando la siguiente propiedad para variedades M = (f:9),
M = ( f: S) admisibles que "pasan"por el origen o a valor sy del parametro

7 (s0) = L (s0), 1 <i < p=(f,50) =a, (F,0)

Nota 15 Entonces(®!,..., ®") es sistema completo para el G-contacto de
orden n.

Demostracion. =

Nota 16 (!!) Uno de los objetivos de nuestro trabajo consiste en estudiar si
es posible establecer sistemas completos de invariantes para el G-contacto de
orden arbitrario, usando los invariantes indicados en la nota 10

Por razones que tienen que ver con la Nota 12 introducimos también la
siguiente

Definicién 17 Un sistema de invariantes tensoriales (®',... ®*) se llama
saturado para M € M, si para cada x € M, el grupo de las transformaciones
lineales T,M — T,M que dejan invariantes todos los ® (x) es discreto.
Entendemos que cualquier isomorfismo lineal T, M — T, M deja invarian-
te Ky () si K es una curvatura. Para evitar ambiguedades admitiremos como
saturado en M cualquier sistema formado exclusivamente por curvaturas.

La peticién de "saturaciéon"no es demasiado estravagante ya que por ejem-
plo la primera y segunda formas fundamentales para superficies en el espacio
euclideo son invariantes euclideos tensoriales y determinan un sistema satu-
rado sobre cualquier superficie sin puntos umbilicos.

La réplica a la proposiciéon 3 y que amortigua en parte la perplejidad
sugerida en la Nota 12 es la siguiente

Proposicién 18 Si ¢ : M — M es un difeomosfismo de G-contacto de
orden n que preserva un sistema saturado (®',..., ®") de invariantes sobre
la variedad M € M entonces ¢ preserva todo invariante de orden n.

Demostracion. =
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1.2.4. Gérmenes geométricos de variedades

Dos variedades punteadas M y M de E se dice que definen el mismo

germen en x € M N M, si existe un entorno comin de U de z en M y en

(0) )

M. Escribimos entonces (M, x) =~ (W, x) y cada clase g§;°° M se denomina

germen de M en x. Dos gérmenes g£°°)M y géoo)ﬁ se dirdn G-congruentes, si
existen entornos U dez en M y U deT en M , y existe g € G tal que g.ox = 7,
y g.U = U . Esta relacién de congruencia , es de equivalencia sobre la familia
de todas las variedades punteadas. Denotamos por gg[fo]M a la clase definida
por (M, x), que denominamos germen geométrico (o G-germen) definido por

M en el punto z.

1.2.5. Sistemas independientes de invariantes

En adelante, la palabra invariante significa invariante tensorial.

Diremos que un difeomorfismo ¢ : M — M entre variedades admisibles
respeta el invariante ® si ¢, @y = g7

El invariante ® se dice que depende de un sistema ((13(1), e ,<I>(“)) de
invariantes, si todo difeomorfismo entre variedades admisibles que respete a
dM) ... &) respeta necesariamente a .

Si cada ®® no depende de los demés elementos de la familia se dice que
el sistema de invariantes (@(1)’ cee <I>(’”)) es independiente.

1.2.6. Sistemas completos

Un problema fundamental en el estudio de la geometria de variedades
en el espacio de Klein F, es el de su clasificacién geométrica, que consiste
en dar criterios algorftmicos para reconocer cuando dos variedades son G-
congruentes.

Definicién 19 Un sistema de invariantes (91, ... ®") se dice completo para
una variedad M, si cualquier difeomorfismo ¢ : M — M entre variedades
admisibles que los respete a todos, es necesariamente una congruencia. Un tal
sistema se denomina sistema completo para la familia invariante F C M si lo
es para cada M € F. Naturalmente, si el sistema no fuera independiente, es
tautoldgico que podria reducirse a otro mas pequeno independiente y completo.

Nota 20 La condicion necesaria y suﬁcie_nte para que (®',... ®") sea com-
pleto para M = (f : S) es que para todo f : S — E admisible se verifique la
equivalencia:

?z@%l§i§,u<:>7:)\gofpamalgdng€G

Para una clase 7 C M densa de variedades probaremos que se verifica
el siguiente resultado
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Teorema 21 para cada variedad M € F y cada v € M, existe un entorno
U de x en M, y un entero positivo n de forma que st ¢ : U — M es un
difeomorfismo con G-contacto n entonces ¢ es congruencia.

Por tanto fijado * € M, encontrar un sistema completo (®!,..., §H)
de invariantes del entorno U de x en M suficientemente pequeno, equivale
a buscar un sistema completo para el G—contacto de orden n en U (ver
definicion 13)

Nota 22 (!!!) La demostracion del teorema 21 puede encontrarse en [Jen-
sen/ y [Olver|. Nosotros presentamos un argumento simple que solo utiliza la
parte de unicidad del teorema de Frobenius que se basa esencialmente en la
identidad

gl (g"f)=gi"'f

1.2.7. Niveles de exigencia para la solucién.

Resolver un problema de clasificacién G-geométrica de variedades admisi-
bles puede entenderse segiin dos niveles de exigencia, que podriamos describir
asi:

Nivel 1 Encontrar un sistema independiente ((I>1, e (ID(’”)) de invariantes

con la siguiente propiedad: Si f, f : S —E definen parametrizaciones
globales de variedades admisibles M = f(S), M = f(S), se tiene la

equivalencia
;:@%,i: 1,....p <= fof': M — M es G-congruencia

Esta propiedad caracteriza en efecto, a los sistemas completos de inva-
riantes.

Nivel 2 Encontrar las ecuaciones de compatibilidad. Es decir, fijados un
abierto S (simplemente conexo) de RP y campos tensoriales R
1,...p en S, determinar condiciones computables digamos (C') necesa-
rias y suficientes para que exista una inmersién f de forma que ¢ = @;
1 =1,...u. Denotemos por

F(S)={{¢':1<i<r}: verifican las condiciones (C)}

Supodngase que {gb’} € 5 (S). Una vez determinada una solucién f : S —E
todas las demds son de la forma A, o f cuando g € G. Por tanto, supuesto
0=(0,...,0) € S, y fijado 0 € E (por ejemplo el origen o) los datos ¢
determinan un tnico germen geométrico, digamos g£°°}M .

Queda ain por aclarar cuando otra familia de datos {52} € 5 (S) deter-
minan el mismo germen. De hecho, si ( : Sp— S es un monomorfismo con
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So €S,y C(0) =0,y {¢(i)} € F(S), entonces {¢C*¢'} € F(S) induce el
mismo germen geométrico. Ademds si EZ} € §(S) determinan el mismo

germen {gbl} entonces existe una tal ¢ con {C *gb(i)} = {qb(i)}.



