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1 Estructura proyectiva.

En lo que sigueM será una variedad diferenciable real conexa y con dimensión
�nita n � 2.
En este artículo conexión es sinónimo de conexión lineal (no necesaria-

mente simétrica). Métrica signi�ca métrica semi-Riemanniana. Una métrica
semi-Riemanniana no Riemanniana la llamaremos métrica inde�nida. Re-
cuérdese que una métrica de Lorentz es no de�nida y tiene signatura (�;+; :::;+).
Finalmente, si g es una métrica en M , una conexión r se dirá g-métrica

si preserva el producto g por transporte paralelo, es decir rg = 0. Si además
r es simétrica, se llama conexión de Levi-Civita (que como es bien conocido,
�jada g, existe y es única).

Equivalencia proyectiva de conexiones.

Una linea geodésica de una conexión r enM , es la imagen de una geodésica
de r.
Dos conexiones r y r en M se dicen proyectivamente equivalentes si

tienen las mismas líneas geodésicas. Esta relación es de equivalencia, y se
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denotará por [r] la clase de equivalencia proyectiva de�nida por la conexión
r. Se denomina P = [r] estructura proyectiva en M .
Nótese que dada una conexión, existe una única simétrica con el mismo

spray de geodésicas. Por tanto cada estructura proyectiva admite siempre
un representante simétrico.

Teorema 1.1 Dos conexiones simétricas r y r son proyectivamente equi-
valentes si y solo si existe una 1-forma � en M tal que:

rXY �rXY = �(X)Y + �(Y )X para todo X; Y 2 X(M)

Demostración. Las conexionesr yr tienen las mismas líneas geodésicas,
si y solo si el tensor diferencia� : X(M)�X(M) 3 (X; Y ) �! rXY�rXY 2
X(M) veri�ca: �(X;X) es proporcional a X para todo X 2 X(M). Re-
stringiéndonos a V = TpM , se prueba que la función �p : TpM ! R con
�(v; v) = �p(v)v es diferenciable, y homogénea de grado 1. Por un teorema
de Euler, se concluye que �p es una forma lineal. Finalmente se ve que la
asignación p ! �p de�ne una 1-forma en M . Como las conexiones r y r
son simétricas, el tensor � es simétrico, y se concluye que la 1-forma � = 1

2
�

es la buscada.
Veamos de formamás explícita porquér yr tienen las mismas geodésicas:

Lema 1.1 Sean r y r conexiones simétricas proyectivamente equivalentes
y sea � la 1-forma en M tal que:

rXY �rXY = �(X)Y + �(Y )X para todo X; Y 2 X(M)

Si 
 : [0; b) 3 t �! 
(t) 2 M es una r-geodésica, entonces se de�ne un
cambio de parámetro [0; b) 3 t �! s(t) =

R t
0
exp(�(�))d� 2 [0; b0), siendo:

�(�) = 2

Z �

0

�(
0(t))dt

Entonces 
 : [0; b0) 3 s �! 
(t(s)) 2 M es la r-geodésica con 
0(0) = 
0(0),
siendo [0; b0) 3 s �! t(s) 2 [0; b) la aplicación inversa de t �! s(t).

La demostración se obtiene por simple comprobación.

2 Estructura conforme.

Dos métricas g y g en M se dicen conformemente equivalentes si existe una
función � : M �! R+ diferenciable, con g = e2�g. Esta relación es de
equivalencia, y se denotará por C = [g] la clase de equivalencia de�nida por
la métrica g. Se denomina a C = [g] estructura conforme en M .
La estructura conforme C = [g] se dice inde�nida, Riemanniana, o Lorentz,

según g lo sea.
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2.1 Estructura causal.

Una estructura conforme Lorentz con una orientación tiempo se llama estruc-
tura causal C+. Los puntos de M se consideran entonces sucesos. Usaremos
libremente los conceptos de�niciones y resultados de la teoría de causalidad.
Nuestra referencia en este punto es [ON].

Observación 2.1 En una estructura causal Lorentz C+ en M , los concep-
tos de curva temporal, causal y luz, desprovistos del adjetivo pasada o futura
mantienen su validez aunque no sea orientable tiempo. Conviene en partic-
ular recordar el siguiente teorema de Causalidad:

Teorema 2.1 Sea (M; g) una variedad de Lorentz, y 
 : [a; b] ! M una
curva causal uniendo p = 
(a) con q = 
(b). Entonces, existe siempre una
curva temporal (arbitrariamente próxima a 
) uniendo p a q, a no ser que 

sea un segmento de línea geodésica luz sin puntos conjugados.

Se concluye de aquí que la propiedad de ser segmento de línea geodésica
luz sin puntos conjugados, solo depende de la estructura conforme C, que de-
termina por tanto unívocamente las líneas geodésicas luz de cualquier métrica
g 2 C. Establecemos la siguiente:

De�nición 2.1 Sea C una estructura conforme Lorentz en M .

a) Dos puntos p; q 2 M se dicen luz-separados, si hay una curva causal -
pero no temporal - que los une.

b) Un rayo de luz, es la línea de�nida por una curva luz 
 : I ! M que
veri�ca la siguiente propiedad: Para cada s 2 I, existe � > 0 tal que
para todo t; t0 2 (s� �; s+ �) \ I, 
(t) está luz-separado de 
(t0).

Por el teorema de causalidad se concluye:

Corolario 2.1 En una estructura conforme Lorentz C, los rayos de luz son
las líneas geodésicas luz asociadas a cualquier métrica g 2 C.

Más adelante en se obtendrá generalización de este resultado para estruc-
turas conformes inde�nidas.

Lema 2.1 Sean g y g métricas de M con g = e2�g para cierta función
� : M ! R diferenciable, y supóngase r la conexión de Levi-Civita de
g. Entonces, la conexión r de Levi-Civita de g viene caracterizada por la
identidad:

g(rXY; Z) = e
2�fg(rXY; Z) +X(�)g(Y; Z) + Y (�)g(X;Z)� Z(�)g(X; Y )g

para todo X;Y; Z 2 X(M).
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Demostración. La fórmula anterior permite de�nir una única conexión
r que es simétrica. Por otra parte, se comprueba que:

X(g(Y; Z)) = X(e2�g(Y; Z)) = e2�(X(g(Y; Z)) + 2X(�)g(Y; Z))

= e2�(g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)

Por tanto r es la conexión de Levi-Civita para g.
Aplicando un conocido resultado de álgebra lineal relativo al hecho de

que el cono de luz, si es no vacío, determina salvo constantes multiplicativas
no nulas, la forma cuadrática que lo de�ne, se concluye:

Teorema 2.2 Dos métricas inde�nidas en M dan lugar a la misma estruc-
tura conforme C si y solo si ambas métricas de�nen los mismos conos de luz
en cada espacio tangente.

Observación 2.2 Una de�nición alternativa de estructura conforme (in-
de�nida) en M , consiste en identi�carla con una asignación suave de un
cono de luz en cada espacio tangente. La suavidad se re�ere a la existencia
de una métrica inde�nida en el entorno de cada punto, que induzca en dicho
entorno los conos de luz que la estructura asigna. Sin embargo, usando par-
ticiones diferenciables se prueba la existencia de alguna métrica global con
este requisito.

Conexiones conformes.

Sea C una estructura conforme en M , y r una conexión. Se dice que r es
C-conforme si induce transformaciones lineales conformes (entre los espacios
tangentes) por transporte paralelo. Esto equivale a decir en el caso inde�nido
que r preserva los conos de luz por transporte paralelo. En particular, las
geodésicas de las conexiones conformes en estructuras de Lorentz, mantienen
un carácter causal (temporal, luz, o espacial) de�nido.

Teorema 2.3 Sea C = [g] una estructura conforme, r la conexión de Levi-
Civita asociada a g, y r una conexión simétrica. La condición necesaria
y su�ciente para que r sea C-conforme es que exista un campo de vectores
A 2 X(M) tal que:

rXY �rXY = �(X)Y + �(Y )X � g(X;Y )A para todo X; Y 2 X(M)

donde � es la 1-forma g-métricamente equivalente a A, � : X(M) 3 X �!
g(A;X) 2 F(M). En particular, A = grad � y � = d� cuando r y r son
las conexiones de Levi-Civita asociadas a g y g = e2�g respectivamente. Por
otra parte, las líneas geodésicas luz de dos conexiones C-conformes simétricas,
necesariamente coinciden.
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Para probar el Teorema es necesario el siguiente Lema técnico cuya de-
mostración aparece en el Apéndice III:

Lema 2.2 Fijada la conexión C-conforme r, y una 1-forma � 2 X�(M),
entonces la conexión ~r de�nida por:

~rXY = rXY + �(X)Y

es conforme, y de hecho, �jado g 2 C puede elegirse � de forma que la
conexión ~r sea g-métrica.

Por otra parte la relación entre los tensores de torsión T y ~T de r y ~r
es: T (X; Y ) = T (X; Y ) + �(X)Y � �(Y )X.
Demostración. (Teorema 2.3):
Supóngase primero que partimos de una conexión (simétrica)r, C-conforme.

Por el lema, existe una conexión g-métrica ~r con rXY = ~rXY + �(X)Y
para cierta 1-forma � de M , y como la torsión T de r es nula, se tiene:

~T (X; Y ) = �(Y )X � �(X)Y
que en coordenadas locales tiene por componentes: ~T kij = �

k
i �j � �kj�i.

Si r es la conexión de Levi-Civita asociada a g, la relación que existe
entre los símbolos de Christo¤el de r y ~r es la siguiente:

~�mkl � �mkl =
1

2
f ~Tmkl + gmr ~T srkgls + gmr ~T srlgksg

=
1

2
f�mk �l � �ml �k + gmr(�sr�k � �sk�r)gls + gmr(�sr�l � �sl �r)gksg

=
1

2
f�mk �l � �ml �k + �ml �k � amgkl + �mk �l � amgklg = �mk �l � amgkl

donde am = gmr�r y A = am @
@xm

es el campo métricamente equivalente a �.
Así:

~rXY = rXY + �(Y )X � g(X; Y )A
Por tanto: rXY = ~rXY + �(X)Y = rXY + �(Y )X + �(X)Y � g(X;Y )A.
Recíprocamente, dado �, se toma el campoA g-métricamente equivalente,

y se prueba que la conexión ~r de�nida por ~rXY = rXY+�(Y )X�g(X; Y )A
es g-métrica, es decir: ~rX(g(Y; Z)) = g( ~rXY; Z)+g(Y; ~rXZ), y por el lema
1.3.2 la conexión r de�nida por:

rXY = rXY + �(X)Y + �(Y )X � g(X; Y )A = ~rXY + �(X)Y

es conforme y simétrica.
El caso particular � = d� con � : M �! R diferenciable, está con-

templado en el lema 1.2.5. La última a�rmación relativa a que las líneas
geodésicas de r y r coinciden se deduce directamente del hecho de que para
todo campo luz X 2 X(M) se tiene rXX �rXX = 2�(X)X. Así si X es
r-geodésico, entonces rXX = 2�(X)X, y X es pregeodésico.
Otra demostración más cuidada es consecuencia del siguiente:
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Corolario 2.2 Supóngase C inde�nida. Dadasr yr conexiones C-conformes
simétricas, existe una conexión D simétrica con las mismas líneas geodésicas
que r,y las mismas geodésicas luz que r. En particular r y r tienen las
mismas líneas geodésicas luz.

Demostración. Usando el teorema, se prueba que existe una 1-forma �
de manera que:

rXY = rXY + �(X)Y + �(Y )X � g(X; Y )A para todo X; Y 2 X(M)

siendo g cualquier métrica auxiliar con C = [g], y A el campo g-equivalente
a �. (Nótese que el tensor (X; Y ) �! g(X; Y )A solo depende de � y la
estructura conforme C). La conexiónD de�nida porDXY = rXY +�(X)Y +
�(Y )X es proyectivamente equivalente a r y tiene las mismas geodésicas luz
que r pues DXX = rXX para los campos luz.

Observación 2.3 En el caso Lorentz, el corolario anterior, junto con 1.2.4
nos permite a�rmar que los rayos de luz son líneas geodésicas de cualquier
conexión conforme simétrica.

Espacio de Weyl.

En lo que sigue C es una estructura conforme Lorentz en M . Si U es un
entorno de p 2 M , se denota por J(p; U) (resp. I(p; U)) al conjunto de
puntos x de U que se unen a p por una curva causal (resp. temporal). Por
el teorema de Causalidad, cada punto x 2 G�(p; U) = J(p; U) � I(p; U)
puede unirse a p mediante un rayo de luz �x contenido en U . Denotamos por
G(p; U) = G�(p; U) [ fpg.
Tomando un entorno normal del punto p respecto a una métrica auxiliar

g 2 C, puede demostrarse:

Lema 2.3 Para cada punto p 2 M existe un entorno U de p (arbitrari-
amente pequeño), de forma que U � G(p; U) es abierto, y se descompone
en tres componentes conexas I+(p; U), I�(p; U), y E(p; U). (I(p; U) =
I+(p; U) [ I�(p; U)). Por otra parte, cualquier curva � que parte de p, con
vector inicial espacial, entra en E(p; U).

Supóngase ahora que P es una estructura proyectiva de�nida por cierta
conexión simétrica r en M . Discutiremos a continuación la equivalencia
entre dos criterios de compatibilidad causal entre P y C.

Teorema 2.4 Son equivalentes las siguientes a�rmaciones:

a) En cada punto p 2M existe un entorno U de p arbitrariamente pequeño
en donde se veri�ca la siguiente propiedad: Si x 2 J(p; U), existe una
geodésica causal contenida en U , uniendo p con x
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b) Los rayos de luz de C son líneas geodésicas de P.

Demostración. (a) ) (b) Fijado p 2 M , podemos suponer que el
entorno U de la propiedad (a) es un entorno normal de p respecto a la conex-
iónr, y en él se veri�ca el Lema 1.4.1. De esta manera, para cada x 2 G(p; U)
existe un rayo de luz �x en U uniendo p con x. Por la condición (a) (y ser U
r-normal) existe una (única) línea geodésica 
px : [0; 1]! U , uniendo p y x,
que es curva causal. Pero si 
px no es �x se concluye que x 2 I(p; U) lo cual
es contradictorio. Esto prueba que el rayo de luz �x es línea geodésica de r.
(b) ) (a) Fijado p 2 M tomemos U entorno normal respecto a r, y

supóngase que en él se veri�ca el Lema 1.4.1. Sea x 2 J(p; U). Si x 2 G(p; U)
el rayo de luz �x que une p con x es la geodésica causal buscada. Podemos
suponer por ejemplo, que x 2 I+(p; U), y sea 
 : [0; 1] �! U la única
geodésica que une p con x. Si 
0(0) es luz, por la hipótesis (b) 
 es un rayo
de luz y estamos en el caso anterior. Probemos que 
0(0) es temporal: Si 
0(0)
es espacial, hay un � > 0 con 
(�) 2 E(p; U). Como 
(1) = x 2 I+(p; U) se
concluye por el lema que para cierto r < 1, y = 
(r) 2 G(p; U). Esto supone
que hay dos líneas geodésicas en U : 
([0; r]) y el rayo de luz �y, que unen
p con y en U , lo cual es contradictorio. Así, 
0(0) es un vector temporal.
Como 
0(t) nunca puede ser vector luz (por la hipótesis (b) 
 sería un rayo
de luz y 
0(0) sería luz) se concluye que 
 es una curva temporal, tal y como
queríamos demostrar.

De�nición 2.2 Cuando la estructura proyectiva P veri�ca las condiciones
equivalentes a) y b) se dice que P es compatible con C. A la terna (M;P ; C)
se le denomina espacio de Weyl.

Como la estructura proyectiva P inducida por una conexión simétrica r
conforme, veri�ca la propiedad (b) (ver 1.3.4), se concluye que P es com-
patible con C. Demostraremos a continuación que todas las estructuras
proyectivas P compatibles con C pueden obtenerse por este procedimiento.

Teorema 2.5 (De Weyl) Dado un espacio de Weyl (M;P ; C), existe una
única conexión simétrica C-conforme r 2 P.

Se requiere del siguiente resultado de álgebra lineal que se probará en el
Apéndice I:

Lema 2.4 Sea � : V �V ! V un tensor simétrico sobre el espacio vectorial
de Lorentz V . Supóngase que �(u; u) es proporcional a u para todo vector
luz u de V . Existe entonces una única 1-forma � 2 V � y un único vector
A 2 V tales que:

�(v; w) = hv; wiA+ �(v)w + �(w)v para todo v; w 2 V
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Demostración. El esquema de la demostración del teorema de Weyl es
ahora el siguiente:
Fijemos g 2 C, y seaD la conexión de Levi-Civita asociada. Fijemos tam-

bién una conexión simétrica r 2 P. Considérese ahora el tensor diferencia
de ambas:

�(X; Y ) = rXY �DXY (X; Y 2 X(M))
Como las líneas geodésicas luz de C y P coinciden, � de�ne en cada espacio
tangente un tensor de las características del Lema, y existen � 2 X�(M) y
A 2 X(M) tales que:

�(X; Y ) = g(X; Y )A+ �(X)Y + �(Y )X para todo X; Y 2 X(M)

si � es la 1-forma métricamente equivalente a A, se toma entonces:

rXY = rXY�(�+�)(X)Y�(�+�)(Y )X; DXY = DXY��(X)Y��(Y )X+g(X; Y )A

Por el Teorema 1.1.1, r 2 P y por 1.3.1, D es C-conforme, y se tiene:

rXY �DXY = �(X; Y )� �(X)Y � �(Y )X � g(X; Y )A = 0

por tanto r = D es la conexión buscada.
Por otra parte, si ~r veri�ca las mismas condiciones, entonces:

~rXY �rXY = ~�(X)Y + ~�(Y )X = ~�(X)Y + ~�(Y )X � g(X;Y )�{

para cierta 1-forma ~� 2 X�(M), y cierto campo �{ 2 X(M). Necesariamente
es �{ = 0, con lo que ~� = ~� = 0, y r = ~r.
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CONEXIONES LOCALMENTEMÉTRICAS.

Por simplicidad supondremos ahora que la variedad M es topológicamente
orientable.

Operadores de Divergencia.

Un operador div : X(M) �! F(M) será denominado operador divergencia si
para todo X; Y 2 X(M) y todo f 2 F(M) se veri�ca:

OD1) div(X + Y ) = div(X) + div(Y )

OD2) div(fX) = X(f) + f div(X)

Teorema 2.6 El conjunto D(M) de operadores divergencia en M tiene es-
tructura natural de espacio afín, sobre el espacio vectorial real de las 1-formas
X�(M). Es decir:

1. Si div; div0 2 D(M) entonces div0 � div 2 X�(M).

2. Si div 2 D(M), entonces D(M) = div + X�(M).

Proposición 2.1 Cualquier operador div 2 D(M) es localizable, es decir:
Si U es abierto de M , existe un único operador divjU 2 D(U) tal que
(divjU)(XjU) = (div X)jU para todo X 2 X(M).

De�nición 2.3 Si 
 es una forma de volumen enM , el operador divergencia
usual div
 de�nido por la siguiente identidad, para todo X 2 X(M):

LX
 = (div
X)


es un operador divergencia que denominamos trivial.

Proposición 2.2 Si 
 y 
0 son dos formas de volumen enM con 
0�
 para
cierta función diferenciable � :M ! R entonces:

div
0 = div
 + d�

En particular se veri�ca la equivalencia: div = div
0 con 
0 = �
.
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2.1.1 Trivialización local.

Una trivialización local de un operador div 2 D(M) es un par (U;
) donde
U es un abierto de M , 
 es una forma de volumen en U , y se veri�ca:

divjU = div


El operador div 2 D(M) se denomina localmente trivial, si admite una trivi-
alización local por cada punto de M .

Observación 2.4 1) Si (U;
) y (U 0;
0) son dos trivializaciones locales del
operador div 2 D(M) entonces en cada componente conexa V de U \ U 0
existe � 2 R con 
0jV = (�
)jV .
Puede establecerse por tanto de forma natural, una "Teoría de Trans-

porte de formas de volumen a lo largo de curvas" respecto de un operador
divergencia localmente trivial.

Teorema 2.7 a) Sea 
 forma de volumen en M , y � una 1-forma. El
operador div = div
 + � 2 D(M) es localmente trivial si y solo si � es
cerrada, y es trivial, si y solo si � es exacta.
b) Un operador div 2 D(M) es localmente trivial si y solo si veri�ca:

div[X; Y ] = X(div Y )� Y (div X)
c) Los conjuntos I(M) y Z(M) de operadores divergencia triviales y loc-

almente triviales respectivamente, son subespacios a�nes de D(M) con espa-
cios vectoriales asociados respectivos B1(M) y Z1(M).

2.1.2 Operador de Divergencia de una conexión.

Fijada una conexión r en M , se prueba que el operador:

divr : X(M) 3 X �! Traza(V 2 X(M) �! rVX) 2 F(M)

es un operador de divergencia, que se denomina operador divergencia aso-
ciado a la conexión r.
Se dice que r preserva localmente formas de volumen por transporte

paralelo (brevemente r tiene volumen local) si para todo punto p 2 M
existe U abierto con p 2 U , y forma de volumen 
 en U tal que r
 = 0 en
U . Se dice entonces que 
 es un volumen local para r. Si U = M se dice
que r tiene volumen global, y 
 es volumen global para r.

Teorema 2.8 Sea r una conexión en M :

a) La condición necesaria y su�ciente para que r preserve una forma de
volumen 
 por transporte paralelo es que divr = div
.
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b) La condición necesaria y su�ciente para que r tenga volumen local es que
divr sea localmente trivial.

De hecho, (U;
) es una trivialización local de divr si y solo si 
 es un
volumen local para r. La expresión local del operador divr en las coorde-
nadas (U;') de una carta es:

divr

�X
X i @

@xi

�
=
X�

@X i

@xi
+ �iX

i

�
donde �i =

X
k

�kik

Denotando por �' = �idxi, y div' el operador divergencia inducido por
la forma de volumen canónica 
' = dx1 ^ � � � ^ dxn se veri�ca en U :

divr = div' + �'

Corolario 2.3 La condición necesaria y su�ciente para que la conexión r
admita volumen local es que para cada carta (U;') se veri�que: d(�') = 0.

2.1.3 Contracciones del tensor de Curvatura.

Dada una conexión r en M adoptamos la siguiente de�nición de tensor R
de curvatura:

R(X; Y )Z = �rXrYZ +rYrXZ +r[X;Y ]Z

En las coordenadas (U;' = (x1; : : : ; xn)) de una carta se tiene:

R

�
@

@xi
;
@

@xj

�
@

@xk
= Rhkij

@

@xh

Se de�ne el tensor de Ricci por:

Ricc(X; Y ) = Traza(V 2 X(M) �! R(X;V )Y )

y en coordenadas podemos escribir: Riccik =
P

hR
h
kih.

Las otras contracciones de R son:

Ricc(X; Y ) = Traza(V 2 X(M) �! R(V;X)Y )

TRZ(X; Y ) = Traza(V 2 X(M) �! R(X; Y )V )

Como R(X;V )Y = �R(V;X)Y se deduce que �Ricc = Ricc, y de la iden-
tidad R(X;V )Y +R(V; Y )X +R(Y;X)V = 0 se concluye que Ricc(X; Y )�
Ricc(Y;X) = TRZ(X; Y ).
El tensor TRZ es una 2-forma que denominamos aquí forma trázica.

Teorema 2.9 El tensor de Ricci de una conexión r en M es simétrico si y
solo si la forma trázica TRZ es idénticamente nula.

Por otra parte, en las coordenadas locales si �' = �idxi con �i =
P

k �
k
ik

se veri�ca: TRZ = d(�').

Teorema 2.10 La condición necesaria y su�ciente para que la conexión r
admita volumen local es que su tensor de Ricci sea simétrico.
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2.1.4 Conexiones (conformes) localmente métricas.

En este epígrafe supondremos �jada en la variedad conexaM una estructura
conforme C, y una orientación topológica. Una métrica local de C es un par
(U; g) donde U es abierto de M y g es una métrica en U tal que [g] = CjU .
Sea r una conexión conforme. Diremos que r es métrica si existe g 2 C

tal que r es la conexión de Levi-Civita de g. Se dice entonces que g es
una métrica de r. Diremos que es localmente métrica, si por cada punto
p 2 M existe una métrica local de C (U; g) con p 2 U de forma que rjU es
la conexión de Levi-Civita de g.

Teorema 2.11 Sea r una conexión métrica, y g, g métricas de r. Existe
entonces una constante c 2 R tal que g = e2cg.

Demostración. **Supongamos primero que M es simplemente conexa,
�jado p 2M , y sea gjp = e2c gjp, entonces para cada q 2M , podemos de�nir
gjq = e2c gjq por transporte paralelo de gjp = e2c gjp a lo largo de una curva

 uniendo p a q y este transporte no depende de la curva 
 elegida por ser
M simplemente conexo. En el caso de que M sea conexa, en torno a cada
punto p puede tomarse un abierto simplemente conexo y hay una constante
c0 de forma que gjM0

= e2c0 gjM0
, y esto permite demostrar que el conjunto

N =
�
x 2M : gjx = e2c gjx

	
es no vacío (pues p 2 N), abierto y cerrado a la vez, así que N =M .

Corolario 2.4 Supongamos r conforme y localmente métrica. Si (U1; g1),
(U2; g2) son métricas locales de r, entonces para cada componente conexa U
de U1 \ U2 existe una constante � con g2 = �g1 en U .

Observación 2.5 a) Sea (V; g) un espacio de Lorentz. Una base (u1; : : : ; un)
de V , se dirá ortogonal si existe � 2 R+, de forma que (e1; : : : ; en) =
(�u1; : : : ; �un) sea base ortonormal.
b) La estructura conforme en M induce para cada p 2M una estructura

conforme en TpM . Una base (u1; : : : ; un) en TpM se dirá ortogonal si lo es
respecto a Cp.
c) Una métrica g 2 C determina una forma de volumen canónica en

M de�nida por la condición 
(e1; : : : ; en) = 1 si (e1; : : : ; en) constituye una
base ortonormal positivamente orientada. Al operador divergencia trivial aso-
ciado, lo denotamos por divg.

Lema 2.5 Sea (V; g) un espacio vectorial de Lorentz y 
 forma de volumen
en V . Si 
(u1; : : : ; un) = 
(u1; : : : ; un), entonces si (u1; : : : ; un) es base
ortonormal, (u1; : : : ; un) también lo es.
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Lema 2.6 Si r es una conexión conforme y (u1; : : : ; un) es base ortogonal,
entonces para toda curva diferenciable 
 : [0; b] ! M el transporte paralelo
de�ne bases ortogonales para todo t 2 [0; b].

Teorema 2.12 Sea r una conexión conforme. La condición necesaria y
su�ciente para que r sea conexión métrica, es que el operador divergencia
divr sea trivial.

Demostración. Si g 2 [g] es una métrica global, entonces r preserva
el volumen de g, y se veri�ca que divr = div
 = divg, que es un operador
divergencia trivia).
Recíprocamente, supóngase divr = div
 para cierta forma de volumen


 de M .Fijemos p 2 M y (u1; : : : ; un) una base ortogonal de TpM , con

(u1; : : : ; un) = 1. Para cada punto q 2 M , sea 
q : [0; 1] �! M una curva
diferenciable que une p y q, y tomemos gq una mÃ c
trica en TqM tal que
(
qu1(1); : : : ; 
qun(1)) sea base gq-ortonormal.
)La métrica gq no depende de la curva 
q tomada uniendo p a q, pues si 
q :

[0; 1] �!M es otra tal curva, por el Lema ??, la base (
qu1(1); : : : ; 
qun(1))
es [g]-ortogonal, y por tanto gq-ortogonal).
Como r
 = 0:

1 = 
(
qu1(1); : : : ; 
qun(1)) = 
(
qu1(1); : : : ; 
qun(1))

se concluye por el Lema ?? que (
qu1(1); : : : ; 
qun(1)) es también base gq-
ortonormal).
Es trivial ver que la correspondencia M 3 q ! gq de�ne una métrica g

global para r

Corolario 2.5 La condición necesaria y su�ciente para que una conexión
conforme enM sea localmente métrica es que su tensor de Ricci sea simétrico.

Teorema 2.13 Dado un operador divergencia div, existe una única conexión
conforme r tal que div = divr. Dicha conexión es (localmente) métrica si y
solo si div es (localmente) trivial..
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3 APÉNDICE I: Demostración del Lema 2.4

Lema 3.1 Sea � : V �V ! V un tensor simétrico sobre el espacio vectorial
de Lorentz V . Supóngase que �(u; u) es proporcional a u para todo vector
luz u de V . Existe entonces una única 1-forma � 2 V �, y un único vector
a 2 V tales que:

�(v; w) = hv; wia+ �(v)w + �(w)v para todo v; w 2 V

Demostración. Haremos la demostración para dimensión de V igual a
cuatro:
Evidentemente los tensores del tipo de arriba pertenecen al espacio vec-

torial J de los tensores � : V � V ! V tales que �(u; u) es proporcional a
u para todo vector luz u de V , y la aplicación:

V�V � 3 (a; �) �! (�(a;�) : V�V 3 (u; v) �! hv; wia+�(v)w+�(w)v 2 V ) 2 J

es lineal e inyectiva, por lo que dim J � 8. Si probamos por algún procedi-
miento que dim J � 8 habremos concluido.
Fijada (e0; e1; e2; e3) base ortonormal de V , e identi�cando cada vector

con sus coordenadas (�0; �1; �2; �3) tendremos:

�(�; �) = (�k
IJ�

I�J)ek

Sea �k la forma bilineal en V con �k(�; �) = �k
IJ�

I�J .
Por hipótesis para cada vector luz existe un número 
(�) 2 R tal que:

�k(�; �) = �k
IJ�

I�J = 
(�)�k para k = 0; 1; 2; 3; 4

y se tiene para h; k 2 f0; 1; 2; 3; 4g y para todo vector luz:

�k�h(�) = �h�k(�)

Como la dimensión del espacio de tensores simétricos V � V ! V es
igual a 40, será necesario obtener 32 ecuaciones lineales independientes en
los coe�cientes �k

IJ de los tensores de J. Sea � 2 J.
Imponiendo la condición �0�1(�) = �1�0(�) a la colección de vectores

luz: u1 = (1; 0; 1; 0); u2 = (1; 0;�1; 0); u3 = (1; 0; 0; 1); u4 = (1; 0; 0;�1); u5 =
(1; 0; 1p

2
; 1p

2
); u6 = (1; 0;� 1p

2
; 1p

2
) en los que �0 = 1; �1 = 0, se deduce

�1(ui; ui) = 0; i = 1; 2; 3; 4; 5; 6, obteniéndose el sistema:

� �1
00 + 2�

1
02 +�

1
22 = 0

� �1
00 � 2�1

02 +�
1
22 = 0

� �1
00 + 2�

1
03 +�

1
33 = 0
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� �1
00 � 2�1

03 +�
1
33 = 0

� �1
00 +

1p
2
�1
02 +

1p
2
�1
03 +

1
2
�1
22 +

1
2
�1
23 +

1
2
�1
33 = 0

� �1
00 +

1p
2
�1
02 +

1p
2
�1
03 +

1
2
�1
22 � 1

2
�1
23 +

1
2
�1
33 = 0

Demostración. Que equivale a: �1
00 = �1

02 = �1
03 = �1

22 = �1
23 =

�1
33 = 0
De forma análoga se obtiene: �2

00 = �
2
01 = �

2
03 = �

2
11 = �

2
13 = �

2
33 = 0

�3
00 = �

3
01 = �

3
02 = �

3
11 = �

3
12 = �

3
22 = 0.

Rescribiendo ahora las funciones�k queda por ejemplo: �1(�) = �1(2�1
01�

0+
�1
11�

1 + �1
21�

2 + �1
31�

3) �2(�) = �2(2�2
02�

0 + �2
12�

1 + �2
22�

2 + �2
32�

3) y la
condición �1�2(�) = �2�1(�) para vectores luz, implica:

�1�2(2�1
01�

0+�1
11�

1+�1
21�

2+�1
31�

3) = �1�2(2�2
02�

0+�2
12�

1+�2
22�

2+�2
32�

3)

Tomando una base de vectores luz con �1�2 6= 0, se concluye: �1
01 =

�2
02;�

1
11 = �2

12;�
1
21 = �2

22;�
1
31 = �2

32 y aplicando análogo razonamiento
intercambiando el 2 y el 3, queda: �1

01 = �
3
03;�

1
11 = �

3
13;�

1
21 = �

3
23;�

1
31 =

�3
33.
Hemos ya obtenido 26 ecuaciones independientes. Las últimas 6 ecua-

ciones afectan a los coe�cientes de la forma bilineal �0. Aplicando al vector
luz � = (1; 1; 0; 0), �0(�) = �1(�) y a (1;�1; 0; 0), �0(�) = �1(�) se obtiene:
�0
01 = �1

01 y �
0
00 + �

0
11 = �1

11. Análogamente: �
0
02 = �2

02;�
0
00 + �

0
22 =

�2
22;�

0
03 = �

3
03;�

0
00 +�

0
33 = �

3
33.
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4 APÉNDICE II: Transporte de formas de
volumen

En lo que sigue, 
 : I = [0; a] ! M es una curva (al menos continua) en
M;
(0) = p;
p es una forma de volumen en TpM .

4.1 Transporte respecto a un O. divergencia localmente
trivial.

Fijado un operador divergencia localmente trivial (ODLT) div enM , se de�ne
el transporte paralelo de 
p a lo largo de 
 como una función 
(t) que hace
corresponder a cada t 2 I una forma de volumen 
(t) en T
(t)M , veri�cando
las propiedades:

TP0) 
(0) = 
p

TP1) Para cada t0 2 I existe una trivialización local de div y � > 0 tal que:

(t) = 
(
(t)) para todo t 2 I con jt� t0j < �.

Usando la Observación 1) de 2.1.1 es elemental probar:

Teorema 4.1 El transporte de 
p a lo largo de 
, respecto a un ODLT div,
existe y es único. El transporte 
(t) construido se denotará por: 
(t) =
(

p)div(t).

Observación 4.1 Si 
 es una forma de volumen en M , y 
p = �
(p),
entonces: (

p)div
(t) = �
(
(t)).

Teorema 4.2 Si 
 es una forma de volumen en M , y div ODLT tal que
div = div
 + � (para � 1-forma, necesariamente cerrada), entonces:

(

p)div(t) =

�
exp

Z t

0


�(�)

�
(

p)div
(t) (1)

Demostración. Podemos elegir 
 de forma que 
p = 
(p). Supóngase
primero que � = d� en M . Entonces con 
0 = exp(�)
 y podemos elegir �
con �(p) = 0, de forma que div = div
0 y 
0(p) = 
p. Así:

(

p)div(t) = 

0(
(t)) = exp[�(
(t))� �(
(0))]
(
(t))

=

�
exp

Z t

0


�(d�)

�
(

p)div
(t)

Como la fórmula (1) del transporte es válida al menos localmente, se concluye
que el conjunto de puntos t 2 I tales que dicha fórmula es válida es abierto
(y cerrado por razones de continuidad).
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Corolario 4.1 Sean div y div0 ODLT con div0 = div + � (� cerrada).
Entonces:

(

p)div0(t) =

�
exp

Z t

0


�(�)

�
(

p)div(t)

Demostración. Fijada 
 forma de volumen en M , sea div = div
 +
�; div0 = div
 + �

0, entonces � = �0 � �, y se tiene:

(

p)div0(t) =

�
exp

Z t

0


�(�0)

�

(
(t)) =

=

�
exp

Z t

0


�(�0)

� �
exp

Z t

0


�(��)
�
(

p)div(t)

4.2 Transporte respecto a un operador divergencia.

Usaremos la fórmula del corolario II.1.5 para de�nir el transporte de formas
de volumen respecto a un OD arbitrario:

Teorema 4.3 Sea div un OD, y sean div; div0 ODLT. Supóngase: div =
div + � y div = div0 + �0. Entonces:�

exp

Z t

0


�(�)

�
(

p)div(t) =

�
exp

Z t

0


�(�0)

�
(

p)div0(t)

A este valor común se le denota por (

p)div(t), y se denomina transporte
paralelo de 
p respecto al operador divergencia div.

Demostración. Sea


(t) =

�
exp

Z t

0


�(�)

�
(

p)div(t)y


0
(t) =

�
exp

Z t

0


�(�0)

�
(

p)div0(t)

Se tiene div0 = div + (�� �0). Por II.1.5 se veri�ca:

(

p)div0(t) =

�
exp

Z t

0


�(�� �0)
�
(

p)div(t)

y se deduce 

0
(t) = 
(t) por simple sustitución.

Corolario 4.2 Si div; div0 son OD en M , con div0 = div + � entonces:

(

p)div0(t) =

�
exp

Z t

0


�(�)

�
(

p)div(t)
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4.3 Operador divergencia de una conexión afín.

Una conexión r (no necesariamente simétrica) en M , induce un operador
divr : X(M) 3 X �! �Traza(AX) 2 F(M) con AX : X(M) 3 V �!
T (V;X)�rVX 2 X(M) que es un operador divergencia, que en coordenadas
locales se escribe:

divr(X) =
X @Xk

@xk
+Xj

X
�kjk

Se puede probar que el transporte de formas volumen inducido por la con-
exión, coincide con el de�nido por el operador divr.

Sin embargo para nuestro propósito es su�ciente con lo siguiente:

Teorema 4.4 Sea r una conexión, y 
 forma de volumen en M . Entonces:

 es un volumen para r si y solo si divr = div
. En particular, r admite
volumen global, si y solo si divr es trivial.

Demostración. Se ve fácilmente que para cada X 2 X(M) es AX =
LX � rX que induce un operador diferencial tal que AX(f) = 0 para todo
f 2 F(M). Así, si 
 es un volumen para r, y (X1; : : : ; Xn) es una paralel-
ización local de M , se tiene para X 2 X(M) por ser rX
 = 0:

(LX
)(X1; : : : ; Xn) = (AX
)(X1; : : : ; Xn) =

�
X


(: : : ; AXXi; : : : ) = (�traza AX)
(X1; : : : ; Xn)

el recíproco se prueba de forma análoga.

Corolario 4.3 Una conexión en M admite un volumen local en un entorno
de cada punto, si y solo si el operador divr es un ODLT.
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5 APÉNDICE III: Operadores divergencia y
estructuras.

Lema 5.1 Fijada la conexión C-conforme r, y una 1-forma � 2 X�(M),
entonces la conexión ~r de�nida por:

~rXY = rXY + �(X)Y

es conforme, y de hecho, �jado g 2 C puede elegirse � de forma que la
conexión ~r sea g-métrica.

Demostración. Sea 
 : [0; a] ! M una curva diferenciable, y X(t) un

campor-paralelo a lo largo de 
. Probaremos que ~X(t) =
h
exp

R t
0
�
i
X(t) es

un campo ~r-paralelo. En efecto, denotando E(t) = exp
R t
0
�
��, se veri�ca:

dE
dt
= �E�(
0), y

~r
0
~X = ~r
0(E �X) =

dE

dt
X + E�(
0)X

= ��(
0)EX + �(
0)EX = 0

. Por tanto ~r lleva igual que r bases ortogonales a bases ortogonales por
transporte paralelo, y ~r es conforme.
La cuestión ahora es, si �jada la conexión C-conforme y una métrica g 2 C,

es posible elegir la 1-forma � de manera que la conexión ~r sea g-métrica.
La respuesta es ahora trivialmente a�rmativa, si se tiene en cuenta que:
div ~r = divr+ n� y tomando n� = divg � divr se concluye que div ~r = divg,
por lo que ~r es g-métrica.

5.1 Operador divergencia y estructura proyectiva.

Teorema 5.1 Dada una estructura proyectiva P en M , y div OD en M ,
existe una única conexión simétrica r compatible con P y tal que divr = div.

Demostración. Sea r 2 P. Usando el Teorema 1.1.1 se ve que todas
las conexiones (simétricas) r compatibles con P se obtienen de la forma:
rXY = rXY + 
(X)Y + 
(Y )X para 
 1-forma en M . Se prueba inmedi-
atamente que: divr = divr + (n + 1)
, así- es su�ciente tomar (n + 1)
 =
div � divr.

5.2 Operador divergencia y estructura conforme.

Teorema 5.2 Dada una estructura conforme C en M , y div OD en M ,
existe una única conexión simétrica r compatible con C y tal que divr = div.
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Demostración. Sea r conexión g-métrica. Usando el Teorema 1.2.2
se ve que todas las conexiones (simétricas) r-conformes se obtienen de la
forma:

rXY = rXY + �(X)Y + �(Y )X � g(X; Y )A
para � 1-forma enM y A el campo g-equivalente. Se prueba inmediatamente
que: divr = divr + n�, así es su�ciente tomar n� = div � divr.
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6 APÉNDICE IV: Tensor de Weyl.

SeaM =Mm, conm � 3 una variedad diferenciable con estructura conforme
C, en donde se destaca una métrica g 2 C para usarla como "punto de
partida", y denotamos hX; Y i = g (X;Y ) y (X; Y )! rXY a la conexión de
Levi-Civita de g: Si (X; Y ) ! T (X; Y ) es un tensor covariante denotamos
por X ! eT (X) el único tensor tal queDeT (X) ; Y E = T (X; Y )
y por (X; Y; Z)! bT (X; Y; Z) al tensor

bT (X; Y; Z) = g (X; Y ) eT (Z)
Por otra parte llamando tr (T ) = tr

�
X ! eT (X)� denotamos por

btr (T ) = tr (T ) g
Observación 6.1 Llamamos la atención sobre el hecho de que la construc-
ción de los tensores bT = bTg y btr (T ) = btr (T )g a partir de T y de g 2 C,
depende de T y de C pero no de la métrica g usada dentro de la clase con-
forme C, es decir bTg = bTg y btr (T )g = btr (T )g si g; g 2 C. Este hecho tendrá
relevancia a la hora de construir la curvatura conforme de Weyl.
La razón de esto es la siguiente: si g = e2�g, en coordenadas se tiene

gij = e
2�gij,

�
gij
��1

=
�
gij
�
= e�2�

�
gij
�

por lo que

eT ij = Tjkgki, tr (T ) = Tjkgkj,bT irsj = grs Tjkgki, btr (T )rs = grsTjkgkj
Si g = e2�g es otra métrica conforme de C para cierta � : M ! R

diferenciable denotando r las conexión de Levi-Civita de g se tiene

rXY = rXY +X (�)Y + Y (�)X � g (X; Y )A, donde A = gradg � (1)

El tensor de curvatura de g es

R (X; Y )Z = �rXrYZ +rYrXZ +r[X;Y ]Z

y denotamos por R al tensor de curvatura de g, entonces un penoso calculo
prueba que el tensor diferencia

D (X; Y )Z = R (X; Y )Z �R (X;Y )Z
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se escribe

D (X; Y )Z = fQ (Y; Z) + hY; Zi hA;AigX (2)

� fQ (X;Z) + hX;Zi hA;AigY
+ hY; Zi eQ (X)� hX;Zi eQ (Y )

donde

eQ (X) = rXA� hX;AiA

Q (X; Y ) =
D eQ (X) ; Y E = hrXA; Y i � hX;Ai hA; Y i

El tensor de Ricci, Ric de g está de�nido por

Ric (X;Z) = tr fY ! R (X; Y )Zg

es un tensor simétrico y su curvatura escalar es

Sc = tr
�gRic�

Observación 6.2 Observese que no es correcto decir que la curvatura es-
calar Sc de g sea fSc.
El tensor diferencia

E (X;Z) = Ric (X;Z)�Ric (X;Z) = tr fY ! D (X; Y )Zg

viene dado por la fórmula

E (X;Z) = (2�m)Q (X;Z)� f(q + (m� 1)) hA;Aig hX;Zi

donde q = tr
� eQ� es decir

E = (2�m)Q+ f(q + (m� 1)) hA;Aig g (3)

Así que eE (X) =gRic (X)�gRic (X) tiene la siguiente expresión:
eE (X) = (2�m) eQ (X)� fq + (m� 1) hA;AigX

contrayendo eE queda
tr
� eE� = (2�m) q � f(q + (m� 1)) hA;Aigm (4)

= (2� 2m) q � (m� 1)m hA;Ai
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despejando q en (4) y sustituyendo en (3) y despejando Q queda

Q = �1
2
hA;Ai g + 1

2 (m� 1) (m� 2)
btr (E)� 1

(m� 2)E

�nalmente, sustituyendo esta expresión de Q en (2) queda:

D (X; Y )Z =
1

(m� 2) fE (X;Z)Y � E (Y; Z)Xg (5)

+
1

(m� 2)

n bE (X;Z; Y )� bE (Y; Z;X)o
� 1

(m� 1) (m� 2)
��btrE� (X;Z)Y � �btrE� (Y; Z)X	

Teniendo en cuenta que E = Ric � Ric, bE =dRic �dRic; btrE = btrRic�btrRic, podemos construir el tensor
G (X; Y )Z =

1

(m� 2) fRic (X;Z)Y �Ric (Y; Z)Xg

+
1

(m� 2)

ndRic (X;Z; Y )�dRic (Y; Z;X)o
� 1

(m� 1) (m� 2)
��btrRic� (X;Z)Y � �btrRic� (Y; Z)X	

...¡que depende sólo de g!

G (X; Y )Z =
1

(m� 2)
�
Ric (X;Z)Y �Ric (Y; Z)X

	
+

1

(m� 2)

ndRic (X;Z; Y )�dRic (Y; Z;X)o
� 1

(m� 1) (m� 2)
��btrRic� (X;Z)Y � �btrRic� (Y; Z)X	

...¡que depende sólo de g! El tensor de curvatura de Weyl se de�ne entonces
para g y g respectivamente:

C (X; Y )Z = R (X; Y )Z �G (X; Y )Z
C (X; Y )Z = R (X; Y )Z �G (X; Y )Z

y se tiene entonces por (5)
D = G�G

C � C = R�R +G�G = D �
�
G�G

�
= 0


