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Introducción 

 

El objeto de este trabajo es el estudio de las extensiones de funciones. Se estudiarán 

algunos de los resultados que existen relativos a la extensión diferenciable de 

funciones diferenciables definidas en subconjuntos cerrados de un espacio de 

Banach. Trabajaremos tanto el caso finito como el infinito dimensional y tanto el 

caso kC  como el caso Fréchet con derivada posiblemente discontinua. 

El estudio de las extensiones de funciones ha sido desde sus inicios una importante 

fuente de ideas, conceptos y métodos que ha influido poderosamente e incluso ha 

aunado diferentes partes del análisis matemático. Entre éstas se incluyen por 

ejemplo el análisis diferencial y complejo.  

El problema de la existencia (o inexistencia) de extensiones continuas surgió hace 

más de cien años y con el tiempo se ha convertido en un importante campo de 

estudio. En el caso de los espacios métricos las aplicaciones continuas se sustituyen 

de forma natural por sus equivalentes métricos y las funciones de Lipschitz.  

La pregunta acerca de la existencia de una extensión Lipschitz para una función 

Lipschitz definida en un subconjunto de un espacio métrico con valores reales fue 

respondida positivamente por Mc Shane en 1934 dando un operador no lineal 

simple mientras que las condiciones suficientes para el problema general fueron 

encontradas tan sólo hace unos años, en 2005 por U. Lang-Schlichenmaier. La 

respuesta incluye varios conceptos (dimensión de Nagata, n-conectividad Lipschitz, 

…) pertenecientes a una nueva área en desarrollo que puede ser naturalmente 

llamada Topología Lispchitz. 

Si la imagen de una función Lipschitz es un espacio lineal normado, uno puede 

estudiar una extensión lineal Lipschitz de la función y de la norma del 

correspondiente operador lineal de extensión usando características geométricas 

del dominio. A diferencia del caso continuo donde una solución positiva se debe a 

Borsuk (1933) para espacios métricos separables y Dugundji (1951) para el caso 

general, la respuesta ahora se sabe que es negativa incluso para funciones reales 

Lipschitz (Pelczynski, 1960). 

Para introducir el tema de las extensiones de funciones en el capítulo 1 se estudiará 

el caso más general: las extensiones continuas, enunciando y demostrando los 

teoremas de Tietze y Dugundji. Se estudiarán también las extensiones de funciones 

uniformemente continuas dentro de las cuales se hará especial mención a las 

funciones definidas en espacios de Hilbert terminando el capítulo con el teorema de 

Kirszbraun. 

En el capítulo 2 se introduce la diferenciabilidad en las extensiones. Partiendo del 

teorema más relevante en este aspecto, teorema de Whitney, y su demostración, se 

expondrán después algunas de sus consecuencias a lo largo de la historia así como 

alguna de las distintas respuestas que se han dado al problema de extensión de 

Whitney.  
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En la segunda parte del capítulo se estudian las extensiones diferenciables tanto en 

Espacios de Banach separables como no separables. 

En el capítulo 3 se aborda el caso Fréchet diferenciable de las extensiones de 

funciones viendo una generalización conjunta del teorema de extensión de Whitney 

y el teorema de extensión de Aversa-Laczkovich-Preiss así como varios resultados 

de extensión de funciones Baire 1 y extensiones que preservan las derivadas. 

Para finalizar, en el capítulo 4 se trabaja en el caso infinito dimensional 1C  con 

derivada localmente uniformemente continua de extensión de funciones a través de 

diferentes resultados sobre extensiones de normas, extensiones Lipschitz 

minimales y extensiones diferenciables en espacios de Banach con derivadas 

Lipschitz. También se trabajará con funciones convexas 1,1C  en espacios de Hilbert. 

 

Notación:   lo utilizaremos para denotar el conjunto de los números reales. 
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Capítulo 1. Extensión de funciones continuas 

 

En este capítulo se abordará un caso más general de extensiones. Para introducirnos 

en el tema se comenzará por abordar el caso de extensiones sólo continuas. 

Un teorema básico para trabajar con funciones en subconjuntos cerrados de un 

espacio topológico  al que se quieren extender garantizando al menos la continuidad 

de la extensión es el Teorema de Tietze y la versión dada por Dugundji  y conocida 

como el Teorema de Dugundji los cuales enunciaremos y probaremos en este 

capítulo. 

Posteriormente trabajaremos con extensiones de funciones uniformemente 

continuas. A este respecto estudiaremos varios resultados generales y 

terminaremos enunciando un teorema que hace referencia al caso infinito 

dimensional concretado en funciones definidas en espacios de Hilbert. Los últimos 

resultados nos servirán de antesala para el Teorema de Kriszbraun. 

 

1.1 Teorema de Tietze 

Para realizar una demostración lo más general posible del Teorema de extensión de 

Tietze para cualquier espacio normal haremos uso del Lema de Urysohn que 

enunciaremos a continuación junto con algunas definiciones previas. Para ver con 

más detalle los siguientes resultados así como la demostración del Lema de Urysohn 

se puede consultar [Mun]. 

Definición: Decimos que un espacio topológico X  es un espacio normal   los 

subconjuntos unitarios de X son cerrados y  E  y F  subconjuntos cerrados y 

disjuntos de X  existen U  y V  entornos de E  y F  respectivamente, también 

disjuntos. En otras palabras, E  y F  pueden ser separados mediante entornos. 

 

El Lema de Urysohn es un teorema profundo ya que su prueba involucra una idea 

realmente original que las demostraciones anteriores no incluían. 

Lema de Urysohn: Sea X  un espacio normal y sean A  y B  subconjuntos cerrados 

y disjuntos de X .  Sea  ba,  un intervalo cerrado de la recta real. Entonces existe 

una función continua  baXf ,:    tal que axf )(  para todo x  en A  y bxf )(  

para todo x  en B . 

 

Definición: Si A  y B  son dos subconjuntos del espacio topológico X  y si existe una 

función continua  1,0: Xf  tal que  0)( Af  y 1)( Bf  se dice que A  y B  

pueden ser separados por una función continua. 
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En otras palabras: el lema de Urysohn dice que si cada par de subconjuntos cerrados 

en X  pueden ser separados por conjuntos abiertos disjuntos entonces cada par 

puede ser separado por una función continua. La implicación opuesta es trivial: si 

 1,0: Xf  es la función continua, entonces 1 1
0,

2
f    

   
 y 1 1

,1
2

f    
   

 son 

conjuntos abiertos disjuntos que contienen a A  y B  respectivamente. 

En general, separar por funciones continuas es más fuerte que separar por conjuntos 

abiertos disjuntos. 

 

Definición: Un espacio topológico X  es completamente regular si los subconjuntos 

unitarios de  X   son cerrados en X  y para cada punto 0x  y cada subconjunto 

cerrado A  que no contenga a 0x  existe una función continua  1,0: Xf  tal que 

1)( 0 xf  y  0)( Af . 

 

Nótese que un espacio normal es completamente regular por el lema de Urysohn. 

Aunque no daremos una prueba del lema de Urysohn resaltaremos que para el caso 

de espacios métricos  dX ,  se puede probar de forma directa tomando 

),(),(

),(
)(

BxdAxd

Axd
xf


 . 

 

Por último, antes de enunciar el Teorema de Tietze recordaremos la prueba M de 

Weierstrass, ya que se hará uso de ella en la demostración del Teorema de Tietze. 

La Prueba M de Weierstrass es un criterio para comprobar la convergencia uniforme 

de una serie infinita cuyos términos son al mismo tiempo funciones de variable real 

o compleja. 

Proposición. Sea  nf  una sucesión de funciones de variable real o compleja 

definidas en un conjunto A ,  y supongamos que para cada nf  existe una constante 

positiva nM  tal que nn Mxf )(  1n  y Ax . Supongamos también que la serie 




1n

nM  converge. Entonces la serie 


1

)(
n

n xf  converge uniformemente en A .  

En particular, si el conjunto A  es un espacio topológico y las funciones nf  son 

continuas en A , entonces la serie converge a una función continua en  A . 
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Teorema de extensión de Tietze: 

Sea X  un espacio normal y sea A  un subespacio cerrado de X . Se tiene que: 

a) Cualquier función continua de A  en un intervalo cerrado  ba,  de   puede 

extenderse a una función continua en todo X  a  ba, . 

b) Cualquier función continua de A  en   puede extenderse a una función continua 

de todo X  en . 

 

Demostración: 

La idea de la demostración es construir una sucesión de funciones continuas ns  

definida en el espacio entero X , tal que esa sucesión ns  converja uniformemente y 

tal que la restricción de ns  a A  se aproxime a la función f cada vez más y más 

cuando n  es suficientemente grande. Entonces la función límite será continua y su 

restricción a A  será igual a f . 

PASO 1. El primer paso es construir una función particular g  definida en todo X  

tal que g  no sea demasiado grande y aproxime a f  en el conjunto A  en un grado 

razonable de exactitud. 

Para ser más precisos tomemos el caso  rrAf ,:  . Aseguramos que existe una 

función continua Xg : tal que: 

rxg
3

1
)(     para todo Xx , 

rafag
3

2
)()(    para todo Aa . 

La función g  se construye como sigue: 

Dividimos el intervalo  rr,  en 3  intervalos iguales de longitud r
3

2
 









 rrI

3

1
,1  , 








 rrI

3

1
,

3

1
2  ,  








 rrI ,

3

1
3 . 

Sean B  y C  los subconjuntos: 

)( 1

1 IfB    y  )( 3

1 IfC    de A  

Ya que f  es continua, B  y C  son subconjuntos cerrados y disjuntos de A . Por lo 

tanto son cerrados en X . Por el lema de Urysohn existe una función continua
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







 rrXg

3

1
,

3

1
:  que tiene la propiedad de que rxg

3

1
)(   para cada x  en B  y 

rxg
3

1
)(   para cada x  en C . 

Observación: Para Espacios de Banach no es necesario el lema de Urysohn, 

basta con hacer uso de la función distancia. Podríamos definir g  

alternativamente como sigue: 

rr
CxdBxd

Bxd
xg

3

1

3

2

),(),(

),(
)( 


 . 

 

Entonces rxg
3

1
)(   para todo Xx . Aseguramos que para cada Aa ,

rafag
3

2
)()(  . Hay 3  casos: 

1. Si Ba  entonces ambos )(af  y )(ag  pertenecen a 1I . 

2. Si Ca  entonces ambos )(af  y )(ag  pertenecen a 3I . 

3. Y si CBa   entonces )(af  y )(ag  pertenecen a 2I . 

En cada caso  rafag
3

2
)()(  . 

 

PASO 2. Vamos ahora a probar la parte 1  del Teorema de Tietze. Sin pérdida de 

generalidad podemos reemplazar el intervalo cerrado arbitrario  ba,  de   por el 

intervalo  1,1 .  

Sea  1,1: Xf  una función continua, entonces f  satisface las hipótesis del 

PASO 1 con 1r . Además, existe una función continua real-valuada 1g  definida en 

todo X  tal que: 

3

1
)(1 xg    para todo Xx , 

3

2
)()( 1  agaf   para todo Aa . 

Ahora consideramos la función 1gf  . Esta función lleva A  al intervalo 









3

2
,

3

2
, 

luego, podemos aplicar el PASO 1 otra vez tomando 
3

2
r . 
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Obtenemos una función real-valuada 2g  definida en todo X  tal que: 











3

2

3

1
)(2 xg     para todo Xx , 

2

21
3

2
)()()( 








 agagaf   para todo Aa . 

Entonces aplicamos el PASO 1 a la función 21 ggf   y así sucesivamente. En el paso 

general tenemos funciones real-valuadas ngg ,...1  definidas en todo X  tales que: 

n

n agagaf 









3

2
)()...()( 1

 para todo Aa . 

Aplicando el PASO 1 a la función nggf  ...1  con 
n

r 









3

2
 obtenemos una función 

real-valuada 1ng  definida en todo X  tal que: 

n

n xg 









3

2

3

1
)(1

    para todo Xx , 

1

11
3

2
)()...()(



 









n

n agagaf   para todo Aa . 

Por inducción, las funciones ng  están definidas para todo n . Ahora definimos: 







1

)()(
n

n xgxg  para todo Xx . 

Por supuesto tenemos que asegurar la convergencia de esta serie infinita. Pero esto 

se sigue del Teorema de comparación del cálculo: la serie converge por comparación 

con la serie geométrica 















1

1

3

2

3

1

n

n

. 

 

Para probar que g  es continua debemos ver que la sucesión ns  converge a g  

uniformemente. Este hecho se sigue de la prueba M de Weierstrass. 

Sin asumir este resultado uno puede simplemente notar que si nk   entonces: 

ni

ni

k

ni

ik

ni

ink xgxsxs 




































3

2

3

2

3

1

3

2

3

1
)()()(

1

11

1

1

. 



10 
 

Manteniendo n  fijo y haciendo k  podemos ver que 

n

n xsxg 









3

2
)()(  para 

Xx . Además ns  converge a g  uniformemente. 

Veamos que )()( afag   Aa . Sea 



n

i

in xgxs
1

)()(  la n-ésima suma parcial de la 

serie. Entonces )(xg  es por definición el límite de la sucesión infinita )(xs n  de sumas 

parciales. Ya que 
n

n

n

i

i asafagaf 









 3

2
)()()()(

1

 para todo  Aa , se sigue 

que )()( afasn   para todo Aa . Y por tanto, tenemos que )()( agaf   para todo 

Aa . 

Finalmente veamos que g  lleva X  al intervalo  1,1 . Esta condición de hecho se 

satisface automáticamente, ya que la serie 
n

n

 








3

2

3

1
 converge a 1. 

 

PASO 3. Probaremos ahora el apartado b) del teorema, en el que f  lleva A  a  . 

Podemos reemplazar   por el intervalo abierto  1,1  ya que este intervalo es 

homeomorfo a  . Luego, sea f  una aplicación continua de A  en  1,1 . La parte 

del Teorema de Tietze ya probada nos muestra que podemos extender f  a una 

aplicación continua  1,1: Xg  llevando X  a un intervalo cerrado. ¿Cómo 

podemos encontrar una aplicación h  que lleve X  en un intervalo abierto? 

Dada g , vamos a definir un subconjunto D  de X  por la ecuación: 

     11 11   ggD . 

Ya que g  es continua, D  es un subconjunto cerrado de X . Ya que )()( AfAg  , que 

está contenido en  1,1 , el conjunto A  es disjunto con D . Por el Lema de Urysohn, 

existe una función continua  

 1,0: X  tal que  0)( D  y 1)( A . 

Definimos )()()( xgxxh  . Entonces h  es continua siendo producto de 2  funciones 

continuas. Además, h  es una extensión de f  ya que para Aa , 

)()(1)()()( afagagaah   . Finalmente, h  lleva todo X  al intervalo abierto 

 1,1  porque si Dx  entonces ( ) 0x   y resulta que ( ) 0h x   . Con lo que 

concluye la demostración. 
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1.2 Teorema de Dugundji 

Este teorema y su demostración han sido extraídos de [Du]. Antes de enunciar y 

demostrar el teorema necesitaremos una definición previa. 

Definición: Un espacio afín L  es de tipo m  si para cualquier espacio métrico X  y 

cualquier función continua LXf :  se cumple lo siguiente: 

Para cada Xx  y W  entorno en L  con ( )f x W  hay un entorno U en X  con x U  

y algún conjunto convexo LC   tal que WCUf )( . 

Esta clase de espacios afines incluye todos los espacios topológicos lineales 

localmente convexos, por ejemplo los espacios euclídeos o más generalmente los 

Espacios de Banach. 

El teorema de Tietze se puede extender a funciones continuas de un espacio de 

Banach en otro espacio de Banach. Una demostración sería usando particiones de la 

unidad y sucesivas aproximaciones. Sin embargo, en este trabajo hemos querido 

presentar también esta demostración de Dugundji por ser distinta de la 

demostración dada en el  teorema de extensión de Tietze y cuyas ideas se aplicarán 

en el caso de extensiones diferenciables. 

 

Teorema de J. Dugundji: 

Sea X  un espacio métrico arbitrario. XA   un subconjunto cerrado y L  un espacio 

afín tipo m. Entonces cada función continua LAf :  tiene una extensión 

continua LXF :  tal que  ))(()( AfconvexXF  , siendo ( ( ))convex f A  la 

envoltura convexa de ( )f A  (es decir, 

  








  
 

 1,),(:
1 1

k

i

k

i

iiiii AfAfconvex  ). 

Demostración 

Para cada x X A   (el complementario de A  en X ) sea xB  una bola abierta 

centrada en x  de radio menor que 
1

( , )
2

d x A , donde d  es la métrica de X . La 

familia  AXxBx /  es un recubrimiento por abiertos del paracompacto AX  , 

luego tiene un refinamiento localmente finito de abiertos U . 

Sea    ),(/),( AydyAB  y obsérvese que una bola xB  centrada en el exterior de 

)2,( AB  no puede intersecar a ),( AB . Consecuentemente cualquier  UU   que 

interseque a ),( AB  está contenido en una xB  centrada dentro de )2,( AB  luego 

tiene diámetro  2)( U . 
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A cada  UU   no vacío le asociamos un punto AaU   como sigue: Elegimos un 

UxU   y buscamos AaU   con ),(2),( Axdaxd UUU  . 

La propiedad fundamental de los conjuntos  U  y los puntos  Ua  es: 

(*) Para cada Aa  y entorno )(aW  de a  en X , hay un entorno )()( aWaV   de a  

con la propiedad:     )()()( aWAaaWUaVU U  . 

En efecto, podemos asumir que ),()( aBaW  .Entonces tomando 









12
,)(


aBaV  , 

cualquier U  que interseque a )(aV  tiene diámetro 
6


 .  Luego U  está contenido 

en  








4
,


aB . 

Además, puesto que de lo anterior se deduce que 
4

),(


axd U   tenemos que  


4

3
),(),(2),(),(),(  AxdAxdaxdxadaad UUUUUU , 

esto es )(aWaU  . 

Sea ahora  Uk  una partición de la unidad en AX   subordinada a  U  y definimos 

LXF :  como 

( ),
( ) ( ) ( ),U U

U

f x
F x k x f a


 

    

,

.

x A

x X A



 
 

F  es continua en cada punto del abierto  AX  , luego, sólo es necesario probar que 

lo es en cada punto de A . 

Sea Aa  y sea W  un entorno de )()( afaF  . Ya que L  es de tipo m  y f  es 

continua existe un entorno )(aW  en X  tal que WCAaWf  ))((  para algún 

convexo C  en L . 

Elegimos )()( aWaV   que satisfaga la condición (*)  y  probamos que 

( ( )) :F V A W  

Claramente si )(aVAx  , entonces ( ) ( )f x F x C W   . Si AaVx  )(  

entonces x  pertenece a lo sumo a un número finito de nUU ,....,1 . Luego, en x , sólo 

nUU kk ,...
1

 son no nulos.  Ya que cada iU  interseca a )(aV  los correspondientes 
iUa  

se encuentran todos en )(aWA , y por tanto  todos los )(
iUaf   están en C .   
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Y ya que )(xF  está en la envoltura convexa de los puntos )(),...,(
1 nUU afaf  

encontramos que CxF )(  también. Así WaVF ))((  y F  es continua en a . 

Ya que F  es continua en cada punto de X , la aplicación LXF :  es continua y 

la fórmula muestra que F  es una extensión de f  y ))(()( AfconvexXF  . Esto 

concluye la demostración.  

 

 

 

1.3 Extensión de funciones uniformemente continuas. El caso 

de Espacios de Hilbert  

 

Para consultar la demostración de los resultados expuestos en este apartado así 

como ampliar la información sobre el tema se pueden ver las referencias [Du] y 

[Ben]. Empezaremos dando algunas definiciones y resultados. 

 

Definición: Sean X  e Y  espacios métricos y sea YXf : . El módulo de 

continuidad de f  es la función: 

 tyxdXyxyfxfdtw f  ),(,,:))(),((sup)( . 

La aplicación f  se dice que es uniformemente continua si existe 00 t  tal que 

)(tw f
 para 0tt   y si 0)(

0


twLim ft
. 

 

Definición: Un espacio métrico X  se dice que es métricamente convexo si para cada 

Xxx 10 ,  y para todo 10  t  hay un punto Xxt   tal que:  

),(),( 100 xxtdxxd t   y ),()1(),( 101 xxdtxxd t  . 

Equivalentemente, dos bolas cerradas ),( sxB  y ),( tyB  en X  tienen intersección no 

vacía sí y sólo sí tsyxd ),( . 

Cuando X  es un subconjunto convexo de un espacio de Banach, o más generalmente 

cuando es métricamente convexo, la desigualdad triangular nos muestra que 

)()()( swtwstw fff  , es decir, fw  es subaditiva. 
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Lema: 

i) Todo espacio métrico X  es isométrico a un subconjunto de )(l  para algún 

conjunto  . 

ii) Sea Z  un subconjunto del espacio métrico Y  y sea w  una función subaditiva no 

decreciente cumpliendo que 0)(0  twLimt . Asumimos que )(:  lZf  es 

uniformemente continua y que ww f  . Entonces f  puede extenderse a una función 

uniformemente continua )(:  lYF  cuyo módulo de continuidad Fw  está 

también dominado por w . En particular, si f  es Lipschitz, también lo será F  y con 

la misma constante de Lipschitz. 

 

Observación: La subaditividad de w  es esencial para la existencia de una extensión 

uniformemente continua. Además si 
fw  no está acotada por dicha función entonces 

f  no se puede extender a una función uniformemente continua en un espacio 

métricamente convexo Y  que contenga a Z . 

 

Definición: Un subconjunto X  de un espacio métrico Y se llama retracto Lipschitz de 

Y  si existe una aplicación Lipschitz de Y  en X  que coincide con la identidad en 

X . 

Un espacio métrico que es un retracto Lipschitz de cualquier espacio métrico que lo 

contiene como subespacio cerrado se denomina retracto Lipschitz absoluto. 

Observemos que si X  es un retracto de Y , entonces X  es cerrado en Y , pues X  

es el conjunto de puntos donde la retracción  r   coincide con la identidad en X .  

 

Proposición: Sea X  un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones son 

equivalentes: 

i) X  es un retracto Lipschitz absoluto. 

ii) Para cada espacio métrico Y  y cualquier subconjunto YZ  , cualquier función 
XZf :  Lipschitz puede extenderse a una función Lipschitz XYF : . 

iii) Para cualquier espacio métrico Y  que contenga a X  y cualquier espacio métrico 

Z , toda función Lipschitz ZXf :  puede extenderse a una función Lipschitz 

ZYF : . 

La siguiente definición, así como los ejemplos que la suceden han sido consultados 

en [Ta]. 
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Definición:  

1. Un filtro   en un conjunto X  es un subconjunto de   )(X  tal que: 

 i) Si 21, FF , entonces 21 FF   es también un elemento de  . 

 ii) Si F  y FG   entonces G . 

2. Un ultrafiltro es un filtro que no está contenido propiamente en otro filtro. 

3. Una colección no vacía   )(X  se dice que es una base de filtro si para 

cada dos elementos 21, FF , existe 3F  tal que 213 FFF  . 

 

Ejemplos: Algunos ejemplos de estas clases de objetos son: 

1. Si Xx , entonces  AxXA  :  es un filtro. Este filtro es equivalente a la base 

de filtro   xx  . Decimos que dos bases de filtro en X ,   y G  son equivalentes 

si AXA :{    contiene un elemento de }  es igual a AXAG :{   contiene 

un elemento de }G . 

2. En el caso de que X  sea un espacio topológico y Xx , entonces la colección de 

todos los entornos de x  en X  es un filtro; y la colección AclxXA X :  es un 

ultrafiltro, siendo Xcl A  la adherencia topológica del subconjunto A  en X  . 

3. Sean k  un número cardinal y X  un conjunto de cardinalidad mayor o igual que k . 

Resulta que la colección: 

 kFXXFXk  :)(  

 es un filtro en X . 

4. Sea ),( XX   un conjunto linealmente ordenado con más de un punto, y sea .x X

Entonces: 

a) }:),{()( yxzyzxB XX   es una base de filtro si x  no es el primer ni el 

último elemento. 

b) }:),{[)( yxyxxD X  es una base de filtro si x  no es el último elemento. 

c) }:]),{()( xyxyxI X  es una base de filtro si x  no es el primer elemento. 

 

Definición: Una base de filtro },{ AF    en un espacio métrico ),( dX  se llama 

base de filtro d Cauchy si para cada 0  hay algún F  con d diámetro 

  )(F . 
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Definición: Sea ),( dX  un espacio métrico. Una base de filtro   en X converge a 

Xx  si para cada entorno N  de x  existe F  tal que NF   . En este caso 

escribimos: x . 

Utilizaremos ahora el concepto de base de filtro para demostrar el siguiente teorema 

para la extensión de funciones uniformemente continuas. 

Hay que tener en cuenta que la imagen uniformemente continua de un espacio 

completo no es necesariamente completa. La biyección:     ee ddf ,1,1,:  , 

siendo ed  la distancia euclidea, dada por: 

x

x
x




1
 

es uniformemente continua e incluso un homeomorfismo, sin embargo la imagen es 

evidentemente no completa. 

 

Las aplicaciones continuas en espacios completos se espera que tengan un 

significado especial. El siguiente teorema de extensión fundamental tiene muchas 

aplicaciones, una estándar es definir la función xa  con x  real  0a  desde el 

conocimiento de ra  con r  racional. 

Teorema: Sean  , 'X d  un espacio métrico arbitrario y XA   un subconjunto denso. 

Sean Y  d completo y YAf :  uniformemente continua. Entonces existe una y 

sólo una extensión continua YXF :  tal que F  es también uniformemente 

continua. 

Demostración: 

Para cada Xx  la base de filtro de entornos AxU )(  es ciertamente 'd  Cauchy. 

Utilizaremos el siguiente resultado: 

Teorema: Si : ( , ') ( , )f X d Y d  es uniformemente continua entonces la 

imagen de una base de filtro 'd  Cauchy es una base de filtro d Cauchy. 

Esto nos asegura que la base de filtro ( ( ) )f U x A  es d Cauchy. Utilizaremos 

ahora el siguiente resultado: 

 

Teorema: Sea D un subconjunto denso de X , sea Y  un espacio regular y sea 
YDf :  continua. Entonces f  tiene una extensión YXF :  si y sólo si 

la base de filtro ))(( xUDf   converge para cada Xx . Si F  existe, 

entonces F  es única. 
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En función del cual f puede ser extendida por continuidad a una única YXF :  

continua. Ahora probaremos que F  es uniformemente continua. 

Dado 0 , sea 0  tal que ))(),(( 21 afafd  siempre que  ),( 21 aad  y 

1 2,a a A . Veremos que 3))(),(( 21 xFxFd  siempre que
3

),(' 21


xxd  y 1 2,x x X .  

De hecho, ya que F  es continua encontraremos entornos  )(),( 21 xUxU  tales que  

)),(())(( ii xFBxUF  ,  2,1i  y definimos 

)
3

,()()(


iii xBxUxW  ,       1,2i  . 

Ahora,  )( ixWA   ya que A  es denso y elegimos )( ii xWAa  , 1,2.i   

Entonces porque 
3

3),('),('),('),(' 22211121


 axdxxdxadaad  encontramos 

que: 

3))(),(())(),(())(),(())(),(( 22211121  xFafdafafdafxFdxFxFd  

lo cual completa la demostración. 

 

Observaciones.  

(i) La hipótesis de que f  es uniformemente continua es esencial. Sea 

  11 0 EEA   y sea 1EY   La aplicación 
x

x
xf )(  de 1EA  no puede 

extenderse sobre 1E . 

(ii) Por otro lado la hipótesis de que Y  es  d completo es también esencial.  

Por ejemplo, sean 1EX   , XA  el subespacio de los racionales e AY  . La 

aplicación identidad AAf :  es uniformemente continua, pero no puede 

extenderse a una aplicación continua AEF 1:  ya que 1E  es conexo y F  no puede 

ser constante. 

(iii) Si la aplicación del teorema anterior es un homeomorfismo, no es cierto en 

general que su extensión F  sea también un homeomorfismo.  

Por ejemplo, sea [0,1]X I   , sea ( ) (0,1)A Int I    y sea Y  la circunferencia 

unidad  1S   en 2 . Usando la métrica euclídea, la aplicación   ixex 2  de )(IInt  en 

 )0,1(1 S  es un homeomorfismo uniformemente continuo; sin embargo, su 

extensión sobre I  no es biyectiva. 
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A pesar de esto hay un tipo de homeomorfismo para el cual este comportamiento no 

puede ocurrir: 

Un homeomorfismo ),(),(: 'dYdXh   se llama isomorfismo uniforme de X  e Y  

siempre que tanto h  como 1h  sean uniformemente continuas. 

Una isometría sobreyectiva es un ejemplo particularmente importante de 

isomorfismo uniforme, pero la primera noción es más general: 

La aplicación : ( , ) ( , ')ed d      donde ' min(1, )ed d  y ed  es la distancia euclídea 

es un isomorfismo uniforme aunque no es una isometría. 

 

Corolario: Sea Y  un espacio d completo, sea 'Y  'd  completo y sean YA  , 

' 'A Y  densos. Entonces cada isomorfismo uniforme : 'h A A  tiene una 

extensión  YYH : que es también un isomorfismo uniforme. Además si h  es una 

isometría entonces H  también lo es. 

Por último este teorema nos sitúa en el marco de los Espacios de Hilbert, en el caso 

infinito dimensional. 

Teorema: Sean 1H  y 2H  dos espacios de Hilbert. Asumimos que A  es un 

subconjunto de 1H  y que w  es una función cóncava no negativa en   cumpliendo 

que 0)(
0


twLim

t
. Entonces toda función uniformemente continua 2: HAf   

cuyo módulo de continuidad esté acotado por w  se extiende a una función 

uniformemente continua 21: HHF   definida en todo 1H  cuyo módulo de 

continuidad está también acotado por w . 

Observación: Para poder extender f a una función uniformemente continua definida 

en todo 1H  es necesario, por supuesto, que 
fw  esté dominado por una función 

subaditiva   cumpliendo que 0)(
0


tLim

t
 . El teorema muestra que esta 

condición es también suficiente. 

Este teorema para ttw )( , es decir, para extensiones de funciones Lipschitz fue 

estudiado por Kirszbraun y es el contenido del siguiente apartado. 
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1.4 Teorema de Kirszbraun  

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Kirszbraun empezaremos 

mencionando algunos casos más generales como la fórmula de extensiones de 

funciones uniformemente continuas de un espacio métrico en  n   que podemos 

encontrar en [Ben]: 

Proposición: Sea Z  un subespacio de un espacio métrico Y  y sea   una función 

subaditiva no decreciente cumpliendo que 0)(0  tLimt   .  Si tenemos una función 

f  real valuada en Z , es decir, Zf :  uniformemente continua y con  f
, 

entonces f  puede extenderse a una función uniformemente continua YF :  

cuyo módulo de continuidad F  esté también dominado por  . En particular, si f  

es Lipschitz también lo será F  y con la misma constante de Lipschitz.  

Demostración: La función  F  viene dada por la siguiente fórmula explícita:  

}:)),(()(inf{)( ZzyzdzfyF    

Para ver que )(yF  es finito para todo y , fijamos cualquier Zz 0 . Entonces: 

0 0 0 0( ) ( ( , )) ( ) ( ( , )) ( ( , )) ( ) ( ( , ))f z d z y f z d z z d z y f z d y z          

para todo Zz .  También es evidente que F  es una extensión de f . Para estimar 

el módulo de continuidad de F , fijamos Yyx ,  y elegimos 0z  tal que )(xF  es 

esencialmente igual a )),(()( 00 xzdzf  . Ya que )),(()()( 00 yzdzfyF  , se 

sigue de la desigualdad triangular en Y  y de la subaditividad de   que

)),(()()( yxdxFyF  . Un argumento similar prueba que

( ) ( ) ( ( , )).F x F y d x y   

Observación: La subaditividad de   es esencial para la existencia de una extensión 

uniformemente continua. En efecto, si 
f  no estuviera limitada por una función de 

este tipo, entonces f  no se podría extender a una función uniformemente continua 

en un espacio métricamente convexo Y  que contenga a Z . 

Del anterior resultado se deduce el siguiente teorema de extensión de funciones 

Lipschitz de n  en m   para la norma euclidea que se puede consultar en [Ev]: 

Teorema de Extensión de funciones Lipschitz: Sea nA   y sea mAf :  una 

función Lipschitz continua. Entonces existe una función Lipschitz continua 
mnf :  tal que: 

(i) ff   en A  

(ii) )()( fLipmfLip   
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Demostración: Aunque la demostración se puede deducir del anterior resultado, 

merece la pena detallar los pasos.  

1. Primero asumimos que: Af : . Definimos: 

})()({inf:)( axfLipafxf
Aa




, )( nx  , 

siendo    la norma euclídea. 

Si Ab , entonces tenemos que )()( bfbf  . Esto se sigue de que para todo Aa , 

)()()( bfabfLipaf  ; 

mientras que obviamente )()( bfbf  . Si nyx , , entonces: 

  yxfLipyfyxayfLipafxf
Aa




)()(})()({inf)( . 

Igualmente, 

yxfLipxfyf  )()()( . 

2. En el caso general mAf : , ),...,( 1 mfff  , definimos ),...,(:
1 m

fff  . 

Entonces: 

  22

2

1

2

)()()()()( yxfLipmyfxfyfxf
m

i

ii

 


. 

Observación: El Teorema de Kirszbraun asegura que de hecho existe una extensión 

f  con )()( fLipfLip  . 

Por otro lado si S  es un subconjunto arbitrario de un espacio métrico X  entonces 

toda función Lipschitz Sf :  tiene una extensión Lipschitz Xg :  con 

)()( fLipgLip  . De hecho se puede definir 

( ) inf{ ( ) ( ) ( , ) : }g f x Lip f dist x x S      para X . 

Para ampliar la información de este apartado se puede consultar [Fed]. Para 

demostrar el Teorema de Kirszbraun haremos uso del siguiente resultado: 

Lema: Sea ),0(  nP  un subconjunto no vacío, compacto y sea  

 :| | , ( , )tY y y a rt a r P     ,   para  t0 . 

Entonces,     tYtc :inf  e cY  está formado por un único punto b . Además  

b  pertenece a la envoltura convexa de 

:{aA   Pra ),(  y b a rc   para algún }r . 
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Teorema de Kirszbraun: Si mS  y nSf :  es Lipschitz, entonces f  tiene una 

extensión Lipschitz nmg :  con )()( fLipgLip  . 

Demostración:  

Supongamos que 1)( fLip  y consideremos la clase   de todas las extensiones 

Lipschitz de f  que llevan algún subconjunto de m  en n  y tienen constante de 

Lipschitz 1. Por el principio maximal de Hausdorff  o Lema de Zorn (en un conjunto 

A  parcialmente ordenado siempre existe al menos una cadena maximal)   tiene 

un elemento maximal (respecto a la inclusión): 

nTg :     donde      mT  . 

Veremos que si  suponemos que m T    (es decir Tm   no es vacío) existe
n  con xxg   )(  para todo Tx , de donde se obtendrá que  

 ( , )g     y g  no podría ser maximal en  .  Probemos por tanto que la 

intersección de las bolas cerradas es 

 }:]),([{ TxxxgB  . 

Ya que estas bolas son compactas será suficiente verificar que 

 }:]),([{ FxxxgB  , 

para cualquier subconjunto F  finito de T . Para este propósito aplicaremos el Lema 

precedente con 

}:)),({( FxxxgP   . 

Existen por tanto una  colección de puntos distintos 1,... kx x  con Axg i )(  , un 

número no negativo c , un punto b  en n  y una colección de números positivos 

k ,...1  tales que  

( )i ib g x x c         para     ki ,...1       y 





k

i

ii xgb
1

)( ,     con     



k

i

i

1

1  . 

Y usando la identidad 
2 2 2

2u v u v u v      para la norma euclidea y el producto 

escalar asociado a ella, obtenemos 

  ])([])([2])([20
,

2

bxgbxgbxg ji

ji

ji

i

ii   
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 ])()()()([
22

,

2

jij

ji

iji xgxgbxgbxg  

 ][
22

2

,

22

jij

ji

iji xxxcxc   

2
2 2

,

[2 ( ) ( ) ( 1) ]i j i j i j

i j

c x x c x x            

2
2

2

,

2 ( ) ( 1)i i i j i j

i i j

c x c x x         . 

Concluimos que 1c  y   PrarayyYb  ,,:1 , con lo que queda 

demostrado el teorema. 

 

Observación. La conclusión del teorema precedente puede fallar si alguno o ambos 
m  o n  están metrizados por una norma no inducida por un producto interior. 

Por ejemplo consideremos 

2)}1,1(),1,1(),1,1{( S   

Y 2: Sf  tal que )3,0()1,1(),0,1()1,1(),0,1()1,1(  fff . Definimos las 

métricas  

},sup{)( 21 xxx         y        2

1

2

2

2

1 ])()[()( xxxv   para 2x . 

Entonces )]()([2)( vfufvvu   para Svu ,  y 1)( u  para Su . Pero no 

existe 2  con 1)]([  ufv   para todo Su . Luego f  no tiene una extensión a 

)}0,0{(S  con constante de Lipschitz  1 asociada a las métricas   y v . 
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Capítulo 2. Extensión de funciones  con diferenciabilidad. 

Teorema de Whitney 

En este capítulo se dará un paso más en el estudio de las extensiones de funciones 

introduciendo la condición de diferenciabilidad para las mismas. 

El eje central del capítulo es el Teorema de Whitney que comenzaremos enunciando 

y demostrando. Posteriormente hablaremos sobre el Problema de Extensión de 

Whitney y la respuesta al mismo que han dado varios autores a lo largo de los 

últimos años centrándonos en el trabajo de Fefferman. 

Después estudiaremos las extensiones diferenciables en Espacios de Banach 

separables por un lado y no separables por otro lado. Así como las extensiones 

diferenciables de funciones vectoriales valuadas definidas en subconjuntos 

cerrados de espacios de Banach. 

 

2.1 Teorema de Whitney 

Veremos a continuación tanto el enunciado como la demostración del Teorema más 

importante en el marco de las extensiones de funciones tanto por su versatilidad 

como herramienta como por su importancia histórica. 

El teorema y su demostración se pueden consultar en [Ev]. 

Para demostrar el Teorema de Extensión de Whitney haremos uso del Teorema de 

recubrimiento de Vitali. 

Definición: Una clase Vitali o recubrimiento de Vitali  V  para un conjunto E  de d  

es una familia  de conjuntos de tal manera que, para cada Ex  y 0  hay un 

conjunto U en la colección V con Ux y el diámetro de U no nulo y menor que . 

Teorema del Recubrimiento de Vitali: Sea V un recubrimiento de Vitali para un 

conjunto E de n  tal que  sup diam :B B V   . Existe entonces una subfamilia 

numerable F  de bolas cerradas disjuntas en V tales que 
B V B F

B B
 

 . 

 

 Notación previa necesaria: 

Sean nC   cerrado, Cf :  y nCd :  definimos: 

yx

xyxdxfyf
xyR






)()()()(
),(  ),,( yxCyx   

Sean ahora CK   compacto y 0  definimos: 

),(sup{)( xyRK   tal que },,0 Kyxyx    
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Teorema de Extensión de Whitney,  caso 1C : 

Asumimos que df ,  son continuas y para cada subconjunto compacto CK  : 

0)( K  si 0  (*). 

Entonces existe una función nf :  tal que: 

i) f  es 1C , 

ii) ff   y dfD   en C . 

 

Demostración: 

Sea el abierto CU n  . Definimos: 

)},(,1min{
20

1
)( Cxdistxr  . 

Por el Teorema de recubrimiento de Vitali existe un conjunto contable: 

Ux jj 

1}{  tal que 
1

( ,5 ( ))j j

j

U B x r x




  

y tal que las bolas cerradas 


1))}(,({ jjj xrxB  son disjuntas. 

Para cada Ux  definimos: 

}))(10,())(10,(/{  jjjx xrxBxrxBxS  

Afirmación #1: n

xScard )129()(   y 3
)(

)(

3

1


jxr

xr
 si 

xj Sx  . 

Vamos a probar la afirmación. Si 
xj Sx   entonces 

1 1 1
( ) ( ) (10 ( ) 10 ( )) ( ( ) ( ))

20 20 2
j j j jr x r x x x r x r x r x r x       . 

Por tanto )(3)( jxrxr  , )(3)( xrxr j  . 

Además tenemos: 

)(43)(11)(10)())()((10)( xrxrxrxrxrxrxrxx jjjjj  . 

Consecuentemente: 

))(43,())(,( xrxBxrxB jj  . 
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Ya que las bolas 

1))}(,({ jjj xrxB  son disjuntas, y teniendo en cuenta que  

3

)(
)(

xr
xr j  , obtenemos 

n

n

x xrn
xr

nScard ))(43)((
3

)(
)()(  








, 

siendo el volumen de una bola en n  de radio R  la cantidad 
, ( ) n

n RV n R , con la 

constante 
/2

( )
(( / 2) 1)

n

n
n


 

 
 dependiendo solo de .n  

Entonces  

n

xScard )129()(   

Ahora elegimos :  tal que C , 10   , 1)( t  para 1t  y  

0)( t para 2t .  

Para cada ...1j  definimos: 













 


)(5
)(

j

j

j
xr

xx
xu   , nx  . 

Entonces: 













 

0

1

j

j

j

u

u

Cu

 

en

en

para

 

0 1,

( ,5 ( )),

( ,10 ( )).

j

j j

n

j j

u

B x r x

B x r x

 

 

 

Además, si la derivada de   está acotada en valor absoluto por una constante c  , 

entonces  

3
( )

5 ( ) 5 ( )
j

j

c c
Du x

r x r x
    si xj Sx   (**). 

Notemos además que 0ju  en ))(10,( xrxB  si 
xj Sx  . 

Definimos 





1

)()(
j

j xux , nx  .  Ya que 0ju  en ))(10,( xrxB  si xj Sx   vemos 

que: 





xj Sx

j xuy )()(  si ))(10,( xrxBy . 

 

Por la afirmación #1 n

xScard )129()(  . Esto y (**) implican que: 
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)(UC , 1  en U ,  
1( )

( )

c
D x

r x
   , Ux , 

siendo 1

3 129

5

nc
c


 . Ahora para cada j   definimos: 

)(

)(
)(

x

xu
xv

j

j


 , Ux . 

Nótese que 2
)(







DuDu
xDv

jj

j   y que 1   en U . Luego: 

1

1

2

( ) 1,

( ) 0,

( ) ,
( )

j

j

j

j

j

v x

Dv x

c
Dv x

r x
























   para Ux , 

para una constante 2c  que depende sólo de 1c . Las funciones 


1}{ jjv  son además 

una partición diferenciable de la unidad en U . Ahora, para cada ...1j  elegimos un 

punto cualquiera Cs j   tal que: 

( , )j j jx s dist x C  . 

Finalmente, definimos nf :  de la siguiente manera: 

1

( ),

( )
( )[ ( ) ( ) ( )],j j j j

j

f x

f x
v x f s d s x s








 
  





 
si

si ,

.

x C

x U




 

Obsérvese que )(UCf   y 

 ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )]
j x

j j j j j j

x S

D f x f s d s x s Dv x v x d s


     , Ux . 

Afirmación #2: )()( adafD  , Ca . Vamos a probar esta afirmación. Fijamos 

Ca  y sea el compacto )1,(aBCK  . 

Definimos: 

},,/)()(sup{}0,,/),(sup{)(   yxKyxydxdyxKyxyxR  

Ya que nCd :  es continua, de (*) se sigue que: 

0)(   si 0  (***). 
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Si Cx  y 1 ax  entonces: 

axaxaxaxRaxadafxfaxadafxf  )(),()()()()()()()()( 

 

y  )()()( axadxd   . 

Ahora supongamos que Ux , 
6

1
 ax . 

Calculamos ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f a d a x a f x f a d a x a           

 
 xj Sx

jjjj axadsxsdafsfxv )])(())(()()()[(  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ( ) ( ))( )
j x j x

j j j j j j

x S x S

v x f s f a d s a s v x d s d a x a
 

              . 

Ahora 
6

1
 ax   implica que 

1 1
( ) dist( , )

20 20
r x x C x a   . 

Luego para 
xj Sx   

  jjjjjj xxaxxasxxasa 22  

   2 10( ( ) ( )) 2 40 ( ) 6 1jx a r x r x x a r x x a          . 

De los cálculos anteriores y la afirmación #1 se sigue que existe una constante 'C  tal 

que  

          axaxCaxadafxf  6 , 

para todo x U  con 
1

6
x a  . 

En vista de (***) los cálculos anteriores implican que para cada Ca : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f a d a x a o x a      , si ax  . 

Luego )(afD  existe y es igual a )(ad . 

 

Afirmación #3: )(1 nCf  . 
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Demostración: Fijamos Ca , nx   con 
6

1
 ax . Si Cx  , entonces 

)()()()()( axadxdafDxfD   . Si Ux , elegimos Cb   tal que 

),( Cxdistbx  .  

Entonces  )()()()()()()()( adbdbdxfDadxfDafDxfD  . 

Ya que axaxxbab  2  , tenemos: )2()()( axadbd   . 

 

Teniendo en cuenta que ( ) 0
j x

j

x S

Dv x


 , sumando y restando términos adecuados 

obtenemos, podemos entonces estimar: 

 
 xj Sx

jjjjjj bdsdxvxDvsxsdsfbdxfD )]()()[()()])(()([)()(

 

[ ( ) ( ) ( )( )] ( ) [( ( ) ( ))( )] ( )
j x j x

j j j j j j

x S x S

f b f s d s b s Dv x d s d b x b Dv x
 

          





xj Sx

jj bdsdxv )]()()[(

 (****) 

 
 

 
   




xjxjxj Sx

j

Sx

j

Sx

jj sbbxsb
xr

c
sbsb

xr

c
 33

, 

para un constante 3c  que depende de  1c  . Ahora 
6

1
 axbx . Y además 

120

1

20

1
)(  bxxr . Si 

xj Sx  , entonces 
20

1

40

1
)(3)(  xrxr j . Luego 

jjj sxxr 
20

1
)( , para xj Sx  . Consecuentemente si xj Sx   entonces 

 )(20))()((10)(20 jjjjjj xrxrxrxrsxxxxbsb  

axbxxr  66)(120  

Luego, (****) implica que 

     axcbdxfD  64  . 

para algún 4c  que depende de  1c . 
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Esta estimación y los cálculos anteriores prueban que: 

     axcafDxfD  65  , 

para algún 5c  que depende de  1c . Y con esto se concluye la demostración del 

teorema. 

 

Observación.  La anterior construcción es lineal en f  en el siguiente sentido: 

Puesto que 



j

ju depende sólo del conjunto cerrado C , si los pares 1 1( , )f d  y 

2 2( , )f d  corresponden a funciones  Cff :21 ,  y nCdd :21,  que verifican las 

hipótesis del teorema entonces,  

1 2 1 2f f f f           y        
1 2 1 2( ) ( ) ( )D f f D f D f   . 

 

 

 

2.2 El Teorema de Whitney a lo largo de la historia. Extensiones 

del Teorema de Whitney 

A partir del Teorema de Whitney expuesto y demostrado en el apartado anterior se 

plantea la cuestión de qué condiciones son necesarias para extenderlo aumentando 

lo máximo posible la derivabilidad de la extensión. Esta cuestión se conoce como el 

Problema de extensión de Whitney y es el objeto de trabajo de este apartado. 

Veremos algunos de los resultados publicados por diversos autores a lo largo de los 

últimos años y la evolución que ha tenido el estudio de este problema. 

Se enuncia como sigue: 

Problema de Extensión de Whitney: Sea 1m  y sea Ef :  con nE   cerrado. 

¿Cómo podemos caracterizar las funciones f  que se extienden a una función F  que 

sea mC en n ? 

Fue el propio Whitney quien comenzó a trabajar en el tema en los siguientes 

trabajos: [Whit 1], [Whit 2]  y [Whit 3] en el año 1934, mediante el asentamiento del 

problema de extensión probando el Teorema de Extensión de Whitney clásico, en el 

caso 1n   a través de las llamadas diferencias divididas y en el caso 1n   a través 

de polinomios de Taylor que aproximan adecuadamente localmente. Se puede ver 

una demostración de este resultado en [Fed] y se enuncia a continuación. 
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Teorema de Extensión de Whitney. Caso General kC  

Supongamos que Y  es un espacio vectorial normado, k  un entero no negativo, A  

un subconjunto cerrado de m  y a cada Aa  corresponde la función polinomial: 

YP m

a :  con grado kPa  . 

Siempre que AC   y 0  sea ),(  C  el supremo del conjunto de todos los 

números: 

)!()()( ikbaaPDbPD
ki

b

i

a

i 


 para  ki ,...0  y Cba ,  con  ba0 . 

Si 0),(  C  cuando  0  para cada subconjunto compacto C  de A , entonces 

existe una aplicación Yg m :  de clase k  tal que )()( aPDagD a

ii   para ki ,...0  

y Aa . 

En 1958, G. Glaeser en [Gla] resolvió el problema de Whitney para )(1 nC   

introduciendo un objeto geométrico llamado “espacio paratangente iterado”. El 

trabajo de Glaeser influyó en todos los trabajos posteriores sobre el tema.  Más tarde 

Y. Brundyi y P. Shvartsman en una serie de artículos ([Bru 1], [Bru 2], [Bru 3], [Bru 

4],  [Bru 5], [Bru 6], [Sh 1], [Sh 2] y [Sh 3]) estudiaron el análogo al problema de 

Whitney para  )(, nmC   (que posteriormente definiremos) y otros espacios de 

funciones.  Ellos conjeturaron también que la extensión F  puede ser tomada 

dependiendo linealmente de f . Para espacios de funciones entre 0C  (espacio de 

funciones continuas) y 1,1C (que posteriormente definiremos)  tuvieron éxito 

probando sus conjeturas utilizando el elegante método denominado de “Selección 

de Lipschitz”. En [Bru 6] los autores caracterizan  los  )1(m jet (concepto que 

definiremos a continuación) de una función ,mC  en un conjunto nE  . 

El siguiente progreso en el problema de Whitney fue el trabajo de Bierstone-

Milman-Pawlucki en [Bri]. Estos autores introducen un análogo al espacio 

paratangente iterado de Glaeser relevante para )( nmC  . Ellos conjeturaron una 

solución completa al problema de extensión de Whitney basándose en su espacio 

paratangente y encontraron evidencias que apoyaban su conjetura. 

Por último, Fefferman en [Fe1] presentó un teorema que resolvía el problema de 

Whitney que veremos a continuación. De hecho el teorema que expone Fefferman 

es equivalente por dualidad a las conjeturas de Bierstone-Milman-Pawlucki 

reemplazando el espacio paratangente que ellos proponen con una variante natural. 

Para enunciar algunos de los resultados realizados por Fefferman y otros autores en 

torno al Teorema de Whitney y sus extensiones, es necesario definir el concepto de 

Jets. 

La siguiente definición se la debemos a J.Dieudonné [Di1], [Di2]. 
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Para hacernos una idea general un jet de orden k  es una clase de equivalencia de 

aplicaciones de clase kC  que, en un punto, tienen (para cualquier carta) las mismas 

derivadas hasta el orden k . Los jets de orden 1  se identifican con las aplicaciones 

lineales tangentes. 

 

Vamos a dar ahora la definición formal: 

Definición.  Sean X  e Y dos variedades diferenciables y gf ,  dos funciones de clase 

1, rC r  definidas en un entorno abierto del punto Xx , con valores en Y . Si k  es 

un entero tal que rk 0 , las funciones f  y g  tienen contacto de orden k  en el 

punto Xx  si )()( xgxf   y si por cada carta ),,( nU   en X  a x  y cada carta 

),,( mV   en Y  al punto )()( xgxf   las expresiones locales GF ,  de gf ,  son tales 

que: 

k
tz

tGtF



 )()(
 tiende a cero si nt   tiende a )(xz  , o, equivalentemente si 

)()( zGDzFD pp   para kp 1 . 

Si esta condición se satisface para un par de cartas, entonces se satisface para todos 

los pares. 

 

Si f  y g  tienen contacto de orden k  k  se dice que tienen contacto de orden 

infinito en x . La relación “ f  y g  tienen contacto de orden k  en el punto x ” es 

una relación de equivalencia entre kC aplicaciones definidas en entornos de x  con 

valores en Y . 

Una clase de equivalencia de esta relación se llama jet de orden k  de X  en Y  con 

fuente x  y destino y  (el valor común de las aplicaciones en las clases de 

equivalencia) 

Definición: La clase de equivalencia de f  se denota )( fJ k

x
 y se llama jet de orden k  

de f  en el punto x  . 

El conjunto de los jets de orden k  con fuente x  y destino y  se escribe y

k

x YXJ ),(  . 

El conjunto de los jets de orden k  con fuente x  se escribe ),( YXJ k

x
 . 

El conjunto de los jets de orden k  con destino y  se escribe y

k YXJ ),(  . 

La unión de los conjuntos ),( YXJ k

x
 Xx  y Yy  se escribe ),( YXJ k  . 

Si Y  escribimos )(XPk

x
 en lugar de ),( YXJ k

x
 y )( fPk

x
 en lugar de )( fJ k

x
 . 
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El conjunto )(XPk

x
 tiene estructura natural de  álgebra y tenemos: 

)()()( gPfPgfP k

x

k

x

k

x  ; )()( fPfP k

x

k

x    para   

)()()( gPfPfgP k

x

k

x

k

x  . 

El conjunto ),(0

mnkJ  de jets de orden k  de n  en m  con fuente y destino el 

origen de esos espacios se denota por k

mnL ,  . 

Este conjunto acarrea una estructura natural de espacio vectorial real de dimensión 

m
n

nk
m 







 
 y los jets de los monomios jexx   ( mj 1 , k 0 ) forman 

una base canónica. 

Cada conjunto de jets y

k

x YXJ ),(  está en correspondencia uno a uno con k

mnL ,  por 

medio de cartas en los puntos yx,  (donde nXx )(dim  y mYy )(dim ) pero si 

2k  la estructura de espacio vectorial en y

k

x YXJ ),(  obtenida por transporte de 

k

mnL ,  depende de la elección de las cartas. 

Cuando 1k ,  xXJ ,1

0   es el espacio tangente )(XTx  . 

Para el trabajo que nos ocupa nos resultará de mayor utilidad y mejor comprensión 

la siguiente definición dada por Brudnyi en [Bru 7]: 

Definición: Sea F  el espacio lineal de las funciones k veces diferenciables en un 

dominio nG  . Se define el espacio de los k jets , FJ k , como el espacio de todas 

las funciones vectoriales ( k jets)  
k

ff





:  en G  con valores en N  tales que 

para algún Ff   y todos los k , se tiene que 
 ffD  . 

Aquí  kcardnkNN n    ;:),( . 

Si F es un espacio (semi-) normado, FJ k  está equipado con la (semi-) norma: 

 kffDff
F

FJ k






 ,;inf: . 

Específicamente eligiendo F  igual a ),(),( GCGC k

b

k  etc, podemos simplemente 

escribir )(),( GJGJ k

b

k ,… en lugar de FJ k . Ya que G  es abierto, todas las f  con 

0  están unívocamente definidas por 0f , es decir, la norma de )(GJf k

b


 

satisface: 

)()(0

)(

sup:
GC

k
GC

GJ
b

k
bk

b

fff 
 



  
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En particular, la proyección lineal 0ff 


 lleva isométricamente )(GJ k

b
 en )(GC k

b
; 

de hecho en ocasiones estos espacios se identificarán. 

Sucesivamente, la topología de Fréchet en )(GJ k  ( k  puede ser infinito) se define 

por la convergencia uniforme en subconjuntos compactos de G , es decir, esta 

topología está determinada por la familia de seminormas: 

,
: supsup ( )

m C
k x C

f f x
  

 , 

Donde km 0  y GC   recorre todos los subconjuntos compactos de G . 

 

Notación previa a los resultados expuestos por Fefferman: 

Definición: Por un módulo   se entenderá una función continua no decreciente y 

cóncava,     ,0,0:  con 0)0(  . Un módulo lineal es un módulo tal que 

ktt  , donde 0k . 

 

Tanto la siguiente notación como los resultados posteriores pueden consultarse en 

[Fe1] 

Definición: Un módulo de continuidad regular es una función )(t , definida para 

10  t  (es decir, ),0[]1,0[:  ) y cumpliendo las siguientes condiciones: 

(1) 0)()0(
0

 
tLim

t
  y 1)1(  , 

(2) )(t  es creciente (no necesariamente estricto) en ]1,0[ , 

(3) 
t

t)(
 es decreciente (no necesariamente estricto) en ]1,0( . 

 

Supongamos que   es un módulo de continuidad regular y supongamos que 0m   

Definimos )(, nmC   como el espacio de todas las funciones mC , nF :  con 

norma: 

  


















 yx

yFxF
xFF

yxyxmxmC
nnnm











)()(
supmax,)(supmaxmax

10,,)(,
 

finita. 

Nótese que podemos obtener una norma equivalente permitiendo todos los   con 

m  en el segundo supremo. 
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Análogamente definimos  como el espacio de todas las funciones  que 

coinciden con alguna  para cualquier conjunto compacto dado 

. 

Fijamos 1, nm  en lo que sigue, mientras expongamos los resultados de Fefferman. 

Tomamos P para denotar el espacio vectorial real-valuado de polinomios de grado 

m  en n  y tomamos: dimD P  

Si )( nm

locCF   e ny   entonces escribimos )(FJ y
 para el m jet de F  en y , es 

decir, el polinomio:  

   



m

yxyFx





)(

!

1
 

Escribimos yR  para denotar al anillo de jets en y . Más precisamente yR P , con 

el operador multiplicación que da lugar a SQP   ( SQP ,, P ) si y sólo si 

0))((  ySPQ  para m , donde PQ  denota el producto ordinario de 

polinomios. 

 

Definición: Fijado 0,  Ay n  y sea   un subconjunto de 
yR . Entonces decimos 

que   es convexo de Whitney en y  con constante de Whitney A  si se cumplen las 

siguientes condiciones: 

(a)   es cerrado, convexo y simétrico con respecto al origen (esto es P  si y sólo 

si  P ) 

(b) Sean P , Q  y 10   dados. Asumimos que: 
 




m
yP )(  y 

 


 )(yQ , para m . Sea QP   el producto de Q  y P  en yR . Entonces QP   

pertenece a A . 

Si xR  es convexo de Whitney con constante de Whitney A  entonces es 

convexo de Whitney para cualquier módulo de continuidad regular, de nuevo con 

constante de Whitney A . 

Como ya se ha dicho, )(, nmC 

 es el espacio de las funciones mC , nF :  cuyas 

derivadas hasta el orden m están acotadas y tienen módulo de continuidad . 

 

 

)(, nm

locC  F

)(, nm

K CF  

nK 
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Teorema 1: Dados 1, nm  existe #k  dependiendo sólo de m  y n  para el cual se 

cumple lo siguiente: 

Sea   un módulo de continuidad regular, sean nE   y Ef : , ),0[: E  

funciones dadas en E . Supongamos que, dado ES   con cardinalidad a lo sumo #k  

existe )(, nms CF    cumpliendo: 

1
)(,


nmC

sF


, y 

SxxxfxF s  ),()()( 
.
 

Entonces existe )(, nmCF    cumpliendo: 

AF nmC


 )(,

,     y 

ExxAxfxF  ),()()( 
. 

Aquí, A  es una constante que depende sólo de m  y n . 

 

Luego, para decidir cuándo existe una función )(, nmCF    y una constante finita 

M  tal que ExxMxfxF  ),()()(   es suficiente examinar los subconjuntos 

finitos ES   con cardinalidad a lo sumo #k . 

 

Veremos ahora una versión del Teorema 1 donde la condición )()()( xxfxF   

es reemplazada por el requerimiento de que el m jet de F  en x  pertenece a un 

conjunto convexo prescrito. 

Supongamos que para cada punto Ex  se nos da un m jet xRxf )(  y un 

subconjunto cerrado simétrico convexo, xRx )(  

Sea   un módulo de continuidad regular. Nos preguntamos: ¿cómo podemos 

decidir cuándo existe )(, nmCF    y una constante A  tal que 

ExxAxfFJ x  ),()()(  ? 

 

 

Así, el teorema análogo al Teorema 1 para conjuntos  convexos de Whitney es: 
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Teorema 2: Dados 1, nm  existe #k  dependiendo sólo de m  y n  para los cuales se 

da lo siguiente: 

Sea   un módulo de continuidad regular, sea nE   y sea 0A  . Para cada Ex  

supongamos que se nos da un m jet xRxf )(  y un subconjunto   convexo de 

Whitney xRx )(  con constante de Whitney A . 

Supongamos que dado ES   con cardinalidad a lo sumo #k  existe )(, nms CF    

cumpliendo: 

1
)(,


nmC

sF


, y 

SxxxfFJ S

x  ),()()(   . 

Entonces existe )(, nmCF    cumpliendo: 

'
)(, AF nmC


 , y 

ExxAxfFJ x  ),(')()(  . 

Aquí, 'A  es una constante que depende sólo de m , n y de la constante de Whitney A . 

El propósito del trabajo de Fefferman en [Fe1] es probar el Teorema 2 trasladando 

la prueba del Teorema 1. Ambas pruebas son muy complicadas y técnicas y se 

escapan de esta memoria en la que pretendíamos hacer una introducción al tema de 

extensiones. 

Además, del Teorema 2 se obtiene el siguiente resultado: 

Teorema 3:  Sean 1, nm . Entonces existe una constante #k , dependiendo sólo de 

m  y n  para la cual se cumple lo siguiente: 

Sea   un módulo de continuidad regular  y sea nE   un subconjunto arbitrario. 

Supóngase que para cada Ex  se nos da un m jet xRxf )(  y un subconjunto

xRx )(  . 

Asumimos que cada )(x  es un convexo de Whitney, con constante de Whitney 0A  

independiente de x . Asumimos también que dado cualquier subconjunto ES   

con cardinalidad a lo sumo #k  existe una aplicación xPx   de S  en P  con: 

a) SxxxfP x  ),()(  . 

b) mSxxP x   ,,1)(  y 

c)    



myx yxyxyPP ))((  para Syxyxm  ,;1,

.
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Entonces existe )(, nmCF    con 
1)(, AF nmC


  y ExxAxfFJ x  ),()()( 1 . 

Aquí 1A  depende sólo de nm,  y de la constante de Whitney 0A  . 

 

Para deducir el Teorema 3 del Teorema 2 se usa el hecho de que la convexidad de 
Whitney implica la  convexidad de Whitney y se utiliza el siguiente lema: 

Lema: Sea   un módulo de continuidad regular  y sea nS   un conjunto finito. 

Supongamos que se nos da un m jet  xP P   asociado a cada punto Sx . 

Asumimos que: 

(a) mSxxP x   ,,1)(  y que: 

(b)    



myx yxyxyPP ))((  para Syxyxm  ,;1,  

Entonces existe  )(, nmS CF    con CF
nmC

S 
 )(,

 y SxPFJ xS

x  ,)( . 

Aquí C  depende sólo de m  y n . 

 

Antes de enunciar el siguiente teorema es necesario definir los siguientes conjuntos, 

subespacios afines de . 

Definición. Sea E:  dada, con nE   compacto como en el problema de 

Whitney. Por inducción en 0l  definimos un subespacio afín )( 0xH l
P  para 

cada punto Ex 0 . 

Empezamos con  PxH {)( 00
P : )}()( 00 xxP   para Ex 0 . 

El paso de inducción es como sigue: 

Fijamos 0l  y suponemos que tenemos definido ExxH l ),( . 

Definiremos un subespacio afín  )( 01 xH l )( 0xH l  para cada Ex 0 . 

Para hacerlo, sea k  una constante suficientemente grande dependiendo sólo de m  

y n . Sea ),( rxB  la bola de radio r  sobre x  en n . 

Decimos que dado )( 00 xHP l  pertenece a )( 01 xH l  si se cumple la siguiente 

condición: 

Dado 0,0    tal que para cualesquiera ),(... 01 xBExx
k

  existe 

)()......( 11 klkl xHPxHP   con: 

P
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





m

jijji xxxPP ))((  para kjim  ,0, . 

El conjunto )( 01 xH l  puede ser vacío. Por convención, permitimos el conjunto vacío 

como un subespacio afín de P . 

En principio, )( 0xH l  son computables a partir de E: . 

El significado de los subespacios )( 0xH l  es que, cuando )( nmCF   con F  en 

E , entonces )()( 00
xHFJ lx   para cualquier 0l  y Ex 0  (esto se sigue de una 

inducción en l  usando el Teorema de Taylor). 

En particular si algún )( 0xH l  es vacío, entonces   no admite una extensión mC . 

 

Teorema 4:  Sea dim2 l P 1  

(A) Si )( 0xH l  es no vacío para todo Ex 0  entonces   se puede extender a una 

función mC , F  en n . 

(B) Supongamos que   se puede extender a una función  mC  en n . Sea Ex 0 . 

Entonces, dado )( 00 xHP l  existe )( nmCF   con F  en E  y 
0)(

0
PFJ x  . 

 

El Teorema 4 resuelve el problema de Whitney y además computa el espacio de 

todos los posibles m jets en un Ex 0  dado de las funciones )( nmCF   con 

F  en E . 

 

El trabajo de Fefferman en este ámbito es muy extenso. Conjugando la 

diferenciabilidad de las extensiones con la Lipschicianidad obtenemos los siguientes 

resultados, que se pueden consultar en [Fe2]. 

Un problema que resulta muy interesante resolver es el que sigue: 

Problema 1: Supongamos que tenemos una función Ef :  donde E  es un 

subconjunto dado de n . ¿Cómo podemos decidir si f  se puede extender a una 

función 1,1mC , F  en n ? 

Aquí, 1m  es dado y como siempre 1,1mC  denota el espacio de funciones cuyas 

)1( m -ésimas derivadas son 1-Lipschitz. Aunque no se hace ninguna hipótesis 

sobre el conjunto E  o la función f . 

Para contestar a esta pregunta se tiene el siguiente resultado. 
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Teorema A: Dados 1, nm , existe k  , dependiendo sólo de m  y n , para el cual se 

cumple lo siguiente: 

Sea Ef :   dada, con E  un subconjunto arbitrario de n . Supongamos que para 

cualesquiera k  puntos Exx k ,......1  distintos, existen polinomios kPP ,......1  en n  

de grado 1m  cumpliendo: 

(a)  iii xfxP )(  para ki ,...1  

(b) MxP ii  )(  para ki ,...1  y 1 m ; y 

(c) 
 


m

jiiji xxMxPP ))((  para kji ,...1,   y 1 m ; con M  

independiente de kxx ,......1  . 

Entonces f  se puede extender a una función 1,1mC  en  . 

El recíproco del Teorema A también es cierto. Además el Teorema A proporciona 

una solución al problema 1. El punto es que, en el Teorema A, sólo necesitamos 

extender el valor de la función )( ixf  a un jet iP  en un número finito y fijado de 

puntos kxx ,......1 . Para aplicar el Teorema de Extensión de Whitney estándar al 

problema 1, necesitamos primero extender )(xf  a un jet xP  en cada punto Ex . 

Nótese que cada iP  en (a), (b), (c) pueden depender de kxx ,......1  en lugar de 

depender de un solo ix . 

Para probar el Teorema A es natural buscar funciones F  de la familia de  funciones 

 1,1mC  en n  acotadas y que coinciden con f  en subconjuntos EE 1  finitos y 

arbitrariamente grandes. Llegamos así a un problema de extensión finita. 

 

Problema 2: Dada una función Ef :  definida en un subconjunto nE  , 

calcular el orden de magnitud del ínfimo de las mC normas de todas las funciones 

diferenciables nF :  que coinciden con f  en E . 

“Computar el orden de magnitud” aquí significa dar límites superior e inferior 

computables infM , supM  con infsup AMM   para una constante A  dependiendo sólo 

de m  y n . (En particular, A  debe ser independiente del número y posición de los 

puntos de E ) . Aquí hemos pasado de 1,1mC  a mC . Para conjuntos finitos E , el 

Problema 2 es completamente equivalente a su análogo para 1,1mC . 
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El Problema 2 nos trae a la mente intentar determinar una función desconocida 

nF :  haciendo un número finito de mediciones, es decir, determinando )(xF  

para x  en un conjunto finito grande E . Por supuesto no podemos decir cuándo 
mCF   haciendo un número finito de mediciones, pero se puede preguntar si los 

datos correspondientes a la mC  norma de F  son grandes (o quizás más grande a 

medida que se recogen más datos). Las mediciones reales de )(xf  estarán sujetas 

al error experimental 0)( x . Así, esto nos lleva a una versión más general del 

Problema 2, el “Problema de extensión finita con barras de errores”. 

 

Problema 3: Sea nE   un conjunto finito, y sean Ef :  y ),0[: E . 

¿Cómo podemos decir cuándo existe una función nF :  con 

)()()(
~

xxfxF   para todo Ex  y 1
~)(


nmC
F ? 

Aquí QP
~
  significa que AQP   para una constante A dependiendo sólo de m  y n . 

(En particular A  debe ser independiente del conjunto E ). 

Este problema es resuelto por el siguiente teorema análogo al Teorema A para 

conjuntos finitos E . 

 

Teorema B: Dados 1, nm  existe #k  dependiendo sólo de m  y n  para el cual se 

cumple lo siguiente: 

Sean Ef :  y ),0[: E  funciones definidas en un conjunto finito nE  . 

Sea M  un número positivo dado. Supongamos que, para cualesquiera k  puntos 

distintos Exx k ,......1  con #kk   existen polinomios de grado 1m , kPP ,......1  en n  

cumpliendo: 

(a) )()()( iiii xxfxP   para ki ,...1 ; 

(b) MxP ii  )(  para ki ,...1  y 1 m ; y 

(c) 
 


m

jiiji xxMxPP ))((  para kji ,...1,   y 1 m . 

Entonces existe )( nmCF   con MAF nmC


 )(
 y )()()( xAxfxF   para 

todo Ex . 

Aquí, la constante A  depende sólo de m  y n . 
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De nuevo, el punto del Teorema B es que sólo necesitamos buscar un número fijo #k   

de puntos de E , a pesar de que E  puede contener arbitrariamente muchos puntos. 

El Teorema B resuelve el Problema 3; haciendo 0  resuelve también el Problema 

2.  Una vez que conocemos el Teorema B, un argumento de compacidad usando el 

Teorema de Ascoli nos permite deducir el Teorema A, en una forma más general 

involucrando las barras de errores. 

El Teorema B puede ser reducido al siguiente resultado aplicando el Teorema de 

extensión de Whitney estándar. 

 

Teorema C: Dados 1, nm  existen #k  y  A, dependiendo sólo de  y , para los 

cuales se cumple lo que sigue. Sean Ef :  y ),0[: E  funciones en un 

conjunto finito nE  . Supongamos que para cada subconjunto ES   con al 

menos #k  elementos, existe una función )( nmS CF   con 1
)(


nmC

SF  y 

)()()( xxfxF S   para todo Sx . Entonces existe una función )( nmCF   con 

AF nmC


 )(
 y )()()( xAxfxF   para todo Ex . 

 

Observación: El Teorema C es la forma más clásica del Problema de Extensión de 

Whitney. Como se ha mencionado anteriormente, el mismo Whitney lo resolvió en 

el caso uno-dimensional en términos de diferencias finitas (Ver [Whit 2]). 

 

 

 

2.3 Caso infinito dimensional. Extensiones diferenciables de 

funciones en Espacios de Banach separables con dual 

separable. 

 

Estudiaremos ahora las extensiones diferenciables 1C  para un caso concreto de 

espacios topológicos: los espacios de Banach separables (finito o infinito 

dimensionales). Para consultar o ampliar la información véase [Az 1]. Veremos la 

demostración de alguno de los resultados, el resto de demostraciones pueden 

construirse siguiendo un esquema similar o se indicará un esquema de la misma. 

 

En primer lugar recordaremos las siguientes definiciones: 

 

m n
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Definición: Sea X  un espacio vectorial y sean NM ,  dos subespacios vectoriales de 

X . Diremos que X  es suma directa de M  y N  (representado por NMX  ) si 

XNM   y }0{ NM . En este caso diremos que N  es el complemento directo 

de  M . La ley     nmnmnm  :.,   define una aplicación,  , de NM   en X  y es 

fácil comprobar que:  

- NMX   si, y solo si, la aplicación   es una biyección.  

- todo subespacio propio de un espacio vectorial admite un complemento directo. 

 

Definición: Sea X  un espacio normado, M  es un subespacio normado de X  cuyo 

complemento directo es N . Diremos que X  es suma topológico-directa de M  y N  

(notado por NMX t ) si la aplicación   nmnm ,  es un isomorfismo de 

NM   sobre X , considerando la topología producto de las inducidas por X  en M  

y N . En tal caso diremos que N  es un complemento topológico de M  y que M  es 

un subespacio complementado. 

Veremos a continuación el problema de extensión de funciones diferenciables desde 

subespacios de Banach a funciones diferenciables en todo el espacio. Esto es, sea X  

un espacio de Banach con dual separable, *X . Sean XY   un subespacio cerrado y 

Yf :  una función 1C diferenciable. Entonces veremos que existe una 

extensión 1C  de f   a X .  Aquí la diferenciabilidad es entendida en el sentido 

Fréchet y restringiremos nuestra atención a las funciones real-valuadas. Para 

plantear el problema más precisamente, dados un espacio de Banach X , un 

subespacio cerrado Y  y una función pC -diferenciable Yf : , ¿cuándo es posible 

encontrar una función pC -diferenciable XF :  tal que fF
Y
 ? 

Observación: Nótese que cuando Y  es un subespacio complementado de un espacio 

de Banach arbitrario X , el problema de extensión se puede resolver fácilmente. En 

efecto, sea YXP :  una proyección lineal continua y sea Yf :  una función 

pC diferenciable. Entonces ))(()( xPfxF   define una extensión 
pC  de f en X .  

Desafortunadamente no todos los subespacios cerrados Y  de un espacio de Banach 

X  son complementados.  

De hecho, un resultado clásico de Lindenstrauss y Tzafrifi afirma que el único 

espacio de Banach cuyos subespacios cerrados son todos complementados es el 

espacio de Hilbert, luego este truco sólo funciona cuando X  es un espacio de 

Hilbert. 

 

Cuando , esta cuestión es el problema de las extensiones continuas de 

funciones desde subconjuntos cerrados. Una caracterización completa fue dada por 

el conocido teorema de Tietze visto anteriormente. 

0p
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Consideramos ahora el caso en el que X  es un espacio de Banach separable que 

admite una norma 1C diferenciable, una condición que, como es bien sabido, es 

equivalente a que *X  sea separable. Entonces si XY   es un subespacio cerrado y 

Yf :  es 1C diferenciable, veremos que existe una extensión 1C , XF : .  

Los siguientes lemas son herramientas muy útiles para las pruebas de los teoremas 

que expondremos después: 

Lema 1: Sea X  un espacio de Banach separable que admite una norma 1C

diferenciable. Entonces existe una constante 10 C  tal que para cualquier 

subconjunto XY  , cualquier función  Lipschitz, Yf :  y todo 0  existe 

una función 0C Lipschitz 1C diferenciable, XK :  tal que para todo Yy : 

 )()( yKyf . 

Lema 2: Para todo espacio de Banach X  y todo subespacio cerrado XY   existen 

una aplicación continua **: XYH   y un número 1M  tales que: 

(1) )())(( ** yyyyH    para todo YyYy  ,** ; 

(2) 
**

** )(
YX

yMyH   para todo ** Yy  . 

Con estos lemas se está en situación de deducir un resultado de aproximación que 

es de interés general y que, junto con algunas ideas de las demostración de Tietze 

producirá los principales resultados en extensiones diferenciables de este apartado. 

 

Teorema 1: Sea X  un espacio de Banach separable que admite una norma 1C  

diferenciable y sea XY   un subespacio cerrado. Sean Yf :  una función 1C  

diferenciable y F  una extensión continua de f  a X . Sea **: XYH   un operador 

extensión como en el lema 2. Entonces para todo 0  existe una función 1C  

diferenciable, Xg :  tal que: 

(1)  )()( xgxF  en X  y  

(2) 
*)())((

X
ygyfH  en Y . 

Además si la función 1C  dada, f  es Lipschitz en Y  y F  es una extensión Lipschitz 

de f  en X  con )()( fLipFLip  (por ejemplo })()({inf)( yxfLipyfxF Yy   ), 

entonces la función g  puede elegirse Lipschitz en X  y con la propiedad adicional de 

que: 

(3) )()( fCLipgLip  , 

donde 1C  es una constante que depende sólo de X . 
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Demostración: En primer lugar nótese que por el Teorema de Tietze, la extensión 

continua F  siempre existe.  

Para esta demostración se utiliza una modificación de la prueba del Teorema 4 de 

[Az 3] utilizando el Lema 1. Posteriormente se hace uso del Lema 2. 

Será conveniente utilizar la siguiente notación: dado un punto Yyk  , definimos kT  

como la H extensión natural del Polinomio de Taylor de primer orden de f en ky ; 

a saber: )))((()()( kkkk yxyfHyfxT  . Nótese en particular que ),(   XCTk
 

con ))(()( kk yfHxT   para todo Xx  y )()( kYk yfyT   para todo Yy . 

Ahora, usando la separabilidad de X , el hecho de que XY   sea cerrado y la 

continuidad de F , podemos construir un recubrimiento    







11 ks
j

r kj
BBC  de X  

mediante bolas abiertas con centros 
jx  e ky  respectivamente, con las siguientes 

propiedades: 

(i) Tenemos que YXB
jr 2

, y 
02

)()(
C

xFxF j
  en 

jrB2
. 

(ii) La colección   XB
ks
  cubre Y  con centros Yyk   y radios ks  elegidos usando 

la diferenciabilidad de f  en Y  y la continuidad en norma del operador extensión 

H , así que 
0

* 8
)()(

C
yfyT

Yk
  y 

0
* 8

))(()(
C

yfHyT
Xk

  en YB
ks 2

. 

Será útil en lo sucesivo emplear una notación alternativa para las bolas abiertas 
jrB  

y 
ksB . Tomamos C:  la biyección donde para cada i , ))();(()( 21 iiBi   . 

Sea   1,0,1 XCj   con derivada acotada tal que 1j  en ))();(( 21 jjB  y 0j  

fuera de ))(2);(( 21 jjB  . 

Por el Lema 1 aplicado a )()( yfyTk   en YB
ks 2

, podemos elegir una función 1C

diferenciable, Xk :  tal que en cada YB
ks 2

 tenemos ambos: 

122)()()(  k

k

kk MyyfyT  , 

y 
8

)(
*

 
Xk y , donde 




k

i

ik MM
1

~
 y 

*
)(sup

~
2 XiBYxi xM

is
  . 

Entonces, tenemos también que para YBy
ks  2

, usando la estimación de arriba: 

   
488

)()()()()()(
0

***
 

C
yyfHyTyyfHyT

XkXkXkk . 
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Sea )()()( xxTx kki   si 
ks

Bi )(  es una bola de la subcolección  
1lsl

B  

cubriendo Y , y )()( ji xFx   si 
jrBi )(  pertenece a la subcolección  

1lrl
B  

cubriendo YX  . 

Después, definimos: 

 



ik

kiih  1 , 

y 

 
i

ii xxhxg )()()( . 

Nótese que para cada x , si  )(:min:)(: mxmxnn  , entonces ya que 

0)(1  xn  y )(n  es abierto, se sigue de la definición de 
jh  que existe un entorno 

 nN   de x  tal que para Nz ,       


nj jj zzhzg , y     


nj jj j zhzh . 

Además, mediante un sencillo cálculo, usando nuevamente el hecho de que 1n  

en )(n  tenemos que 1)(  zh
j

j  para )(nz   y también para todo Xz . 

Ahora, fijado cualquier Xx 0 , sea )( 00 xnn   y un entorno 0N  de 0x  como antes. 

Para cada 0nj   definimos las funciones 0: NV j  y 0: NW j  mediante: 








)()()(

0
)(

xxFxT
xV

kk

j 
 

si

si

kyj

Yj





)(

)(

1

1




 

y 








)()(

0
)(

xFxF
xW

i

j
 

si

si

ixj

Yj





)(

)(

1

1




 

Entonces para cualquier 0Nx  tenemos que: 

  

 

 00
2

)()(),(max)()()(
nj

j

nj

jjj xhxWxVxhxFxg . 

Ahora definimos la función   de modo que 
)(11 )(,)( jyjYj    . Recalcamos que 

YB
jr2  para cada j , y que 0j  fuera de 

jrB2 . Por lo tanto, si Yy , 

entonces en la suma )( yg  sólo aquellos índices j  tales que Yj )(1  son distintos 

de cero. 
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Recalcamos también que 1)(  xh
j

j  para todo Xx  (y por tanto 0)(  xh
j

j ) por 

lo que para todo Yy  tenemos     
j

j

j

j yfHyhyfyhyfH )()()()()( . Y 

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j j j j

j j

g y h y T y y h y T y y            . 

Finalmente, un sencillo cálculo demuestra que 
)()( jj Mxh   para Yj )(1 . Con 

estas observaciones en mente, tenemos: 

 
*

)()(
X

yfHyg   

  






Yj

ynj
Xjjjjjj yyfHyTyhyyfyTyh

)(

)(
*)()()()(

1

)()()()()()()()(



   

  












Yj

ynj
jj

j

Yj

ynj
j yhMyh

)(

)(

1

)(

2)(

)(

)(

11

4
)(2)(









  

  









  






4
2

)(

)(

1

)(

2)(

)(

1 Yj

ynj
j

j

j MM . 

Como   )()( yfyfH
Y

 , podemos estimar también 
*

)()(
Y

yfyg . 

Vamos ahora a considerar el caso en el que f  es 1C  y Lipschitz en Y  y F  es 

cualquier extensión Lipschitz de f  a X  con )()( fLipFLip  . En este caso 

tenemos que modificar la definición de las funciones i  como sigue. 

Sea )()()( xxTx kki  si 
ks

Bi )(  es una bola de la subcolección  
1lsl

B  

cubriendo Y  donde k  es elegido (usando el Lema 1) tal que 

12

)( 2)()(  k

i

ykk MyfyT  , y 
8

)(
*

 
Xk y , donde ahora iM  está definido 

por 



i

j

ji MM
1

~
 y   *)(2);( )(sup

~
21 XijjBxj xM 

  . Definimos también 

)()( xFx li   si 
lr

Bi )(  perteneciendo a la subcolección  
1j

rj
B  cubriendo 

YX  , donde la función lF  está elegida usando de nuevo el Lema 1 tal que 
122)()(  l

i

l MxFxF   en 
lr

B2
 y )()()( 00 fLipCFLipCFLip l  . Nótese que, con 

estas elecciones, tenemos: 

122)()(  l

i

i MxFx      en         )(),( 21 iiB  ,        y 









 )(,
8

)(max)( 0 fLipCfMLipLip i


, 
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donde M es como en el Lema 2 (2). 

Podemos obviamente asumir que f  no es constante, luego 0)( fLip , y si   es 

elegido suficientemente pequeño la última inecuación implica: 

)()( 1 fLipCLip i  , 

donde 1C  es una constante que depende sólo de X . 

Ahora definimos la función 1C , Xg :  por 
i

ii xhxxg )()()( . 

Como arriba, podemos comprobar que  )()( xFxg  para todo Xx  y por tanto 

  
*

)()(
X

yfHyg  para todo Yy ; esto es, g  satisface las propiedades (1) y 

(2) del enunciado. Veamos que g  satisface también la propiedad (3). Notando que 

jj MhLip )( , podemos estimar, para todo Xzx , , 

)()( zgxg   

 
j j

jjjj zhzxhx )()()()(  

  
j

jjjjjj zhzxzhxhxFx )())()(())()())(()((  

  


j j

jjj

j

j
zhzxLipzxhLip

M
)()()(

2 2


 

zxfCLipzxfLipC 







 )()(

4
1


, 

siempre que 0  sea suficientemente pequeño (recalcamos que estamos 

asumiendo que 0)( fLip ), y donde 12 1  CC , es una constante que depende 

sólo de X . Esto prueba que )()( fCLipgLip  . Con lo que concluye la demostración 

de este Teorema que será clave tanto en esta sección como en las secciones 2.4 y 2.5. 

 

Con el Teorema 1 se puede probar el siguiente resultado: 

Teorema 2: Sea X  un espacio de Banach separable que admite una norma 1C  

diferenciable. Sean XY   un subespacio cerrado y Yf :  una función 1C  

diferenciable y Lipschitz. Entonces existe una extensión 1C  y Lipschitz, Xg :  

tal que    fCLipgLip   donde 1C  es una constante que depende sólo de X . 
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Demostración: En primer lugar nótese que si h  es una función Lipschitz acotada 

definida en Y , entonces existe siempre una extensión Lipschitz acotada de h  a X  

con la misma constante de Lipschitz y acotada por la misma constante (definida, por 

ejemplo por    yxhLipyhhhx Yy  
)()(inf,min,max ) . 

Para el propósito de la prueba denotaremos una extensión tal h . Sea 0 . 

Vamos a definir una función g  por medio de series construidas por inducción. 

Por el Teorema 1 existe una función 1C , Xg :1  tal que: 

* 1

1 2 gf  en X , 

*
C

ygyf
Y

1

*1 2)()(   para Yy  (nótese que en particular esto implica que 

C
gfLip

Y
12)(  ), y 

* )()( 1 fCLipgLip  . 

Ahora, para 2n , supongamos que hemos elegido ngg ,......1  real-valuadas y 1C

diferenciables en X  tales que para todo Xx  y para todo Yy ,  

n
n

i

i xgf 











 2)(

1

, 

C
ygyf n

Y

n

i

i




  2)()(
*1

, 

y 




























 



 Y

n

j

jn gfCLipgLip
1

1

)( . 

Es claro que una aplicación del Teorema 1 a la función 
Y

gf )( 1  nos proporciona 

una función 2g  que, junto con 1g  hace las propiedades anteriores ciertas para .2n  

Por lo tanto podemos proceder a la etapa general de nuestra construcción inductiva. 

Consideremos la función 



n

i

igfl
1

 que es 1C diferenciable en Y . 

Por el Teorema 1 podemos encontrar una función 1C diferenciable 1ng  en X  tal 

que tenemos: 

1

1 2)()( 

  n

n xgxl  en X   (1) 

y para Yy , 
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C
ygyl n

Yn
1

*1 2)()( 

   ,  (2) 

y también, 

)()( 1 lCLipgLip n  .    (3) 

De (1) tenemos en particular, 1

1

1

1

2)()()()( 







 n

n

n

i

i ygylygyf  en Y  y 

entonces 1
1

1

2)( 












 n

n

i

i xgf   en X . Esto, junto con (2) y (3) completa el 

procedimiento inductivo. 

Ahora, de (2) tenemos que 
C

gfLip n

Y

n

i

i




























  2

1

1

 y así, de (3) obtenemos: 

 nn

Y

n

j

jnn C
CgfCLipgLipxg 



 



























  22)()(

1

11
. 

Por lo tanto la serie )(xg
j

j   es absoluta y uniformemente convergente en X .  

Similarmente podemos estimar 1

1 2)( 

  n

n xg . Además la serie 





1

)()(
n

n xgxg  

define una función 1C  en X , que coincide con f  en Y  por la primera inecuación 

de las hipótesis de inducción. Finalmente, tenemos: 

)(22)()()()(
2

)1(

2

1 fCLipfCLipgLipgLipgLip
n

n

n

n  









 , 

siempre que 0)( fLip  (lo cual puede asumirse siempre) y   sea suficientemente 

pequeño. Esto completa la demostración. 

Observación: Con un poco más de trabajo en las pruebas de los teoremas 

precedentes se puede tomar  la constante C  como cualquier número MC  , donde 

M  es como en el lema 2. Sin embargo, en general, M  será bastante grande por lo 

que no se puede esperar que cualquier refinamiento en las pruebas anteriores dé 

lugar a un enunciado del teorema 2 en el cual C  pueda ser elegido como cualquier 

número mayor que 1. 

Con los resultados expuestos se prueban los siguientes: 

Teorema 3: Sea X  un espacio de Banach separable que admite una norma 1C  

diferenciable. Sean XY   un subespacio cerrado y Yf :  una función 1C  

diferenciable. Entonces existe una extensión 1C  de f  a X . 
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Demostración: Ya que f  es 1C  en Y  existe    



1

),(:
jjjj ryBB  un recubrimiento 

contable de Y  por bolas abiertas en X  tales que f  es Lipschitz en YB j   para 

cada j . Sean jj BU 

 1  y YXW  . 

Consideremos la función XXh :  definida por: x
x

xh



1

1
)( . 

Se puede comprobar fácilmente que h  es un 1C difeomorfismo de X en la bola 

unidad XBint  (con inversa yyyh ))1/(1()(1  ), que h  tiene derivada acotoda y 

que h  preserva líneas y en particular deja invariante el subespacio Y . Componiendo 

h  con las dilataciones y translaciones adecuadas obtenemos difeomorfismos 1C , 

jj BXh :  tales que 
jh  es Lipschitz para cada j . Y componiendo las restricciones 

a Y  de esas 
jh con nuestra función f , obtenemos funciones 1C  Lipschitz 

 Yhff
Yjj :)(:  . De acuerdo con el Teorema 2 existe una extensión 1C  (y 

Lipschitz) XG j :  de 
jf . Entonces la composición: 

1
 jjj hGg   

Define una extensión 1C  de 
YB j

f


 a 
jB  . Ponemos 10 g . 

Ahora sea    



10 jj  una partición de la unidad 1C  subordinada al recubrimiento 

abierto    



1jjBW  de X  (tal partición de la unidad siempre existe para espacios 

separables con normas 1C , véase el Teorema VIII.3.2, p.351 de [De]). Definimos: 







0

)()()(
j

jj xgxxg   

Entonces es claro que g  es una extensión 1C  de f  a X . 

Por último, tenemos el siguiente sencillo corolario: 

Corolario: Sea X  un espacio de Banach separable que admite una norma 1C  

diferenciable. Sean XU   un abierto y Uf :  una función 1C  diferenciable. 

Entonces para cualquier subconjunto abierto UV   con UV   existe una 

extensión de 
V

f  a X .  
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2.4 Extensión diferenciable de funciones en una cierta clase de 

Espacios de Banach no separables 

 

En esta sección trabajaremos con extensiones en Espacios de Banach no separables. 

Para consultar o ampliar la información véase: [Jim 1]. 

Para comenzar daremos la siguiente definición junto con un resultado de interés: 

Definición: Una función entre espacios métricos,    21 ,,: dMdMf   se dice que es 

bi-Lipschitz si existe una constante 1C  tal que: 

     yxCdyfxfdyxd
C

,)(),(,
1

121   

Proposición: Una aplicación entre espacios topológicos que sea sobreyectiva y bi-

Lipschitz es un homeomorfismo. 

Consideramos ahora el problema de extensión de funciones diferenciables desde un 

subespacio de un espacio de Banach infinito dimensional a una función en todo el 

espacio. Más precisamente, si X  es un espacio de Banach infinito dimensional, Y  es 

un subespacio cerrado de X  y Yf :  es una función kC  diferenciable, ¿bajo 

qué condiciones existe una función kC  diferenciable, XF :  tal que fF
Y
 ? 

Como ya se vio en el apartado anterior, si Y  es un subespacio complementado de 

un espacio de Banach se puede construir fácilmente una extensión de una función 

diferenciable Yf : . Pero esta extensión no resuelve el problema ya que si X  

es un espacio de Banach que no es isomorfo a un espacio de Hilbert, entonces tiene 

un subespacio cerrado que no es complementado en X . En el apartado anterior se 

ha expuesto el trabajo de Azagra, Fry y Keener en [Az 1] sobre funciones en espacios 

de Banach con dual separable. En este apartado se pretende extender dichos 

resultados a la configuración general de los espacios de Banach donde cada función 

Lipschitz puede ser aproximada por una función Lipschitz 1C  diferenciable. El 

procedimiento de las demostraciones es análogo al caso separable.  

Para poder enunciar los resultados principales necesitamos definir la propiedad (*) 

como la propiedad de aproximación Lipschitz y 1C  diferenciable para funciones 

Lipschitz: 

Definición: Un espacio de Banach X  satisface la propiedad (*) si existe una constante 

0C  que depende sólo de X  tal que para toda función Lipschitz Xf :  y para 

todo 0  existe una función Lipschitz 1C  diferenciable, XK :  tal que: 

 )()( xKxf  para todo Xx  y )()( 0 fLipCKLip 
. 
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Equivalentemente X  satisface la propiedad (*) si hay una constante 0C  que 

depende sólo de X  tal que para todo subconjunto XY   y cualquier función 

Lipschitz Yf :  y para todo 0  existe una función Lipschitz 1C  

diferenciable, XK :  tal que: 

 )()( yKyf  para todo Yy  y )()( 0 fLipCKLip   

 En efecto, cualquier función Lipschitz real-valuada f  definida en Y  puede 

extenderse a una función Lipschitz en X  con la misma constante de Lipschitz. Como 

se indicó en anteriores apartados, por ejemplo: })()({inf)( yxfLipyfxF Yy    

Observación: Nótese que cualquier espacio de Banach con dual separable satisface 

la propiedad (*). 

Veremos que si X  satisface la propiedad (*) e Y  es un subespacio cerrado de X , 

entonces para toda función 1C  diferenciable real-valuada, f  definida en Y , 

existe una extensión 1C  de f  a X . Se exponen a continuación los resultados: 

Teorema 1: Sea X  un espacio de Banach con la propiedad (*). Sean XY   un 

subespacio cerrado y Yf :  una función 1C  diferenciable, entonces existe una 

extensión 1C  diferenciable de f  a X . Además si la función f  1C  diferenciable 

dada es Lipschitz en Y  entonces hay una extensión 1C  diferenciable y Lipschitz, 

XH :  de f  a X  tal que )()( fCLipHLip   donde C  es una constante que 

depende sólo de X . 

Corolario 1: Sea M  una variedad de Banach paracompacta 1C  diferenciable 

modelada por un espacio de Banach con la propiedad (*) (en particular cualquier 

variedad Riemaniana), y sea N  una subvariedad 1C  diferenciable de M . Entonces 

cualquier función Nf :  tiene una extensión 1C  diferenciable a M . 

Teorema 2: Sean X  un espacio de Banach con la propiedad (*), XY   un 

subconjunto convexo cerrado, XU   un conjunto abierto que contiene a Y  y 

Uf :  una función 1C  diferenciable en Y  como función en U . Entonces 

existe una extensión 1C  diferenciable de 
Y

f  a X . Además si la función 1C  

diferenciable, f , dada es Lipschitz en Y , entonces existe una extensión 1C  

diferenciable y Lipschitz, XH :  de 
Y

f  a X  tal que )()(
Y

fCLipHLip   donde 

C  es una constante que depende sólo de X . 

Corolario 2: Sea X  un espacio de Banach cumpliendo que existe un homeomorfismo 

bi-Lipschitz entre X  y algún subconjunto de )(0 c , para algún conjunto  , cuyas 

funciones coordenadas son 1C  diferenciables. Sea XY   un subespacio cerrado 

y Yf :  una función 1C  diferenciable (respectivamente 1C  diferenciable y 

Lipschitz).  
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Entonces existe una extensión 1C  diferenciable, H  de f  a X  (respectivamente, 

una extensión 1C  diferenciable y Lipschitz, H  de f  a X  con )()( fCLipHLip   

donde C  es una constante que depende sólo de X ). 

Corolario 3: Sea X  uno de los siguientes espacios de Banach: 

(i) un espacio de Banach tal que existe un homeomorfismo bi-Lipschitz entre X  y 

algún subconjunto de )(0 c , para algún conjunto  , cuyas funciones coordenadas 

son 1C  diferenciables. 

(ii) un espacio de Hilbert. 

Sea XY   un subconjunto convexo cerrado, XU   un conjunto abierto que 

contiene a Y  y Uf :  una función 1C  diferenciable en Y  como función en U  

(respectivamente una función 1C  diferenciable en Y  como función enU  y 

Lipschitz enY ). Entonces existe una extensión 1C  diferenciable, H  de 
Y

f  a X  

(respectivamente existe una extensión 1C  diferenciable y Lipschitz, H  de 
Y

f  a X  

tal que )()(
Y

fCLipHLip   donde C  es una constante que depende sólo de X ). 

 

Para poder demostrar los resultados anteriores, lo primero que se necesita es la 

existencia de particiones de la unidad 1C  diferenciables y Lipschitz en espacios de 

Banach que cumplen la condición (*). Recalcamos aquí la definición: 

Definición. Un espacio de Banach X  admite de particiones de la unidad 1C  

diferenciables y Lipschitz cuando para cualquier recubrimiento abierto                               

U
 rrU }{  de X  existe una colección de funciones 1C  diferenciables y Lipschitz, 

Iii }{  tales que: 

(1) 0i  en X  para todo Ii , 

(2) la familia { supp   }
Iii 

  es localmente finita, donde supp

  }0)(:{  xXx ii  , 

(3) Iii }{  está subordinada a U  rrU }{ , es decir, para cada Ii  existe r  tal 

que supp   ri U  y 

(4)   1


x
Ii

i  para todo Xx . 

Por otro lado, se denota por ),( BAdist  la distancia entre dos conjuntos A  y B , es 

decir, },:inf{ BbAaba  . 
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El siguiente lema nos proporciona la herramienta para generalizar la construcción 

de recubrimientos abiertos adecuados en espacios de Banach que serán la clave para 

obtener una generalización del resultado de extensiones diferenciables dado por 

Azagra, Fry y Keener en [Az 1]. 

Lema 1: Sean E  un espacio métrico, U  rrU }{  un recubrimiento abierto de E

. Entonces existen refinamientos abiertos 
 rnrnV ,, }{  y 

 rnrnW ,, }{  de U  (donde 

  denota los números naturales) cumpliendo las siguientes propiedades: 

(i) 
rrnrn UWV  ,,
 para todo n  y r , 

(ii) 1,, 2
1),(  nrnrn WEVdist  para todo n  y r , 

(iii) 1,, 2
1),(   nrnrn WWdist  para todo n  y rr,  con rr  , 

(iv) para todo Ex  existen una bola abierta ),( xsxB  de E  y un número natural xn  

tales que: 

 (a) si xni  , entonces  rix WsxB ,),(  para todo r , 

(b) si xni  , entonces  rix WsxB ,),(  para al menos un r , 

 

 

P. Hájek y M. Johanis en [Ha] probaron que si un espacio de Banach X  satisface la 

propiedad (*) entonces X  admite particiones de la unidad 1C diferenciables y 

Lipschitz, lo que es, a su vez, equivalente a la existencia de una base  discreta, B  

de la topología de X  tal que para todo B B  existe una función 1C diferenciable  

y Lipschitz, ]1,0[: XB  con ),0(1  B . Cabe resaltar que dado un 

recubrimiento abierto rrU }{  de X  no siempre es posible obtener una partición 

de la unidad 1C diferenciable  y Lipschitz, rr }{  con el mismo conjunto de 

índices tal que supp rr U)( . Por ejemplo, si A  es un subconjunto no vacío y 

cerrado de X , W  es un subconjunto abierto de X  tal que WA  con 

0),( WXAdist  y },{ 21   una partición de la unidad 1C diferenciable 

subordinada a },{ AXW  , entonces 1)(1 A  y 0)(1 WX  y así, 1  no es 

Lipschitz. Sin embargo, para probar el Teorema 3 que enunciaremos después, sólo 

necesitamos los siguientes resultados: 
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Lema 2: Sea X  un espacio de Banach con la propiedad (*). Entonces para todo 

rrU }{   recubrimiento abierto de X  existe un refinamiento abierto 
 rnrnW ,, }{  de 

rrU }{  cumpliendo las propiedades del Lema 1 y existe una partición de la unidad 

1C  diferenciable y Lipschitz, 
 rnrn ,, }{  tal que supp

rrnrn UW  ,, )(  y 

)12(2)( 5

0,  n

rn CLip   para todo n  y r . 

En la demostración del Lema 2 es necesario el Lema 1. Y ambos son necesario para 

demostrar el Teorema 3, aunque éste se puede probar de manera alternativa 

utilizando bases  discretas de X  y la construcción de adecuadas particiones de 

la unidad 1C  diferenciables y Lipschitz subordinadas a alguna subfamilia de esa 

base. 

 

El siguiente lema es una modificación necesaria de la propiedad (*) para probar los 

resultados principales de este apartado: 

 

Lema 3: Sea X  un espacio de Banach con la propiedad (*). Entonces para todo 

subconjunto XY  , toda función XF :  tal que 
Y

F  es Lipschitz y todo 0  

existe una función 1C  diferenciable, XG :  tal que: 

(i)  )()( xGxF  para todo Xx , y 

(ii) )()( 0 YY
FLipCGLip  . Además, )()( 0* YX

FLipCyG   para todo Yy  donde 

0C  es la constante dada por la propiedad (*). 

(iii) Además, si F  es Lipschitz en X , existe una constante 01 CC   que depende sólo 

de X  tal que la funciónG  puede ser elegida Lipschitz en X  y )()( 1 FLipCGLip  . 

 

El siguiente resultado de aproximación es la llave para probar el Teorema 1. 

Recalcamos que el caso separable está dado en [Az 1] y ha sido estudiado en el 

precedente apartado. 

 

Teorema 3: Sean X  un espacio de Banach con la propiedad (*) e XY   un 

subespacio cerrado. Sean Yf :  una función 1C diferenciable y F  una 

extensión continua de f  a X . Entonces, para todo 0  existe una función 1C  

diferenciable, XG :  tal que si 
Y

Gg   entonces: 

(i)  )()( xGxF  en X , y  

(ii) 
*)()(

Y
ygyf  en Y . 
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(iii) Además si f  es Lipschitz en Y  y F  es una extensión Lipschitz de f  a X , 

entonces la función G  puede ser elegida Lipschitz en X  y )()( 2 FLipCGLip  donde 

2C  es una constante que depende sólo de X . 

Este teorema proporciona la herramienta para probar el Teorema 1 que establece 

que toda función 1C  diferenciable (función 1C  diferenciable y Lipschitz) 

definida en un subespacio cerrado tiene una extensión 1C  diferenciable 

(extensión 1C  diferenciable y Lipschitz, respectivamente) a X . 

 

La demostración del Corolario 1 es similar al caso separable [Az 1]. (Recalcamos que 

una variedad paracompacta 1C , M  modelada en un espacio de Banach admite 

particiones de la unidad 1C diferenciables siempre que el espacio de Banach en el 

que se modela lo haga). 

Un resultado análogo al Teorema 3 puede establecerse para funciones 

diferenciables definidas en subconjuntos cerrados y convexos, Y  de X  con las 

condiciones requeridas dadas en el Teorema 2.  

 

Por último, estudiaremos bajo qué condiciones una función real-valuada definida en 

un subconjunto cerrado, (posiblemente no convexo) Y  de un espacio de Banach X  

con la propiedad (*) puede ser extendida a una función 1C  diferenciable en X . 

Desafortunadamente, podemos encontrar ejemplos de funciones real-valuadas, f  

definidas en un entorno abierto U  de un subconjunto cerrado (no convexo), Y  de 

  tal que Uf :  es diferenciable en todo punto Yy , la función Y , 

)(yfy   es continua en Y  y 
Y

f  no admite ninguna extensión 1C  diferenciable 

a  .  Así, en general, no podemos obtener un enunciado similar al Teorema 2 para 

subconjuntos cerrados no convexos, Y  de X . Vale la pena señalar que, mediante la 

aplicación del Teorema del Valor Medio, si Yf :  admite una extensión 1C  

diferenciable, XH : , entonces, tomando *)(:)( XyHyD   para Yy , 

tenemos la siguiente condición de valor medio: 

 

para todo Yy , para todo 0 , existe 0r  tal que: 

wzwzyDwfzf  ))(()()( , para todo ),(, ryBYwz  .        (E)   
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Definición: Si Y  es un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X , sea 

},:{: YyyyyspanZ  . Sean Yf :  y *: ZYD   aplicaciones continuas. 

Diremos que Yf :  satisface la condición (E) para D  si el enunciado (E) es 

cierto. 

Así, la condición (E) es necesaria para extender Yf :  a una función 1C  

diferenciable XH : . Además el siguiente resultado establece que la condición 

(E) es también suficiente en espacios con la propiedad (*). 

 

Teorema 4: Sean X  un espacio de Banach con la propiedad (*), XY   un 

subconjunto cerrado y Yf :  una función en Y . Entonces, f  satisface la 

condición (E) si y sólo si existe una extensión 1C  diferenciable H  de f  a X . 

Además, si asumimos que la función f  es Lipschitz en Y  entonces f  satisface la 

condición (E) para alguna función continua: *: ZYD   con 

 }:)(sup{ * YyyD
Z

 si y sólo si existe una extensión 1C  diferenciable y 

Lipschitz, H  de f  a X . En este caso, si f  satisface la condición (E) para D  con 

 }:)(sup{: * YyyDM
Z

, entonces podemos obtener H  con 

))()(1()( 1 fLipMCHLip  , donde 1C  es la constante definida en el Lema 3. 

 

Teorema 5: Sean X  un espacio de Banach con la propiedad (*), XY   un 

subconjunto cerrado y Yf :  una función cumpliendo la condición (E) para 

alguna función continua *: ZYD  . Consideremos una extensión continua, F  de 

f  a X . Entonces, para todo 0  existe una función 1C  diferenciable, XG :  

tal que si 
Y

Gg :  entonces: 

(i)  )()( xGxF  en X , y 

(ii)  *)()(
Z

yGyD  para todo Yy  y  )( gfLip . 

(iii) Además, si asumimos que f  es Lipschitz en Y , F  es una extensión Lipschitz 

de f  a X  y  }:)(sup{ * YyyDM
Z

 entonces la función G  puede ser elegida 

Lipschitz en X  y )()1(
4

)( 11 FLipCMCGLip 


. 

 

 

 

 



58 
 

Por último, en el siguiente corolario se da una caracterización de la propiedad (*): 

Corolario 4: Sea X  un espacio de Banach. Los siguientes enunciados son 

equivalentes: 

(i) X  satisface la propiedad (*). 

(ii) Asumimos que Yf :  es una función Lipschitz que cumple la condición (E) 

para alguna función continua *: ZYD   con  ]:)(sup{: * YyyDM
Z

. 

Entonces, existe una extensión Lipschitz y 1C diferenciable de f  a X , XH :  

con  )()( 3 fLipMCHLip   donde 3C  es una constante que depende sólo del 

espacio X . 

 

 

 

2.5 Extensiones diferenciables de funciones vectoriales 

valuadas definidas en subconjuntos cerrados de espacios de 

Banach 

Sean X  y Z  espacios de Banach, A  un subconjunto cerrado de X  y ZAf :  una 

aplicación. En este apartado daremos condiciones necesarias y suficientes para 

obtener una aplicación 1C diferenciable, ZXF :  tal que fF
A
  en los 

siguientes casos: 

(i) X  y Z  son espacios de Hilbert y X  es separable. 

(ii) *X  es separable y Z  es un retracto Lipschitz absoluto. 

(iii) 2LX   y 
pLZ   con 21  p  

(iv) pLX   y 2LZ   con  p1  donde pL  es cualquier espacio de Banach 

separable  ,,SLp  con  ,,S  un espacio de medida finita. 

Para consultar las demostraciones de los resultados véase [Jim 2]. 

Estudiaremos cómo las técnicas dadas en [Az 1] y [Jim 1] pueden ser aplicadas para 

obtener una extensión 1C diferenciable de una función 1C diferenciable y 

vectorial-valuada definida en un subconjunto cerrado de un espacio de Banach. Más 

precisamente, si X  y Z  son espacios de Banach, A  un subconjunto cerrado de X  

y ZAf :  una aplicación, ¿bajo qué condiciones existe una aplicación 1C

diferenciable, ZXF :  tal que la restricción de F  a A  sea f , esto es: fF
A
 ? 
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Notación:  

(i) Denotaremos por ),( ZXL al espacio de todas las aplicaciones lineales acotadas 

desde el espacio de Banach X  en el espacio de Banach Z . 

(ii) Si A  es un subconjunto de X  la restricción de la aplicación ZXf :  a A  se 

denota por 
A

f . Decimos que ZXG :  es una extensión de ZAg :  si gG
A
 . 

(iii) Una aplicación ZAf :  es L Lipschitz siempre que yxLyfxf  )()(  

para todo Ayx ,  y la constante de Lipschitz de f  es 

















 yxAyx

yx

yfxf
fLip ,,:

)()(
sup:)( . 

Como ya se ha mostrado en apartados anteriores, el problema de extensiones 1C

diferenciables para funciones real-valuadas definidas en un subconjunto de un 

espacio de Banach infinito dimensional se ha estudiado [Az 1], donde además los 

autores hacen un informe detallado de la teoría de las extensiones diferenciables.  

Una generalización de estos resultados puede consultarse en [Jim 1] para espacios 

de Banach no separables siempre que cumplan una cierta propiedad de 

aproximación (la propiedad (*) para ),( X que ha sido expuesta en el apartado 

anterior: 2.4 y que reformularemos a continuación). Cuando X  satisface esta 

propiedad de aproximación, A  es un subconjunto cerrado de X  y Af :  es 

una función, la existencia de una extensión 1C diferenciable de f  está 

caracterizada por la siguiente propiedad: (que tanto en [Jim 1] como en el apartado 

anterior se llamó “condición (E)”). 

 

Definición: Sean X  y Z  espacios de Banach y XA   un subconjunto cerrado. 

(1) Diremos que la función ZAf : satisface la condición del valor medio si existe 

una aplicación continua  ZXLAD ,:   tal que para todo Ay  y todo 0  existe 

una bola abierta  ryB ,  en X  tal que: 

wzwzyDwfzf  ))(()()( , 

para todo ),(, ryBAwz  . En este caso, decimos que f  satisface la condición del 

valor medio en A  para la aplicación D . 

(2) Decimos que la aplicación ZAf :  satisface la condición del valor medio para 

una aplicación acotada si satisface la condición del valor medio para una función 

continua y acotada:  ZXLAD ,:  , es decir,   AyyD :)(sup . 
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Una consecuencia directa del teorema del valor medio es que, siempre que 

ZAf :  sea la restricción de una aplicación 1C diferenciable, ZXF :  (una 

aplicación 1C diferenciable  y  Lipschitz) entonces ZAf :  satisface la condición 

del valor medio para 
A

F   (la condición del valor medio para la aplicación acotada 

A
F  , respectivamente). 

Buscaremos ahora obtener, bajo ciertas condiciones, extensiones 1C

diferenciables de aplicaciones 1C diferenciables ZAf : . Más precisamente, 

consideremos las siguientes propiedades: 

Definición:   

(1) El par de espacios de Banach  ZX ,  tiene la propiedad (*) si existe una constante 

10 C , que depende sólo de X  y Z , tal que para todo subconjunto XA  , toda 

función Lipschitz ZAf :  y todo 0 , existe una función 1C diferenciable y 

Lipschitz, ZXg :  tal que  )()( xgxf  para todo Ax  y )()( 0 fLipCgLip  . 

(2) El par de espacios de Banach  ZX ,  tiene la propiedad (A) si existe una 

constante 1C , que depende sólo de X  y Z , tal que para toda función Lipschitz 

ZXf :  y todo 0 , existe una función 1C diferenciable y Lipschitz, 

ZXg :  tal que   )()( xgxf  para todo x X  y )()( fCLipgLip  . 

(3) El par de espacios de Banach  ZX ,  tiene la propiedad (E) si existe una constante 

1K , que depende sólo de X  y Z , tal que para todo subconjunto A  de X  y toda 

función Lipschitz ZAf :  existe una extensión Lipschitz ZXF :  tal que 

)()( fKLipFLip  . 

(4) Un espacio de Banach X  tiene la propiedad (*), la propiedad (A) o la propiedad 

(E) siempre que el par  ,X  las tenga. 

Recordemos la siguiente caracterización conocida para retractos Lipschitz 

absolutos. 

Proposición 1: Sea Z  un espacio métrico. Son equivalentes: 

(i) Z  es un retracto Lipschitz absoluto. 

(ii) Existe 1K , que depende sólo de Z , tal que para todo espacio métrico X , todo 

subconjunto XA  y toda función Lipschitz ZAf : , existe una extensión 

ZXF :  de f  tal que )()( fKLipFLip  . 

 

 

Combinando esta caracterización con los resultados en [Ha] obtenemos la siguiente 

proposición: 
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Proposición 2: Sea X  un espacio de Banach tal que existe un conjunto   y un 

homeomorfismo bi-Lipschitz   0: cX  con funciones coordenadas 1C

diferenciables, Xe :*   . Sea Z  un espacio de Banach que es un retracto 

Lipschitz absoluto. Entonces el par  ZX ,  satisface las propiedades (A) y (E). 

Como se verá en la siguiente proposición, la propiedad (*) es necesaria para obtener 

ciertas extensiones Lipschitz, 1C diferenciables. 

Proposición 3: Sea  ZX ,  un par de espacios de Banach tal que existe una constante 

1C , que depende sólo de X  y Z , tal que para todo subconjunto cerrado XA   

y toda función Lipschitz ZAf :  cumpliendo la condición del valor medio para 

una función acotada D  con   AyyDM :)(sup  y existe una extensión 

Lipschitz 1C diferenciable, G  de f  a X  con  )()( fLipMCGLip  . Entonces el 

par  ZX ,  satisface la propiedad (*). 

Los principales teoremas de extensiones diferenciables de funciones desde 

subconjuntos cerrados en este contexto son los siguientes: 

Teorema 1: Sean  ZX ,  un par de espacios de Banach con la propiedad (*), XA   

un subconjunto cerrado de X  y una función ZAf : . Entonces, f satisface la 

condición del valor medio si y sólo si hay una extensión 1C diferenciable, G  de f  

a X . 

Teorema 2: Sean  ZX ,  un par de espacios de Banach con la propiedad (*), XA   

un subconjunto cerrado de X  y una función ZAf : . Entonces, f  es Lipschitz y 

satisface la condición de valor medio para una función acotada si y sólo si existe una 

extensión 1C diferenciable y Lipschitz, G  de f  a X . 

Además, si f es Lipschitz y satisface la condición del valor medio para una función 

acotada  ZXLAD ,:   con   AyyDM :)(sup: , entonces podemos 

obtener una extensión 1C diferenciable y Lipschitz, G  con 

))()(1()( 0 fLipMCGLip  , donde 0C  es la constante dada por la propiedad (*) 

(que depende sólo de X  y Z ). 

Como consecuencia obtenemos el siguiente resultado: 

Corolario 1: Sean X  y Z  espacios de Banach y asumimos que se da al menos una 

de las siguientes condiciones: 

(i) X  es finito dimensional, 

(ii) X  y Z  son espacios de Hilbert y X  es separable, 

(iii) 2LX   y pLZ   con 21  p , 
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(iv) 
pLX   y 2LZ   con  p1  (donde 

pL  es algún espacio de Banach separable 

 ,,SLp
 con  ,,S  un espacio de medida  finita), 

(v) existe un conjunto   y un homeomorfismo bi-Lipschitz   0: cX  con 

funciones coordenadas 1C diferenciables (por ejemplo, cuando *X  es separable), 

y Z  es un retracto Lischitz absoluto. 

Sea A  un subconjunto cerrado de X  y ZAf :  una aplicación. Entonces f  

satisface la condición del valor medio (la condición del valor medio para una función 

acotada y f es Lipschitz) en A  si y sólo si existe una extensión 1C diferenciable, 

(una extensión 1C diferenciable y Lipschitz, respectivamente), G  de f  a X . 

Además, si f  es Lipschitz y satisface la condición del valor medio para una función 

acotada  ZXLAD ,:   con   AyyDM :)(sup: , entonces podemos 

obtener una extensión 1C diferenciable y Lipschitz, G  con 

      fLipMCGLip  01 , donde 0C  es la constante dada por la propiedad (*) 

(que depende sólo de X  y Z ). 

Para terminar este apartado veremos los resultados para extensiones diferenciables 

desde subespacios. Sean X  y Z  espacios de Banach e Y un subespacio cerrado de 

X .  Si toda función 1C diferenciable, ZYf :  puede ser extendida a una función 

1C diferenciable, ZXG : , entonces para todo operador lineal acotado, 

ZYT :  existe un operador lineal acotado ZXT :
~

 tal que TT Y 
~

.  

Además, si  asumimos que toda función 1C diferenciable y Lipschitz ZYf :  

puede ser extendida a una función 1C diferenciable y Lipschitz ZXG :  con 

   fCLipGLip   donde C  es una constante que depende sólo de X  y Z , entonces 

para todo operador lineal acotado ZYT :  existe un operador lineal acotado 

ZXT :
~

 tal que TT Y 
~

 y 
),(

),(

~

ZYL
ZXL

TCT  .  En efecto, es suficiente considerar 

)0(
~

GT  , donde G  es la función extendida de T  dada por los supuestos. 

 

Definición: Decimos que un par de espacios de Banach  ZX ,  satisface la propiedad 

de extensión lineal si existe 1  que depende sólo de X  y Z , tal que para cada 

subespacio cerrado XY   y cada operador lineal acotado ZYT : , existe un 

operador lineal acotado ZXT :
~

tal que TT Y 
~

 y 
),(

),(

~

ZYL
ZXL

TCT  . 
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Proposición 4: Sean  ZX ,  un par de espacios de Banach cumpliendo la propiedad 

de extensión lineal e Y  un subespacio cerrado de X . Si ZYf :  es una función 

1C diferenciable (una función 1C diferenciable y Lipschitz), entonces f  

satisface la condición del valor medio (la condición del valor medio para una función 

acotada, respectivamente) en Y . 

 

Utilizando los Teoremas 1 y 2 podemos obtener el siguiente resultado para 

extensiones 1C diferenciables y 1C diferenciables y Lipschitz a X  de funciones 

1C diferenciables en Y  cuando  ZX ,  satisface la propiedad (*) y la propiedad de 

extensión lineal. 

Corolario 2: Sea  ZX ,  alguno de los siguientes pares de espacios de Banach: 

(i)  2, LLp
,  p2 , 

(ii)     KCc ,0  , donde   es un conjunto no vacío y K  es un espacio métrico 

compacto, 

(iii)     KCl p , ,  p1  y K  es un espacio métrico compacto, 

(iv)   KCX , , X  es un espacio de Orlicz con dual separable y K  es un espacio 

métrico compacto, 

(v)   0,cX , X  con dual separable, 

(vi)  ,X , tal que existen un conjunto   y un homeomorfismo bi-Lipschitz 

  0: cX  con funciones coordenadas 1C diferenciables (por ejemplo, cuando 
*X  es separable) 

Sea Y  un subespacio cerrado de X . Entonces toda función 1C diferenciable, 

ZYf :  tiene una extensión 1C diferenciable a X . 

Además, existe 1C , que depende sólo de X  y Z , tal que toda función 1C

diferenciable y Lipschitz, ZYf :  tiene una extensión 1C diferenciable y 

Lipschitz, ZXF :  a X  con    fCLipFLip  . 
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Consideremos la siguiente definición: 

Definición: Sean X  y Z  espacios de Banach e Y  un subespacio cerrado de X . 

Decimos que el par ( , )Y Z  tiene la propiedad de X - extensión lineal si existe 1 , 

que depende sólo de X , Y  y Z , tal que para cada función lineal acotada ZYT :  

existe una extensión lineal acotada  ZXT :
~

 con 
),(

),(

~

ZYL
ZXL

TCT  . 

Por último, con los Teoremas 1 y 2 y una pequeña modificación de la Proposición 4 

obtenemos el siguiente corolario: 

Corolario 3: Sea  ZX ,  un par de espacios de Banach con la propiedad (*). Sea Y

un subespacio cerrado de X  tal que el par  ZY ,  tiene la propiedad de X

extensión lineal. Entonces cada función 1C diferenciable, ZYf :  tiene una 

extensión a X . Además, existe 1C , que depende sólo de X  y Z , tal que toda 

función 1C diferenciable y Lipschitz, ZYf :  tiene una extensión 1C

diferenciable y Lipschitz, ZXF :  a X  con    fCLipFLip  . 
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Capítulo 3. Extensión de funciones diferenciables. El caso 

de funciones Fréchet diferenciables con derivada no 

necesariamente continua. 

En este capítulo se mencionarán algunos resultados que profundizan en la 

derivabilidad de las extensiones de funciones exigiendo condiciones con respecto a 

las derivadas que no  tienen porqué ser necesariamente continuas. 

En primer lugar enunciaremos un resultado que generaliza de manera conjunta el 

teorema de extensión de Whitney y el teorema de extensión de Aversa-Laczkovich-

Preiss en el que empezamos a trabajar con las derivadas Fréchet y las funciones 

Baire 1. 

Después daremos un resultado de extensión para funciones Baire 1 vector-valuadas 

preservando los puntos de continuidad. Y por último terminaremos con varios 

resultados sobre extensiones vector-valuadas preservando las derivadas. 

 

3.1 Generalización conjunta del Teorema de Extensión 1C   de 

Whitney y el Teorema de Extensión de Aversa-Laczkovich-

Preiss 

Veremos una generalización conjunta del Teorema de Extensión 1C  de Whitney y el 

Teorema de Extensión de Aversa-Laczkovich-Preiss (Teorema ALP). Se puede 

describir aproximadamente como un teorema de extensión de una función 

diferenciables definida en un subconjunto cerrado de n a una función diferenciable 

en n  preservando la continuidad de la derivada. Los resultados y demostraciones 

expuestos en este apartado pueden consultarse en [Koc 1]. 

Definición: Sean nF   un conjunto arbitrario, Ff :  una función, Fa  

y n

aL   decimos que: 

(i) aL  es una derivada (Fréchet) de f  (con respecto a F ) si derFa (donde derF  

es el conjunto de puntos de acumulación de F ) y  

 
0

)()(

;






 ax

axLafxf
Lim a

Fxax
,     ó   a es un punto aislado de F . 

(ii) aL  es una derivada estricta de f  (con respecto a F ) si derFa y 

 
0

)()(

;,;,






 xy

xyLxfyf
Lim a

yxFyxaxay
 (con ayax  ,  permitido), 

ó a es un punto aislado de F . 
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Es conocido y fácil de probar que una función f  en un conjunto abierto nG   es 

estrictamente diferenciable si y sólo si  GCf 1 . 

El Teorema de Extensión de Whitney al que hacemos mención se encuentra 

enunciado y demostrado en el primer apartado del capítulo anterior. El otro 

teorema al que se hace referencia en este apartado es el siguiente: (Véase [Av]) 

Teorema ALP: Sean nF   un conjunto cerrado no vacío, Ff :  una función y 
nFL :  una derivada de f . Entonces f puede extenderse a una función f  en 

n  diferenciable en cualquier parte tal que   Lf 


 en F  si y sólo si  FBL 1 . 

Aquí,   FB1  denota el conjunto de todas las funciones Baire 1 en F . (Recordamos 

que una función es Baire 1 si es límite puntual de una sucesión de funciones 

continuas). En la demostración de este teorema los autores utilizan sus propios 

resultados de extensiones de funciones Baire 1. 

Combinando los teoremas anteriores Koc y Zajícek demuestran el siguiente 

teorema, que es el resultado principal de [Koc 1]: 

Teorema: Sean nF   un conjunto cerrado no vacío, Ff :  una función y 
nFL :  una derivada de f  tal que  FBL 1 . Entonces existe una función 

nf :  tal que: 

(i) f  es diferenciable en n , 

(ii) )()( xfxf   y      xLxf 


 para Fx , 

(iii) si Fa , L  es continua en a  y  aL  es una derivada estricta de f  en a , 

entonces  f  es continua en a , 

(iv) f  es C  en Fn  . 

Observación: El teorema implica fácilmente el caso 1C  del teorema de extensión de 

Whitney. En efecto, supongamos que las asunciones del teorema de Whitney se 

cumplen. Es suficiente probar que  aL  es una derivada estricta de f  en a  para 

todo Fa , ya que obtenemos la función extendida que deseábamos, f  aplicando 

el teorema que acabamos de enunciar. 

Por último el siguiente teorema es casi una inmediata reformulación de [Whit 2, 
Theorem I] para el caso 1m . 

Teorema W1: Sean F  un conjunto cerrado y Ff :  una función. Entonces 

f  puede extenderse a una función 1C  en   si y sólo si existe una derivada estricta 

de f  en x  para todo derFx . 
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3.2 Extensiones de funciones de Baire 1 vector-valuadas 

preservando los puntos de continuidad 

El siguiente teorema de extensión de funciones Baire 1 vector-valuadas ha sido 

demostrado por Koc y Kolár en [Koc 2]: 

Teorema: Sean  dX ,  un espacio métrico, XH   un conjunto cerrado, Z un 

espacio lineal normado y ZHf :  una función Baire 1. Entonces existe una 

función   ZHXg :  tal que: 

 
 

0
,

,
)()(

;


 axd

Hxdist
afxgLim

ZHXxax
   (1) 

para todo Ha  , 

)()(
;

afxgLim
HXxax




      (2) 

siempre que Ha   y f  sea continua en a , y 

g  está acotada en   HraB ,     (3) 

siempre que Ha  (o incluso Ha ),     ,0r  y f esté acotada en 

  HraB 12, . 

 

Observaciones: 

(i) En [Av, Theorem 6] la primera parte del teorema (es decir, la propiedad (1), sin 

las propiedades (2) y (3)) está demostrada para el caso especial Z  con 

  Zdim . 

(ii) En [Koc 1] se extiende el caso anterior incluyendo la propiedad (2). La principal 

contribución es que Z  puede ser un espacio lineal normado arbitrario. 

(iii) Las propiedades (1) y (2) constituyen la parte más importante del teorema 
precedente. Otras declaraciones (continuidad de g y la propiedad (3)) han sido 

añadidas por los autores ya que podrían ser útiles y no requieren mucho trabajo.  

De hecho la continuidad de g  se alcanza en el último párrafo de la demostración del 

teorema ([Koc 2]) y desde ahí es obvio cómo también se puede lograr un mayor 

grado de diferenciabilidad cuando X  admite una estructura lineal y una partición 

diferenciable de la unidad. 

La demostración del teorema depende de un resultado que proporciona una 

aproximación de una función de Baire 1 dada, f , mediante una sucesión de 

funciones localmente Lipschitz que convergen uniformemente en puntos de 

continuidad de f . 
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3.3 Extensiones de funciones vector valuadas preservando las 

derivadas 

En [Koc 1] M. Koc y L. Zajicek probaron, como ya hemos visto, un resultado que 

generalizaba de manera conjunta ambos resultados de extensión de  V. Aversa, M. 

Laczkovih y D. Preiss así como el teorema de extensión de Whitney para el caso 1C  

para funciones real-valuadas definidas en subconjuntos cerrados de n . Su 

resultado puede ser descrito aproximadamente como un teorema de extensión a 

funciones diferenciables preservando los puntos de continuidad de la derivada. 

Siguiendo el método usado en [Koc 1] M. Koc y Jan Kolár son capaces de generalizar 

sus resultados focalizándose en las funciones vector-valuadas obteniendo los 

resultados que veremos a continuación y que pueden consultarse junto con sus 

demostraciones en [Koc 3].  Koc y Kólar añaden además otras nuevas características 

como por ejemplo suposiciones no restrictivas permitiendo una función arbitraria 

(los puntos de diferenciabilidad y continuidad se conservan), la conservación de la 

propiedad Lipschitz puntual, local y global o la generalización a dominios infinito 

dimensionales. 

Para poder enunciar los resultados recordemos la  notación que hemos estado 

utilizando en secciones anteriores y un par de definiciones. Recordemos en 

particular la norma de un operador lineal. 

Notación: Sean X  e Y  espacios lineales normados.  YXL ,  es el  conjunto de todos 

los operadores lineales acotados desde X  hasta Y . Para  YXLu , , el número 

 
 XxxKxuKu

XYYXL
 ;)(:0inf:

,
 

se llama norma del operador lineal u . El conjunto  YXL ,  equipado con la norma 

 YXL ,
  forma un espacio lineal normado, que es completo si Y  es completo. 

Definición 1: Sean X  e Y  espacios lineales normados, XA  un conjunto 

arbitrario, YAf : una función y Aa . 

(i) Un operador lineal acotado YXFa : es una derivada relativa de Fréchet de f  

en a  (con respecto a A ) si ya sea a  un punto aislado de A , o 

0
)()()(

;







X

Ya

Axax ax

axFafxf
Lim  

(ii) Un operador lineal acotado YXSa : es una derivada relativa estricta de f  en a  (con 

respecto a A ) si ya sea a  un punto aislado de A , o 

0
)()()(

;,;,







X

Ya

yxAyxayax xy

xySxfyf
Lim (con ayax  ,  permitido) 
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(iii) Decimos que  YXLAL ,:    es una derivada de Fréchet relativa 

(respectivamente estricta) de f  (en A ) si )(aL  es una derivada de Fréchet relativa 

(respectivamente estricta) en a  (con respecto a A ) para cada Aa . 

Definición 2: Sean X  e Y  espacios lineales normados, XA  un conjunto 

arbitrario, YAf :  una función y Aa . Si  1,0 , decimos que f  es  Hölder 

continua en a  (con respecto a A ) si ya sea a  un punto aislado de A , o 






 

X

Y

Axax ax

afxf
Lim

)()(
sup

;
. 

Por tanto f  es Lipschitz en a (con respecto a A ) si es 1 Hölder continua en a (con 

respecto a A ), es decir, ya sea a  un punto aislado de A , o 







X

Y

Axax ax

afxf
Lim

)()(
sup

;
. 

 

Los principales resultados (que veremos a continuación distinguiendo entre el caso 

de dominio finito e infinito dimensional) se pueden reformular conjuntamente de la 

siguiente manera: (recalcamos que para  p , pC denota la clase de 

funciones p veces continuamente diferenciables en el sentido Fréchet; nótese que 

esta noción no cambia si sustituimos “en el sentido Fréchet” por “en el sentido 

Gâteaux”) 

 

Teorema 1: Sean X  e Y  espacios lineales normados, XF   un conjunto cerrado, 

YFf :  una función arbitraria y  YXLFL ,:   una función Baire 1. Entonces 

existe una función YXf :  tal que: 

(i) ff   en F , 

(ii) si Fa y f es continua en a (con respecto a F ), entonces f  es continua en a , 

(iii) si Fa ,  1,0  y f  es  Hölder continua en a (con respecto a F ), 

entonces f  es  Hölder continua en a ; en particular, si f  es Lipschitz en a  (con 

respecto a F ), entonces f  es Lipschitz en a , 

(iv) si Fa  y )(aL es una derivada Fréchet relativa de f en a (con respecto a F ), 

entonces      aLaf 


, 

(v) f  es continua en FX  , 



70 
 

(vi) si X  admite una partición de la unidad pC diferenciable, donde  p  

está fijo, entonces  YFXCf p , . 

Además si Xdim , entonces: 

(vii) si Fa , L  es continua en a  y )(aL es una derivada relativa estricta de f  en 

a  (con respecto a F ), entonces la derivada Fréchet  f  es continua en a  con 

respecto a  aFX  )(  y )(aL es la derivada estricta de f en a (con respecto a X ), 

(viii) si Fa , 0R , L  está acotada en FRaB ),(  y f  es Lipschitz continua en 

FRaB ),( , entonces f  es Lipschitz continua en ),( raB  para todo Rr  ; si L está 

acotada en F  y f  es Lipschitz continua en F , entonces f  es Lipschitz continua en 

X . 

 

Por último separaremos este resultado para los casos: dominio finito dimensional y 

dominio infinito dimensional. Para ello necesitamos el concepto de partición de la 

unidad localmente finita que ya hemos visto en anteriores secciones y que 

recordamos de nuevo. Se necesitará además el lema que damos a continuación. 

 

Definición 3: Sean X  un espacio métrico, F , una clase de funciones en X y XU   

un conjunto abierto. Una partición de la unidad localmente finita, en U (o de manera 

abreviada, partición de la unidad en U ) es una colección 
 de funciones real 

valuadas   en X  tales que 





 1)(x  para todo Ux  y existe un entorno yV  de 

y ,  para todo Uy  tal que las   se anulan en yV  salvo para un número finito de 

índices   . 

Si  F  para todo  , hablamos de una -F partición de la unidad. Si F  no se 

especifica usualmente asumimos que son funciones continuas. 

Decimos que una partición de la unidad (localmente finita), 
 en U está 

subordinada a un recubrimiento abierto U  de U si para cada   existe U U  

tal que supp  U)(  donde supp  0)(:)(  xXx   . 

Decimos que U admite una -F partición de la unidad  si para todo recubrimiento 

abierto U  de U  existe una -F partición de la unidad  localmente finita, 
 en 

U subordina a U . 

Antes del siguiente lema recordaremos la definición de diferenciabilidad en el 

sentido Gateaux. 
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Sea X un espacio normado, U  un abierto no vacío de X . Sea  XUF :  una 

función. Fijado un vector no nulo Xh  y Uu 0 , como U  es un conjunto abierto, 

existirá 0  tal que si t , entonces Uthu 0 . Por lo tanto, si además 0t  

tiene sentido escribir: 

t

uFthuF )()( 00 
. 

Definición 4: Si existe y es finito el siguiente límite: 

t

uFthuF
Lim
t

)()( 00

0




, 

Se llamará derivada de Gâteaux de F en la dirección Xh  en el punto Uu 0 . 

Como el límite de una función si existe es único, entonces una función puede tener a 

lo sumo una derivada Gâteaux en el punto 0u  y en la dirección Xh .  Usaremos la 

notación ),( 0 huF  para referirnos al límite anterior. Es natural convenir que 

0)0,( 0 uF . 

Observación: El valor de ),( 0 huF  es la derivada direccional de F  en 0u  en la 

dirección h  y por lo tanto, la derivada  Gâteaux anterior se puede considerar una 

generalización de las derivadas direccionales del cáculo diferencial de varias 

variables. 

La derivada  Gâteaux de F  depende únicamente del comportamiento local de F  

cerca del punto. Además, la derivada Gâteaux es una operación lineal, en el sentido 

de que si F  y G  tienen variación de Gâteaux en un punto 0u  en la dirección h  

entonces,  ),(),(),)(( 000 huGhuFhuGF   . 

 

Definición 5: Puede suceder que exista ),( 0 huF  para todo Xh , o en otras 

palabras que la aplicación ),( 0 huFh   tenga por dominio todo X . En este caso, si 

la aplicación ),( 0 huFh   es lineal y continua (es decir, si pertenece al dual 

topológico de X ) diremos que F  es diferenciable en el sentido de Gâteaux en 0u  y 

esta derivada se denota por  XuF :)( 0   tal que  ),(:))(( 00 huFhuF  . 
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Lema: Sea X un espacio lineal normado. Sea F : 

(a) la clase de todas las funciones continuas en X , o 

(b) la clase de todas las funciones continuas en X que son 1p veces diferenciables 

Gâteaux para algún  1p , o 

(c) la clase de todas las funciones 2p veces diferenciables Fréchet en X , para algún 

 2p , o 

(d) la clase de todas las funciones 3p
C diferenciables para algún  3p , o 

(e) la clase de todas las funciones puntualmente 1 Hölder continuas en X  para 

algún  1,01  , o 

(f) la clase de todas las funciones localmente 2 Hölder continuas en X  para algún 

 1,02  , en particular la clase de todas las funciones localmente Lipschitz en X , o 

(g) la intersección de dos o varias clases de las anteriores (para algunos 

21321 ,,,, ppp ) 

Sea F + la clase de todas las funciones no negativas de F . Si X  admite una -F
partición de la unidad, entonces todo conjunto abierto XU   admite una                      
F + -partición de la unidad. 

 

Funciones vector-valuadas en dominios infinito dimensionales. 

Teorema 2: Sean X  e Y  espacios lineales normados, XF   un conjunto cerrado, 

YFf :  una función arbitraria y  YXLFL ,:   una función Baire 1 en F . 

Entonces existe una función YXf :  tal que: 

(i) ff   en F , 

(ii) si  Fa   y f  es continua en a  (con respecto a F ), entonces f  es continua en 

a , 

(iii) si Fa ,  1,0  y f  es  Hölder continua en a (con respecto a F ), 

entonces f  es  Hölder continua en a ; en particular, si f  es Lipschitz en a  (con 

respecto a F ), entonces f  es Lipschitz en a , 

(iv) si Fa  y )(aL es una derivada Fréchet relativa de f  en a (con respecto a F ), 

entonces      aLaf 


, 

(v) f  es continua en FX  , 



73 
 

(vi) si X  admite una  F -partición de la unidad donde  F  es una clase fija de 

funciones en X del lema anterior, entonces 
FX

f


 es de clase F  (decimos que 
U

g  

es de clase F en un conjunto abierto U si para todo Ux existe un entorno V de 

x  tal que 
U

g  es la restricción de una función de F ). 

Demostración: Si F  entonces el teorema se cumple trivialmente. Por tanto, 

supongamos que F  es no vacío. Para cada Xx , tomamos: 

),(
20

1
:)( Fxdistxr    (1) 

Además, para cada FXx  , elegimos cualquier punto Fx


 tal que: 

),(2
^

Fxdistxx
X

   (2) 

Si (iv) está bajo consideración, X  admite una  -partición de la unidad. Si este no 

fuera el caso, admite al menos una partición de la unidad (ya que X  es un espacio 

métrico) y elegimos  como la clase de funciones continuas en X . 

Por el Lema, existe una  -partición de la unidad no negativa y localmente finita, 

 
  en FX   subordinada al recubrimiento  FXxxrxB :))(10,( . Luego, en 

particular, 

  
 ,    (3) 

  ,0    (4) 

FXxx 


,1)(


   (5) 

y para todo   existe FXx   tal que: 

supp  )(10,  xrxB   (6) 

Para todo FXx  , denotamos: 

  ))(10,())(10,(::  xrxBxrxBSx  (7) 

Claramente, si xS , entonces 0)( x  por (6). Además, si xS  entonces: 

 )(10)(10
20

1

20

1
)()()(  xrxrxxxxrLipxrxr

XX
 . 

Por lo tanto 

3
)(

)(

3

1


xr

xr
 siempre que xS  . (8) 

F

F

F

F
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La demostración se completa con la aplicación del siguiente teorema, gracias al cual 

se obtiene la extensión f  requerida. 

 Teorema: Sean ),( X  un espacio métrico, XH   un conjunto cerrado, Z  

un espacio lineal normado y ZHf :  una función de Baire 1. Entonces existe una 

función continua ZHXg  )(:  tal que: 

0
),(

),(
)()(

,


 ax

Hxdist
afxgLim

ZHXxax 
   (NT) 

para todo Ha  , 

)()(
,

afxgLim
HXxax




     (C) 

siempre que Ha   y f  es continua en a  y  

g  es acotada en HraB ),(     (B) 

siempre que   ),0(,rHa  y f  sea acotada en HraB )12,( . 

 

Este teorema proporciona las herramientas de trabajo para comprobar que se 

cumplen cada uno de los apartados del teorema que queremos demostrar. 

Sea ),()(: YXLFXA   la función construida en el teorema anterior (para 

FH   y ),( YXLZ  ) Definimos YXf   mediante: 








 


 )])(()ˆ()[(

)(

:)( xxxAxfx

xf

xf  
si

si

FXx

Fx




   (9) 

Obviamente, ff   en F , lo cual prueba (i). 

Ya que las aplicaciones lineales con C diferenciables y la partición de la unidad 

 
  es localmente finita, podemos concluir fácilmente usando (3) que 

FX
f


 es 

de clase . Las condiciones (vi), si se considera, y (v) se cumplen. 

Sea Fa . Para un FXx   arbitrario y xS , por (1), (2), (7) y (8), tenemos: 

),(2)(40)(10)(10 Fxdistxrxrxrxx
X

      (10) 

),(2)(40)(10)(10 Fxdistxrxrxrxx
X      (11) 

),(4),(2),(2ˆˆ FxdistFxdistFxdistxxxxxx
XXX

  ,  (12) 

),(8ˆ2ˆ Fxdistxxxx
XX
  , 

F



75 
 

),(12),(4),(8ˆˆˆˆ FxdistFxdistFxdistxxxxxx
XXX

   (13) 

),(10),(2),(8ˆˆ FxdistFxdistFxdistxxxxxx
XXX

   (14) 

),(4),(2),(2ˆˆ FxdistFxdistFxdistxxxxxx
XXX    (15) 

Ya que 
X

axFxdist ),( , por (2), (10) y (14), obtenemos: 

XXXX
axaxxxax  3     (16) 

XXXX
axaxxxax  11ˆˆ

    (17) 

XXXX
axaxxxax  3ˆˆ     (18) 

Ya que las condiciones (ii), (iii) y (iv) claramente se satisfacen para )int(Fa , 

podemos además asumir que Fa  . Si FXx  , por (4), (5), (6), (7) y (9), 

obtenemos: 

 
Y

Y
afxxxAxfxafxf 






 )()ˆ)(()ˆ()()()(  

 
Y

xxaLxAxxaLafxfx





 )ˆ))(()(()ˆ)(()()ˆ()(  

X
YXLS

Y
S

xxaLxafxfx
XX









  ˆ)()()()ˆ()(

),(

 


  (19) 

),(

ˆ
),()()()(

),( Fxdist

xx
FxdistaLxAx X

YXL
S X 










 


 

Primero suponemos que f  es continua en a  (con respecto a F ) y fijamos 01  . 

Existe 01   tal que: 

1)()( 
Y

afzf  para todo 1, 
X

azFz    (20) 

Por (NT) del Teorema anterior existe 02   tal que: 

1),(
),()()(  FtdistaLtA

YXL
 para todo 2, 

X
atFXt  (21) 

Si FXx   y 









3
,

11
,min 21

1




X
ax , entonces, para todo XS , usando (16) y 

(17) obtenemos 2 
X

ax  y 1
ˆ  

X
ax . Entonces, por (4), (5), (14), (15), 

(19), (20) , (21) y 
X

axFxdist ).,(  obtenemos: 

1),(11),(1 ))(105(4)(10)()( 
YXLYXLY

aLaLafxf   
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Ya que 01   era arbitrario, f  es continua en a  y por lo tanto (ii) queda probado. 

Ahora, supongamos que  1,0  y f  es  Hölder continua en a  (con respecto a 

F ). Entonces existen 0K  y 03   tales que: 

     


XY
azKafzf  )()(  para todo 3, 

X
azFz   (22) 

Por (NT) del Teorema anterior, existe 04   tal que  

XYXL
atFtdistaLtA  ),()()(

),(
 para todo 4, 

X
atFXt (23) 

Sea FXx   tal que 







 1,

3
,

11
min 43 

X
ax . Entonces para todo XS  usando 

(16) y (17) obtenemos 
4 

X
ax  y 

3
ˆ  

X
ax . De modo similar, como 

arriba, por (4), (5), (14), (15), (16), (17), (19), (22), (23) y 
X

axFxdist ),(  

obtenemos: 

XYXLX
S

Y
axaLaxxKafxf

X

 


),(
)(10ˆ)()()(







  (24) 






 XYXLX
S

axaLKaxx
X

 


)12)(1011()(4
),(

, 

ya que 


XX
axax   como 1

X
ax  y  1,0 . Por lo tanto f  es  Hölder 

continua en a  y (iii) queda probado. 

Finalmente, probaremos (iv). Fijado 02  . Por (NT) del Teorema anterior existe 

05   tal que: 

2),(

),(
)()( 




X

YXL at

Ftdist
aLtA  para todo 5, 

X
atFXt   (25) 

Ya que )(aL  es una derivada de Fréchet de f  en a  (con respecto a )F , existe 06   

tal que: 

XY
azazaLafzf  2))(()()(   para todo 6, 

X
azFz   (26) 

Si FXx   y 









11
,

3
min 65 

X
ax , entonces, para todo XS , usando (16) y 

(17) obtenemos 5 
X

ax  y 6
ˆ  

X
ax . Por lo tanto, por (4), (5), (6), (7), 

(9), (15), (16), (17), (25) y (26) obtenemos: 

 
Y

Y
axaLafxxxAxfxaxaLafxf 






 ))(()()ˆ)(()ˆ()())(()()(  
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 
Y

xxaLxAaxaLafxfx





 )ˆ))(()(()ˆ)(()()ˆ()(  





XS

Y
axaLafxfx



 )ˆ)(()()ˆ()(  

X
S

YXL
xxaLxAx

X





 ˆ)()()(
),(

 


 

X
S

axx
X

 






  ˆ)( 2  

X

X

X
S

YXL
ax

Fxdist

xx

ax

Fxdist
aLxAx

X





 
















),(

ˆ),(
)()()(

),(
 

XXX
axaxax  222 231211  . 

Ya que 02   era arbitrario y )(aL  es una derivada de Fréchet de f  en a  con 

respecto a F , finalmente obtenemos: 

0
))(()()(







X

Y

ax ax

axaLafxf
Lim  

de donde )()()( aLaf  , lo cual prueba (iv) y completa la demostración. 

 

Corolario 1: Sean X  un espacio lineal normado que admite una partición de la 

unidad diferenciable Fréchet, XF   un conjunto cerrado no vacío, Y un espacio 

lineal normado, YFf :  una función arbitraria y  YXLFL ,:   una derivada 

Fréchet de f  (con respecto a F ). Entonces L  es Baire 1 en F  si y sólo si existe 

una función YXf :  tal que f extiende a f , f  es diferenciable Fréchet en 

cualquier parte de X  y   Lf 


 en F . 
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Funciones vector-valuadas en dominios finito dimensionales. 

Teorema 3: Sean nF   un conjunto cerrado, Y  un espacio lineal normado, 

YFf :  una función arbitraria y  YLFL n ,:   una función Baire 1 en F . 

Entonces existe una función Yf n :  tal que: 

(i) ff   en F , 

(ii) si Fa y f es continua en a (con respecto a F ), entonces f  es continua en a , 

(iii) si Fa ,  1,0  y f  es  Hölder continua en a (con respecto a F ), 

entonces f  es  Hölder continua en a ;  en particular, si f  es Lipschitz en a  (con 

respecto a F ), entonces f  es Lipschitz en a , 

(iv) si Fa  y )(aL es una derivada Fréchet relativa de f  en a (con respecto a F ), 

entonces      aLaf 


, 

(v)  YFCf n ,  , 

(vi) si Fa , L  es continua en a  y )(aL es una derivada relativa estricta de f  en 

a  (con respecto a F ), entonces la derivada Fréchet  f  es continua en a  con 

respecto a  aFn  )(  y )(aL es la derivada estricta de f  en a  (con respecto a 
n ), 

(vii) si Fa , 0R , L  está acotada en FRaB ),(  y f  es Lipschitz continua en 

FRaB ),( , entonces f  es Lipschitz continua en ),( raB  para todo Rr  ;   si L está 

acotada en F  y f  es Lipschitz continua en F , entonces f  es Lipschitz continua en 

X . 

Corolario 2: Sean nF   un conjunto cerrado no vacío, Y  un espacio lineal 

normado, YFf :  una función arbitraria y  YLFL n ,:   es una derivada 

Fréchet relativa de f  (en F )  tal que L  es Baire 1 en F . Entonces existe una función 

Yf n :  tal que: 

(i) f  es diferenciable Fréchet en n , 

(ii) ff   y   Lf 


 en F  

(iii) si Fa , L  es continua en a  y )(aL es una derivada relativa estricta de f  en 

a  (con respecto a F ) entonces la derivada Fréchet  f  es continua en a . 

(iv)  YFCf n ,  .   



79 
 

Capítulo 4. Extensión de funciones C1 con derivada 

localmente uniformemente continua. Caso infinito 

dimensional. 

 

Para finalizar, en este capítulo profundizaremos un poco más en la diferenciabiliad 

de las extensiones de funciones. 

Empezaremos hablando sobre las funciones diferenciables en espacios de Banach 

con derivadas Lipschitz. 

Continuaremos mostrando varios resultados relativos a la extensión de normas. En 

primer lugar estudiaremos la relación entre la extensibilidad diferenciable de 

normas y la complementabilidad de subespacios y en segundo lugar abordaremos 

la extensión de normas uniformemente diferenciables en espacios de Banach. 

Y por último enumeraremos algunos resultados sobre extensiones Lipschitz 

minimales de funciones diferenciables en espacios de Hilbert. 

 

4.1 Funciones diferenciables en espacios de Banach con 

derivadas Lipschitz 

En esta sección hablaremos sobre el trabajo de John C. Wells en  [We]. 

Wells demuestra que el teorema de extensión de Whitney falla para espacios de 

Hilbert separables mostrando una función  en un subconjunto cerrado de  que 

verifica la condición de Whitney pero que no tiene extensión . 

Mencionaremos sólo algunos de sus resultados. Para ello utilizaremos la siguiente 

definición: 

 

Definición:      

 yxyxMxfDyfDFECffFEB kkkk

M ,,)()(:),(/),(   

 para algún . 

Un espacio de Banach se dice que es  diferenciable si existe una función 

 con  y supp  acotado para algún M .  (Donde  es un 

espacio de Banach arbitrario). Entonces  diferenciable implica diferenciable 

y  se dice que es  diferenciable si  es  diferenciable para todo . 

 

3C 2l
3C

),(/{),( FEBffFEB k

M

k  }M

E kB

),( REBf k

M 0)0( f )( f R

1kB kB

E B E kB k
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Funciones  y espacios de Banach diferenciables 

 

Proposición 1: Si  entonces: 

 

 

Proposición 2:     si y sólo si se cumplen las tres condiciones: 

(1)  está acotada en algún conjunto abierto, 

(2) para todo subespacio finito dimensional ,  es continua, 

(3)  tomando  se tiene que    para 

todo  y   en E .  

Observación: el último apartado es consecuencia del teorema del valor medio. Sea 

 FEBf k

M , : 

         hhchcxfDhhcxDfxfxf k

k

h

k

h

k

hh

k

h   ...... 11

1 , 

para algunos 10  ic . Luego   11  
kk

h hMxf . 

 

Proposición 3: Supongamos  y  para todo  en . Si  

están uniformemente acotadas en un conjunto abierto, entonces  y 

. 

 

Proposición 4: (Inversa del Teorema de Taylor) Supongamos que  está 

acotada en algún conjunto abierto y para todo  existen funciones : 

multilineales desde  hasta  cumpliendo: 

. 

Entonces  y . 

Recordemos que fue Wells en este trabajo el que demuetra haciendo uso de las 

anteriores proposiciones el resultado bien conocido de la existencia de particiones 

de la unidad kB diferenciables en espacios separables y que enunciamos a 

continuación. 

kB kB

),( FEBf k

M

)!1/(!/])[()()(
1

1






 khMjhxfDxfhxf
k

k

j

j

),( FEBf k

M

f

H )(xf
H

11 )(),()()(
 

kk

hh hMxfxfhxfxf

x h

),( FEBf k

Mp  )()( xfxfLim p
p

 x E
pf

),( FEBf k

M

])[(])[( hxfDLimhxfD p

j

p

j 

FEf :

x )(xfd j j

E F

)!1/(!/])[()()(
1

1






 khMjhxfdxfhxf
k

k

j

j

),( FEBf k

M )()( xfdxfD jj 

11 )(),()()(
 

kk

hh hMxfxfhxfxf
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Teorema 1: Supongamos que  es un espacio de Banach separable diferenciable 

y  es un recubrimiento abierto. Entonces existe una partición de la unidad 

 refinando  con  para cada . 

Demostración:  

Encontramos dos recubrimientos abiertos contables finitos localmente   21 , ii VV  

refinando  U  y funciones   ,EBg p

i
 tales que     1,10,

121

 iiiii VgxgVV  

y   02 ii CVg . Para cada Ex  encontramos una   ,EBx  tal que 

  1,10  xxx   y tal que el soporte de x  está contenido en algún U . Sea 

  21/  yyA xx  . Entonces  xA  recubre E  y ya que E  es Lindelof, podemos 

extraer una subfamilia contable  
ixA  de  xA  que también recubra E .  

Sean ahora  ,121 jtC jj   o jti 221  , para algún ji  , 

 jijttB ijj  ,121,21  en j . Entonces la distancia   0, jj CB  y 

podemos encontrar   ,jp

j B  con   1,...,1 jj tt  para   jj Btt ,...,1
 y 

  0,...,1 jj tt  para   jj Ctt ,...,1
. Sea    xx x11    y       xxx

jxxjj  ,...,
1

  

para 2j . Definimos   21/1  xxV ii  ,   0/2  xxV ii  . Ya que 2

iV support

1x
 ,  2

iV  refina  U .  

Para probar que  1

iV  recubre E , supongamos que Ex  y que )(xi  es el primer 

entero para el cual   21xi . Dicho entero existe porque los iA ’s cubren E . 

Entonces   1xi , y por tanto  
1

xiVx , luego   1

iV  recubre E . Ahora supongamos 

de nuevo que Ex y encontremos un entero  xn  tal que    21xxn .  Entonces, 

existe por continuidad de  xn , un entorno xN  de x  y un 21xa  tales que 

    xxn
Ny

ay
x




inf . Elegimos k  suficientemente grande tal que  xnk   y 

212  xak . Entonces para kj  ,    jyxn 221   para xNy  y de aquí, 

  0yj  para xNy . Además  2

jx VN  para kj   luego  2

iV  es localmente 

finito. 

Finalmente tomemos algún   ,pBh  con   1th  para 0t  y   0th  para 

21t , 10  h . Definiendo     xhxg ii   tenemos que   ,EBg p

i  y 10  g , 

  1
1

ii Vg ,   02 ii CVg . Ahora sea    xgxf 11   y          xgxgxgxf iii 11 1...1   

para 2i . Entonces   ,EBf p

i
 y support if support 2

ii Vg  , de donde cada 

punto de E  posee un entorno en el que todos excepto un número finito de if ’s se 

anulan. Ya que    21/ ii Vxgx  ,    01
1

 

n

i i xg  para cada x  y algún n .   

E pB

}{ U

}{ if }{ U ),(  EBf p

i
i
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Además       


n

i

n

i ii xgxf
1 1

11 , luego   


n

i i xf
1

1 y  if  es una partición 

de a unidad refinando  U  con p

i Bf   para cada i . Como queríamos demostrar. 

Para los espacios pL  se puede ver que para p  un entero par 01  pp xD  y que para 

p  un entero no par   kppkpk hkpxDhxD


 !! . Así que pL  es B  

diferenciable para p  un entero par y pL es  1pB  diferenciable para p  un entero no 

par. No todo espacio 1C  diferenciable es 1B  diferenciable como prueba el siguiente 

corolario. 

Teorema 2: Si Nn 2 , dotamos al espacio euclídeo n dimensional con la norma 

i
ni

xx
,...,1

sup


 . Supongamos que   ,1 n

M EBf  con   00 f y   1xf  cuando 1x . 

Entonces NM 2 . 

Demostración: 

Asumimos que NM 2 , y sea  NxxA i 1/   para ni ,...,1  excepto para al 

menos un 0i  donde Nxi 1
0
 . Entonces A  es radialmente simétrico y conexo, 

luego existe un Ah 1  con    00 1 hDf . 1h tiene al menos 12 N  componentes N1 .  

Igualmente existe un Ah 2  con    021 hhDf , y podemos elegir 12   tal que 

221 hh   tiene al menos 22 N  componentes igual a N2 . Inductivamente elegimos 

Ahk   y k , Nk ,...,3  tales que    0... 11221   kkk hhhhDf   y 

kk hhh   ...221  tiene kN2  componentes iguales a Nk . Entonces 

1...1  NN hh  , luego, por la Proposición 1, se tiene que: 

   0...01 221 fhhhf NN    

    1
2

1
...... 2

1

11221221  



 MNNhhhfhhhf
N

k

kkkk   

Lo cual es una contradicción. 

Ejemplo: Usando el teorema se puede demostrar que 0c  no es 1B  diferenciable. En 

efecto, supongamos que   ,0

1 cBf M
 con   00 f  y   11 f  cuando 1x , y 

restringimos f  a   2/12,0/  M

i ixx  para obtener una contradicción con el 

teorema. 

Observación: En este teorema sólo hemos utilizado la continuidad uniforme de Df . 
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Conjuntos convexos y funciones   

 

Si  es un subconjunto de un espacio de Banach , sea . 

Entonces . Si  es convexo,  comparte muchas 

propiedades con . La siguiente proposición es bien conocida: 

 

Proposición 5: Sea  un subconjunto cerrado convexo de un espacio de Banach,   

con norma diferenciable. Supongamos que  para todo  y 

algún . Entonces  (es decir , la función en x, ( , )d x A  es 

diferenciable en E A ), . (Donde denota la derivada 

de  en ). 

 

Funciones  en espacios de Hilbert 

 

Suponemos que  es un espacio de Hilbert real dotado de la norma usual e 

identificaremos  con  y escribimos  y  

 

Teorema 3: Sea  un subespacio cerrado no vacío de cualquier espacio de Hilbert 

dotado de la norma usual. Supongamos que  es una función real valuada en . 

Entonces existe una  con  si y sólo si existe una función 

 tal que para todo : 

 

Además,  puede tomarse de tal forma que  donde 

 y tal que si  

con  y  para , entonces . 

 

Dos importantes corolarios  de este teorema son los siguientes: 

1

MB

A E xyAxd
Ay




inf),(

),(),( 0

1  EBAxd A ),( Axd

x

A E

)(),( xpxAxd  Ex

Axp )( ),(),(  AEDAxd

))((),( xpxDAxDd  )(xD

x

1B

H

*H H xyxy , 22
xx 

A

H
0f A

),(1  HBf M 0ff
A


HAf :1 Ayx ,

MxfyfxyMxyyfxfxfyf /))()((
4

1
)(

4

1
)())()((

2

1
)()( 22

1100 

f )(inf)( xdxf y
Ay



2

1

2

10 )/)((
4

1
/)(

2

1
)()( MyfyxMMyfyfxd y  ),()( 1  HBxg M

)()( 0 xfxg  )()( 1 xfxDg  Ax xxfxg  ),()(
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Corolario 1: Sea  un subconjunto cerrado de un espacio de Hilbert H . Entonces 

existe una  con  y  si  y  

. 

Demostración: Hacemos  en . Entonces  y el 

corolario se cumple. 

Corolario 2: Dados  y  cerrados en un espacio de Hilbert  con

, existe una  con  y  y . 

Funciones   

Teorema 4: Supongamos que ,  y  cuando 

 donde  (i’ésima coordenada de ) . Entonces 

. 

Corolario 3: Sea  2| , 0, 1iA x x x x     y supongamos que (2Cf  2 ),  con 

  y  . Entonces 2 2( , )f B  . 

La demostración del corolario es obvia a partir del Teorema anterior. 

Por último enunciaremos el siguiente resultado negativo de extensión diferenciable: 

Corolario 4: Existe un subconjunto cerrado A  de 2  y funciones 

LAffff ,:,,, 3210   , , 2

sL  , , 3

sL  ,  que verifican las condiciones del 

teorema de extensión de Whitney con la propiedad de que no existe una función ni de 

clase 3C  ni de clase 2B  que coincida con 0f  en el conjunto cerrado. 

Demostración: 

Sean xA   tales que 0,11  ixx  para ,...3,2i  y 11  ex , y 

 1),(,1: 1  AxdxxB . Sean CA  y CB  los conos formados en A  y B  con el 

origen. Definimos   8

10 xxf  ,    111 8 hxhxf  ,    2

1

6

12 56 hxhxf  ,    3

1

5

13 336 hxhxf   

para CAx  y         03210  xfxfxfxf  en CB .  Entonces es fácil ver que 

estas funciones satisfacen las hipótesis del Teorema de Extensión de Whitney.  

Si (3Cf  2 ),  o (2B 2 ), , y  xff CBCA 0   (siendo f  la extensión de 0f ), 

entonces en el primer caso  xfD3  está acotada cerca del cero, y en ambos casos 
 
 

  


,: 1

2

1

axxBf
ax

 para algún 0a . Pero esto es imposible por el Corolario 

3. Como queríamos demostrar. 

A

),(1  HBf M
),(

4

1
)( 2 AxMdxf  )()( xfxg  ),(1  HBg M

0)()(  ADgAg

010  ff A 2)(
4

1
)( xyMxd y 

A B H 0),(  BAd

),(1

4
2

 HBf


1)(0  xf 0)( Af 1)( Bf

2B

),(2  N

MBf 0)( Af 1)( xf

1),( Axd ixxA { x }1,0  x

42 MMN 

0)( Af    11),( Axdxf

2 2 2
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4.2 Extensión diferenciable de normas y complementabilidad 

de subespacios 

Estudiaremos en este apartado las extensiones de normas viendo que la extensión 

diferenciable de normas desde un subespacio Y  de X  es en algunos casos 

suficientemente fuerte como para proporcionar un procedimiento para producir 

una proyección de X  en Y . Los resultados y sus demostraciones pueden 

consultarse en [Zi]. 

 

Teorema 1: Sea X  un espacio de Banach tal que *X  es separable y sea    un 

subespacio Hilbert de       . Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(i)       es complementado en       . 

(ii) La norma Hilbertiana   de Y  puede extenderse a una función real-valuada   

en X  que, como función en X , es diferenciable Fréchet en todos los puntos de la 

esfera unidad de Y , que denotamos por  1S Y , y de forma que  la función )(yy   

es una función localmente Lipschitziana que lleva  YS1  en *X . 

Demostración:  

En primer lugar asumimos que Y  es complementado en X  por una proyección P . 

La función real valuada definida para Xx  por Pxx )(  es una extensión de ·  

en Y  y la diferenciabilidad de ·  en Y  implica que   es diferenciable Fréchet en 

todos los puntos no nulos Yy  y que )())(( Phyhy


 , para todo Xh . Ya que 

la diferencial de la norma Hilbertiana ·  es localmente Lipschitziana en  0Y , se 

sigue que la función )(yy   es una función localmente Lipschitziana de  0Y  

en *X . Por tanto  (i) implica (ii). 

La demostración de la implicación en el otro sentido se sigue de la idea principal de 

la demostración del Lema 7.2 de [Lin]: 

Supongamos que (ii) se verifica. Sea D  la función de  0* Y  en )(1 YS  que asigna a 

un  0* Yf  dado, un )(1 YSy unívocamente determinado, para el cual 
*

*)(
Y

fyf  Definimos la función L  de  0* Y  en *X  mediante: 

))((·)(
*

* xDffxLf
Y
  para Xx . 

Ya que ·  es Hilbertiana D  es una función localmente Lipschitziana de  0* Y  en 

)(1 YS  y usando el hecho de que    es localmente Lipschitziana en la esfera unidad 

de Y , obtenemos que: 

Y

X

Y X
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a) L  es una función localmente Lipschitziana de  0* Y  en *X , y 

b) )()( yfyLf   para Yy . 

Para poder continuar con la demostración utilizaremos la siguiente definición: 

 Definición: Diremos que un espacio de Banach X  tiene la propiedad de 

Radon-Nikodým con respecto a  ,,  si para cada medida vectorial 

numerablemente aditiva XG : ,  continua y de variación acotada, existe 

),(1 XLg   tal que: 
E

gdEG )(  para toda E . 

Diremos que un espacio de Banach X  tiene la propiedad de Radon-Nikodým si X  

tienen la propiedad con respecto a todo espacio de medida finita. 

Ya que *X  posee la propiedad de Radon-Nikodym, el resultado de Mankiewicz 

[Man] nos asegura que existe un conjunto S  denso en *Y  formado por puntos en 

los cuales L  es diferenciable Gâteaux. Sea f  un punto en S  y sea G  la derivada 

Gâteaux de L  en f . Entonces G  es un operador lineal continuo de *Y  en *X  cuyo 

operador dual es un operador lineal continuo P  de X  en Y . Ya que esto implica 

que )()( yfyGf   para Yy , obtenemos que P  es una proyección de Z  en Y .  

Con lo que la demostracón queda finalizada. 

 

Observación: Si 21  p  entonces 
pL  contiene un subespacio no complementado 

Y  que es isomorfo a un espacio de Hilbert. De acuerdo con el Teorema 1, una norma 

equivalente Hilbertiana en Y  no puede ser extendida a 
pL  de la forma que se indica 

aquí. En particular no se puede extender una norma hilbertiana definida en  Y  (que 

es una función  C
)   a una función  2C  en 

pL   para 21  p . 

El siguiente lema es clave para probar el Teorema 2. 

Lema 1:  Sea X  con   un espacio de Banach y sea Y  un subespacio de X . 

Asumimos que  , como función en X , es diferenciable Gâteaux en todos los puntos 

distintos de cero de Y .  Sea D  el subconjunto de  *

1 YS  formado por los funcionales 

f  que alcanzan su norma, es decir, para los cuales existe 1,  yYy , tal que 

1)( yf . Definimos la función H  de D  en *X  como sigue: 

Dado Df  , elegimos )(1 YSy  tal que ( ) 1f y   y ponemos  )( **

1 XSyHf 


 , es 

decir, la derivada Gâteaux de la norma en el punto y.  Entonces H  está bien definida 

en D , )()( yfyHf   para todo Yy  y H  es continua en D  para la *w topología 

de *Y  y la *w topología de *X . 
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Antes de enunciar el siguiente lema y el Teorema 2 necesitaremos la siguiente 

definición: 

Definición: Sea X  con la norma   y la bola unidad 1B  un espacio de Banach. 

Decimos que una norma equivalente   en X  tiene la propiedad  P  si: 

(i)   es diferenciable Gâteaux, y 

(ii) existe un conjunto compacto, convexo y simétrico, XC   tal que para la bola 

unidad 
1B  de la norma    tenemos: CBB 


11

. 

Lema 2: (Klee) Sea X con la norma   un espacio de Banach separable.  Entonces 

X  admite una norma equivalente   con la propiedad  P . 

Teorema 2: Sea X  con la norma   un espacio de Banach e Y   un subespacio de X  

tal que )(KCY   para algún compacto K . Asumimos que existe una norma 

equivalente   en Y con la propiedad  P  tal que   puede extenderse a una norma 

equivalente   en X  que es, como función en X  diferenciable Gâteaux en todos los 

puntos distintos de cero de Y .  Entonces Y es complementado en X . 

 

Por último enunciaremos y demostraremos el siguiente corolario, cuya 

demostración utiliza como herramientas clave el Teorema 2 y el Lema 2. 

Corolario 1: Sea K  un espacio compacto e )(KCY   separable e infinito 

dimensional. Entonces Y es isomorfo a 0c  si y sólo si para cualquier espacio de 

Banach separable YX   y para cualquier norma equivalente diferenciable Gâteaux, 

 enY ,   puede extenderse a una norma equivalente diferenciable Gâteaux en X . 

Demostración:  

Asumimos que Y  es isomorfo a 0c , que  X  es un espacio separable que contiene a 

Y  y que   es una norma diferenciable Gâteaux equivalente en Y . De acuerdo con 

el Teorema de Sobczyk (que declara que toda copia de 0c  dentro de un espacio de 

Banach separable es complementada por una proyección de norma como mucho 2)  

existe una proyección lineal continua P  de X en Y . Sea   una norma 

diferenciable Gâteaux equivalente en X  (véase por ejemplo el Lema 2).   

Se sigue que   2
1

22
PxPxxx   es una norma diferenciable Gâteaux 

equivalente en X , que es una extensión de la norma   en Y . 
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Por otro lado, supongamos que la condición en el Corolario 1 se cumple para un 

espacio separable ( )Y C K , y sea X un espacio de Banach separable que contiene 

a Y . De acuerdo con el Lema 2, existe una norma equivalente   con la propiedad 

)(P  en Y . Usando la condición en el Corolario 1, extendemos   a una norma 

diferenciable Gâteaux equivalente en X . El Teorema 2 entonces nos dice que Y es 

complementado en X . De esta forma, el espacio ( )Y C K  es complementado en 

cualquier espacio de Banacha separable YX  .  Esto significa, de acuerdo con el 

resultado de D. Amir [AM] que Y  es isomofo a 0c . 

 

 

 

4.3 Extensión de normas uniformemente diferenciables en 

Espacios de Banach 

Vamos a ver una caracterización de la extensión de normas uniformemente 

diferenciables en un espacio Y  a normas uniformemente diferenciables a un espacio 

de Banach reflexivo X . Los resultados pueden consultarse en [Fry]. 

Consideremos el siguiente problema: Sea P  alguna propiedad de diferenciabilidad 

de una norma en un espacio de Banach X . Entonces, dado un subespacio XY  , y 

una norma equivalente 
Y
  en Y  con la propiedad P , ¿es posible extender 

Y
  a 

una norma en X con la propiedad P ? Equivalentemente, ¿puede 
Y
  con la 

propiedad P  ser la restricción de una norma equivalente en X  con la norma P ? 

Como hemos visto en la anterior sección, Vaclav E. Zizler trabajó en la demostración 

de la extensibilidad diferenciable de normas desde subespacios de espacios 

topológicos en distintos casos en [Zi]. En concreto, recordemos los dos resultados 

vistos:  

(a) Existe un espacio de Banach separable X , un subespacio no complementado 

XY   y una norma diferenciable Gâteaux tal que esa norma no puede ser extendida 

a una norma diferenciable Gâteaux en X . Este resultado se prueba por 

contradicción usando la suposición de que existe una extensión para ver que en ese 

caso Y es complementado en X .  

(b)  Si *X es separable eY es un subespacio Hilbertiano de X con esfera unidad YS , 

entonces la norma Hilbertiana en Y  se extiende a una función X:  que, como 

función en X  es diferenciable Fréchet en YS , con    localmente Lipschitz en YS  si 

y sólo si Y es complementado. Zizler también demuestra que si Y es 

complementado el problema de la extensión diferenciable es fácilmente resoluble. 
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Notación:  

(i) En los resultados siguientes asumimos que todos los espacios de Banach son 

reales ( X ,Y ,…). 

(ii) Si XG  es un subconjunto, entonces la función distancia a G  será: 

   XGdist :,  dada por    GyyxGxdist  :inf, . 

 

Definición 1: Una norma en un espacio de Banach se dice que es uniformemente 

diferenciable Fréchet (o simplemente uniformemente diferenciable) si el límite: 

 xthxtLim
t





1

0
, 

existe, es continuo y lineal en h  y es uniforme en   XX SShx , . 

Sea XU   un subconjunto abierto de un espacio de Banach e Y   un espacio de 

Banach. Recordemos que una función YUf :  se dice que es diferenciable Fréchet 

en Ux  si el límite: 

 )()())(( 1

0
xfthxftLimhxdf

t
 


,  (1) 

existe, es continuo y lineal en h   y es uniforme en XSh . 

Si YUf :  es diferenciable Fréchet en todo Ux  con XU   abierto, UA  es 

un subconjunto y el límite (1) es uniforme para   XSAhx ,  entonces decimos que 

f  es uniformemente diferenciable Fréchet en A , o, simplemente uniformemente 

diferenciable en A . La colección de todas estas funciones se escribe como  YAUF , . 

Entenderemos aquí la diferenciabiliad en el sentido Fréchet y asumiremos que todos 

los subespacios de las siguientes proposiciones son cerrados. 

 

Definición 2: Diremos que un espacio de Banach  X  es uniformemente convexo si 

para cada 0  existe 0  tal que: 

)1(2,,   yxyxSyx X . 

 

Definición 3: Un espacio normado X se dice que es estrictamente convexo si verifica 

cualquiera de las dos condiciones equivalentes: 

(i) si Xyx ,  y yxyx   con 0y , entonces existe 0t  tal que tyx  . 

(ii) si XSyx ,  y yx  , entonces 2 yx . 
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Definición 4: La función    1,02,0:   definida mediante: 












  yxSyx
yx

X ;,:
2

1inf)(  

se llama módulo de convexidad del espacio normado X  y con ello se tiene que X  es 

estrictamente convexo si y sólo si 1)2(  . 

Se define además la característica de convexidad de un espacio de Banach X  como 

el número real  0)(:sup0   . 

 

Definición 5: Un espacio de Banach es uniformemente no-cuadrado si y sólo si .20   

 

Definición 6: Un espacio de Banach es superreflexivo si y sólo si admite una norma 

equivalente con la cual es uniformemente no-cuadrado. 

Sea X  un espacio de Banach súperreflexivo con una norma uniformemente 

diferenciable   e Y  un subespacio con una norma uniformemente diferenciable 

equivalente dada 
Y
 .  Suponemos, sin pérdida de generalidad, que 

Y
  en Y . 

 

Proposición 1: Sea X  un espacio de Banach súperreflexivo e Y  un subespacio con 

una norma equivalente uniformemente diferenciable 
Y
 . Entonces existe una 

extensión de 
Y
 a una función uniformemente diferenciable y acotada en un 

entorno de XS  si y sólo si existe una norma equivalente uniformemente 

diferenciable  en X  que extiende la norma 
Y
 . 

 

Demostración:  

Fijamos un subespacio XY  , una norma uniformemente diferenciable ·  en X , y 

sea 
Y

·  una norma equivalente uniformemente diferenciable en Y  que podemos 

asumir que satisface 
YYY

A ···  , para algún 0A . A menos que se diga lo 

contrario, todas las bolas cerradas están tomadas con respecto a · .  

 

Supongamos primero que existe Xf :  una extensión de 
Y

·  que es 

uniformemente diferenciable en un entorno de XS  con 
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 sup ( ) : .Xf x x S M     Ahora, para Yy , yyyf
Y
)( , y por lo tanto 

para todo   1)/(,0  yyfYy . Ya que f es uniformemente continua en XS , existe 

0  tal que para cualquier  YSy 0  y para XSyBy  )( 03 , tenemos que 

2
1)( yf . Definimos los conjuntos: 

  ),(:1 YxdistXxS      y         2),(:2  YxdistXxS . 

Sea   1,0, C  tal que 0)( t  si 
2

3t  y 1)( t  si 2t  y ponemos 

)),(()( Yxdistxh  . Ya que X  es súperreflexivo, tenemos que   , 0,1h UF X , y 

tenemos 0h  en 
1S , y 1h  en 

2S . Para Xx , definimos )()()( 2 xhxfxg  . 

Nótese que tenemos 
YY

g · , y   Mxxg  1/
2

1  para todo  0 Xx . 

Además, ambas  xxg /  y  xxg /(  son uniformemente continuas en los conjuntos 

  0,:  rrxXx . 

Componiendo ·  con funciones diferenciables apropiadas en   construimos 

funciones   , 0,1n UF X   tales que n  se anulan en un entorno del origen y 

1)( xn  para 
n

x
3

1 .  Definimos Xn :  mediante: 

 






0

)(/
)(

xxxgx
x n

n


  

para

para 0,

0.

x

x




 

Se sigue de la definición de n  que n  es uniformemente diferenciable en 

subconjuntos acotados de X . Nótese que  
n

xxn 3
1

2
1,0max)(   para todo 

Xx  y también para todo Yy  con 
n

y
3

1 , tenemos que 
Yn yy )( . 

Siguiendo la demostración de Theorem V.3.2 de [De] o la de Theorem 10.7 de [Fa], 

definimos una función convexa  )4int(: Xn B  mediante: 









   
  

n

j

n

j

n

j

jjjjjnjn nxxxx
1 1 1

,0,1,:)(inf)(  . 

Usando el método de [Fa], ya que n  es uniformemente diferenciable en XB4 , 

tenemos que n  es uniformemente diferenciable en )3int( XB .  
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Escribiremos la derivada de n  en x  como )(xn


 . Ya que 

 
n

xxn 3
1

2
1,0max)(   se sigue que  

n
xxn 3

1
2

1,0max)(   y por lo tanto 

1)(  xn  implica 3x . 

Establecemos        2/
~

xxx nnn   y n  igual al funcional de Minkowski de 

  1~
:  xXxB nn . Ya que   00

~
n  y  xn BB 4int  para todo n  tenemos que 

n  es una norma equivalente en X  para cada n . Además, ya que 

 


















3

1

2

1
,0max

3

1

2

1
,0max x

n
xxn , 

Y 

        xMxxxgxx nn  1 , 

Las mismas desigualdades se dan para n
~

, y por lo tanto existen constantes 

0, 21 AA , independientes de n , tales que para todo Xx  y 1n , 

  xAxxA n 21      (1) 

Ahora utilizaremos el Teorema de la Función Implícita en la ecuación 

    1
~

 xx nn   para obtener: 

       xxxx nnn 
 ~~ 1

  para x  tal que   1xn . 

Nótese que ya que n
~

 es convexo, tenemos que         xxxx nnnn 
~

0
~~~

, y 

por lo tanto para x  tal que   1xn , tenemos que    1
~

 xxn . Se sigue que  xn  

es diferenciable Fréchet. Además, ya que n
~

 es uniformemente continua en el 

conjunto   1:  xXxS nn  , tenemos que n  es uniformemente diferenciable 

en nS , y por lo tanto n  es una norma uniformemente diferenciable equivalente en 

X . 

Después, fijamos cualquier  00  Xx , elegimos 0n  con 00 31 nx   y elegimos 

0  tal que  0xBx   implica que 031 nx  . Entonces para todos 0, nnm  , y 

 0xBx  , tenemos que    xx mn   , y por lo tanto     0 xx mn   

uniformemente en  0xB . Ya que   xAxn 2  para todo n , n  converve también 

uniformemente sobre el origen.  

Se sigue que existe una función continua   con  n . 
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Un argumento similar prueba que n  converge uniformemente en un entorno sobre 

cualquier 0x , y por lo tanto   es continuamente diferenciable Fréchet en  0X . 

Ahora, para   1:  xXxSx  , tenemos que    xx mn    para todo 

  Mmn  131, , y por lo tanto  n  uniformemente en S . Ya que las n  son 

uniformemente continuas en S , se sigue que    es uniformemente continua en S . 

Esto, junto con (1), prueba que   es una norma uniformemente diferenciable 

equivalente en X . 

Luego, sea  1,0  y elegimos 0n  tal que   431 0  nMA . Ahora, para Yy  y 

cualquier n ,    
Ynn yyy    , y por lo tanto para Yy  con 031 ny  , tenemos 

que  
Yn yy 

0
 . Además, para todo 0nn   e Yy ,   2 

Yn yy  , o 

  22  
YnY

yyy . Un argumento de convexidad ahora nos da que 

  22  
YnY

yyy , y por lo tanto para todo 0nn   e Yy , 

  2
~


Yn yy . 

Se sigue que  
YYn yyy    para 0nn   e  0Yy , ya que 

Y
  es una norma 

y n  en Y  es el funcional de Minkowski del conjunto   1~
:  yYy n . 

En efecto, sean 0nn  ,  0Yy  y 0  tales que   1
~ 1   yn  . Entonces tenemos 

21 1   

Y
y , que implica que    211211  

Y
y , y por lo tanto 

         212212  
YYY

yyy , de donde se sigue la 

desigualdad deseada. 

Finalmente, para cualquier  00 Yy  fijado y  1,0 , trabajando en un entorno 

  YyB 0  de 0y  tal que  00 yB  y usando nuestra estimación anterior con 

 0y  , podemos encontrar un  ynn 00   tal que para todo 0nn  , 

   
Yn yy  en  0yB . Ya que  n  uniformemente en Y , esto implica que 

   
Y

yy  en un entorno de 0y , y entonces 
YY
 , ya que    e 0y  son 

arbitrarios (el caso 00 y  es claro). Y con esto concluye la demostración. 
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Proposición 2: Sea X  un espacio de Banach superreflexivo e Y  un subespacio. 

Supongamos que existe una proyección no lineal continua YX :  que es 

uniformemente diferenciable y acotada en un entorno de XS . Entonces cualquier 

norma equivalente uniformemente diferenciable en Y  puede ser extendida a una 

norma equivalente uniformemente diferenciable en todo X . 

 

Proposición 3: Sea X un espacio superreflexivo e XY   un subespacio. Entonces 

cualquier norma equivalente en Y  puede ser aproximada uniformemente en 

subconjuntos acotados de Y  por restricciones de normas uniformemente 

diferenciables en X . 

 

Terminamos con una observación simple de que la proposición previa puede ser 

reescrita en una forma ligeramente diferente. Si  ,Y  es un espacio de Banach 

superreflexivo, sea Z  el espacio de todas las normas uniformemente diferenciables 

en Y  equivalentes a   (la norma   no necesariamente tiene que ser uniformemente 

diferenciable). Definimos una métrica en Z  por: 

     ,:)()(sup, 2121 YBxxnxnnn . 

Entonces con esta notación tenemos: 

 

Corolario: Sea X  un espacio superreflexivo e  ,Y  un subespacio. Entonces el 

conjunto de normas equivalentes uniformemente diferenciables en Y  que pueden 

ser extendidas a una norma uniformemente diferenciable en X  es denso en  ,Z  
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4.4 Extensión Lipschitz minimal de funciones diferenciables 

definidas en espacios de Hilbert 

 

En este apartado esbozaremos el trabajo realizado por Erwan Le Gruyer en [Gru]. 

Le Gruyer generaliza la constante de Lipschitz a los campos de jets y prueba que 

tales campos se extienden a un campo de dominio total n  con la misma constante. 

Este resultado puede verse como el análogo para los campos del teorema de 

extensión mínimal de Kirszbraun para funciones Lipschitz y, por lo tanto, establece 

un vínculo entre el teorema de Kirszbraun y el teorema de Whitney. De hecho, este 

resultado se mantiene no sólo en el Euclídeo n  sino también en general en espacios 

de Hilbert (separables o no). El autor aplica el resultado al problema de extensión 

funcional minimal diferenciable Lipschitz en espacios euclídeos y muestra que 

ningún teorema del tipo Brudnyi- Shvartsman se cumple para este último problema. 

Concluyendo con un primer enfoque del problema de extensión absolutamente 

minimal Lipschitz en el caso diferenciable que se estudió originalmente por 

Aronsson en el caso continuo. 

Sea T  un campo de jets afines, definidos en un subconjunto no vacío de n : para 

)(Tdoma , )(aT  (o brevemente aT ) es una función afín real-valuada 

 )(yTy a

n .  Otro campo U se dice que extiende T  si )()( TdomUdom    y 

T  es la restricción de U  a )(Tdom . 

Una función diferenciable real-valuada u  de dominio n  se dice que extiende el 

campo T  si el campo U  de la extensión de Taylor de u  extiende T . 

El problema de extensión de Lipschitz es: encontrar una condición necesaria y 

suficiente en T  asegurando que T se extiende a alguna función diferenciable 

teniendo derivada Lipschitz.  Este problema fue resuelto por Glaeser en [Gla], siendo 

la condición: 

 1

2
( ) 0,1

( ) ( )
( ) : sup sup 2 !

k k

a b

W k
a b dom T k

D T b D T b
K T k

b a


  


    


 (para Whitney), 

 

 







 bxaxab

xTxT
TK ba

xTdomba
G

n

)()(
supsup:)(

)(

1  (para Glaeser). 

 

En general, ningún múltiplo de WK  o GK  es exactamente )(DuLip  cuando T  es el 

campo de extensiones de Taylor  de una función totalmente diferenciable u .   
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Posteriormente Le Gruyer establece que 1  definida por: 

22
)(

1 )()(
supsup2:)(

ybya

yTyT
T ba

Tdombay n 






 

tiene esta propiedad. Nótese que los funcionales WK , GK  y 1  son equivalentes en 

el sentido usual (cada uno de ellos está acotado por un múltiplo de otro) y por lo 

tanto 1  puede usarse también en lugar de WK , GK  para resolver el problema de 

extensión diferenciable Lipschitz. 

Consideremos ahora el problema de extensión minimal Lipschitz.  

Definición 1: Una función diferenciable real-valuada u de dominio n  se dice que es 

una extensión minimal de T  si para cualquier otra extensión v  de T  tenemos que 

)()( DvLipDuLip  .  

En su forma más débil el problema es: Sea T  tal que )(1 TK  (donde 1K  denota 

WK , GK  o 1 ). ¿Existe una función totalmente diferenciable u  que sea una 

extensión minimal Lipschitz de T ? 

 

Recordemos el: 

Teorema de extensión de Kirszbraun: Sea f  una función Lipschitz definida en un 

subconjunto no vacío de m  y que va a n  ( m  y n  ambos equipados con sus 

normas euclídeas). Entonces existe una extensión total Lipschitz g  de f  tal que 

)()( fLipgLip  . Como consecuencia tenemos )()(* fLipfL   donde: 

 ggLipfL :)(inf:)(*   es una extensión total Lipschitz de f . 

En otras palabras tenemos una formulación interior de )(* fL  que tiene, por 

definición, una formulación externa. Restringiendo otra vez a mB  (siendo mB  la bola 

unidad compacta de m ) la existencia de una extensión minimal Lipschitz de f  por 

si sola es una simple consecuencia del teorema de Glaeser aplicado al caso continuo. 

La conclusión más fuerte del teorema de Kirszbraun es que )()(* fLipfL   

 

Notación: Llamaremos )()( 1* TTL   donde: 

 uDuLipTL :)(inf:)(*   es una extensión total diferenciable de T . 
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Teorema 1: El funcional   )(: 11 TT  es el único que satisface: 

(P0) 1  es creciente, esto es, U  extiende T  implica que )()( 11 TU  . 

(P1) Si U tiene dominio total cumpliendo  )(1 U  entonces la función total u  

definida por )(:)( xUxu x  es diferenciable y su derivada Du  es Lipschitz. 

(P2) Si u  es una función diferenciable de dominio total con Du  Lipschitz, entonces: 

),()(1 DuLipU   

donde U  es el campo de extensión de Taylor de u . 

(P3) Para cualquier T tal que  )(1 T , T  se extiende a un campo total U  de jets 

afines cumpliendo: 

)()( 11 TU  . 

Una consecuencia inmediata del teorema es que para cualquier T  tal que 

 )(1 T , existe una función total diferenciable u  que es una extensión minimal 

de T  y cualquier extensión minimal u  de T  cumple )()( 1 TDuLip  . Se sigue que: 

)()( *1 TLT  . 

Este teorema se cumple no sólo en m sino de hecho en cualquier espacio de Hilbert, 

separable o no.  Por lo tanto este teorema generaliza el teorema de extensión de 

Whitney en el caso diferenciable real-valuado.  

 

Caso de los campos de Jets afines 

 

Notación: H  denotará un espacio de Hilbert (separable o no) equipado con un 

producto interior ;  y norma euclídea asociada 2
1

; .  

Vía el producto escalar, identificaremos los vectores de H  y las formas lineales en 

H , en particular el gradiente y el diferencial. 

Para cualquier campo T  de jets afines, escribimos: 

( ) :  ; , ( ),a a aT x u D u x a a dom T x H     , donde HuDu aa  , . 

Definición 2: Definimos la constante de Lipschitz )(1 T  de T : 

0:)(1  T  si )(Tdom  tiene un solo elemento 

y si no (como ya dijimos antes) 
22

)(

1 )()(
supsup2:)(

ybya

yTyT
T ba

Tdombay n 






. 
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Los siguientes resultados son herramientas claves para la demostración del teorema 

2 que enunciaremos después. 

Proposición 1: Si )(Tdom  tiene al menos dos elementos tenemos: 

 ,sup:)( ,

2

,

2

,
)(

1

bababa
Tdomba

ABAT 


 

donde 

 
, 2

2  ;
: a b a b

a b

u u D u D u b a
A

a b

   



, 

y 

ba

uDuD
B

ba

ba



:, . 

Proposición 2: Sea u una función diferenciable de dominio total H con Du  Lipschitz. 

Entonces: 

),()(1 DuLipU   

donde U  es un campo de extensión de Taylor de u . 

Proposición 3: Sea U  un campo de jets afines de dominio total H  cumpliendo 

 )(1 U . Entonces la función total u  definida por )(:)( xUxu x  es diferenciable 

y su derivada Du  es Lipschitz. 

Teorema 2: Sea T  un campo de jets afines con  )(1 T . Entonces T se extiende 

a un campo total U  de jets afines cumpliendo: 

).()( 11 TU   

Demostración: Sea T  un campo de jets afines tal que  )(1 T .  Establezcamos 

)(
2

1
: 1 TK  , )(: TdomS   

Por inducción transfinita (esto es por el Lema de Zorn) es suficiente probar que 

para cualquier )(, TdomxHx  , existen HuDu xx  , , tales que: 

K
yayx

yTyT
K ax 






22

)()(
 , para cualquier HySa  ,   (1) 

donde xyuDuyT xxx  ;:)( . 

Si 0K  entonces el campo T  es constante en )(Tdom  y podemos (y debemos) 

extender T  en H por esta función constante. 
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Por lo tanto, desde ahora, asumimos que 0K . Usando la proposición 1, la condición 

(1) es equivalente a: 

KBAA xaxaxa 22

,

2

,,     para   todo   Sa .  (2) 

Nótese que la inecuación (2) es equivalente a: 

K

B
KA

xa

xa
4

2

,

,  . 

Primer paso: Eliminación de xu  .   La condición (2) es equivalente a ambas 

condiciones:  para cualquier Sa  

22

8

1

2
;

2

1
uDuD

K
xa

K
axuDuDuu xaxaax   ,   (3) 

y para cualquier Sb  

xxbxbb uuDuD
K

xb
K

bxuDuDu 
22

8

1

2
;

2

1
 .  (4) 

 

 

Examinando las condiciones (3) y (4) vemos que xu  existe sólo si: 











22

8

1

2
;

2

1
uDuD

K
xb

K
bxuDuDu xbxbb  

      (5) 











22

8

1

2
;

2

1
uDuD

K
xa

K
axuDuDu xaxaa  

para cualquier Sba , . 

Pero, a la inversa, si la condición (2) se cumple inferimos que: 

maxmin      (6) 

donde 













22

8

1

2
;

2

1
sup:min uDuD

K
xb

K
bxuDuDu xbxbb

Sb

, 

y 













22

8

1

2
;

2

1
inf:max uDuD

K
xa

K
axuDuDu xaxaa

Sa
. 
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Se sigue que la existencia de xu  es consecuencia de la existencia de uDx  cumpliendo 

(2): podemos tomar para xu  cualquier número entre min y max . 

Luego, en esta etapa de la prueba, podemos eliminar xu  y tenemos sólo que 

probar la existencia de un HuDx   que cumpla la condición (2). 

Segundo paso: Eliminación de uDx  (formulación geométrica). Escribiendo la 

condición (2) bajo la forma 0Q , vemos que Q  es un polinomio cuadrático de uDx  

para cualesquiera Sba , . Escribiendo este polinomio cuadrático bajo la forma 

canónica, la condición (2) se convierte, después de tediosos pero elementales 

cálculos en: 

bababax VuD ,,

2

,    , para cualesquiera  Sba ,   (7) 

donde 

  )(
2

1
:, abKuDuDV baba  , 

222

, 2
2

1
;2)(4: baKuDuDabuDuDKuuK babababa  , 

   
2

, 2
2

1
: baxKuDuD baba  . 

Usando la definición de )(1 T  tenemos que   KABA bababa 2,
2

1
2

,

2

,  , y además 

22

,, 440 KBAK baba  .    (8) 

Ya que 
ba,  puede ser escrito como  

22 2

, , ,

1
4 4

2
a b a b a bKA B K a b      , se sigue 

que 

0, ba . 

Entonces, tomando bababar ,,, :   , la condición (2) se transforma en: 

2

,

2

, babax rVuD   , para todo Sba , .   (9) 

En otras palabras, denotando baB ,  a la bola cerrada de centro baV ,  y radio bar ,  el 

problema original se reduce a  




ba
Sba

B ,
),( 2

 .     (10) 
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O, por compacidad,  




ba
Fba

B ,
),( 2

 , para cualquier subconjunto finito no vacío F  de S .  (11) 

Desde ahora, por (11), podemos asumir sin pérdida de generalidad que S  es finito. 

Tercer paso: Eliminación de uDx  (formulación algebraica).   

Realizaremos aquí tan sólo un esquema de las herramientas utilizadas para 

completar la demostración de este paso. 

En primer lugar es necesario definir los siguientes elementos: 

Para cualesquiera Sdcba ,,,  y cualquier Hx  definimos: 

    
2

,

2

,

2

,

2

,:,,, dcbadcba VVrrdcba  , 

)(
2

1
:, axKuDX axa   , )(

2

1
:, xbKuDY bxb  . 

Las herramientas para completar este paso de la demostración son los siguientes 

lemas: 

Lema 1: Para cualesquiera Sdcba ,,,  y cualquier Hx  tenemos: 

      xbxcxdxa YXYXdcba ,,,, ;;4,,,   

Lema 2: Asumiendo que existe 2),( Sba   tal que 0, bar . Entonces 
 




dc
Sdc

B ,
, 2

. 

Lema 3: (Kirszbraun): Para cualquier 0  denotamos por )(, baB  la bola cerrada 

de centro 
baV ,

 y radio 
bar , . Denotamos por m  el valor más pequeño de   para el 

cual 


)(,
,

ba
Sba
B . Entonces )(,

,
mba

Sba
B 


  contiene un elemento singular mV  y 

este elemento pertenece a la envoltura convexa del conjunto E  de aquellos baV ,  

tales que: bambam rVV ,,  . 

Del lema anterior podemos escribir: 





0),(

,,:
Eba

babam VV   

donde 

 bambam rVVSbaE ,,

2

0 :),(:   

y, 





0),(

, 1
Eba

ba  , 0, ba  para todo 0),( Eba  . 
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La demostración se completa con el siguiente paso. 

Tomando: 



0),(),,(

2

,

2

,

2

,,,, )(:
Edcba

dcbabadcdcba rrVV  

Último paso: Verificación de la condición 0 . 

La demostración de este último paso consiste en el desarrollo de la siguiente 

igualdad: 





0),(),,(

2

Edcba

mV
dcbadcba VV ,,,, ; , 

y el uso del Lema 1. 

 

El caso funcional 

Como consecuencia del Teorema 2 obtenemos el siguiente teorema que concierne a 

al problema de extensión minimal diferenciable Lipschitz en el caso funcional. Este 

teorema se cumple en d  equipado con la estructura euclídea. 

 

Definición 3: Sea t  una función real-valuada con )(tdom  un subconjunto compacto 

de d . Definimos: 

1 1( ) : ( ) :t inf T T    es un campo de jets afines extendiendo t . 

 

Teorema 3: Sea  t  una función real-valuada con )(tdom  un subconjunto compacto 

de d . 

(1) La función parcial  t   se extiende a una función Lipschitz total diferenciable si y 

sólo si  )(1 t  

(2) Si  )(1 t  entonces existe una función total diferenciable Lipschitz, u  

extendiendo a t  que cumple: 

 * )()( 1 tDuLip  ; 

* u  es una extensión minimal diferenciable Lipschitz de t  tal que 

)()( DvLipDuLip   para cualquier extensión total diferenciable v  de t . 

 

  



103 
 

4.5 Extensión de funciones convexas  en espacios de Hilbert 

Sean  un espacio de Hilbert, un subconjunto arbitrario y  y 

 dos funciones. Estudiaremos condiciones necesarias y suficientes en el 

par para la existencia de una función convexa  tal que  y 

 en  y veremos que  puede ser tomada de tal forma que 

. Tanto los resultados como las demostraciones pueden 

consultarse en [Az 2]. 

Denotaremos por  a un espacio de Hilbert real cualquiera equipado con un 

producto interior . La norma de  la denotaremos por . Por  un jet  

en un subconjunto  entendemos un par de funciones , . 

Dado un jet  definido en . Como se ha visto en la sección anterior,  

Le Gruyer probó en [Gru] que una condición necesaria y suficiente en un jet   

para tener una extensión  a todo el espacio  es: 

, 

donde  y 

 para todo . 

Esta condición es equivalente a: 

, 

 

Le Gruyer también probó en [Gru] que la extensión  satisface: 

. 

Veremos ahora un resultado análogo para funciones convexas. 

Definición: Diremos que un par de funciones ,  definidas en un 

subconjunto , satisfacen la condición  en  siempre que exista una 

constante  con 

    

para todo . 

1,1C

H HE  Ef :

HEg :

),( Gf )(1,1 HCF  fF 

GF  E F

)(2)( GLipFLip 

H

, H  1  Gf ,

HE  Ef : HEG :

1  Gf , HE 

 Gf ,

F H

    


yxyxyx
Eyx

ABAEGf ,

2

,

2

,
,

sup:,,

 
2,

),()()()(2

yx

xyyGxGyfxf
A yx






yx

yGxG
B yx






)()(
,

yxEyx  ,,







22

),(),()()(
supsup2

ybya

bybGayaGbfaf

EbaHy

F

     EGfHFFFLip ,,,, 

Ef : HEG :

HE    1,1
CW E

0M

2
)()(

4

1
),()()( yGxG

M
yxyGyfxf   1,1CW

Eyx ,
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Observación: Si  satisface  en  entonces 

 para todo  

y . 

En particular,  es Lipschitz en . 

 

Para finalizar enunciaremos los resultados: 

Teorema 1: Sean  un subconjunto de  y ,  dos funciones. 

Existe una función convexa  de clase  tal que  y  en  si y 

sólo si  satisface la condición  en . Además si  es como en la 

definición anterior, entonces  puede ser elegida tal que  también satisfaga 

la condición  en  con la misma constante . 

 

Equivalentemente, teniendo en cuenta la observación anterior, el Teorema 1 puede 

ser reformulado en términos de la constante de Lipschitz de la siguiente manera: 

Teorema 2: Sean  un subconjunto de ,  una función y  una 

función Lipschitz. Una condición necesaria y suficiente en el par  para la 

existencia de una función convexa  de clase  tal que  y  en 

 es que  satisfaga  en  con .  Además,  puede ser 

tomada tal que . 

 

  

 Gf ,   1,1
CW E

yxyGyfxf  ),()()( Eyx ,

M
yx

yGxG

yx

yxyGyfxf

Eyxyx

2
)()(

,
),()()(

sup
2

,,

























G M2 E

E H Ef : HEG :

F  HC 1,1
fF  GF  E

 Gf ,   1,1
CW E 0M

F  FF ,

  1,1
CW H M

E H Ef : HEG :

 Gf ,

F  HC 1,1
fF  GF 

E  Gf ,   1,1
CW E  GLipM  F

   GLipFLip 2
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