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Introduccion

El objeto de este trabajo es el estudio de las extensiones de funciones. Se estudiaran
algunos de los resultados que existen relativos a la extension diferenciable de
funciones diferenciables definidas en subconjuntos cerrados de un espacio de
Banach. Trabajaremos tanto el caso finito como el infinito dimensional y tanto el

k ’ . . . .
casoC" como el caso Fréchet con derivada posiblemente discontinua.

El estudio de las extensiones de funciones ha sido desde sus inicios una importante
fuente de ideas, conceptos y métodos que ha influido poderosamente e incluso ha
aunado diferentes partes del analisis matematico. Entre éstas se incluyen por
ejemplo el analisis diferencial y complejo.

El problema de la existencia (o inexistencia) de extensiones continuas surgi6 hace
mas de cien afios y con el tiempo se ha convertido en un importante campo de
estudio. En el caso de los espacios métricos las aplicaciones continuas se sustituyen
de forma natural por sus equivalentes métricos y las funciones de Lipschitz.

La pregunta acerca de la existencia de una extension Lipschitz para una funcién
Lipschitz definida en un subconjunto de un espacio métrico con valores reales fue
respondida positivamente por Mc Shane en 1934 dando un operador no lineal
simple mientras que las condiciones suficientes para el problema general fueron
encontradas tan s6lo hace unos afios, en 2005 por U. Lang-Schlichenmaier. La
respuesta incluye varios conceptos (dimension de Nagata, n-conectividad Lipschitz,
...) pertenecientes a una nueva area en desarrollo que puede ser naturalmente
llamada Topologia Lispchitz.

Si la imagen de una funcidn Lipschitz es un espacio lineal normado, uno puede
estudiar una extension lineal Lipschitz de la funcién y de la norma del
correspondiente operador lineal de extension usando caracteristicas geométricas
del dominio. A diferencia del caso continuo donde una solucién positiva se debe a
Borsuk (1933) para espacios métricos separables y Dugundji (1951) para el caso
general, la respuesta ahora se sabe que es negativa incluso para funciones reales
Lipschitz (Pelczynski, 1960).

Para introducir el tema de las extensiones de funciones en el capitulo 1 se estudiara
el caso mas general: las extensiones continuas, enunciando y demostrando los
teoremas de Tietze y Dugundji. Se estudiardn también las extensiones de funciones
uniformemente continuas dentro de las cuales se hard especial menciéon a las
funciones definidas en espacios de Hilbert terminando el capitulo con el teorema de
Kirszbraun.

En el capitulo 2 se introduce la diferenciabilidad en las extensiones. Partiendo del
teorema mas relevante en este aspecto, teorema de Whitney, y su demostracion, se
expondran después algunas de sus consecuencias a lo largo de la historia asi como
alguna de las distintas respuestas que se han dado al problema de extension de
Whitney.



En la segunda parte del capitulo se estudian las extensiones diferenciables tanto en
Espacios de Banach separables como no separables.

En el capitulo 3 se aborda el caso Fréchet diferenciable de las extensiones de
funciones viendo una generalizacion conjunta del teorema de extension de Whitney
y el teorema de extension de Aversa-Laczkovich-Preiss asi como varios resultados
de extension de funciones Baire 1 y extensiones que preservan las derivadas.

Para finalizar, en el capitulo 4 se trabaja en el caso infinito dimensional C* con
derivada localmente uniformemente continua de extension de funciones a través de
diferentes resultados sobre extensiones de normas, extensiones Lipschitz
minimales y extensiones diferenciables en espacios de Banach con derivadas
Lipschitz. También se trabajara con funciones convexas C'* en espacios de Hilbert.

Notacién: R lo utilizaremos para denotar el conjunto de los nimeros reales.



Capitulo 1. Extension de funciones continuas

En este capitulo se abordara un caso méas general de extensiones. Para introducirnos
en el tema se comenzara por abordar el caso de extensiones s6lo continuas.

Un teorema bdsico para trabajar con funciones en subconjuntos cerrados de un
espacio topoldgico al que se quieren extender garantizando al menos la continuidad
de la extensidn es el Teorema de Tietze y la version dada por Dugundji y conocida
como el Teorema de Dugundji los cuales enunciaremos y probaremos en este
capitulo.

Posteriormente trabajaremos con extensiones de funciones uniformemente
continuas. A este respecto estudiaremos varios resultados generales vy
terminaremos enunciando un teorema que hace referencia al caso infinito
dimensional concretado en funciones definidas en espacios de Hilbert. Los tltimos
resultados nos serviran de antesala para el Teorema de Kriszbraun.

1.1 Teorema de Tietze

Para realizar una demostracion lo mas general posible del Teorema de extensién de
Tietze para cualquier espacio normal haremos uso del Lema de Urysohn que
enunciaremos a continuacién junto con algunas definiciones previas. Para ver con
mas detalle los siguientes resultados asi como la demostracion del Lema de Urysohn
se puede consultar [Mun].

Definicién: Decimos que un espacio topoldgico X es un espacio normal <= los
subconjuntos unitarios de X son cerradosy V E y F subconjuntos cerrados y
disjuntos de X existen U y V entornos de E y F respectivamente, también
disjuntos. En otras palabras, E y F pueden ser separados mediante entornos.

El Lema de Urysohn es un teorema profundo ya que su prueba involucra una idea
realmente original que las demostraciones anteriores no incluian.

Lema de Urysohn: Sea X un espacio normal y sean A y B subconjuntos cerrados
y disjuntos de X . Sea [a, b] un intervalo cerrado de la recta real. Entonces existe

una funcién continua f : X —[a,b] tal que f(x)=a paratodo x en Ay f(x)=b
paratodo X en B.

Definicién: Si A y B son dos subconjuntos del espacio topoldgico X y si existe una
funcién continua f : X — [O,l] tal que f(A)={0}y f(B)={l} se dice que A y B
pueden ser separados por una funcién continua.



En otras palabras: el lema de Urysohn dice que si cada par de subconjuntos cerrados
en X pueden ser separados por conjuntos abiertos disjuntos entonces cada par
puede ser separado por una funcién continua. La implicacion opuesta es trivial: si

f:X —[01] es la funcién continua, entonces f‘lqo,%n y f‘l((%,lD son

conjuntos abiertos disjuntos que contienena A y B respectivamente.

En general, separar por funciones continuas es mas fuerte que separar por conjuntos
abiertos disjuntos.

Definicién: Un espacio topoldgico X es completamente regular si los subconjuntos
unitarios de X son cerrados en X y para cada punto X, y cada subconjunto

cerrado A que no contenga a X, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que
f(x)=1y f(A)={0}.

Notese que un espacio normal es completamente regular por el lema de Urysohn.

Aunque no daremos una prueba del lema de Urysohn resaltaremos que para el caso
de espacios métricos (X , d) se puede probar de forma directa tomando

d(x, A)

M= A 1 de )

Por ultimo, antes de enunciar el Teorema de Tietze recordaremos la prueba M de
Weierstrass, ya que se hara uso de ella en la demostracion del Teorema de Tietze.

La Prueba M de Weierstrass es un criterio para comprobar la convergencia uniforme
de una serie infinita cuyos términos son al mismo tiempo funciones de variable real
o compleja.

Proposicién. Sea {f,} una sucesién de funciones de variable real o compleja

definidas en un conjunto A, y supongamos que para cada f, existe una constante

positiva M, tal que | f, (X)| <M, ¥Yn>1y Vx e A.Supongamos también que la serie

o0 o0
Z M n converge. Entonces la serie Z fn (X) converge uniformemente en A .
n=1 n=1

En particular, si el conjunto A es un espacio topoldgico y las funciones f, son

continuas en A, entonces la serie converge a una funcion continuaen A.



Teorema de extension de Tietze:

Sea X un espacio normal y sea A un subespacio cerrado de X . Se tiene que:

a) Cualquier funcion continua de A en un intervalo cerrado [a, b] de R puede
extenderse a una funcién continua en todo X a [a,b].

b) Cualquier funcion continua de A en R puede extenderse a una funcién continua
de todo X en R.

Demostracién:

La idea de la demostracion es construir una sucesion de funciones continuas s,
definida en el espacio entero X , tal que esa sucesidn s, converja uniformemente y
tal que la restriccién de s, a A se aproxime a la funcién f cada vez mas y més

cuando n es suficientemente grande. Entonces la funcién limite sera continua y su
restriccibna A serdiguala f .

PASO 1. El primer paso es construir una funcién particular g definida en todo X
tal que § no sea demasiado grande y aproxime a f en el conjunto A en un grado
razonable de exactitud.

Para ser mas precisos tomemos el caso f : A — [, r]. Aseguramos que existe una
funcion continua g: X — Rtal que:

|9(X)|S%I’ para todo x e X,

lg(a) - f(a)|£§r para todo a € A.
La funcién { se construye como sigue:

Dividimos el intervalo [— r, r] en 3 intervalos iguales de longitud %r

I——r—lr I——lrlr I—Err
! P3|t 3'3 "% |37 |

Sean B y C los subconjuntos:
B=f"(l,) y C=f7(,) de A

Yaque f escontinua, B y C son subconjuntos cerrados y disjuntos de A. Porlo

tanto son cerrados en X . Por el lema de Urysohn existe una funcién continua



g: X > [—%r,%r} que tiene la propiedad de que g(x) = —% r paracada X en B y
1

g(x) :gr paracada X en C.
Observacion: Para Espacios de Banach no es necesario el lema de Urysohn,

basta con hacer uso de la funcién distancia. Podriamos definir g
alternativamente como sigue:

Entonces |g(x)| < %r para todo Xe X. Aseguramos que para cada aecA,
lg(a)— f(a) < %r . Hay 3 casos:
1.Si a e B entonces ambos f(a) y g(a) pertenecena I, .

2.Si aeC entonces ambos f(a) y g(a) pertenecena I,.

3.Ysi ag BUC entonces f(a) y g(a) pertenecena I,.

En cada caso |g(a)- f(a)| < % r.

PASO 2. Vamos ahora a probar la parte 1 del Teorema de Tietze. Sin pérdida de
generalidad podemos reemplazar el intervalo cerrado arbitrario [a, b] de R porel

intervalo [— 1,1].

Sea f: X — [— 1,1] una funcién continua, entonces f satisface las hipotesis del
PASO 1 con r =1. Ademas, existe una funcién continua real-valuada g, definida en

todo X tal que:

|91(X)|S% para todo xe X,
|f(a)—g,(a) < % para todo a e A.

Ahora consideramos la funcién f —g,. Esta funcién lleva A al intervalo {—%,ﬂ,

luego, podemos aplicar el PASO 1 otra vez tomando r = % .



Obtenemos una funcién real-valuada g, definida en todo X tal que:

1(2
9,(x)| < —(—j para todo X € X,
3.3

[f(a)-g,(a)—9g,@)< (gj para todo a € A.

Entonces aplicamos el PASO 1 ala funcién f —g, —g, y asi sucesivamente. En el paso

general tenemos funciones real-valuadas g,,...g, definidas en todo X tales que:
2 n
|f(a)—gl(a)...—gn(a)|g(gj para todo a € A.

Aplicando el PASO 1 ala funcién f —g,..—g, con r = (%j obtenemos una funcién

real-valuada g,,, definida en todo X tal que:

2

|gn+1(X)| < %(gj paratodo Xe€ X,

n+l
|f(a)—gl(a)...—gn+l(a)|s(%) para todo a € A.

Por induccidn, las funciones ¢, estan definidas para todo n. Ahora definimos:

g(X):Zgn(X) para todo xe X.
=1

Por supuesto tenemos que asegurar la convergencia de esta serie infinita. Pero esto
se sigue del Teorema de comparacion del calculo: 1a serie converge por comparacién

1 o 2 n-1
con la serie geométrica = [—] .

n=1

Para probar que § es continua debemos ver que la sucesién S, converge a {

uniformemente. Este hecho se sigue de la prueba M de Weierstrass.

Sin asumir este resultado uno puede simplemente notar que si k > n entonces:

K 1 K 2 i—1 1 o 2 i—1 2 n
Sow <32 <33(3) =(3)-

i=n+1

[ (¥) =5, (x)] =




2 n
Manteniendo n fijo y haciendo k — o podemos ver que |g(X) -S, (X)| < (5) para

VX e X .Ademas s, converge a § uniformemente.

n
Veamos que ¢g(a) = f(a) VaeA.Sea S,(X)= Z g;(X) la n-ésima suma parcial de la
i1

serie. Entonces g(X) es por definicion el limite de la sucesién infinita s,(x) de sumas

parciales. Ya que =|f(a)-s,(a) < (%) paratodo acA, se sigue

fa)- >0,

que s,(a) > f(a) paratodo a € A.Y por tanto, tenemos que f(a) = g(a) paratodo
aeA.

Finalmente veamos que g lleva X al intervalo [—1,1]. Esta condicion de hecho se

. L .1 "
satisface automaticamente, ya que la serie —Z(—j converge a 1.

n

PASO 3. Probaremos ahora el apartado b) del teorema, en el que f lleva A a R.
Podemos reemplazar ‘R por el intervalo abierto (—1,1) ya que este intervalo es
homeomorfo a k. Luego, sea f una aplicaciéon continua de A en (—1,1). La parte
del Teorema de Tietze ya probada nos muestra que podemos extender f a una
aplicacion continua g: X —)[—l,l] llevando X a un intervalo cerrado. ;C6mo

podemos encontrar una aplicaciéon h que lleve X en un intervalo abierto?

Dada §, vamos a definir un subconjunto D de X por la ecuacidn:

D =g (-1)v g (I).

Ya que § es continua, D es un subconjunto cerrado de X .Ya que g(A) = f(A), que
esti contenido en (— 1,1), el conjunto A es disjunto con D . Por el Lema de Urysohn,

existe una funcién continua
¢: X —[01] tal que ¢(D) ={0} y $(A) = {1}.

Definimos h(X) = ¢(x)g(X) . Entonces h es continua siendo producto de 2 funciones
continuas. Ademdas, h es una extension de f ya que para acA,
h(a) =¢(a)g(a) =1g(a) = f(a). Finalmente, h lleva todo X al intervalo abierto
(—1,1) porque si xe D entonces ¢(X) =0 y resulta que h(x) =0 . Con lo que
concluye la demostracidn.
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1.2 Teorema de Dugundji

Este teorema y su demostracién han sido extraidos de [Du]. Antes de enunciar y
demostrar el teorema necesitaremos una definicién previa.

Definicién: Un espacio afin L es de tipo m si para cualquier espacio métrico X y
cualquier funcién continua f : X — L se cumple lo siguiente:

Paracada xe X y W entornoen L con f(x) €W hay un entorno U en X con XxeU
y algin conjunto convexo C — L talque f(U)cCcW.

Esta clase de espacios afines incluye todos los espacios topolégicos lineales
localmente convexos, por ejemplo los espacios euclideos o mas generalmente los
Espacios de Banach.

El teorema de Tietze se puede extender a funciones continuas de un espacio de
Banach en otro espacio de Banach. Una demostracién seria usando particiones de la
unidad y sucesivas aproximaciones. Sin embargo, en este trabajo hemos querido
presentar también esta demostracion de Dugundji por ser distinta de la
demostracion dada en el teorema de extension de Tietze y cuyas ideas se aplicaran
en el caso de extensiones diferenciables.

Teorema de ]. Dugundji:

Sea X un espacio métrico arbitrario. Ac X un subconjunto cerrado y L un espacio
afin tipo m. Entonces cada funciéon continua f : A— L tiene una extension

continua F:X —L tal que F(X) < convex(f(A)), siendo convex(f(A)) la
envoltura convexa de f(A) (es decir,

(:onvex(f(A)):{zk:iicoi ‘o, € T(A), 4 eiR*,Zk:ﬂi =1}).

i=1 i=1
Demostracion
Para cada xe X —A (el complementario de A en X) sea B, una bola abierta
centrada en X de radio menor que %d (x,A), donde d es la métrica de X .La

familia {BX/Xe X —A} es un recubrimiento por abiertos del paracompacto X -A,

luego tiene un refinamiento localmente finito de abiertos {U }.

Sea B(A ) = {y/ d(y,A) < 77} y obsérvese que una bola B, centrada en el exterior de
B(A,27) no puede intersecar a B(A,7). Consecuentemente cualquier U e {U} que
interseque a B(A,7) estad contenido en una B, centrada dentro de B(A,27) luego
tiene didmetro o(U) < 27.

11



A cada U € {U} no vacio le asociamos un punto a, € A como sigue: Elegimos un

X, €U ybuscamos a, € A con d(X,,a,) <2d(x,,A).
La propiedad fundamental de los conjuntos {U} y los puntos {aU } es:

(*) Paracada a e A y entorno W (a) de a en X, hay un entorno V(a) cW(a) de a
con la propiedad: U "V (a) # 0 = [U cW(a)]/\ [aU € AmW(a)].

&
En efecto, podemos asumir queW (a) = B(a, ¢) .Entonces tomandoV (a) = B(a,EJ )

cualquier U que interseque a V (@) tiene didmetro < —. Luego U esta contenido

en B(a, fj.
4

. : £
Ademas, puesto que de lo anterior se deduce que d(x,,a) < 2 tenemos que

£
6

d(aU,a)sd(au,xu)+d(xu,a)£2d(xU,A)+d(xU,A)<%g,

estoes a, eW(a).

Sea ahora {k, } una particién de la unidad en X — A subordinadaa {U } y definimos
F:X —L como

£ (x), XA
FOY=13Tk, () f (ay), xeX—A

F es continua en cada punto del abierto X — A, luego, s6lo es necesario probar que
lo es en cada punto de A.

Sea ac A ysea W un entorno de F(a)= f(a). Yaque L es de tipo m y f es
continua existe un entorno W (a) en X tal que f(W(a)nA)c C cW para algin

convexo C en L.

Elegimos V(a)cW(a) que satisfaga la condicion (¥) y probamos que
FIV(A)cW:

Claramente si Xxe ANV (a), entonces f(x)=F(x)cCcW. Si xeV(a)—A
entonces X pertenece alo sumo a un nimero finito de U,,...,U, . Luego, en X, sélo

Ky, Ky, sonno nulos. Ya que cada U; interseca a V(a) los correspondientes a,

se encuentran todos en AnW (@), y por tanto todos los f(a,) estanen C.

12



Y ya que F(X) estd en la envoltura convexa de los puntos f(a, )., f(a, )

encontramos que F (X) € C también. Asi F(V(a))cW y F escontinuaen a.

Ya que F es continua en cada punto de X, la aplicacién F: X — L es continuay
la formula muestra que F es una extension de f y F(X) < convex(f(A)). Esto

concluye la demostracidn.

1.3 Extension de funciones uniformemente continuas. El caso
de Espacios de Hilbert

Para consultar la demostracién de los resultados expuestos en este apartado asi
como ampliar la informacién sobre el tema se pueden ver las referencias [Du] y
[Ben]. Empezaremos dando algunas definiciones y resultados.

Definicién: Sean X e Y espacios métricos y sea f:X —Y. El médulo de
continuidad de f esla funcion:

w, (t) =sup{d(f (x), f(¥)): x,y € X,d(x,y) <t}.

La aplicaciéon f se dice que es uniformemente continua si existe t, >0 tal que

W, (t) <oo parat<t;ysi Lim  w,(t)=0.

t—0*

Definicién: Un espacio métrico X se dice que es métricamente convexo si para cada
Xy, X, € X yparatodo 0<t<1hayun punto x, € X tal que:

d(Xy, %) =td (X, %) y d(x;, X)) =L -t)d (X, %)

Equivalentemente, dos bolas cerradas B(X,s) y B(y,t) en X tienen interseccién no
vaciasiy sélosi d(X,y) <s+t.

Cuando X esunsubconjunto convexo de un espacio de Banach, o mas generalmente
cuando es métricamente convexo, la desigualdad triangular nos muestra que
W, (t+5s) < w, (t) +w;, (S), es decir, w, es subaditiva.

13



Lema:

i) Todo espacio métrico X es isométrico a un subconjunto de | (I') para algin

conjunto [

ii) Sea Z un subconjunto del espacio métrico Y ysea W una funcién subaditiva no
decreciente cumpliendo que Lim_  w(t)=0. Asumimos que f:Z —1_(I') es

uniformemente continuay que w, <w.Entonces f puede extenderse a una funcién
uniformemente continua F:Y — | _(I') cuyo médulo de continuidad w; esta

también dominado por w. En particular, si f es Lipschitz, también lo serd F y con
la misma constante de Lipschitz.

Observacién: La subaditividad de W es esencial para la existencia de una extension
uniformemente continua. Ademas si w, no esta acotada por dicha funcién entonces

f no se puede extender a una funcién uniformemente continua en un espacio

métricamente convexo Y que contengaa Z .

Definicién: Un subconjunto X de un espacio métrico Y se llama retracto Lipschitz de
Y si existe una aplicacion Lipschitz de Y en X que coincide con la identidad en

X.

Un espacio métrico que es un retracto Lipschitz de cualquier espacio métrico que lo
contiene como subespacio cerrado se denomina retracto Lipschitz absoluto.

Observemos que si X es unretracto de Y , entonces X es cerradoen Y , pues X
es el conjunto de puntos donde la retracciéon r coincide con laidentidad en X .

Proposicién: Sea X wun espacio métrico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) X esun retracto Lipschitz absoluto.

ii) Para cada espacio métrico Y y cualquier subconjunto Z Y , cualquier funcién
f :Z — X Lipschitz puede extenderse a una funcion Lipschitz F:Y — X..

iii) Para cualquier espacio métrico Y que contengaa X y cualquier espacio métrico
Z , toda funcion Lipschitz f: X — Z puede extenderse a una funcién Lipschitz

F:Y>Z.

La siguiente definicién, asi como los ejemplos que la suceden han sido consultados
en [Ta].

14



Definicion:

1. Unfiltro ¥ en un conjunto X es un subconjunto de P(X)— {@} tal que:
i) Si F,F, € ¥, entonces F, " F, es también un elemento de ¥ .
ii)Si Fe¥Y y GoF entonces Ge V.

2. Un ultrafiltro es un filtro que no esta contenido propiamente en otro filtro.

3. Una coleccién no vacia ¥ — P(X)—{J} se dice que es una base de filtro si para

cada dos elementos F,F, e ¥, existe F, e ¥ talque F, c F, nF,.

Ejemplos: Algunos ejemplos de estas clases de objetos son:

1.Si x e X, entonces {Ac X : x € A} es un filtro. Este filtro es equivalente a la base

de filtro ¥, = {x}}. Decimos que dos bases de filtro en X, ¥ y G son equivalentes

si ¥ ={Ac X:A contiene un elemento de ¥} esiguala G" ={Ac X : A contiene
un elemento de G}.

2. En el caso de que X sea un espacio topolédgicoy X € X, entonces la colecciéon de
todos los entornos de X en X es un filtro; y la coleccién {A— X : x e cl, A} es un

ultrafiltro, siendo cl, A la adherencia topolégica del subconjunto A en X .

3.Sean k un numero cardinal y X un conjunto de cardinalidad mayor o igual quek.
Resulta que la coleccién:

W, (X) = {F < X :|X —F| <k}
esun filtroen X .

4.Sea (X,<,) un conjunto linealmente ordenado con mas de un punto, y sea X € X.
Entonces:

a) B(x) ={(z,y):z <4 X<y Y} esuna base de filtro si X no es el primer ni el
ultimo elemento.

b) D(x) ={[X,y): X<, Y} es una base de filtro si X no es el tltimo elemento.

c) 1(X) ={(y,x]): y <4« X} esunabase de filtro si X no es el primer elemento.

Definicién: Una base de filtro ¥ ={F,,« € A} en un espacio métrico (X,d) se llama

base de filtro d —Cauchy si para cada ¢>0 hay algin F, con d —didmetro
o(F,)<e.
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Definicién: Sea (X,d) un espacio métrico. Una base de filtro ¥ en X converge a

Xe X si para cada entorno N de X existe F €Y tal que F = N . En este caso
escribimos: ¥ — X.

Utilizaremos ahora el concepto de base de filtro para demostrar el siguiente teorema
para la extension de funciones uniformemente continuas.

Hay que tener en cuenta que la imagen uniformemente continua de un espacio
completo no es necesariamente completa. La biyeccién: f :(%,d,)— ((-11).d,),

siendo d, la distancia euclidea, dada por:

1+|x|

es uniformemente continua e incluso un homeomorfismo, sin embargo la imagen es
evidentemente no completa.

Las aplicaciones continuas en espacios completos se espera que tengan un
significado especial. El siguiente teorema de extension fundamental tiene muchas

aplicaciones, una estandar es definir la funcién a* con x real (a>0) desde el

conocimiento de a" con r racional.

Teorema: Sean (X ,d ) un espacio métrico arbitrarioy A < X un subconjunto denso.

Sean Y d —completoy f : A— Y uniformemente continua. Entonces existe unay

solo una extension continua F: X —Y tal que F es también uniformemente
continua.

Demostracién:

Para cada X € X la base de filtro de entornos U (x) N A es ciertamente d'— Cauchy.

Utilizaremos el siguiente resultado:

Teorema: Si f:(X,d")—(Y,d) es uniformemente continua entonces la
imagen de una base de filtro d '— Cauchy es una base de filtro d —Cauchy.

Esto nos asegura que la base de filtro f(U(x)nA) es d —Cauchy. Utilizaremos
ahora el siguiente resultado:

Teorema: Sea D un subconjunto densode X ,sea Y un espacio regulary sea
f:D—Y continua. Entonces f tiene una extensiéon F: X —Y siy sélo si

la base de filtro f(DNU(X)) converge para cada xe X. Si F existe,

entonces F es Unica.
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En funcién del cual f puede ser extendida por continuidad a una dnica F: X —Y

continua. Ahora probaremos que F es uniformemente continua.
Dado £>0, sea 6>0 tal que d(f(a),f(a,)) <& siempre que d'(a,,a,)<d y
a,,a, € A. Veremos que d(F(x,),F(X,)) <3¢ siempre qued'(x,, X,) <§ Y X, X € X.

De hecho, ya que F es continua encontraremos entornos U (X,),U (X,) tales que
FU()) < B(F(x),s), i=12 ydefinimos

W(xi):U(xi)mB(xi,g), i=12.
Ahora, AW (x,) # 0 yaque A esdensoy elegimos a, e AnW(x,), i=12.

Entonces porque d'(al,az)Sd'(al,X1)+d'(X1,X2)+d'(X2,a2)<3§ encontramos
que:
d(F(x),F(x)) <d(F(x), f(a))+d(f(a). f(a,))+d(f(a,),F(x;)) <3¢

lo cual completa la demostracion.

Observaciones.

(i) La hipétesis de que f es uniformemente continua es esencial. Sea

X
A=E'-{0}cE' y sea Y =E' La aplicacién f(X):N de A—E' no puede
extenderse sobre E'.
(ii) Por otro lado la hipétesis de que Y es d —completo es también esencial.
Por ejemplo, sean X =E*, Ac X el subespacio de los racionales e Y = A. La
aplicacién identidad f:A— A es uniformemente continua, pero no puede
extenderse a una aplicacién continua F :E' — A yaque E' es conexoy F no puede

ser constante.

(iii) Si la aplicacién del teorema anterior es un homeomorfismo, no es cierto en
general que su extension F sea también un homeomorfismo.

Por ejemplo, sea X =1 =[0,1] ,sea A=Int(1)=(0,1) ysea Y la circunferencia
unidad S* en 2. Usando la métrica euclidea, la aplicaciéon x — e*™ de Int(l) en
St - {(1,0)} es un homeomorfismo uniformemente continuo; sin embargo, su

extension sobre | no es biyectiva.
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A pesar de esto hay un tipo de homeomorfismo para el cual este comportamiento no
puede ocurrir:

Un homeomorfismo h:(X,d)=(Y,d) se llama isomorfismo uniforme de X e Y
siempre que tanto h como h™ sean uniformemente continuas.
Una isometria sobreyectiva es un ejemplo particularmente importante de
isomorfismo uniforme, pero la primera nocioén es mas general:

Laaplicacién y:(R,d,) > (R,d") donde d'=min(L,d,) y d, esladistancia euclidea

es un isomorfismo uniforme aunque no es una isometria.

Corolario: Sea Y un espacio d —completo, sea Y' d'-completo y sean AcCY,
A'cY' densos. Entonces cada isomorfismo uniforme h:A=A' tiene una
extension H:Y =Y'que es también un isomorfismo uniforme. Ademas si h es una
isometria entonces H también lo es.

Por ultimo este teorema nos sitia en el marco de los Espacios de Hilbert, en el caso
infinito dimensional.

Teorema: Sean H, y H, dos espacios de Hilbert. Asumimos que A es un
subconjunto de H, y que W es una funcién concava no negativa en R cumpliendo

que Lim___ w(t) =0. Entonces toda funcién uniformemente continua f:A—>H,

t—0*
cuyo moédulo de continuidad esté acotado por W se extiende a una funcién
uniformemente continua F:H, - H, definida en todo H;, cuyo mddulo de
continuidad esta también acotado por w.

Observacién: Para poder extender f a una funcién uniformemente continua definida

en todo H, es necesario, por supuesto, que w, esté dominado por una funcion
subaditiva 7 cumpliendo que Lim_ .7(t)=0. El teorema muestra que esta

condicion es también suficiente.

Este teorema para w(t) = At, es decir, para extensiones de funciones Lipschitz fue
estudiado por Kirszbraun y es el contenido del siguiente apartado.
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1.4 Teorema de Kirszbraun

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Kirszbraun empezaremos
mencionando algunos casos mas generales como la formula de extensiones de

funciones uniformemente continuas de un espacio métrico en R" que podemos
encontrar en [Ben]:

Proposicién: Sea Z un subespacio de un espacio métrico Y y sea @ una funcién
subaditiva no decreciente cumpliendo que Lim, ,@(t) =0 . Sitenemos una funcién
f real valuada en Z , es decir, f :Z — R uniformemente continua y con o, <o,
entonces f puede extenderse a una funciéon uniformemente continua F:Y — R
cuyo médulo de continuidad @ esté también dominado por . En particular, si f

es Lipschitz también lo serd F y con la misma constante de Lipschitz.

Demostracién: La funcién F viene dada por la siguiente férmula explicita:
F(y) =inf{f(2) + w(d(z,y)):z e Z}

Para ver que F(Y) es finito para todo Yy, fijamos cualquier z, € Z . Entonces:

f(2) + o(d(z,y)) 2 T(z,) - (d(z,2,)) + @(d(z,Y)) 2 f(2) = o(d (Y, 2,))

paratodo Z € Z. También es evidente que F es una extension de f .Para estimar
el mddulo de continuidad de F, fijamos X,y €Y y elegimos z, tal que F(X) es
esencialmente igual a f(z,)+ »(d(z,,X)). Ya que F(y) < f(z,)+o(d(z,,Y)), se

sigue de la desigualdad triangular en Y y de la subaditividad de @ que
F(y)-F(X) <w(d(x,Y)). Un argumento similar prueba que

F(x)=F(y) <a(d(x,y)).

Observacién: La subaditividad de @ es esencial para la existencia de una extension
uniformemente continua. En efecto, si @, no estuviera limitada por una funcién de

este tipo, entonces f no se podria extender a una funcién uniformemente continua

en un espacio métricamente convexo Y que contengaa Z .

Del anterior resultado se deduce el siguiente teorema de extension de funciones
Lipschitz de R" en R"™ parala norma euclidea que se puede consultar en [Ev]:

Teorema de Extensién de funciones Lipschitz: Sea Ac R" y sea f:A—>R" una
funcion Lipschitz continua. Entonces existe una funciéon Lipschitz continua

1 R" - R" tal que:
(i) f=fen A

(i) Lip(f) <+/mLip(f)
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Demostracidon: Aunque la demostracion se puede deducir del anterior resultado,
merece la pena detallar los pasos.

1. Primero asumimos que: f : A— R . Definimos:

F(x):=inf{f (@) + Lip(F)x—al}, (xe®"),

siendo | . | la norma euclidea.
Si b e A, entonces tenemos que ?(b) = f(b). Esto se sigue de que para todo a e A,
f(a)+ Lip(f)b—a| > f (b);
mientras que obviamente f (b) < f(b).Si x,y € R", entonces:
f(x)< inf{f(a) + Lip(F)(y—al+|x -y} = f(y)+ Lip(F)}x—y|.

Igualmente,

F(y)< F(x)+Lip(f)x—yl.

m

2. En el caso general f:A—>R", f=(f!., f"), definimos f:= (?1,...,? ).
Entonces:

T00-To) = 2[F 0= <mlLiph)Fix-yf.

Observacién: El Teorema de Kirszbraun asegura que de hecho existe una extension
f con Lip(f) = Lip(f).

Por otro lado si S es un subconjunto arbitrario de un espacio métrico X entonces
toda funcién Lipschitz f :S — R tiene una extensién Lipschitz g: X — R con

Lip(g) = Lip(f). De hecho se puede definir

g(&) =inf{f (x) + Lip(f)-dist(x,&): x € S} para £ € X .

Para ampliar la informaciéon de este apartado se puede consultar [Fed]. Para
demostrar el Teorema de Kirszbraun haremos uso del siguiente resultado:

Lema: Sea P — R" x (0,) un subconjunto no vacio, compacto y sea

Y, ={y:|y—a|s I’t,V(a,r)eP}, para 0 <t <oo.

Entonces, ¢=inf{t:Y, #J}<w e Y, esta formado por un tinico punto b. Ademas

b pertenece a la envoltura convexa de

A={a: (a,r)eP y |b—a|=rc paraalguin r}.
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Teorema de Kirszbraun: Si S c R"y f :S — R" es Lipschitz, entonces f tiene una
extension Lipschitz g : R™ — R" con Lip(g) = Lip(f).

Demostracién:

Supongamos que Lip(f)=1 y consideremos la clase €2 de todas las extensiones

Lipschitz de f que llevan algin subconjunto de R™ en R" y tienen constante de
Lipschitz 1. Por el principio maximal de Hausdorff o Lema de Zorn (en un conjunto

A parcialmente ordenado siempre existe al menos una cadena maximal)  tiene
un elemento maximal (respecto a la inclusion):

g:T—>R" donde T cR".

Veremos que si suponemos que &eR" —T (es decir R" —T no es vacio) existe

neR" con |p-g(x)|<|¢é—X para todo xeT, de donde se obtendrd que

g u{(f,iy)}eQ y 0 no podria ser maximal en (2. Probemos por tanto que la

interseccion de las bolas cerradas es
N{BLg(X),[x—&[l: xeT}=D.
Ya que estas bolas son compactas sera suficiente verificar que

N{Blg(x),[x—&[l: xe F}= O,

para cualquier subconjunto F finito de T .Para este propésito aplicaremos el Lema
precedente con

P={(g(x).|x—&)) :xe F}.

Existen por tanto una coleccién de puntos distintos X;..X, con g(X;)€ A , un
ndmero no negativo ¢, un punto b en R" y una coleccién de nimeros positivos

ﬂ-l,---ik tales que

b-g(x)|=|x-¢c para i=1..k 'y
K k
bzz/lig(xi), con 122/%.
= =

Y usando la identidad 2uev = |u|2 + |v|2 —|u —v|2 para la norma euclidea y el producto

escalar asociado a ella, obtenemos

0=2‘Zzi[g(xi)—bl =23 A,4,[9(x,) ~bl[g(x,) ~b] =
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=> A4;l19()—b[* +]a(x;) =b" ~|g(x) - a(x;)| 1>
> Y A[et|x - +e?x, ~g ~[x x| 1=
= Y AAL2C (4 = &) 0 (%= &)+ ~Dx — x| 1=

=2

‘2

2
+(c* -1 A4, ‘xi - x| .
i

Czﬂi(xi _ég)

Concluimos que c<1 y bele{y:|y—a|sr,v(a,r)e P}, con lo que queda

demostrado el teorema.

Observacidn. La conclusion del teorema precedente puede fallar si alguno o ambos

R™ 0 R" estdn metrizados por una norma no inducida por un producto interior.
Por ejemplo consideremos

S ={(1-1),(-11),AD)}Ic=R?
Y f:S— R talque f(L-1) =(10), f(-11) = (-10), f (11) = (0,/3). Definimos las
métricas
1) =sup{x by V) =[(x)" +(x,)?]? para x e R*,

Entonces p(u—v)=2=V[f(u)— f(v)] para u,veS y u(u)=1 para ueS. Pero no
existe 7 € R* con V[ — f(u)]<1 paratodo ueS.Luego f no tiene una extensién a
S U{(0,0)} con constante de Lipschitz 1 asociada a las métricas u y V.
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Capitulo 2. Extension de funciones con diferenciabilidad.
Teorema de Whitney

En este capitulo se dard un paso mas en el estudio de las extensiones de funciones
introduciendo la condicion de diferenciabilidad para las mismas.

El eje central del capitulo es el Teorema de Whitney que comenzaremos enunciando
y demostrando. Posteriormente hablaremos sobre el Problema de Extension de
Whitney y la respuesta al mismo que han dado varios autores a lo largo de los
ultimos anos centrandonos en el trabajo de Fefferman.

Después estudiaremos las extensiones diferenciables en Espacios de Banach
separables por un lado y no separables por otro lado. Asi como las extensiones
diferenciables de funciones vectoriales valuadas definidas en subconjuntos
cerrados de espacios de Banach.

2.1 Teorema de Whitney

Veremos a continuacion tanto el enunciado como la demostracion del Teorema mas
importante en el marco de las extensiones de funciones tanto por su versatilidad
como herramienta como por su importancia histoérica.

El teorema y su demostracion se pueden consultar en [Ev].

Para demostrar el Teorema de Extension de Whitney haremos uso del Teorema de
recubrimiento de Vitali.

Definicién: Una clase Vitali o recubrimiento de Vitali V para un conjunto E de R°
es una familia de conjuntos de tal manera que, para cada XxeE y 6 >0 hay un
conjunto U en la coleccién V con xeU y el didmetro de U no nulo y menor que o .

Teorema del Recubrimiento de Vitali: Sea V un recubrimiento de Vitali para un
conjunto E de R" tal que sup{diamB:B eV} <. Existe entonces una subfamilia

numerable F de bolas cerradas disjuntas en V tales que U B= U B.

Bev BeF

Notacidn previa necesaria:

Sean C c R" cerrado, f:C >R y d:C > R" definimos:

f(y)— F()—d(x)-(y-X)
x|

R(y,x) = (x,yeC,x=#Yy)

Sean ahora K < C compactoy ¢ >0 definimos:

P (6) =sup{|R(y, X)| tal que 0<|x—y|<5,x,y e K}
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Teorema de Extensién de Whitney, caso c':

Asumimos que f,d son continuas y para cada subconjunto compacto K — C::
P (0) >0 si 60 ().

Entonces existe una funcién f : R" — R tal que:

i) f es ct

i) f=f yDf=d en C.

Demostracién:

Sea el abierto U =R" —C . Definimos:
1 . .
r(x) = —min{l dist(x,C)}.
20
Por el Teorema de recubrimiento de Vitali existe un conjunto contable:

{X;}i2 cVU talque U :OB(Xj,Sr(Xj))

i
y tal que las bolas cerradas {B(X;,r(X;))};; son disjuntas.
Para cada xeU definimos:

S, ={X; /B(x,10r(x)) n B(x; 10r(x;)) = J}

1 r(x
Afirmacién #1: card(S,) < (129" y - < )
3 r(x;)

<3six; €8S,.
Vamos a probar la afirmacion. Si x; € S, entonces
\r(x)—r(x.)\si\x—x.\si(10r(x)+10r(x.)):i(r(x)+r(x.)).
1720 1720 ) J

Por tanto r(x) <3r(x;), r(x;) <3r(x).
Ademas tenemos:
X = X[+ r(x;) <10(r(x) + r(x;)) +r(x;) =10r(x) +11r(x;) < 43r(x).

Consecuentemente:

B(x;,r(x;)) < B(x,43r(x)).
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Ya que las bolas {B(x;,r(x;))};, son disjuntas, y teniendo en cuenta que

()

r(x;) > ——, obtenemos

card(S, )a(n)( (x )j < a(n)(43r(x))",

siendo el volumen de una bola en R" de radio R la cantidad V, ; = a(n)R", conla

n/2

constante a(n) = W dependiendo solo de N.

Entonces
card(S,) < (129"

Ahora elegimos u#:R —> R tal que ©eC”, 0<u<l, x(t) =1 para t<1ly
ut)=0parat>2.

Para cada j =1... definimos:

o (exl)
u; (x) 'u5r(x.) , XeR",

Entonces:
quCOO para OSUJSL
u; =1 en B(insr(xj))!
u =0 en  R"-B(x;,10r(x,)).

Ademas, si la derivada de ¢ estd acotada en valor absoluto por una constante C ,
entonces

C 3 Kok
|Du; (x)| < 5r(x) 5r(x) si x; €S, (*%).

Notemos ademas que u; =0 en B(x,10r(x)) si Xx; ¢S, .

Definimos o(X) :Zuj(x), xeR". Ya que u; =0 en B(x10r(x)) si x; ¢S, vemos
j=L
que:

o(y)= D u;(x) si y e B(x10r(x)).

Xj €Sy

Por la afirmacion #1 card(S,) < (129)". Esto y (**) implican que:
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C
ceC”(U),o=1lenU, |Do(x)|<—-, xeU,
r(x)
_ 3c-129" ) o
siendo C, = . Ahora paracada ] e N definimos:
u. (x)
v (X)=—-=, xeU
) o (x)
Du; u;Do
Nétese que DV (x) = - >— yque 0>1enU . Luego:
o o
j=1

Zl:va(x):O, para XeU,
j=

C
‘va(x)‘ <—2

r(x)
para una constante ¢, que depende sélo de c,. Las funciones {V;}}; son ademas

una particion diferenciable de la unidad en U . Ahora, paracada j =1... elegimos un
punto cualquiera s; € C tal que:

|x; —s;| =dist(x;,C).

Finalmente, definimos f:R" >R dela siguiente manera:

T =) = fx) si xeC,
00150 00t () +d)- (-1, i xeU,

Obsérvese que f eC*(U) y

Df(x)= Y, ([f(sj)+d(sj)-(x—sj)]va(x)+vj(x)d(sj)]), xeU.

Xj€Sy

Afirmacién #2: Df(a)=d(a), Va € C. Vamos a probar esta afirmacién. Fijamos
aeC yseael compacto K=C[B(al).

Definimos:
#(8) =sup{[R(x, Y)|/ X,y € K,0 < |x — y| < 8}+supfld(x) —d(y)|/ x,y e K,[x—y| < 5}
Yaque d :C — R" es continua, de (¥) se sigue que:
#(0) > 0si & — 0 (**).
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Si xeC y [x—a| <1 entonces:

00— f(@)-d(@)- (x—a)|=|f () - F () ~d(a)- (x—a) = [R(x, a)|x—a| < g([x—a|x 4

y [d(x)-d(a) < ¢(x-al).

Ahora supongamos que xeU, |x— a| < %

Calculamos \?(x) ~f(a)-d(a)- (x—a)\ = \?(x) — f(a)-d(a)- (x—a)\ <

< DML (s)) - f(@)+d(s))(x—s;) —d(a)(x—a)] <

Xj €Sy

< > v f(s) - f(a)+d(s))@—s)) |+ D v;(x)](d(s;)-d(@)(x—a)].

XjeSX Xj€

Ahora |X—a|£% implica que r(x)zz—tdist(X,C)Sz—lo|X—a|.
Luego para x; € S,
la—s;|<|a—x|+|x; —sj‘sz‘a—xj‘sz(jx—a|+‘x—xj‘)s
<2(|x—a|+10(r(x) +r(x;))) < 2(|x —a|+40r(x)) < 6|x —a| <1.

De los calculos anteriores y la afirmacion #1 se sigue que existe una constante C' tal
que

f(x)- f(a)-d(a)-(x—a) < C'gl6]x —al|x—a

)

para todo X€U con |x—a|s%.

En vista de (***) los calculos anteriores implican que para cada aeC:

\T(x) —f(a)—d(a)- (x—a)\ <o(x-a

),si X > a.

Luego Df(a) existe y esiguala d(a).

Afirmacién #3: f e C1(R").
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., . 1 .
Demostracién: Fijamos aeC, xe@®R" con |x—a|£g. Si xeC , entonces

\D?(x)—DT(a)\=|d(x)—d(a)|g¢(|x—a|). Si xeU, elegimos beC tal que
[x—b| = dist(x,C).

Entonces \DT(x) . DT(a)\ - \DT(x) —d(a)\ < \DT(x) —d(b)‘ +|d(b)—d(a)|.

Ya que |b—a| s|b—x|+|x—a| < 2| —al , tenemos: |d(b)—d(a)| s¢(2|x—a|).

Teniendo en cuenta que Z va (x) =0, sumando y restando términos adecuados

XjeSy
obtenemos, podemos entonces estimar:

DF()-d®)]=| D [F(s;)+d(s;)(x—5,)IDv; (x) +v; ()[d(s;) —d ()] <

X;j €Sy

2. [(d(s;) ~d (b)) (x~b)IDv; (x)

X;j€Sy

<| > [ (b)+ f(s,)+d(s,)(b—s,)]Dv,(X)|+

XjeSy

+ SV, (A (s;) - d b)]

XjeSy

(****)

)

_C—3X)X§X¢(]b—s lb s‘+ ZgﬁQb sux b| + Zqﬁ(]b—sj

X eS, Xj €Sy

1 .
para un constante ¢, que depende de ¢, . Ahora |[x—b|<|x—a|< & Y ademas

r(x)_—|x b| < io Si x; €S,, entonces r(xj)s3r(x)§4io<2i0.Luego

,para X; € S, . Consecuentemente si Xj € SX entonces

) = e, =,
lb—s; <Jo—x|+[x—x;|+|x; =] < 20r(x) +10(r(x) + r(x;)) + 20r(x;) <
<120r(x) =6|x —b| < 6|x — 2|
Luego, (****) implica que
|Df (x)-d(b) <c, -p(6]x —al).

para algin ¢, que depende de c,.
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Esta estimacion y los calculos anteriores prueban que:
),

para algun c, que depende de c,.Y con esto se concluye la demostracién del

|Df (x)- Df (a) < c -flejx—a

teorema.

Observacién. La anterior construccion es lineal en f en el siguiente sentido:

Puesto que o = Zuj depende sélo del conjunto cerrado C, silos pares (f,,d,) y
jeR

(f,,d,) corresponden a funciones f,, f,C >Ry d,,d,C — R" que verifican las

hipétesis del teorema entonces,

firfb=f+f, y D(f,+f,)=D(f)+D(f,).

2.2 El Teorema de Whitney a lo largo de la historia. Extensiones
del Teorema de Whitney

A partir del Teorema de Whitney expuesto y demostrado en el apartado anterior se
plantea la cuestion de qué condiciones son necesarias para extenderlo aumentando
lo maximo posible la derivabilidad de la extension. Esta cuestion se conoce como el
Problema de extension de Whitney y es el objeto de trabajo de este apartado.
Veremos algunos de los resultados publicados por diversos autores a lo largo de los
ultimos anos y la evolucion que ha tenido el estudio de este problema.

Se enuncia como sigue:

Problema de Extensi6én de Whitney: Sea m>1ysea f :E —> R con E c R" cerrado.
;.Como podemos caracterizar las funciones f que se extienden a una funcién F que

sea C"en R"?

Fue el propio Whitney quien comenzé a trabajar en el tema en los siguientes
trabajos: [Whit 1], [Whit 2] y [Whit 3] en el afio 1934, mediante el asentamiento del
problema de extensiéon probando el Teorema de Extension de Whitney clasico, en el
caso N =1 a través de las llamadas diferencias divididas y en el caso n>1 a través
de polinomios de Taylor que aproximan adecuadamente localmente. Se puede ver
una demostracion de este resultado en [Fed] y se enuncia a continuacion.
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Teorema de Extensién de Whitney. Caso General C K

Supongamos que Y es un espacio vectorial normado, k un entero no negativo, A
un subconjunto cerrado de R" y a cada a € A corresponde la funcién polinomial:

P, :R™ —>Y congradoP, <k.

Siempre que Cc Ay 6>0 sea p(C,9) el supremo del conjunto de todos los
numeros:

|D'P, (b)-D'P, (a)|]a—b| " (k—i)! para i=0,.k y a,beC con O<fa-b<s.

Si p(C,8) > 0 cuando 6 — 0" para cada subconjunto compacto C de A, entonces
existe una aplicacién g :R"™ — Y declase k tal que D'g(a) = D'P,(a) para i =0,..k
y aeA.

En 1958, G. Glaeser en [Gla] resolvié el problema de Whitney para C'(R")
introduciendo un objeto geométrico llamado “espacio paratangente iterado”. El
trabajo de Glaeser influy6 en todos los trabajos posteriores sobre el tema. Mas tarde
Y. Brundyi y P. Shvartsman en una serie de articulos ([Bru 1], [Bru 2], [Bru 3], [Bru
4], [Bru 5], [Bru 6], [Sh 1], [Sh 2] y [Sh 3]) estudiaron el analogo al problema de
Whitney para C™“(R") (que posteriormente definiremos) y otros espacios de
funciones. Ellos conjeturaron también que la extensiéon F puede ser tomada
dependiendo linealmente de f . Para espacios de funciones entre C° (espacio de

funciones continuas) y C™(que posteriormente definiremos) tuvieron éxito
probando sus conjeturas utilizando el elegante método denominado de “Seleccion
de Lipschitz”. En [Bru 6] los autores caracterizan los (m—1)—jet (concepto que

definiremos a continuacién) de una funcién C™ en un conjunto E c R".

El siguiente progreso en el problema de Whitney fue el trabajo de Bierstone-
Milman-Pawlucki en [Bri]. Estos autores introducen un andlogo al espacio

paratangente iterado de Glaeser relevante para C"(R"). Ellos conjeturaron una

solucion completa al problema de extension de Whitney basandose en su espacio
paratangente y encontraron evidencias que apoyaban su conjetura.

Por ultimo, Fefferman en [Fel] present6 un teorema que resolvia el problema de
Whitney que veremos a continuacion. De hecho el teorema que expone Fefferman
es equivalente por dualidad a las conjeturas de Bierstone-Milman-Pawlucki
reemplazando el espacio paratangente que ellos proponen con una variante natural.

Para enunciar algunos de los resultados realizados por Fefferman y otros autores en
torno al Teorema de Whitney y sus extensiones, es necesario definir el concepto de
Jets.

La siguiente definicion se la debemos a J.Dieudonné [Di1], [Di2].
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Para hacernos una idea general un jet de orden k es una clase de equivalencia de

aplicaciones de clase C* que, en un punto, tienen (para cualquier carta) las mismas
derivadas hasta el orden k. Los jets de orden 1 se identifican con las aplicaciones
lineales tangentes.

Vamos a dar ahora la definicion formal:

Definicién. Sean X e Y dos variedades diferenciablesy f,g dos funciones de clase

C',r >1 definidas en un entorno abierto del punto X e X, convaloresen Y .Si k es
un entero tal que 0<k <r, las funciones f y g tienen contacto de orden > K en el
punto Xe X si f(x)=g(X) y si por cada carta (U,p,n) en X a X y cada carta
(V,¥,m) en Y al punto f(X)=g(x) las expresiones locales F,G de f,g son tales
que:

|F(t)-G(t)

” t||k tiende a cerosi t e R" tiende a z = ¢(X), o, equivalentemente si
Z —
D’F(z)=D"G(z) paral< p<k.

Si esta condicion se satisface para un par de cartas, entonces se satisface para todos
los pares.

Si f y g tienen contacto de orden >k VK se dice que tienen contacto de orden
infinito en x. Larelacién “ f y g tienen contacto de orden > Kk en el punto Xx” es

.z . . k . . . s
una relacion de equivalencia entre C* — aplicaciones definidas en entornos de X con
valoresen Y .

Una clase de equivalencia de esta relacion se llama jet de orden k de X en Y con
fuente X y destino y (el valor comdn de las aplicaciones en las clases de

equivalencia)

Definicién: La clase de equivalencia de f se denota J(f) y se llama jet de orden k

de f enel punto x .

El conjunto de los jets de orden k con fuente X y destino y se escribe Jf(X,Y)y :
El conjunto de los jets de orden k con fuente X se escribe J¥(X,Y) .

El conjunto de los jets de orden k con destino y se escribe J* (X ),

La unién de los conjuntos J¥(X,Y) Vxe X y VyeY seescribe J“(X,Y) .

Si Y =R escribimos Pf(X) enlugarde Jf(X,Y) y P*(f) enlugarde J(f).
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El conjunto Pf(X) tiene estructura natural de R —4lgebra y tenemos:
P“(f +9) =P (f)+P (g); P*(cof ) =P} (f) para ¢ eR

P (fg) = P (F)P(9).
El conjunto J¢(R",R™)de jets de orden k de R" en R" con fuente y destino el
origen de esos espacios se denota por L . .
Este conjunto acarrea una estructura natural de espacio vectorial real de dimension

K+n .
m( ]—m y los jets de los monomios x — x“e; (1< j<m,0<|a|<k) forman
n

una base canonica.

Cada conjunto de jets J¥(X ,Y), esta en correspondencia uno a uno con L';Vm por
medio de cartas en los puntos X,y (donde dim,(X)=ny dim (Y)=m) pero si
k >2 la estructura de espacio vectorial en J (X ,Y), obtenida por transporte de
L‘;'m depende de la eleccidon de las cartas.

Cuando k=1, J}(R, X), es el espacio tangente T, (X) .

Para el trabajo que nos ocupa nos resultara de mayor utilidad y mejor comprension
la siguiente definicion dada por Brudnyi en [Bru 7]:

Definicion: Sea F el espacio lineal de las funciones k —veces diferenciables en un
dominio G — R". Se define el espacio de los k —jets, J“F , como el espacio de todas

N
las funciones vectoriales (K —jets) f = {fa }‘a‘ ., en G con valores en R" tales que

paraalgin f € F ytodos los |a| <Kk, se tiene que D“f = f_.

Aqui N = N(k,n) = cardia € Z";|o] <k|.

Si F es un espacio (semi-) normado, J*F esta equipado con la (semi-) norma:
i

Especificamente eligiendo F igual a C*(G),C!(G), etc, podemos simplemente

=inf{f|_;D°f = f,.|o <k|.

J*F

escribir J*(G),J¥(G),... en lugar de J“F.Ya que G es abierto, todas las f, con

N
a#0 estan univocamente definidas por f,, es decir, la norma de f € J/(G)

i

satisface:

. - ” f0”(:[',‘((3) = ‘Sal"ﬁ” fa ||Cb(G)
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En particular, la proyeccion lineal f — f, lleva isométricamente J(G) en C}(G);

de hecho en ocasiones estos espacios se identificaran.

Sucesivamente, la topologia de Fréchet en J*(G) (k puede ser infinito) se define

por la convergencia uniforme en subconjuntos compactos de G, es decir, esta
topologia estd determinada por la familia de seminormas:

| ], ¢ =supsup|f,(x)

loj<k xeC

)

Donde 0<m<k y C <G recorre todos los subconjuntos compactos de G .

Notacién previa a los resultados expuestos por Fefferman:

Definicién: Por un médulo @ se entendera una funcién continua no decreciente y
céncava, :[0,400[ —[0,4<0[ con ®(0) =0. Un médulo lineal es un médulo tal que
t — kt, donde k >0.

Tanto la siguiente notacién como los resultados posteriores pueden consultarse en
[Fel]

Definicién: Un médulo de continuidad regular es una funcién «(t), definida para
0<t <1 (es decir, ®:[0,1] > [0,)) y cumpliendo las siguientes condiciones:

(1) @(0)=Lim_, o(t)=0y o1) =1

t—0*

(2) o(t) es creciente (no necesariamente estricto) en [0,1]

a(t)

3) & es decreciente (no necesariamente estricto) en (0,1]

Supongamos que @ es un modulo de continuidad regular y supongamos que m>0
Definimos C™“(R") como el espacio de todas las funciones C", F:R" >R con

norma:

o’ F(x)‘, max,_, sup

07 F (x) —8” F(y)\}

”F”c'“’”(m“) = max{maxﬁ<m SUP, gz X,yeR",0<x—y|<1 a)(lx _ y|)

finita.

Notese que podemos obtener una norma equivalente permitiendo todos los £ con

|8 <m en el segundo supremo.
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m,o
loc

Analogamente definimos C:“(R") como el espacio de todas las funciones F que

coinciden con alguna F, e C™“(R") para cualquier conjunto compacto dado
Kc®R"

Fijamos m,n =1 en lo que sigue, mientras expongamos los resultados de Fefferman.

Tomamos P para denotar el espacio vectorial real-valuado de polinomios de grado
<men R" y tomamos: D =dim P

Si FeC

loc

(M") e y e R" entonces escribimos J (F) parael m—jetde F en Y, es

decir, el polinomio:

X—> > %(ﬁﬁF(y))-(x— y)’

| Bl<m

Escribimos Ry para denotar al anillo de jets en Y . Mas precisamente R, = P, con

el operador multiplicaciéon que da lugar a P-Q=S (P,Q,S e P) si y sélo si
0’ (PQ-S)(y)=0 para |ﬂ|£m, donde PQ denota el producto ordinario de

polinomios.

Definicién: Fijado y e R",A>0 y sea Q un subconjunto de R, . Entonces decimos

que Q es convexo de Whitney en Y con constante de Whitney A si se cumplen las
siguientes condiciones:

(@) Q escerrado, convexo y simétrico con respecto al origen (esto es P € Q siy sélo
si-PeQ)

(b) Sean PeQ, Qe y 0<6<1 dados. Asumimos que:

o“P(y) <™ y

G“Q(y)‘ééﬁ‘a‘, para |o|<m.Sea P-Q el productode Q y P en R, .Entonces P-Q

pertenecea A-Q.

Si o < R, es convexo de Whitney con constante de Whitney A entonces es @ —

convexo de Whitney para cualquier mddulo de continuidad regular, de nuevo con
constante de Whitney A .

Como ya se ha dicho, C™”(R") es el espacio de las funcionesC", F : R" — R cuyas
derivadas hasta el orden m estan acotadas y tienen modulo de continuidad @
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Teorema 1: Dados m,n>1 existe k* dependiendo sélo de m y n para el cual se
cumple lo siguiente:

Sea ® un modulo de continuidad regular,sean ECR"y f:E >R, 0 E > [0,)

funciones dadas en E .Supongamos que, dado S  E con cardinalidad a lo sumo k*

existe F* e C™”(R") cumpliendo:

|F*

F2() - f(x)|<o(x),vxeS

<1,y

cm,w(mn) -

Entonces existe F e C™“(R") cumpliendo:

|IF

<
ooy < A
)

y
IF(x)- f(x)|< Ac(x),Vx e E

Aqui, A esuna constante que depende sélode m y n.

Luego, para decidir cuando existe una funciéon F € C™”(R") y una constante finita

M tal que |F(x)— f(x)| <Mo(x),Vx € E es suficiente examinar los subconjuntos

finitos S < E con cardinalidad a lo sumo k*.

Veremos ahora una versién del Teorema 1 donde la condicion |F(x)— f (X)| < o(x)

es reemplazada por el requerimiento de que el m—jet de F en X pertenece a un
conjunto convexo prescrito.

Supongamos que para cada punto Xe€E se nos da un m—jet f(x)eR, y un

subconjunto cerrado simétrico convexo, o(x) < R,

Sea @ un modulo de continuidad regular. Nos preguntamos: ;cémo podemos
decidir cuando existe FeC™’(R") y wuna constante A<o tal que
J,(F)—-f(x)e A-o(x),Vxe E?

Asi, el teorema andlogo al Teorema 1 para conjuntos @ — convexos de Whitney es:
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Teorema 2: Dados m,n>1 existe k* dependiendo sélo de m y n para los cuales se
da lo siguiente:

Sea ® un mddulo de continuidad regular, sea E c R" ysea A>0 .Paracada xeE
supongamos que se nos da un m—jet f(X) € R, y un subconjunto @ — convexo de

Whitney o(x) < R, con constante de Whitney A.

Supongamos que dado S c E con cardinalidad a lo sumo k* existe F* € C™*(R")
cumpliendo:

|7

J,(F?)—f(X) eco(X),vxeS _

<1,y

cme (\Rn) -

Entonces existe F e C™”(R") cumpliendo:

IFllcno g, < ALY

J.(F)-f(x)e Ao(x),VxeE.
Aqui, A" es una constante que depende s6lo dem Ny de la constante de Whitney A.

El proposito del trabajo de Fefferman en [Fel] es probar el Teorema 2 trasladando
la prueba del Teorema 1. Ambas pruebas son muy complicadas y técnicas y se
escapan de esta memoria en la que pretendiamos hacer una introduccion al tema de
extensiones.

Ademas, del Teorema 2 se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3: Sean m,n>1. Entonces existe una constante k*, dependiendo sélo de
M y n para la cual se cumple lo siguiente:

Sea @ un modulo de continuidad regular y sea E < R" un subconjunto arbitrario.
Supdéngase que para cadax e E se nos da unm—jet f(X) € R, y un subconjunto

oc(x)cR,.

Asumimos que cada o(X) es un convexo de Whitney, con constante de Whitney A,

independiente de X. Asumimos también que dado cualquier subconjunto S c E

con cardinalidad alo sumo k* existe una aplicacién X - P* de S en P con:

a) P e f(x) +o(x),vxe$S
b) [0’P*(x)| <L VxeS, g <my

0) ‘8ﬁ(Px - Py)(y)‘ < wa— y|)-|x— y|m_‘ﬁ‘ para || <m,|x—y|<Lxye S

36



Entonces existe F € C™*(R") con ||F

<Ayl (F)ef(X)+Aoc(x),Vxe E.

cme (‘Rn)

Aqui A, depende sélo de M,Nn y de la constante de Whitney A, .

Para deducir el Teorema 3 del Teorema 2 se usa el hecho de que la convexidad de
Whitney implica la @ — convexidad de Whitney y se utiliza el siguiente lema:

Lema: Sea @ un moédulo de continuidad regular y sea S < R" un conjunto finito.

Supongamos que se nos da un m—jet P*e [% asociado a cada punto X eS.
Asumimos que:

@) [0”P*(x)| <1 vxeS,[f <my que:
®) |07 (P* = PY)(y)| < wlx—y])[x = y|""” para || <m[x-y|<LxyesS

Entonces existe F°* eC™“(R") con HFS <CyJ (F°)=P* vxeS.

Cm,w (“Rn)

Aqui C depende s6lode m y n.

Antes de enunciar el siguiente teorema es necesario definir los siguientes conjuntos,

subespacios afines de [% .

Definicién. Sea ¢:E — R dada, con EcR" compacto como en el problema de
Whitney. Por induccién en | >0 definimos un subespacio afin H,(x,) < [% para
cada punto X, € E.

Empezamos con H,(x,) ={P € [% :P(X,) = @(X,)} para x, € E.

El paso de induccion es como sigue:

Fijamos | >0 y suponemos que tenemos definido H,(x),Vx € E.

Definiremos un subespacio afin H,,,(x,) < H,(x,) paracada x, € E.

Para hacerlo, sea k una constante suficientemente grande dependiendo s6lo de m
y n.Sea B(x,r) labola de radio r sobre x en R".

Decimos que dado P, eH,(x,) pertenece a H,, (X,) si se cumple la siguiente

condicion:
Dado £>0,36>0 tal que para cualesquiera x..x € ENB(X,,0) existe
P eH,(x)...R. e H,(x) con:
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P _
8“(R—Pj)(xj)‘£g‘xi—xj‘ para |o|<m,0<i, j<Kk.

El conjunto H,,;(X,) puede ser vacio. Por convencidn, permitimos el conjunto vacio

como un subespacio afin de % .
En principio, H,(X,) son computables a partirde ¢: E — R.
El significado de los subespacios H,(X,) es que, cuando F e C"(R") con F =¢ en

E, entonces J, (F)eH,(X,) para cualquier I >0 y X, € E (esto se sigue de una

induccion en | usando el Teorema de Taylor).

En particular si algun H,(x,) es vacio, entonces ¢ no admite una extensiéon C".

Teorema 4: Sea | =2-dim P +1

(A) Si H,(x,) es no vacio para todo X, € E entonces ¢ se puede extender a una

funcién C", F en R".

(B) Supongamos que ¢ se puede extender a una funcion C" en R". Sea x, €E.
Entonces, dado P, € H,(x,) existe FeC"(R") con F=¢p en Ey J, _(F)=R,.

El Teorema 4 resuelve el problema de Whitney y ademas computa el espacio de
todos los posibles m—jets en un X, € E dado de las funciones F e C"(R") con

F=¢penE.

El trabajo de Fefferman en este ambito es muy extenso. Conjugando la
diferenciabilidad de las extensiones con la Lipschicianidad obtenemos los siguientes
resultados, que se pueden consultar en [Fe2].

Un problema que resulta muy interesante resolver es el que sigue:

Problema 1: Supongamos que tenemos una funcién f:E — R donde E es un
subconjunto dado de R". ;Cémo podemos decidir si f se puede extender a una

., 11
funcion C" ™, F en R"?

Aqui, m>1 es dado y como siempre C™™" denota el espacio de funciones cuyas
(m-1)-ésimas derivadas son 1-Lipschitz. Aunque no se hace ninguna hipoétesis

sobre el conjunto E o la funcién f .

Para contestar a esta pregunta se tiene el siguiente resultado.
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Teorema A: Dados m,n>1, existe k , dependiendo sélo de m y n, para el cual se
cumple lo siguiente:

Sea f :E —» R dada, con E un subconjunto arbitrario de R" . Supongamos que para
cualesquiera k puntos X,,.....X, € E distintos, existen polinomios PB,,.....P, en R"
de grado m—1 cumpliendo:

@) P(x)=f(x,)parai=1.Kk

(b) [o”P ()| <M parai=L.ky|g<m-1;y

(o) ‘8ﬂ(Pi—Pj)(xi)‘SM‘xi—xj‘m_m‘ para I,j=1.k y |ﬂ|£m—1; con M

independiente de X,,......X, .

4 -11
Entonces f se puede extender a una funciéon C"™ en R.

El reciproco del Teorema A también es cierto. Ademas el Teorema A proporciona
una solucién al problema 1. El punto es que, en el Teorema A, s6lo necesitamos
extender el valor de la funciéon f(x;) a un jetP, en un nimero finito y fijado de
puntos X,,.....X,. Para aplicar el Teorema de Extension de Whitney estandar al
problema 1, necesitamos primero extender f(X) a un jet P, en cada punto XxeE.
Notese que cada P, en (a), (b), (c) pueden depender de Xi,.....X, en lugar de

depender de un solo X;.

Para probar el Teorema A es natural buscar funciones F de la familia de funciones
C™* — en R" acotadas y que coinciden con f en subconjuntos E, c E finitos y
arbitrariamente grandes. Llegamos asi a un problema de extension finita.

Problema 2: Dada una funciéon f:E — R definida en un subconjunto E cR",

calcular el orden de magnitud del infimo de las C™ —normas de todas las funciones
diferenciables F :R" — R que coinciden con f en E.

“Computar el orden de magnitud” aqui significa dar limites superior e inferior

computables M, My, con M, <AM, para una constante A dependiendo s6lo

inf? sup
de m y n. (En particular, A debe ser independiente del nimero y posicion de los
puntos de E) . Aqui hemos pasado de C™™' aC". Para conjuntos finitos E, el

Problema 2 es completamente equivalente a su analogo paraC" ™.
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El Problema 2 nos trae a la mente intentar determinar una funcién desconocida
F:R" — R haciendo un nimero finito de mediciones, es decir, determinando F(x)
para X en un conjunto finito grande E. Por supuesto no podemos decir cuando
F €C" haciendo un nimero finito de mediciones, pero se puede preguntar si los

datos correspondientes a la C™ norma de F son grandes (o quizds mas grande a
medida que se recogen mas datos). Las mediciones reales de f(x) estaran sujetas

al error experimental o(X) > 0. Asi, esto nos lleva a una version mas general del
Problema 2, el “Problema de extension finita con barras de errores”.

Problema 3: Sea E cR" un conjunto finito, y sean f:E—>R y o:E —>[0,).
;(Como podemos decir cudndo existe una funcion F:R" >R con
IF(x)— f(x)|<o(x) paratodo xeE y ||F <1?

cnmny 7

Aqui P<Q significa que P < AQ para una constante A dependiendo sélodem y n.

(En particular A debe ser independiente del conjunto E ).

Este problema es resuelto por el siguiente teorema analogo al Teorema A para
conjuntos finitos E.

Teorema B: Dados m,n>1 existe k* dependiendo sélo de m y n para el cual se
cumple lo siguiente:

Sean f:E >Ry o:E —[0,%) funciones definidas en un conjunto finito E < R".
Sea M un nimero positivo dado. Supongamos que, para cualesquiera k puntos
distintos X,,......x, € E con k <k* existen polinomios de grado m—1, P,,.....P, en R"

cumpliendo:

@) [P.(x) - f(x)|<o(x) parai=1.k;
(b) [0”P.(x)| <M parai=1.k y|f<m-1;y
© [0* (B -P)(x) <M-[x x| parai,j=1.k y |B<m-1.

Entonces existe FeC"(R") con ||F

ey SAM IF(x) - f(X)|< A-o(x) para
todoxeE.

Aquli, la constante A depende s6lode m y n.
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De nuevo, el punto del Teorema B es que sélo necesitamos buscar un niimero fijo k*
de puntos de E, a pesar de que E puede contener arbitrariamente muchos puntos.
El Teorema B resuelve el Problema 3; haciendo o =0 resuelve también el Problema
2. Una vez que conocemos el Teorema B, un argumento de compacidad usando el
Teorema de Ascoli nos permite deducir el Teorema A, en una forma mas general
involucrando las barras de errores.

El Teorema B puede ser reducido al siguiente resultado aplicando el Teorema de
extension de Whitney estandar.

Teorema C: Dados m,n>1 existen k* y A, dependiendo sélo de m y n, para los
cuales se cumple lo que sigue. Sean f:E—>®R y o:E —>[0,0) funciones en un

conjunto finito EcR". Supongamos que para cada subconjunto ScE con al
<1 y

, , .,
menos k* elementos, existe una funcién F°® eC™(R") con HFS ey =

‘F S(x)— f (x)‘ <o(x) paratodo X € S.Entonces existe una funciéon F e C"(R") con

|F

<Ay |F(x)— f(X)|< Ac(x) paratodo xeE.

c™(R")

Observacidn: El Teorema C es la forma mas clasica del Problema de Extension de
Whitney. Como se ha mencionado anteriormente, el mismo Whitney lo resolvié en
el caso uno-dimensional en términos de diferencias finitas (Ver [Whit 2]).

2.3 Caso infinito dimensional. Extensiones diferenciables de
funciones en Espacios de Banach separables con dual
separable.

Estudiaremos ahora las extensiones diferenciables C* para un caso concreto de
espacios topoldgicos: los espacios de Banach separables (finito o infinito
dimensionales). Para consultar o ampliar la informacién véase [Az 1]. Veremos la
demostracion de alguno de los resultados, el resto de demostraciones pueden
construirse siguiendo un esquema similar o se indicard un esquema de la misma.

En primer lugar recordaremos las siguientes definiciones:
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Definicién: Sea X un espacio vectorial y sean M, N dos subespacios vectoriales de

X . Diremos que X es suma directade M y N (representado por X =M ® N ) si
M+N=X y M NN ={0}. En este caso diremos que N es el complemento directo
de M .Laley (m,n)— g(m.n):=m+n define una aplicacién, ¢,de M xN en X yes
facil comprobar que:

- X=M @ N si, y solo si, la aplicacién ¢ es una biyeccion.

- todo subespacio propio de un espacio vectorial admite un complemento directo.

Definicién: Sea X un espacio normado, M es un subespacio normado de X cuyo
complemento directo es N . Diremos que X es suma topoldgico-directade M y N
(notado por X =M @, N) si la aplicacién (m,n)—>m+n es un isomorfismo de
M x N sobre X, considerando la topologia producto de las inducidas por X en M
y N .En tal caso diremos que N es un complemento topolégicode M y que M es
un subespacio complementado.

Veremos a continuacioén el problema de extensidn de funciones diferenciables desde
subespacios de Banach a funciones diferenciables en todo el espacio. Esto es, sea X

un espacio de Banach con dual separable, X". Sean Y < X un subespacio cerrado y
f:Y >R una funcién C' —diferenciable. Entonces veremos que existe una
extension C* de f a X. Aqui la diferenciabilidad es entendida en el sentido
Fréchet y restringiremos nuestra atencién a las funciones real-valuadas. Para
plantear el problema mdas precisamente, dados un espacio de Banach X, un
subespacio cerrado Y y una funcién C P -diferenciable f :Y — R, ;cuando es posible

encontrar una funcién C* -diferenciable F: X — R tal que F|Y =f?

Observacién: Nétese que cuando Y es un subespacio complementado de un espacio
de Banach arbitrario X, el problema de extensién se puede resolver facilmente. En
efecto, sea P: X —Y una proyeccion lineal continua y sea f:Y — R una funcién
C°® —diferenciable. Entonces F(x)= f (P(x)) define una extensién C” de f en X.
Desafortunadamente no todos los subespacios cerrados Y de un espacio de Banach
X son complementados.

De hecho, un resultado clasico de Lindenstrauss y Tzafrifi afirma que el unico
espacio de Banach cuyos subespacios cerrados son todos complementados es el

espacio de Hilbert, luego este truco sélo funciona cuando X es un espacio de
Hilbert.

Cuando p=0, esta cuestién es el problema de las extensiones continuas de

funciones desde subconjuntos cerrados. Una caracterizacion completa fue dada por
el conocido teorema de Tietze visto anteriormente.
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Consideramos ahora el caso en el que X es un espacio de Banach separable que
admite una norma C' — diferenciable, una condicién que, como es bien sabido, es
equivalente a que X~ sea separable. Entonces si Y < X es un subespacio cerrado y
f:Y >R es C' —diferenciable, veremos que existe una extensionC!, F: X —>R.

Los siguientes lemas son herramientas muy utiles para las pruebas de los teoremas
que expondremos después:

Lema 1: Sea X un espacio de Banach separable que admite una norma C' -
diferenciable. Entonces existe una constante C,>1 tal que para cualquier

subconjunto Y < X, cualquier funcién 7 — Lipschitz, f:Y — R y todo ¢ >0 existe

una funcién C,7 — Lipschitz C' —diferenciable, K : X — R tal que para todo yeY :
[F(y) -K(y)|<e.

Lema 2: Para todo espacio de Banach X y todo subespacio cerrado Y < X existen
una aplicacién continua H:Y~ — X~ y un nimero M >1 tales que:

(D HY () =y (y) paratodo y" eY',yeY;
(2) HH (y*)HX* <M Hy*HY* paratodo y eV,
Con estos lemas se esta en situacién de deducir un resultado de aproximacién que

es de interés general y que, junto con algunas ideas de las demostracion de Tietze
producira los principales resultados en extensiones diferenciables de este apartado.

Teorema 1: Sea X un espacio de Banach separable que admite una norma C' -
diferenciable y sea Y — X un subespacio cerrado. Sean f :Y — % una funcién C* -

diferenciable y F una extensién continuade f a X.Sea H:Y — X~ un operador

extensiéon como en el lema 2. Entonces para todo ¢ >0 existe una funcién C' —
diferenciable, g: X — R tal que:

(D) [F(x)-g(x)|<e en X y
) [H(F'()-9'(Y)|,- <ecenY.

Ademas si la funcién C' dada, f es Lipschitzen Y y F es una extension Lipschitz
de f en X con Lip(F)=Lip(f) (por ejemplo F(x)=inf . {f(y)+ Lip(f)[x—y[}),
entonces la funcion § puede elegirse Lipschitz en X y con la propiedad adicional de
que:

(3) Lip(g) <CLip(f),

donde C>1 es una constante que depende sélo de X .
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Demostracién: En primer lugar nétese que por el Teorema de Tietze, la extension
continua F siempre existe.

Para esta demostracion se utiliza una modificacion de la prueba del Teorema 4 de
[Az 3] utilizando el Lema 1. Posteriormente se hace uso del Lema 2.

Sera conveniente utilizar la siguiente notacion: dado un punto y, €Y , definimos T,
como la H —extension natural del Polinomio de Taylor de primer orden de f en vy, ;
a saber: T, (x) = f(y, )+ H(f'(y,))(X—Y,). Notese en particular que T, € C*(X,%R)
con T/(x) = H(f'(y,)) paratodo xe X y T/(y)|, = f'(y,) paratodo yeY.

Ahora, usando la separabilidad de X, el hecho de que Y < X sea cerrado y la

continuidad de F , podemos construir un recubrimiento C = {B,j }w Y {Bsk }f , de X
= -

mediante bolas abiertas con centros X i € Yy respectivamente, con las siguientes

propiedades:

(i) Tenemos que B,, < X -Y,y ‘F(x)—F(xj)‘ <%C en B,, .
] 0 J

ii) La coleccion {B, (<= X cubre Y concentros y, €Y yradios Sy elegidos usando
Sk k

la diferenciabilidad de f en Y y la continuidad en norma del operador extension

H, asi que ||Tk'(y) - '), < %Co y [T () —HE'W),. < %Co en By, NY.

Sera util en lo sucesivo emplear una notacion alternativa para las bolas abiertas Brj
y B, . Tomamos S:X — C la biyeccién donde para cada I, B>)=B(A.(i); 5,(i)).
Sea ¢, € C'(X,[0]) con derivada acotada tal que @, =1en B(B,(]);5,(]))y ¢, =0
fuera de B(,(]);25,(1))-

Por el Lema 1 aplicado a T, (y) — f(y) en B,, nY, podemos elegir una funcion Cc'-

diferenciable, , : X — R tal que en cada B,; NY tenemos ambos:

T - -5(y) <2 7aM,

@i (X)

S (Y)

y|

X*"

k -~ _~
< <%,donde M, :iZl:Mi y M; =sUp,y g,

Entonces, tenemos también que para y € B, "Y', usando la estimacion de arriba:

X*<%CO+%S%.

[T (y) = HE ()-8 (y) % (¥)

o <IT-H(f'(y)

ot
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Sea A;(X) =T, (X)-6(x) si B(i))=B, es una bola de la subcoleccion {BSI }L
cubriendo Y, y A;(X)=F(x;) si pi) = Brj pertenece a la subcoleccion {BrI };’:l
cubriendo X Y.

Después, definimos:

h; = (DiH(l_("k ).

k<i

909 = Y1004, (4).

Notese que para cada X, si n:=n(x):= min{m:Xeﬂ(m)}, entonces ya que

1-9,(x) =0y B(n) esabierto, se sigue de la definicién de h; que existe un entorno
N c ﬂ(n) de x talque paraze N, g(z)= ngnhj(Z)Aj(Z)’ yzj hj(z)= ngnhj(z)'

Ademas, mediante un sencillo calculo, usando nuevamente el hecho de que ¢, =1
en S(n) tenemos que Zhj (z) =1 para z € f#(n) y también paratodo z € X .

j
Ahora, fijado cualquier X, € X, sea n, =n(X,) y un entorno N, de X, como antes.

Para cada j <n, definimos las funciones V; : N, - R y W, : N; — R mediante:

. (X)_{ 0 si B(j)eY
M (0 = F() -6, (0| si B(1) =i

0 sl Ai(i)eY

Wi(x)={||:(xi)—F(x)| st f(1)=x

Entonces para cualquier X € No tenemos que:

lg(x) - F(x)| < Zhj(x) max{\/j (x),W, (x)}g Zhj(X)g <Eg.

i<ng isng

Ahora definimos la funcién o de modo que g, (j) €Y, (i)=Y, - Recalcamos que

a(j)
B2rj NY = para cada j, y que ¢; =0 fuera de Ber. Por lo tanto, si yeVY,

entonces en la suma g(y) sélo aquellos indices j tales que f,(j) €Y son distintos
de cero.
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Recalcamos también que Zh (x) =1 paratodo xe X (y por tanto Zh (x)=0) por
lo que para todo yeY tenemos H(f'(y))= Zh (y)f(y)+2h (MH(f'(y)). Y

g'(y)= Zh W (T (N = 3,05 (N) + Zh (T (,)(y) ()

Finalmente, un sencillo calculo demuestra que

<M, para S (j)eY. Con

estas observaciones en mente, tenemos:

(i (V) = F(Y) =0,

(f'(y)

X *

< > i N =H(f'(y)-4,

i=n(y)
A(i)eY

)

<2

(Zfa(j)fz M () )+ > hy) z
i<n0y) i<n(y) 4
Bi(i)eY B(j)eY

~a(j)-2 g -1 ) £
< 'ZMQ(D( M, +4<g.
i=n(y)
A

Como H(f '(y)}Y = f'(y), podemos estimar también

Vamos ahora a considerar el caso en el que f es C' y Lipschitzen Y y F es

cualquier extension Lipschitz de f a X con Lip(F)=_Lip(f). En este caso

tenemos que modificar la definicién de las funciones A; como sigue.

Sea A;(X) =T (X)—05,(x)si p(i)=B, es una bola de la subcoleccion {B }°°

S 1=t
cubriendo Y donde 6, es elegido (usando el Lema 1) tal que

T = F(=bp|<2 My |

Se (V) < ¢4, donde ahora M, esta definido

! e L
por M, :ZMj y M, :SUpxes(ﬁl(j);zﬁz(j))”%’ Definimos también

A;(x)=F(x) si B(i)=B, perteneciendo a la subcoleccion {Brj }Tﬁl cubriendo

X =Y, donde la funcién F, esta elegida usando de nuevo el Lema 1 tal que
IF () —-F()|<2"?aM* en B, y Lip(F,) < C,Lip(F) = C,Lip(f). Nétese que, con

estas elecciones, tenemos:

A () -FX)|<2?aM™* en  B(A(0).40) v

Lip(A,) < max{MLip(f)+§,coLip(f)},

46



donde M es como en el Lema 2 (2).

Podemos obviamente asumir que f no es constante, luego Lip(f)>0,y si ¢ es
elegido suficientemente pequefio la ultima inecuacién implica:

Lip(A;) <C,Lip(f),
donde C, es una constante que depende sélo de X .

Ahora definimos la funcién C*, g : X = R por g(x) = ZAi (x)h.(x).

Como arriba, podemos comprobar que |g (x)-F (X)| < & paratodo X e X y por tanto

la'(y) = H(f'(y))

(2) del enunciado. Veamos que g satisface también la propiedad (3). Notando que

« <& paratodo yeY ;estoes, g satisface las propiedades (1) y

Lip(h;) <M, podemos estimar, para todo X,z € X,
9(x)-9(2)
= ZAj(X)hj(X)—ZAJ(Z)h,-(Z)
J J

=2, (A;(0 = FOh; ()= h; (@) + (A () - A (2)h; (2)

& . .
< ijZHZM_ Lip(h, )||X—Z||+Zj:Llp(Aj)||x—z||hj(z)
]

)

< Gwlup(f)j”x— 7 < CLip(f)[x-z

siempre que &>0 sea suficientemente pequeio (recalcamos que estamos
asumiendo que Lip(f)>0), y donde C=2C, >1, es una constante que depende
solo de X . Esto prueba que Lip(g) <CLip(f). Con lo que concluye la demostraciéon
de este Teorema que sera clave tanto en esta seccion como en las secciones 2.4 y 2.5.

Con el Teorema 1 se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 2: Sea X un espacio de Banach separable que admite una norma C* —
diferenciable. Sean Y < X un subespacio cerrado y f:Y — %R una funcién C* —

diferenciable y Lipschitz. Entonces existe una extensién C* y Lipschitz, g: X =R
tal que Lip(g)<CLip(f) donde C >1 es una constante que depende sélo de X |
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Demostracién: En primer lugar nétese que si h es una funcion Lipschitz acotada
definida en Y , entonces existe siempre una extension Lipschitz acotada de h a X
con la misma constante de Lipschitz y acotada por la misma constante (definida, por

ejemplo por x — max{-[h|_,min{j|_,inf,_, {(y)+ Lip(h)|x—y|}{} -

Para el propésito de la prueba denotaremos una extension tal h.Sea &>0.

Vamos a definir una funciéon g por medio de series construidas por induccion.
. . 1 .
Por el Teorema 1 existe una funcién C°, g, : X — R tal que:

*If-g/<2%¢ en X,

*| f'(y)—g:(y)|,. < 2’1% para YeY (ndtese que en particular esto implica que
Lip(f —g|,)<2"¢:),y
*Lip(g,) <CLip(f).

Ahora, para n> 2, supongamos que hemos elegido g, ,.....q, real-valuadasy C' -

diferenciables en X tales que paratodo X e X yparatodo yeY,

<2"g,

(3o

<27"¢
Y*

CI

ROBWHO)

n-1
Lip(g,) < CLip f—[ 9,}
1 ‘Y

j=

Es claro que una aplicacion del Teorema 1 a la funciéon f — (91)\Y nos proporciona

una funcién g, que, junto con g, hace las propiedades anteriores ciertas para n=2.
Por lo tanto podemos proceder a la etapa general de nuestra construccion inductiva.

Consideremos la funciéon | = f — Zgi que es C' — diferenciable en Y .
i=1

Por el Teorema 1 podemos encontrar una funcién C* — diferenciable g,,, en X tal

que tenemos:
100 -9,.(0)| <2 en X €

ypara yeY,
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1Y)~ oW, <2748 @

y también,

n+1

De (1) tenemos en particular, [f(y)— > g;(y) =[l(Y) -9, (¥)|<2 e enY y
i=1

entonces <2™"¢ en X .Esto, junto con (2) y (3) completa el

(f—fgi](x)

i=1

procedimiento inductivo.

n+1

Ahora, de (2) tenemos que Lip(f —(Z g J <2™ % y asi, de (3) obtenemos:

i=1 Y

>

9.1 (9] < Lip(g,,,) <CLip| f - ng <c2n gl =27,
M

=

Por lo tanto la serie Z g;j(X) esabsoluta y uniformemente convergente en X .
i

Similarmente podemos estimar |gn+1(x)| <2 ™¢. Ademés la serie g(X) = Z g,(x)
n=1

. ./ 1 . . . . .
define una funcién C* en X, que coincide con f en Y porla primera inecuacién
de las hipotesis de induccion. Finalmente, tenemos:

Lip(g) < Lip(g,) + 3" Lip(g,) < CLip(f)+ 3 2" = < 2CLip(f),
n=2 n=2

siempre que Lip(f) >0 (lo cual puede asumirse siempre) y ¢ sea suficientemente
pequefio. Esto completa la demostracion.

Observacién: Con un poco mdas de trabajo en las pruebas de los teoremas
precedentes se puede tomar la constante C como cualquier nimero C > M, donde
M es como en el lema 2. Sin embargo, en general, M sera bastante grande por lo
que no se puede esperar que cualquier refinamiento en las pruebas anteriores dé

lugar a un enunciado del teorema 2 en el cual C pueda ser elegido como cualquier
numero mayor que 1.

Con los resultados expuestos se prueban los siguientes:

Teorema 3: Sea X un espacio de Banach separable que admite una norma C* -
diferenciable. Sean Y < X un subespacio cerradoy f:Y —%®R una funcién C*' -

diferenciable. Entonces existe una extensién C* de f a X .
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Demostracién: Ya que f es C' en Y existe {Bj}:z {B(y J.,rJ.)}°J_°:1 un recubrimiento
contable de Y por bolas abiertas en X tales que f es Lipschitz en B; NY para

cada jeN.SeanU =U7 B, yW=X-Y.

1
L+

Consideremos la funciéon h: X — X definida por: h(x) = X.

Se puede comprobar facilmente que h es un C' - difeomorfismo de X en la bola
unidad intB, (con inversa h™(y) = (1/(1—|y|))y), que h tiene derivada acotoda y

que h preserva lineas y en particular deja invariante el subespacio Y . Componiendo
h con las dilataciones y translaciones adecuadas obtenemos difeomorfismos ct
h; : X — B; tales que h; es Lipschitz para cada j.Y componiendo las restricciones

a Y de esas hj con nuestra funcién f, obtenemos funciones C* Lipschitz
f,="fo (hj)‘Y :Y - R. De acuerdo con el Teorema 2 existe una extensién C' (y

Lipschitz) G; : X — R de f,. Entonces la composicion:
g;=Gjoh”

Define una extensién C* de f‘ a B; . Ponemos g, =1.

BjnY

Ahorasea {g, jU {gp i }T:l una particién de la unidad C* subordinada al recubrimiento
abierto W }u {B J. }"_" de X (tal particién de la unidad siempre existe para espacios

j=1

separables con normas C', véase el Teorema VIII.3.2, p.351 de [De]). Definimos:
g(x) =D ¢;(x)g;(x)
j=0

.7 1
Entonces es claro que g es una extensiéon C" de f a X.
Por ultimo, tenemos el siguiente sencillo corolario:

Corolario: Sea X un espacio de Banach separable que admite una norma C* —
diferenciable. Sean U — X un abiertoy f :U — R una funcién C* — diferenciable.

Entonces para cualquier subconjunto abierto V cU con V cU existe una
extension de f|; a X.
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2.4 Extension diferenciable de funciones en una cierta clase de
Espacios de Banach no separables

En esta seccién trabajaremos con extensiones en Espacios de Banach no separables.
Para consultar o ampliar la informacién véase: [Jim 1].

Para comenzar daremos la siguiente definicion junto con un resultado de interés:

Definicién: Una funcién entre espacios métricos, f :(M,d,)—(M,d, ) se dice que es
bi-Lipschitz si existe una constante C >1 tal que:

édl(x, y)<d, (%), f(y))<Cd, (x,y)

Proposicién: Una aplicacion entre espacios topoldgicos que sea sobreyectiva y bi-
Lipschitz es un homeomorfismo.

Consideramos ahora el problema de extension de funciones diferenciables desde un
subespacio de un espacio de Banach infinito dimensional a una funcién en todo el
espacio. Mas precisamente, si X es un espacio de Banach infinito dimensional, Y es

un subespacio cerrado de X y f:Y — R es una funcién C* — diferenciable, ;bajo

=12

qué condiciones existe una funcién C* — diferenciable, F: X — R tal que F

Como ya se vio en el apartado anterior, si Y es un subespacio complementado de
un espacio de Banach se puede construir facilmente una extension de una funcién
diferenciable f:Y — R. Pero esta extension no resuelve el problema ya que si X
es un espacio de Banach que no es isomorfo a un espacio de Hilbert, entonces tiene
un subespacio cerrado que no es complementado en X . En el apartado anterior se
ha expuesto el trabajo de Azagra, Fry y Keener en [Az 1] sobre funciones en espacios
de Banach con dual separable. En este apartado se pretende extender dichos
resultados a la configuracion general de los espacios de Banach donde cada funcién
Lipschitz puede ser aproximada por una funcién Lipschitz C' — diferenciable. El
procedimiento de las demostraciones es analogo al caso separable.

Para poder enunciar los resultados principales necesitamos definir la propiedad (*)
como la propiedad de aproximacién Lipschitz y C* — diferenciable para funciones
Lipschitz:

Definicién: Un espacio de Banach X satisface la propiedad (*) si existe una constante
C, que depende sdlo de X tal que para toda funciéon Lipschitz f:X — R y para

todo & >0 existe una funcién Lipschitz C' — diferenciable, K : X — R tal que:

|f(x) - K(x)| <& paratodo xe X y Lip(K) <C,Lip(f)
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Equivalentemente X satisface la propiedad (*) si hay una constante C, que

depende sélo de X tal que para todo subconjunto Y < X y cualquier funcién
Lipschitz f:Y >R y para todo &£>0 existe una funcién Lipschitz C' -
diferenciable, K: X — R tal que:

| f(y) - K(y)| <& paratodo yeY y Lip(K)<C,Lip(f)

En efecto, cualquier funcién Lipschitz real-valuada f definida en Y puede

extenderse a una funcién Lipschitzen X conla misma constante de Lipschitz. Como
se indico en anteriores apartados, por ejemplo: F(x)=inf _ {f (y)+ Lip(f)|x—y[}

Observacién: Nétese que cualquier espacio de Banach con dual separable satisface
la propiedad (*).

Veremos que si X satisface la propiedad (*) e Y es un subespacio cerrado de X,
entonces para toda funcién C'— diferenciable real-valuada, f definida en Y,

- -7 1 . .z
existe una extension C~ de f a X . Se exponen a continuacion los resultados:

Teorema 1: Sea X un espacio de Banach con la propiedad (*). Sean Y = X un
subespacio cerradoy f :Y — R una funcién C' — diferenciable, entonces existe una

extension C' — diferenciable de f a X .Ademaés sila funcién f C'! - diferenciable

dada es Lipschitz en Y entonces hay una extensién C' - diferenciable y Lipschitz,
H:X >R de f a X tal que Lip(H)<CLip(f) donde C es una constante que

depende s6lo de X .

Corolario 1: Sea M una variedad de Banach paracompacta C'— diferenciable
modelada por un espacio de Banach con la propiedad (*) (en particular cualquier
variedad Riemaniana),ysea N unasubvariedad C' - diferenciable de M . Entonces
cualquier funcién f:N — R tiene una extensiéon C' — diferenciablea M .

Teorema 2: Sean X un espacio de Banach con la propiedad (*),Y =X un
subconjunto convexo cerrado, U c X un conjunto abierto que contiene a Y y
f:U >R una funciéon C' - diferenciable en Y como funcién en U . Entonces

existe una extension C' — diferenciable de f|Y a X . Ademas si la funcién C' -
diferenciable, f, dada es Lipschitz en Y , entonces existe una extension cl-
diferenciable y Lipschitz, H: X —% de f| a X talque Lip(H)<CLip(f|,) donde
C es una constante que depende s6lo de X .

Corolario 2: Sea X un espacio de Banach cumpliendo que existe un homeomorfismo
bi-Lipschitz entre X y algin subconjunto de ¢, ('), para algin conjunto I', cuyas

funciones coordenadas son C' - diferenciables. Sea Y < X un subespacio cerrado
y f:Y =R una funcién C' - diferenciable (respectivamente C' - diferenciable y
Lipschitz).
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Entonces existe una extensiéon C* — diferenciable, H de f a X (respectivamente,
una extensiéon C' - diferenciable y Lipschitz, H de f a X con Lip(H)<CLip(f)
donde C es una constante que depende s6lo de X).

Corolario 3: Sea X uno de los siguientes espacios de Banach:

(i) un espacio de Banach tal que existe un homeomorfismo bi-Lipschitz entre X y
algiin subconjunto de ¢, (I'), para algin conjunto I', cuyas funciones coordenadas

son C' — diferenciables.
(ii) un espacio de Hilbert.

Sea Y < X un subconjunto convexo cerrado, U c X un conjunto abierto que
contienea Y y f :U — R una funcién C' - diferenciableen Y como funcién en U
(respectivamente una funcién C' - diferenciable en Y como funcién enU vy
Lipschitz enY ). Entonces existe una extension C' — diferenciable, H de f|Y a X
(respectivamente existe una extension C* - diferenciable y Lipschitz, H de f|Y a X

tal que Lip(H) <CLip(f |Y) donde C es una constante que depende sélo de X ).

Para poder demostrar los resultados anteriores, lo primero que se necesita es la

existencia de particiones de launidad C* - diferenciables y Lipschitz en espacios de
Banach que cumplen la condicion (*). Recalcamos aqui la definicion:

Definicién. Un espacio de Banach X admite de particiones de la unidad C' -
diferenciables y Lipschitz cuando para cualquier recubrimiento abierto

U ={U,},., de X existe una coleccién de funciones C' — diferenciables y Lipschitz,
{vi}i. tales que:

(D) w,>0en X paratodoiel,
(2) la familia {supp (Wi )iel} es localmente finita, donde supp
(vi)={xe X1y, () =0},

(3) {w,},., esta subordinadaa U ={U,},_,, es decir, para cada ie| existe reQ tal
que supp(y;)cU, y

4) Z‘/’i (x):l para todo xe X.

iel

Por otro lado, se denota por dist(A, B) la distancia entre dos conjuntos A y B, es
decir, infla—b|:ae A beB}.
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El siguiente lema nos proporciona la herramienta para generalizar la construcciéon
de recubrimientos abiertos adecuados en espacios de Banach que seran la clave para
obtener una generalizacidon del resultado de extensiones diferenciables dado por
Azagra, Fry y Keener en [Az 1].

Lema 1: Sean E un espacio métrico, U ={U . },_, un recubrimiento abierto de E
. Entonces existen refinamientos abiertos {V, .}« ;co ¥ W, }rawreo de U (donde

N denota los nimeros naturales) cumpliendo las siguientes propiedades:

(@ V,, cW, cU, paratodo neNy reQ,

(ii) dist(v,,,E-W, )= Hn para todo neXyreqQ,
(iii) dist(\W,, W, )= oni para todoneNyr,reQ conr=r,

(iv) paratodo x€E existen una bola abierta B(X,s,) de E y un nimero natural n

X

tales que:

(@) si i>n,, entonces B(x,s,) "W, = paratodo reQ,

(b) si i<n,, entonces B(x,s,) "W, #J paraalmenosun r e Q,

P. Hijek y M. Johanis en [Ha] probaron que si un espacio de Banach X satisface la

propiedad (*) entonces X admite particiones de la unidad C' —diferenciables y
Lipschitz, lo que es, a su vez, equivalente a la existencia de una base o —discreta, ®

de la topologia de X tal que paratodo B € B existe una funcién C' —diferenciable
y Lipschitz, w,:X —[01] con B=y *(0,0). Cabe resaltar que dado un
recubrimiento abierto {U,},_, de X no siempre es posible obtener una particién
de la unidad C'—diferenciable y Lipschitz, {w },., con el mismo conjunto de
indices tal que supp(w,) cU,. Por ejemplo, si A es un subconjunto no vacio y
cerrado de X, W es un subconjunto abierto de X tal que AcW con
dist(A, X -W)=0 y {y,,w,} una particiéon de la unidad C'-diferenciable
subordinada a {W, X — A}, entonces w,(A)=1y w,(X -W)=0 y asi, y, no es

Lipschitz. Sin embargo, para probar el Teorema 3 que enunciaremos después, sélo
necesitamos los siguientes resultados:
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Lema 2: Sea X un espacio de Banach con la propiedad (*). Entonces para todo
{U,},.o recubrimiento abierto de X existe un refinamiento abierto {W, .} de

{U,},., cumpliendo las propiedades del Lema 1 y existe una particién de la unidad

neX, reQ

Cl - diferenciable y LipSChitZ' {!//n,r}neN,reQ tal que supp (!//n,r) CWn,r cu r y
Lip(y,,)<C,2°(2" —1) paratodo neN y re Q.
En la demostracion del Lema 2 es necesario el Lema 1. Y ambos son necesario para

demostrar el Teorema 3, aunque éste se puede probar de manera alternativa
utilizando bases o — discretas de X y la construccién de adecuadas particiones de

la unidad C' - diferenciables y Lipschitz subordinadas a alguna subfamilia de esa
base.

El siguiente lema es una modificacién necesaria de la propiedad (*) para probar los
resultados principales de este apartado:

Lema 3: Sea X un espacio de Banach con la propiedad (*). Entonces para todo
subconjunto Y — X, toda funcién F: X —R tal que |:|Y es Lipschitz y todo £>0

existe una funcién C* — diferenciable, G: X — R tal que:

(i) |[F(x) -G(x)|< & paratodo xe X,y

(if) Lip(G|,) <C,Lip(F|,). Ademés, [G'(y)], . <C,Lip(F|,) paratodo yeY donde

C, esla constante dada por la propiedad (*).

(iii) Ademas, si F es Lipschitzen X, existe una constante C, > C, que depende s6lo

de X tal que la funciénG puede ser elegida Lipschitzen X y Lip(G) <C,Lip(F).

El siguiente resultado de aproximacion es la llave para probar el Teorema 1.
Recalcamos que el caso separable esta dado en [Az 1] y ha sido estudiado en el
precedente apartado.

Teorema 3: Sean X un espacio de Banach con la propiedad (*) e YcX un
subespacio cerrado. Sean f:Y - %R una funcién C'-diferenciable y F una

.’ . . .’ 1
extension continua de f a X . Entonces, para todo & >0 existe una funciéon C" —

diferenciable, G: X —> R talquesi g =G

v entonces:
(M [F()-G(xX)| <& en X,y
@) |f'() -9’y <c en Y .
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(iii) Ademas si f es Lipschitzen Y y F es una extension Lipschitzde f a X,
entonces la funcién G puede ser elegida Lipschitzen X y Lip(G) <C,Lip(F) donde

C, esuna constante que depende sélo de X .

Este teorema proporciona la herramienta para probar el Teorema 1 que establece
que toda funcién C' - diferenciable (funcién C' - diferenciable y Lipschitz)
definida en un subespacio cerrado tiene una extensiéon C'-— diferenciable
(extensién C' — diferenciable y Lipschitz, respectivamente) a X .

La demostracién del Corolario 1 es similar al caso separable [Az 1]. (Recalcamos que
una variedad paracompacta C', M modelada en un espacio de Banach admite

particiones de la unidad C* - diferenciables siempre que el espacio de Banach en el
que se modela lo haga).

Un resultado andlogo al Teorema 3 puede establecerse para funciones
diferenciables definidas en subconjuntos cerrados y convexos, Y de X con las
condiciones requeridas dadas en el Teorema 2.

Por ultimo, estudiaremos bajo qué condiciones una funcion real-valuada definida en
un subconjunto cerrado, (posiblemente no convexo) Y de un espacio de Banach X

con la propiedad (*) puede ser extendida a una funcién C' — diferenciable en X .
Desafortunadamente, podemos encontrar ejemplos de funciones real-valuadas, f

definidas en un entorno abierto U de un subconjunto cerrado (no convexo), Y de
R tal que f:U >N es diferenciable en todo punto yeY, la funciéon Y -> %R,
y — f'(y) escontinuaen Y y f|Y no admite ninguna extensién C' — diferenciable

a R. Asi, en general, no podemos obtener un enunciado similar al Teorema 2 para
subconjuntos cerrados no convexos, Y de X .Vale la pena sefialar que, mediante la
aplicacién del Teorema del Valor Medio, si f:Y — R admite una extensién c!-
diferenciable, H:X —%R, entonces, tomando D(y)=H'(y)e X~ para yeY,
tenemos la siguiente condicion de valor medio:

paratodo Y €Y , paratodo ¢ >0, existe r >0 tal que:

|f(2) - f(W)— D(y)(z—w)|<&|z—w|, paratodo z,weY N B(y,r). (E)
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Definicién: Si Y es un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X, sea
Z:=spar{y—y':y,y'eY}. Sean f:Y >R y D:Y —Z  aplicaciones continuas.
Diremos que f:Y — R satisface la condicién (E) para D si el enunciado (E) es
cierto.

s Y . . .z 1
Asi, la condicion (E) es necesaria para extender f:Y —> %R a una funcién C" —

diferenciable H: X —R. Ademas el siguiente resultado establece que la condicion
(E) es también suficiente en espacios con la propiedad (*).

Teorema 4: Sean X un espacio de Banach con la propiedad (*),Y = X un
subconjunto cerrado y f:Y — R una funciéon en Y . Entonces, f satisface la

condicién (E) si y sélo si existe una extensiéon C' — diferenciable H de f a X.
Ademas, si asumimos que la funcion f es Lipschitz en Y entonces f satisface la

condicion (E) para alguna  funcién  continua: DY »Z con
Sup{||D(y)||Z* :yeY}<ow siy sélo si existe una extensiéon C' — diferenciable y

Lipschitz, H de f a X.En este caso, si f satisface la condicion (E) para D con
M =sup{|D(y)|,- :y€Y}<o, entonces podemos  obtener H con
Lip(H) <(1+C,)(M + Lip(f)), donde C, es la constante definida en el Lema 3.

Teorema 5: Sean X un espacio de Banach con la propiedad (*),Y < X un
subconjunto cerrado y f:Y — R una funcién cumpliendo la condicién (E) para

alguna funcién continua D:Y — Z". Consideremos una extension continua, F de
f a X .Entonces, paratodo ¢ >0 existe una funcién C! — diferenciable, G: X —>R

tal que si g:=G|, entonces:
(@) [F(x)-G(x)|<e en X,y
(i) [D(y) -G'(y)|,- <& paratodo yeY y Lip(f —g)<e.

(iii) Ademas, si asumimos que f es Lipschitzen Y , F es una extension Lipschitz

de f a X y M =sup{|D(y)|,- : y €Y} <o entonces la funcién G puede ser elegida

Lipschitzen X y Lip(G)£%+(1+ C,)M +C,Lip(F).
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Por ultimo, en el siguiente corolario se da una caracterizacién de la propiedad (*):

Corolario 4: Sea X un espacio de Banach. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) X satisface la propiedad (*).

(ii) Asumimos que f:Y — R es una funciéon Lipschitz que cumple la condicién (E)
para alguna funcién continua D:Y —Z" con M =sup{|D(y)|,- :yeY]<w.
Entonces, existe una extension Lipschitz y C! —diferenciablede f a X, H: X >N
con Lip(H)SC3(I\/I + Lip(f)) donde C, es una constante que depende sélo del

espacio X .

2.5 Extensiones diferenciables de funciones vectoriales
valuadas definidas en subconjuntos cerrados de espacios de
Banach

Sean X y Z espacios de Banach, A unsubconjunto cerradode X y f : A— Z una
aplicacion. En este apartado daremos condiciones necesarias y suficientes para
obtener una aplicacién C'—diferenciable, F:X —Z tal que F|A =f en los

siguientes casos:

() X y Z son espacios de Hilberty X es separable.

(ii) X~ esseparabley Z es un retracto Lipschitz absoluto.

(i) X=L,yZ=L,conl<p<2

(iv) X=L, y Z=L, con 1<p<wo donde L, es cualquier espacio de Banach
separable L (S, ) con (S,%, 1) un espacio de medida finita.

Para consultar las demostraciones de los resultados véase [Jim 2].

Estudiaremos como las técnicas dadas en [Az 1] y [Jim 1] pueden ser aplicadas para
obtener una extensién C'-—diferenciable de una funcién C'- diferenciable y
vectorial-valuada definida en un subconjunto cerrado de un espacio de Banach. Mas
precisamente, si X y Z son espacios de Banach, A un subconjunto cerrado de X

y f:A—Z una aplicacién, ;bajo qué condiciones existe una aplicacién C'—

diferenciable, F : X — Z tal que larestriccionde F a A sea f,estoes:F|, = f?
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Notacién:

(i) Denotaremos por L(X,Z)al espacio de todas las aplicaciones lineales acotadas

desde el espacio de Banach X en el espacio de Banach Z .

(ii) Si A esun subconjunto de X la restriccion de la aplicaciéon f: X —>Z a A se

denota por f|A. Decimos que G: X —Z es una extensiéondeg: A — Z si G|A =g.

(iif) Una aplicacién f:A— Z es L —Lipschitz siempre que || f (x) - f (y)| < L|x- ]|
para todo X,yeA 'y la constante de Lipschitz de f es

[fO)-1(y)|

Lip(f) = sup{ ||x - y||

X, ye Ax# y}.

Como ya se ha mostrado en apartados anteriores, el problema de extensiones C* —
diferenciables para funciones real-valuadas definidas en un subconjunto de un
espacio de Banach infinito dimensional se ha estudiado [Az 1], donde ademas los
autores hacen un informe detallado de la teoria de las extensiones diferenciables.

Una generalizacion de estos resultados puede consultarse en [Jim 1] para espacios
de Banach no separables siempre que cumplan una cierta propiedad de
aproximacion (la propiedad (*) para (X,%R) que ha sido expuesta en el apartado

anterior: 2.4 y que reformularemos a continuacién). Cuando X satisface esta
propiedad de aproximacién, A es un subconjunto cerradode X y f:A—> R es

.’ . . -7 1 . . e
una funcién, la existencia de una extensién C° —diferenciable de f esta

caracterizada por la siguiente propiedad: (que tanto en [Jim 1] como en el apartado
anterior se llamo “condicién (E)”).

Definicién: Sean X y Z espacios de Banachy Ac X un subconjunto cerrado.

(1) Diremos que la funcién f : A — Z satisface la condicién del valor medio si existe
una aplicacion continua D: A — L(X , Z) tal que paratodo y € A ytodo £ >0 existe
una bola abierta B(y,r) en X tal que:

If(z)— f(W)—D(y)(z-wW)| < &|z—w

)

para todo z,we AN B(Y,r). En este caso, decimos que f satisface la condicion del

valor medio en A para la aplicacién D.

(2) Decimos que la aplicacion f : A — Z satisface la condicién del valor medio para
una aplicacidn acotada si satisface la condicién del valor medio para una funcién
continua y acotada: D: A — L(X,Z), es decir, supﬂ|D(y) ye A||}< 0.
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Una consecuencia directa del teorema del valor medio es que, siempre que
f : A— Z sea la restriccién de una aplicacién C* — diferenciable, F: X —Z (una

aplicacion C* — diferenciable y Lipschitz) entonces f : A— Z satisface la condicién
del valor medio para F’
F !

, (1a condicion del valor medio para la aplicacion acotada

.» respectivamente).

. . .. . 1
Buscaremos ahora obtener, bajo ciertas condiciones, extensiones C~—
diferenciables de aplicaciones C' - diferenciables f :A— Z. Mas precisamente,
consideremos las siguientes propiedades:

Definicién:

(1) El par de espacios de Banach (X , Z) tiene la propiedad (*) si existe una constante
C, =1, que depende sélo de X y Z, tal que para todo subconjunto Ac X, toda
funcién Lipschitz f : A—Z y todo & >0, existe una funcién C* - diferenciable y
Lipschitz, g : X — Z tal que |f(x) - g(x)||< & paratodo x e Ay Lip(g) <C,Lip(f).

(2) El par de espacios de Banach (X,Z) tiene la propiedad (A) si existe una
constante C >1, que depende sélo de X y Z, tal que para toda funcién Lipschitz
f:X—>Z y todo £>0, existe una funcién C' - diferenciable y Lipschitz,

g:X = Z talque |f(x)—g(x)| <& paratodo xe X y Lip(g) <CLip(f).

(3) El par de espacios de Banach (X , Z) tiene la propiedad (E) si existe una constante

K >1, que depende s6lo de X y Z, tal que para todo subconjunto A de X y toda
funcién Lipschitz f : A— Z existe una extension Lipschitz F: X —Z tal que

Lip(F) < KLip(f).

(4) Un espacio de Banach X tiene la propiedad (*), la propiedad (A) o la propiedad
(E) siempre que el par (X,SR) las tenga.

Recordemos la siguiente caracterizacion conocida para retractos Lipschitz
absolutos.

Proposicién 1: Sea Z un espacio métrico. Son equivalentes:
(i) Z esunretracto Lipschitz absoluto.

(i) Existe K >1, que depende sélo de Z, tal que para todo espacio métrico X , todo
subconjunto Ac X y toda funcion Lipschitz f:A—>Z, existe una extension

F:X —Z de f tal que Lip(F) < KLip(f).

Combinando esta caracterizacién con los resultados en [Ha] obtenemos la siguiente
proposicion:
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Proposicidn 2: Sea X un espacio de Banach tal que existe un conjunto I" = & y un
homeomorfismo bi-Lipschitz ¢:X —¢,(I') con funciones coordenadas C*-

diferenciables, e; op:X —>N.Sea Z un espacio de Banach que es un retracto

Lipschitz absoluto. Entonces el par (X : Z) satisface las propiedades (A) y (E).

Como se vera en la siguiente proposicidn, la propiedad (*) es necesaria para obtener
. . . . 1 . .
ciertas extensiones Lipschitz, C* — diferenciables.

Proposicién 3: Sea (X , Z) un par de espacios de Banach tal que existe una constante

C >1, que depende sélo de X y Z, tal que para todo subconjunto cerrado Ac X
y toda funcion Lipschitz f : A— Z cumpliendo la condicién del valor medio para

una funcién acotada D con M =supﬂ|D(y)||: ye A}<oo y existe una extensién
Lipschitz C' - diferenciable, G de f a X con Lip(G) <C(M + Lip(f)). Entonces el
par (X , Z) satisface la propiedad (*).

Los principales teoremas de extensiones diferenciables de funciones desde
subconjuntos cerrados en este contexto son los siguientes:

Teorema 1: Sean (X , Z) un par de espacios de Banach con la propiedad (*), Ac X
un subconjunto cerrado de X y una funcién f:A— Z. Entonces, f satisface la

condicién del valor medio si y sélo si hay una extensién C' - diferenciable, G de f
a X.

Teorema 2: Sean (X , Z) un par de espacios de Banach con la propiedad (*), Ac X
un subconjunto cerrado de X y una funcién f : A— Z.Entonces, f es Lipschitzy
satisface la condicién de valor medio para una funcién acotada si y sélo si existe una
extension C' — diferenciable y Lipschitz, G de f a X.

Ademas, si f es Lipschitz y satisface la condicion del valor medio para una funcién
acotada D:A—L(X,Z) con M := sup{“D(y)”: ye A}< ©, entonces podemos

obtener una  extensién  C'-—diferenciable 'y  Lipschitz, G con
Lip(G) <(1+C,)(M + Lip(f)), donde C, es la constante dada por la propiedad (*)

(que depende s6lode X y Z).
Como consecuencia obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 1: Sean X y Z espacios de Banach y asumimos que se da al menos una
de las siguientes condiciones:

@ X es finito dimensional,
(ii)) X y Z son espacios de Hilberty X es separable,
(i) X=L,yZ=L,conl<p<2,
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(iv) X=L,yZ=L, conl< p<o (donde L, esalgin espacio de Banach separable

Lp(S, >, 1) con (S,Y, 1) un espacio de medida o - finita),

(v) existe un conjunto I" # & y un homeomorfismo bi-Lipschitz ¢: X — ¢,(I") con

funciones coordenadas C* — diferenciables (por ejemplo, cuando X * es separable),
y Z esun retracto Lischitz absoluto.

Sea A un subconjunto cerrado de X y f:A— Z una aplicacion. Entonces f
satisface la condicién del valor medio (la condicién del valor medio para una funcién
acotaday f es Lipschitz) en A siy sélo si existe una extension C* — diferenciable,

(una extensiéon C' — diferenciable y Lipschitz, respectivamente), G de f a X .

Ademas, si f es Lipschitz y satisface la condicién del valor medio para una funcién

acotada D:A—L(X,Z) con M:= supﬂ|D(y)||: ye A}< c©, entonces podemos

obtener una extension  C'-—diferenciable y Lipschitz, G con
Lip(G)< (1+C, M + Lip(f)), donde C, es la constante dada por la propiedad (*)

(que depende s6lode X y Z).

Para terminar este apartado veremos los resultados para extensiones diferenciables
desde subespacios. Sean X y Z espacios de Banach e Y un subespacio cerrado de

X . Sitoda funcién C' — diferenciable, f :Y — Z puede ser extendida a una funcion

C' —diferenciable, G:X —Z, entonces para todo operador lineal acotado,

T:Y — Z existe un operador lineal acotado T:X >Z tal que 'I:\Y =T.

Ademas, si asumimos que toda funcién C' - diferenciable y Lipschitz f:Y —Z

puede ser extendida a una funcién C' - diferenciable y Lipschitz G: X —Z con
Lip(G) < CLip(f ) donde C es una constante que depende sélode X y Z , entonces
para todo operador lineal acotado T:Y — Z existe un operador lineal acotado

T:X -7 tal que -l:‘Y =Ty|T < C||'I'||L(Y ,,- En efecto, es suficiente considerar

L(X.Z)

T = G'(0), donde G esla funcion extendida de T dada por los supuestos.

Definicién: Decimos que un par de espacios de Banach (X : Z) satisface la propiedad

de extensidn lineal si existe A >1 que depende s6lo de X y Z, tal que para cada
subespacio cerrado Y < X y cada operador lineal acotado T:Y — Z, existe un

< C"T”L(Y,Z)'

L(X,Z)

T

operador lineal acotadof : X — Ztal que f\v =Ty
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Proposicién 4: Sean (X , Z) un par de espacios de Banach cumpliendo la propiedad

de extension lineal e Y un subespacio cerradode X .Si f :Y — Z es una funcién

C' —diferenciable (una funcién C'-diferenciable y Lipschitz), entonces f
satisface la condicién del valor medio (la condicién del valor medio para una funcién
acotada, respectivamente) en Y .

Utilizando los Teoremas 1 y 2 podemos obtener el siguiente resultado para
extensiones C* —diferenciables y C* — diferenciables y Lipschitza X de funciones
C' —diferenciablesen Y cuando (X : Z) satisface la propiedad (*) y la propiedad de
extension lineal.

Corolario 2: Sea (X,Z) alguno de los siguientes pares de espacios de Banach:

® (L, L) 2<p<oo,

(i) (c,(I'),C(K)), donde I' es un conjunto no vacio y K es un espacio métrico
compacto,

(i) (1,(%),C(K)), 1< p<» y K es un espacio métrico compacto,

(iv) (X,C(K)), X es un espacio de Orlicz con dual separable y K es un espacio
métrico compacto,

) (X,c,(X)), X con dual separable,

(vi) (X,ER), tal que existen un conjunto I" # & y un homeomorfismo bi-Lipschitz

@: X = ¢,(I") con funciones coordenadas C* — diferenciables (por ejemplo, cuando

X" es separable)

Sea Y un subespacio cerrado de X . Entonces toda funcién C* - diferenciable,
f:Y > Z tiene una extensién C' —diferenciable a X .

Ademais, existe C >1, que depende s6lo de X y Z, tal que toda funcién c'-
diferenciable y Lipschitz, f:Y —Z tiene una extensién C'-diferenciable y
Lipschitz, F: X —Z a X con Lip(F)< CLip(f).
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Consideremos la siguiente definicidn:

Definicién: Sean X y Z espacios de Banach e Y un subespacio cerrado de X.
Decimos que el par (Y,Z) tiene la propiedad de X - extensién lineal si existe 4 >1,

que depende s6lode X, Y y Z,tal que para cada funcién lineal acotada T:Y — Z

existe una extension lineal acotada T : X — Z con (T

<cr]

L(X,Z)

L(Y,z) "

Por ultimo, con los Teoremas 1 y 2 y una pequefia modificacion de la Proposicién 4
obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3: Sea (X : Z) un par de espacios de Banach con la propiedad (*). Sea Y
un subespacio cerrado de X tal que el par (Y,Z) tiene la propiedad de X -
extension lineal. Entonces cada funcién C' - diferenciable, f:Y — Z tiene una
extension a X . Ademas, existe C >1, que depende sélo de X y Z, tal que toda
funcién C' - diferenciable y Lipschitz, f:Y —Z tiene una extensién C'-
diferenciable y Lipschitz, F : X —Z a X con Lip(F)< CLip(f).
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Capitulo 3. Extension de funciones diferenciables. El caso
de funciones Fréchet diferenciables con derivada no
necesariamente continua.

En este capitulo se mencionaran algunos resultados que profundizan en la
derivabilidad de las extensiones de funciones exigiendo condiciones con respecto a
las derivadas que no tienen porqué ser necesariamente continuas.

En primer lugar enunciaremos un resultado que generaliza de manera conjunta el
teorema de extension de Whitney y el teorema de extension de Aversa-Laczkovich-
Preiss en el que empezamos a trabajar con las derivadas Fréchet y las funciones
Baire 1.

Después daremos un resultado de extension para funciones Baire 1 vector-valuadas
preservando los puntos de continuidad. Y por ultimo terminaremos con varios
resultados sobre extensiones vector-valuadas preservando las derivadas.

3.1 Generalizacion conjunta del Teorema de Extension c* de
Whitney y el Teorema de Extension de Aversa-Laczkovich-
Preiss

. .7 . sz 1 .
Veremos una generalizacion conjunta del Teorema de Extension C* de Whitney y el
Teorema de Extension de Aversa-Laczkovich-Preiss (Teorema ALP). Se puede
describir aproximadamente como un teorema de extension de una funcién

diferenciables definida en un subconjunto cerrado de R" a una funcién diferenciable
en R" preservando la continuidad de la derivada. Los resultados y demostraciones

expuestos en este apartado pueden consultarse en [Koc 1].
Definicién: Sean & # F < R" un conjunto arbitrario, f : F — R una funcién, ac F

y L, € R" decimos que:

() L, esunaderivada (Fréchet) de f (conrespectoa F ) si a € derF (donde derF
es el conjunto de puntos de acumulacién de F )y

Lim f(x)-f(a)-L,-(x—a)

=0, 6 aesunpunto aisladode F .
x—a;xeF |X — a|

(ii) L, es una derivada estrictade f (conrespectoa F)si aederFy

G =)L, (y-x)

y—a,Xx—a;X,yeF ;x=y |y — X|

=0 (con X=a, Y = a permitido),

6 aes un punto aislado de F .
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Es conocido y facil de probar que una funcién f en un conjunto abierto G c R" es
estrictamente diferenciable siy sélosi f € C*(G).

El Teorema de Extensién de Whitney al que hacemos menciéon se encuentra
enunciado y demostrado en el primer apartado del capitulo anterior. El otro
teorema al que se hace referencia en este apartado es el siguiente: (Véase [Av])
Teorema ALP: Sean F — R" un conjunto cerrado no vacio, f : F — R una funcioény

L:F — R" una derivada de f.Entonces f puede extenderse a una funcién f en

R" diferenciable en cualquier parte tal que (?) =L enF siysélosiL e Bl(F)'

Aqui, B,(F) denota el conjunto de todas las funciones Baire 1 en F . (Recordamos

que una funcién es Baire 1 si es limite puntual de una sucesiéon de funciones
continuas). En la demostraciéon de este teorema los autores utilizan sus propios
resultados de extensiones de funciones Baire 1.

Combinando los teoremas anteriores Koc y Zajicek demuestran el siguiente
teorema, que es el resultado principal de [Koc 1]:

Teorema: Sean F —R" un conjunto cerrado no vacio, f:F — %R una funcién y
L:F —R" una derivada de f tal que LeB,(F). Entonces existe una funcién

f:R" >R tal que:

() f esdiferenciable en R",

@) T0)= 1) y (F) (x)= L(x) para xeF,

(iii) si acF, L es continuaen a y L(a) es una derivada estricta de f en a,

entonces (f) es continuaen a,
(iv) f esC” en R"—F.

Observacién: El teorema implica facilmente el caso C' del teorema de extensién de
Whitney. En efecto, supongamos que las asunciones del teorema de Whitney se
cumplen. Es suficiente probar que L(a) es una derivada estricta de f en a para

todo aeF, ya que obtenemos la funcion extendida que deseabamos, f aplicando

el teorema que acabamos de enunciar.

Por ultimo el siguiente teorema es casi una inmediata reformulaciéon de [Whit 2,
Theorem I] para el caso m=1.

Teorema W1: Sean F — R un conjunto cerradoy f :F — R una funcién. Entonces

f puede extenderse a una funcién C* en R siy sélo si existe una derivada estricta
de f en x paratodo x ederF.
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3.2 Extensiones de funciones de Baire 1 vector-valuadas
preservando los puntos de continuidad

El siguiente teorema de extension de funciones Baire 1 vector-valuadas ha sido
demostrado por Koc y Kolar en [Koc 2]:

Teorema: Sean (X,d) un espacio métrico, H X un conjunto cerrado, Z un
espacio lineal normado y f:H — Z una funcién Baire 1. Entonces existe una
funcién g :(X —H)— Z tal que:

Lin 900~ f@), %Xa';) -0 (1)
para todo aecdH,
Lim g(x)=f(a) (2)

x—a;xeX-H
siempre que acoH y f seacontinuaen a,y
g estd acotada en B(a,r)-H 3)

siempre que aedH (o incluso aeH), re(0,0)ufo} y festé acotada en
B(a,12r)nH.

Observaciones:

() En [Av, Theorem 6] la primera parte del teorema (es decir, la propiedad (1), sin
las propiedades (2) y (3)) esta demostrada para el caso especial Z=%R con
dim(Z) < co.

(ii) En [Koc 1] se extiende el caso anterior incluyendo la propiedad (2). La principal
contribucién es que Z puede ser un espacio lineal normado arbitrario.

(iii) Las propiedades (1) y (2) constituyen la parte mas importante del teorema
precedente. Otras declaraciones (continuidad de gy la propiedad (3)) han sido

afiadidas por los autores ya que podrian ser utiles y no requieren mucho trabajo.

De hecho la continuidad de g se alcanza en el Gltimo parrafo de la demostracién del

teorema ([Koc 2]) y desde ahi es obvio cémo también se puede lograr un mayor
grado de diferenciabilidad cuando X admite una estructura lineal y una particién
diferenciable de la unidad.

La demostracién del teorema depende de un resultado que proporciona una
aproximacion de una funcién de Baire 1 dada, f, mediante una sucesién de

funciones localmente Lipschitz que convergen uniformemente en puntos de
continuidad de f .
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3.3 Extensiones de funciones vector valuadas preservando las
derivadas

En [Koc 1] M. Koc y L. Zajicek probaron, como ya hemos visto, un resultado que
generalizaba de manera conjunta ambos resultados de extension de V. Aversa, M.

Laczkovih y D. Preiss asi como el teorema de extensiéon de Whitney para el caso C'

para funciones real-valuadas definidas en subconjuntos cerrados de R". Su
resultado puede ser descrito aproximadamente como un teorema de extension a
funciones diferenciables preservando los puntos de continuidad de la derivada.
Siguiendo el método usado en [Koc 1] M. Koc y Jan Kolar son capaces de generalizar
sus resultados focalizandose en las funciones vector-valuadas obteniendo los
resultados que veremos a continuacién y que pueden consultarse junto con sus
demostraciones en [Koc 3]. Koc y Kélar afladen ademas otras nuevas caracteristicas
como por ejemplo suposiciones no restrictivas permitiendo una funcién arbitraria
(los puntos de diferenciabilidad y continuidad se conservan), la conservacién de la
propiedad Lipschitz puntual, local y global o la generalizacién a dominios infinito
dimensionales.

Para poder enunciar los resultados recordemos la notaciéon que hemos estado
utilizando en secciones anteriores y un par de definiciones. Recordemos en
particular la norma de un operador lineal.

Notacién: Sean X e Y espacios lineales normados. L(X,Y) es el conjunto de todos

los operadores lineales acotados desde X hasta Y .Para ue L(X,Y), el nimero

ul, ., =inf{K > 0:Ju(), < K|x], :vx e X}

L(X,Y) "

se llama norma del operador lineal u. El conjunto L(X ,Y) equipado con la norma

||-||L(X ,, forma un espacio lineal normado, que es completo si Y es completo.

Definicién 1: Sean X e Y espacios lineales normados, Ac X un conjunto
arbitrario, f : A—Y una funciény acA.

(i) Un operador lineal acotado F, : X — Y es una derivada relativa de Fréchet de f
en a (conrespectoa A)siyasea a un punto aislado de A, o

[T -f@-F(x-a), _

X—a;xeA HX — aH
X

(ii) Un operador lineal acotado es una derivada relativa estricta de f en a (con

respectoa A) siyasea a un punto aisladode A, o

Lim [T () - f()-S.(y-x)|,

X—a,y—a;X, YeAi XY ”y _ X”><

=0(con x=a,y=a permitido)
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(iii) Decimos que L:A—L(X,Y) es una derivada de Fréchet relativa
(respectivamente estricta) de f (en A)si L(a) es una derivada de Fréchet relativa

(respectivamente estricta) en a (con respectoa A) paracada acA.

Definicién 2: Sean X e Y espacios lineales normados, Ac X un conjunto
arbitrario, f : A—Y unafuncibny acA.Si a e (0,1], decimos que f es o — Hdlder

continua en a (conrespectoa A) siyasea a un punto aisladode A, o

f(x)-f
Lim sup|| ) (a)”Y <o,

. (o4
X—>a;xeA ”X _ a” !

Portanto f es Lipschitzen a (conrespectoa A) sies 1-Holder continua en a (con
respectoa A), es decir, yasea a un punto aislado de A, o

Lim sup [fe0-f (a)”Y <

X—>a;xeA ”X — a”
X

Los principales resultados (que veremos a continuacién distinguiendo entre el caso
de dominio finito e infinito dimensional) se pueden reformular conjuntamente de la

siguiente manera: (recalcamos que para peNuU {oo}, CPdenota la clase de
funciones p—veces continuamente diferenciables en el sentido Fréchet; notese que

esta nocién no cambia si sustituimos “en el sentido Fréchet” por “en el sentido
Gateaux”)

Teorema 1: Sean X e Y espacios lineales normados, F = X un conjunto cerrado,
f:F —Y una funcién arbitrariay L:F — L(X,Y) una funcién Baire 1. Entonces

existe una funcién f: X =Y tal que:
@ f=fenF,
(i) si ae Fy f es continua en a (con respecto a F ), entonces f escontinuaen a,

(iii) si aeF, ae(O,l] y f es a—Holder continua en a(con respecto a F),
entonces f es a — Holder continua en a;en particular, si f es Lipschitzen a (con

respecto a F ), entonces f es Lipschitzen a,

(iv) si aeF y L(a) es una derivada Fréchet relativa de f en a (con respecto aF ),
entonces (T) (a)=L(a),

(v) f escontinuaen X —F,
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(vi) si X admite una particiéon de la unidad C" — diferenciable, donde p e NuU {oo}

esta fijo, entonces f eC"(X —F,Y).
Ademas si dim X < oo, entonces:

(vii) si aeF, L escontinuaen a y L(a) es una derivada relativa estricta de f en

a (con respecto a F ), entonces la derivada Fréchet (?) es continua en a con

respectoa (X —F)u {a} y L(a) es la derivada estricta de f ena (conrespectoa X)),

(viii) si aeF, R>0, L estd acotadaen B(a,R)nF y f es Lipschitz continua en
B(a,R)nF, entonces f es Lipschitz continua en B(a,r) paratodo r < R;si L esta

acotadaen F y f esLipschitz continuaen F , entonces f es Lipschitz continua en
X.

Por ultimo separaremos este resultado para los casos: dominio finito dimensional y
dominio infinito dimensional. Para ello necesitamos el concepto de particion de la
unidad localmente finita que ya hemos visto en anteriores secciones y que
recordamos de nuevo. Se necesitara ademas el lema que damos a continuacion.

Definicién 3: Sean X un espacio métrico, ¥, una clase de funcionesen X y U < X
un conjunto abierto. Una particién de la unidad localmente finita, en U (o de manera
abreviada, particién de la unidad en U ) es una coleccion %//7 }yer de funciones real

valuadas ¥, en X tales que Zl//y (X) =1 paratodo xeU y existe un entorno Vy de
yell

y, paratodo y €U tal que las ¥/, se anulan en Vy salvo para un nimero finito de

indices y .

Si ¥, € ¥ paratodo y €', hablamos de una - particion de la unidad. Si + no se
especifica usualmente asumimos que son funciones continuas.

Decimos que una particién de la unidad (localmente finita), {u/y }7€r en U esta

subordinada a un recubrimiento abierto U de U si para cada y eI’ existeUy EU

tal que supp (w,) cU, donde supp (v, ) = {X e X1y, (X)= 0}.

Decimos que U admite una ¥ - particién de la unidad si para todo recubrimiento
abierto U de U existe una ¥ - particién de la unidad localmente finita, %//y }ﬁr en

U subordinaa W.

Antes del siguiente lema recordaremos la definicién de diferenciabilidad en el
sentido Gateaux.
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Sea X un espacio normado, U un abierto no vaciode X .Sea F:U < X — R una
funcién. Fijado un vector no nulo he X y u, U, como U es un conjunto abierto,

existira 6 >0 tal que si [t <&, entonces u, +th U . Por lo tanto, si ademas t 0
tiene sentido escribir:
F(u, +th)—F(u,)
t :

Definicién 4: Si existe y es finito el siguiente limite:

Lim F(u, +th) — F(u,)

t—0 t

)

Se llamara derivada de Gateaux de F en la direccién he X en el punto u, €U .

Como el limite de una funcién si existe es Unico, entonces una funcién puede tener a
lo sumo una derivada Gateaux en el punto u, y en la direccién he X. Usaremos la

notacién oF (u,,h) para referirnos al limite anterior. Es natural convenir que
oF (u,,0)=0.

Observacién: El valor de 6F(u,,h) es la derivada direccional de F en u, en la

direccion h y por lo tanto, la derivada Gateaux anterior se puede considerar una
generalizacion de las derivadas direccionales del caculo diferencial de varias
variables.

La derivada Giteaux de F depende Gnicamente del comportamiento local de F
cerca del punto. Ademas, la derivada Gateaux es una operacion lineal, en el sentido
de que si F y G tienen variacién de Gateaux en un punto U, en la direccién h

entonces, o(aF + fG)(u,,h) = adF(u,,h) + S (u,,h).

Definicién 5: Puede suceder que exista JF(u,,h) para todo he X, o en otras
palabras que la aplicacion h — &F (u,,h) tenga por dominio todo X . En este caso, si
la aplicacion h — oF(u,,h) es lineal y continua (es decir, si pertenece al dual
topolégico de X ) diremos que F es diferenciable en el sentido de Giteaux en u, y
esta derivada se denota por F'(u,): X —> R talque F'(u,)(h) = dF(u,,h).
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Lema: Sea X un espacio lineal normado. Sea ¥ :
(a) la clase de todas las funciones continuas en X , 0

(b) la clase de todas las funciones continuas en X que son p, —veces diferenciables
Gateaux para algin p, e XU {oo}, 0

(c) laclase de todas las funciones p, —veces diferenciables Frécheten X , paraalgtin
P, eNU {oo}, 0

(d) la clase de todas las funciones C ™ — diferenciables para algtn p, e N U {oo}, 0

(e) la clase de todas las funciones puntualmente «, —Hoélder continuas en X para
algun o, € (0,1], o

(f) la clase de todas las funciones localmente «, —Holder continuas en X paraalgin
a, €(01], en particular la clase de todas las funciones localmente Lipschitzen X , o

(g) la interseccién de dos o varias clases de las anteriores (para algunos
P P2y P3, 01, 25)

Sea ¥ * la clase de todas las funciones no negativas de ¥.Si X admite una ¥ -
particién de la unidad, entonces todo conjunto abierto U — X admite una
¥ + -particion de la unidad.

Funciones vector-valuadas en dominios infinito dimensionales.

Teorema 2: Sean X e Y espacios lineales normados, F = X un conjunto cerrado,
f:F —>Y una funcién arbitraria y L:F — L(X,Y) una funcién Baire 1 en F.

Entonces existe una funcién f : X —Y tal que:
@ f=fenF,

(ii)si acF y f escontinuaen a (conrespectoa F ), entonces f es continua en
a,

(iii) si aeF, ae(O,l] y f es a—Holder continua en a(con respecto a F),
entonces f es a — Holder continua en a; en particular, si f es Lipschitzen a (con

respecto a F ), entonces f es Lipschitz en a,

(iv) si ae F y L(a) es una derivada Fréchet relativa de f en a (con respecto aF ),
entonces (?) (a) = L(a),

(v) f escontinuaen X —F,
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(vi) si X admite una ¥ -particion de la unidad donde ¥ es una clase fija de

funciones en X del lema anterior, entonces f es de clase + (decimos que g|U
F

es de clase  en un conjunto abierto U si para todo x €U existe un entorno V de
X tal que g|U es la restriccién de una funcién de ).

Demostracién: Si F = entonces el teorema se cumple trivialmente. Por tanto,

supongamos que F esno vacio. Para cada x € X, tomamos:

r(x) = Ziodist(x, F) (D

Ademas, para cada x € X —F, elegimos cualquier punto )A< e F tal que:

x—x| < 2dist(x, F) 2)

X

Si (iv) esta bajo consideracién, X admite una ¥ -particion de la unidad. Si este no
fuera el caso, admite al menos una particién de la unidad (ya que X es un espacio
métrico) y elegimos ¥ como la clase de funciones continuas en X .

Por el Lema, existe una T -particion de la unidad no negativa y localmente finita,
{(/57 }yer en X — F subordinada al recubrimiento {B(X,lOr(x)): XeX— F}. Luego, en

particular,
Ay &)
0<g,,Vyel (4)
> ¢, (x)=1Vxe X -F (5)

y paratodo y eI existe X, € X —F tal que:

suppg, < B(x,,10r(x,)) (6)
Para todo xe X —F, denotamos:

S, = {;/ e ' B(x10r(x)) N B(x,,10r(x,)) = @} (7)
Claramente, si y e I'= S, , entonces ¢,(x) =0 por (6). Ademas, si y € S, entonces:
, 1 1
r() —r(x,)| < Lip(r)x—x, |, = 2_0HX -x |, < 2—0(10r(x) +10r(x,)).

Por lo tanto

. ()
“r(x,)

<3 siempre que y €8S,. (8)

Wl
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La demostracidn se completa con la aplicacion del siguiente teorema, gracias al cual
se obtiene la extension f requerida.

Teorema: Sean (X,9) un espacio métrico, H = X un conjunto cerrado, Z
un espacio lineal normadoy f :H — Z una funcién de Baire 1. Entonces existe una
funcién continua g : (X —H) — Z tal que:

. dist(x,H)
Lim X)—f@), ———== NT
x—>a,xeX—H||g( ) ( )”Z 19()(’ a) ( )
paratodo aedH,
Lim g(x) = f(a) (©)
siempreque a€oH y f escontinuaen ay
g esacotadaen B(a,r)—H (B)

siempre que ae€ H,r € (0,0) U {oo} y f seaacotadaen B(al2r)nH.

Este teorema proporciona las herramientas de trabajo para comprobar que se
cumplen cada uno de los apartados del teorema que queremos demostrar.

Sea A:(X—-F)— L(X,Y) la funcién construida en el teorema anterior (para
H=F yZ=L(X,Y)) Definimos f =X —Y mediante:

_ f(x) si xeF
FOO=93"9 (OLF(R,)+ AX)X=X)] o yex - F ©

yell
Obviamente, f=fenF , 1o cual prueba (i).

Ya que las aplicaciones lineales con C” — diferenciables y la particién de la unidad

{¢y }7 . es localmente finita, podemos concluir facilmente usando (3) que ﬂ es
€ X-F

de clase T . Las condiciones (vi), si se considera, y (v) se cumplen.

Sea aeF.Paraun xe X —F arbitrarioy y €S,, por (1), (2), (7) y (8), tenemos:

Ix, - xHX <10r(x,) +10r(x) < 40r(x) = 2dist(x, F) (10)
Ix, - xHX <10r(x,) +10r(x) < 40r(x, ) = 2dist(x , F) (11)
R=x, | <[x=x]|, +[x—x,]|, <2dist(x, F)+2dist(x,F) = 4dist(x, F), (12)

%, —x,], <2x-x[, <sdist(x,F),
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(13)

%, —XHX <[, —xyux +|x, —XHX < 8dist(x, F) + 2dist(x, F) = 10dist(x, F) (14)

(15)

. »por (2), (10) y (14), obtenemos:

b~ <[, ~x], +Ix-al, <dx-al, (16)
<l +lx-al, <1ix-a], a7
[k~ <[, +|-al, <3x-al, (19)

Ya que las condiciones (ii), (iii) y (iv) claramente se satisfacen para a < int(F),

podemos ademas asumir que ae€odF. Si xe X—F, por (4), (5), (6), (7) y (9),
obtenemos:

[foo-T@), = HZ@ O[f (%,)+ A, ) (x= %)~ f “‘4

Y

=3¢, (0[f (%,) - f(@)+L@)(X-R,)+(AX,) - L@)(x~ 27)1

yel

Y

<D 8,0|f&)-f@), + 24, 0L@)]  [|x-% (19)

7€Sx 7€Sx L(X.Y)

0l el gt P e

Primero suponemos que f es continua en a (con respecto a F ) y fijamos ¢, > 0.
Existe 0, >0 tal que:

|f(z)- f(a)|, <& paratodo zeF,|z-a|, <& (20)
Por (NT) del Teorema anterior existe 6, > 0 tal que:

|A) - L(a)||L(X’Y)diSt(t, F)<e¢ paratodo te X —F,|t—a, <&, (21)

Si xeX-F y|x-a|, < min(gl,f—ll,%j, entonces, para todo y € S, , usando (16) y

(17) obtenemos ny —aHX <0,y H)A(y —a”x < 0, . Entonces, por (4), (5), (14), (15),
(19), (20), (21) y dist(x., F) <|)x—al|, obtenemos:

H fOx)—f (a)H <& +1q|L(a)”|_(x Y) & +de = (5+10”L(a)”L(X Y)
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Ya que &, > 0 era arbitrario, f escontinuaen a y por lo tanto (ii) queda probado.

Ahora, supongamos que o € (0,1] y f es a—Holder continua en a (con respecto a

F ). Entonces existen K >0y &, >0 tales que:
|f(z)- f(a)|, <K|z—-a|}, paratodo zeF,|z—a|, <5, (22)
Por (NT) del Teorema anterior, existe ¢, >0 tal que

|A® ~ L(@)],  y, dist(t, F) < t—a], paratodo te X —F,[t-a], <&,(23)

Sea xe X —F tal que |[x—al, < min[%,% ,1). Entonces para todo y €S, usando

(16) y (17) obtenemos ny —aHX <o,y Hﬁy —aHx < 0,. De modo similar, como

arriba, por (4), (5), (14), (15), (16), (17), (19), (22), (23) y dist(x,F) <|x—a],

obtenemos:

[foo-T@)], <k X4,

7€Sy

%, =, +10L@] o x-al, @4
+4220,00lx, —al, < QK +10L @), ,, +12lx -2,
7€Sx

yaque [x—a| <|x—a como|x-a|, <1y e (0l].Porlotanto f es a—Holder
continua en a y (iii) queda probado.

Finalmente, probaremos (iv). Fijado &, > 0. Por (NT) del Teorema anterior existe
o0 >0 tal que:

dist(t, F)
o -]

|At) - L(a)| <g, paratodo te X —F,[t—a|, <& (25)

X

Yaque L(a) esunaderivada de Fréchetde f en a (conrespectoa F), existe 5, >0

tal que:
|f(2) - f(@)-L(a)(z-a)|, <&,|z—al, paratodo zeF,|z-a|, <&, (26)
. (5, 6,
Si xe X—F y |x—a|, <min 311/ entonces, para todo y €S, , usando (16) y

(17) obtenemos ny —aHX <.y H)@ —a”x < 0,. Por lo tanto, por (4), (5), (6), (7),
(9), (15), (16), (17), (25) y (26) obtenemos:

[F00-T(a)-L@x-a) = quﬁy LF () + A, )(x—%,) = () - L(@) (x - aﬂ

Y
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> 6, (0] (,) - f(a) - L(@)(x, —a) + (A(x,) - L(a))(x 27)1

yell

Y

< z¢7 (X)H f ()A(},) —f (a) - L(a)()A(;f N a)HY

7eSy

+ 2 ¢, 00[A0) ~ L@, =%,

< Z¢7 (e, ”)A(r B a”x

7Sy

dist(x,,F) HX_)@ X H _ H
L(X.Y) ny_aHx diSt(Xy,F) g X

+ > ¢,(0|Ax,) - L(@)|

<1lg,|x—a|, +12¢,|x—a], =23¢,|x—3], .

Ya que &, >0 era arbitrario y L(a) es una derivada de Fréchet de f en a con

respecto a F , finalmente obtenemos:

_ HT(x) ~f@)-L@x- a)HY
Lim =0
oa [x—aj,

de donde (f)'(a) = L(a), lo cual prueba (iv) y completa la demostracién.

Corolario 1: Sean X un espacio lineal normado que admite una particion de la
unidad diferenciable Fréchet, F — X un conjunto cerrado no vacio, Y un espacio
lineal normado, f:F —Y una funcién arbitrariay L:F — L(X,Y) una derivada

Fréchet de f (con respectoa F).Entonces L es Baire 1 en F siy sélo si existe

una funcién f:X —Y tal que  extiende a f, f es diferenciable Fréchet en

cualquier parte de X y (?) =LenF.
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Funciones vector-valuadas en dominios finito dimensionales.

Teorema 3: Sean F —R" un conjunto cerrado, Y un espacio lineal normado,
f:F —>Y una funcién arbitrariay L:F — L(SR“,Y) una funcién Baire 1 en F .

Entonces existe una funcién f :R" —Y tal que:
(@ f=fenF,
(i) siac Fy f es continua en a (con respectoa F ), entonces f es continuaen a,

(iii) si aeF, ae(O,l] y f es a—Holder continua en a(con respecto a F),
entonces f es a — Holder continua en a; en particular, si f es Lipschitzen a (con

respecto a F ), entonces f es Lipschitz en a,

(iv) si ae F y L(a) es una derivada Fréchet relativa de f en a (con respectoaF ),
entonces (?), (a) = L(a),

W) feCc* (@ -FY),

(vi)si aeF, L escontinua en a y L(a) es una derivada relativa estricta de f en

a (con respecto a F), entonces la derivada Fréchet (f) es continua en a con

respectoa (R" -F)u {a} y L(a) es la derivada estricta de f en a (con respecto a
R"),

(vii) si aeF, R>0, L estd acotada en B(a,R)nF y f es Lipschitz continua en
B(a,R)nF,entonces f es Lipschitz continua en B(a,r) paratodo r <R; si L esta

acotadaen F y f esLipschitz continuaen F ,entonces f es Lipschitz continua en

X.

Corolario 2: Sean F c®R" un conjunto cerrado no vacio, Y un espacio lineal
normado, f:F —Y una funcién arbitrariay L:F — L(iR”,Y) es una derivada

Fréchetrelativade f (en F ) talque L es Baire 1 en F . Entonces existe una funcion

f:R" Y tal que:

(i) f es diferenciable Fréchet en R",

() f=fy(f)=LenF

(iii) si aeF, L es continua en a y L(a) es una derivada relativa estricta de f en

a (conrespecto a F ) entonces la derivada Fréchet (?) es continua en a.

(iv) T eC*(®R"-F,Y).
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Capitulo 4. Extension de funciones C! con derivada
localmente uniformemente continua. Caso infinito
dimensional.

Para finalizar, en este capitulo profundizaremos un poco mas en la diferenciabiliad
de las extensiones de funciones.

Empezaremos hablando sobre las funciones diferenciables en espacios de Banach
con derivadas Lipschitz.

Continuaremos mostrando varios resultados relativos a la extensién de normas. En
primer lugar estudiaremos la relaciéon entre la extensibilidad diferenciable de
normas y la complementabilidad de subespacios y en segundo lugar abordaremos
la extension de normas uniformemente diferenciables en espacios de Banach.

Y por ultimo enumeraremos algunos resultados sobre extensiones Lipschitz
minimales de funciones diferenciables en espacios de Hilbert.

4.1 Funciones diferenciables en espacios de Banach con
derivadas Lipschitz

En esta seccidn hablaremos sobre el trabajo de John C. Wells en [We].

Wells demuestra que el teorema de extensiéon de Whitney falla para espacios de
Hilbert separables mostrando una funcién C* en un subconjunto cerrado de |1 ° que
verifica la condicién de Whitney pero que no tiene extensién C°.

Mencionaremos sdélo algunos de sus resultados. Para ello utilizaremos la siguiente
definicion:

Definicién:
B (E.F) = {f / f C*(E,F):|D*f(y)~ D*f (x)] < M|x— y|, v,y
B“(E,F)={f/f B} (E,F) paraalgiin M}.

Un espacio de Banach E se dice que es B* diferenciable si existe una funcién
f € By, (E,R) con f(0)=0 ysupp(f) acotado paraalgin M. (Donde R esun

espacio de Banach arbitrario). Entonces B*"* diferenciable implica B* diferenciable
y E sedice que es B* diferenciablesi E es B* diferenciable para todo k .
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Funciones B* y espacios de Banach B diferenciables

Proposicién 1: Si f € B/, (E,F) entonces:

k+1

< M| 1(k +1)!

=1

Hf(x+h)— f(x)—zk:Djf(x)[h]/j!

Proposicién 2: f € B (E,F) siy sélo si se cumplen las tres condiciones:

(1) f estd acotada en algin conjunto abierto,

(2) para todo subespacio finito dimensional H, f |H (X) es continua,

k+1

(3) tomandoA, f(x)=f(x+h)— f(x) se tiene que [AS* ()| <M|n[** para
todo X yh en E.
Observacion: el ultimo apartado es consecuencia del teorema del valor medio. Sea
f eBY (E,F):
A (x)= A A F(x)= A DF (x+¢,h)h]=...= A, D* f(x +¢,h +... + ¢, h)fh],

k+1

para algunos 0 <c; <1.Luego HA"h*l f (x)” <M|h|"".

Proposicién 3: Supongamos fp € B,i\] (E,F) y Lim f (x)= f(x) paratodo X enE.Si fp
p

estan uniformemente acotadas en un conjunto abierto, entonces f € B (E,F) y
D! f(x)[h] = LimD' f,09[h].
p

Proposicién 4: (Inversa del Teorema de Taylor) Supongamos que f:E — F esta
acotada en alglin conjunto abierto y para todo X existen funciones d’f(x): j-

multilineales desde E hasta F cumpliendo:

Hf (x +h) — f(x) —Zk:d £ )LD/ jU < Mh|< 7(k + )1

Entonces f € BY (E,F) y D! f(x)=d’ f(x).

Recordemos que fue Wells en este trabajo el que demuetra haciendo uso de las
anteriores proposiciones el resultado bien conocido de la existencia de particiones
de la unidad B"diferenciables en espacios separables y que enunciamos a
continuacidn.
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Teorema 1: Supongamos que E esun espacio de Banach separable B” diferenciable
y {U_} es un recubrimiento abierto. Entonces existe una particiéon de la unidad

{f,} refinando {U,} con f, ¢ B"(E,R) paracada i.

Demostracién:

Encontramos dos recubrimientos abiertos contables finitos localmente {\/il}, {\/iz}
refinando {U, } y funciones g, € B”(E,R) tales que VicVi0< 9,(x)<1, g, (\7?)=1
y gi(CVi2)= 0. Para cada XecE encontramos una ¢, €B(E,R) tal que
0<¢, <1lo, (X):l y tal que el soporte de @, esta contenido en algun U, . Sea
A, ={y/p,(y)>1/2}. Entonces {A,} recubre E yya que E es Lindelof, podemos

extraer una subfamilia contable {AX } de {A, } que también recubra E .

Sean ahora C; :{tj <12-1j, o t>Y2+2/j, para algin i< j},
B, :{tj >12,t, <12+1j,i< j} en R’'. Entonces la distancia (Bj,Cj)>O y
podemos encontrar 77; € Bp(i)%j,il%) con nj(tl,...,tj):l para (tl,...,tj)e B, v
nj(tl,...,tj)=0 para (tl,...,tj)e C,. Sea l//l(X)=¢X1(X) y l//j(x)=77](gpxl(x),...,(pxj (X))
para j 2 2.Definimos V' = {x/y,(x)>1/2}, V;*> = {x/w,(x)> 0}. Yaque V,> —support
P {\/iz} refina {U,,}.

Para probar que {\/il} recubre E, supongamos que Xe€E y que i(X) es el primer
entero para el cual ¢,(x)>1/2. Dicho entero existe porque los A’s cubren E.
Entonces v, =1, y por tanto X eVi%X), luego {\/il} recubre E. Ahora supongamos
de nuevo que x € E'y encontremos un enteron(x) tal que gon(x)(x)>1/2. Entonces,
existe por continuidad de ¢,,), un entorno N, de x y un a, >1/2 tales que
yIgll‘x qon(x)(y)z a,. Elegimos Kk suficientemente grande tal que k>n(x) y
2/k <a, —1/2. Entonces para j2>K, (Pn(x)()’)>]/2+2/j para ye N, y de aqui,
1//j(y)= 0 para ye N,.Ademas N, ﬁij =(J para j >k luego {\/iz} es localmente
finito.

Finalmente tomemos algin he BP(R,%) con h(t)=1 para t<0 y h(t)=0 para
t >1/2, 0<h<1. Definiendo g, (x) = h(y,(x)) tenemos que g, € B?(E,R) y 0< g <1,
1)-1, 6,(cv,?) 0. Ahorassea ,(x)= 5,0y fi(x)= 0, (x)1- 8,(x)). {1~ 5,.,(x)
para i >2. Entonces f; € B"(E,SR) y support f, = supportg, V,?, de donde cada

punto de E posee un entorno en el que todos excepto un nimero finito de f;’s se

anulan. Ya que {x/g;(x)=1>V;?, []’,@- g,(x))=0 para cada x y algin n.
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Ademés > f,(x)=1-],@-g,(x)), luego >’ fi(x)=1y {f} es una particién

de a unidad refinando {U, } con f, € B” para cada i.Como queriamos demostrar.

Para los espacios L” se puede ver que para P un entero par D*"|x|" =0 y que para

S(p!/k!)ﬂh”pfk. Asi que L° es B~

P un entero no par HDk”X‘l'h”p—Dk”X”p

diferenciable para p un entero pary L"es BIPY diferenciable para p un entero no

par. No todo espacio C* diferenciable es B' diferenciable como prueba el siguiente
corolario.

Teorema 2: Si n=2", dotamos al espacio euclideo n-dimensional con la norma
[X|= sup|x;|. Supongamos que f € By, (E” ,YR) con f(0)=0y f(x)=1 cuando |x|>1.
i=1,...n

Entonces M = 2N .

Demostracion:

Asumimos que M <2N, y sea Az{x/xi =+1/N para i=1..,n excepto para al
menos un i, donde ‘xio‘ <1/N}. Entonces A es radialmente simétrico y conexo,

luego existe unh, € A con Df (0)]h,]=0. h, tiene al menos 2" componentes=1/N .
Igualmente existe un h, € A con Df (h)[h,]=0, y podemos elegir o, =+1 tal que
h, +o,h, tiene al menos 2" componentes igual a 2/N . Inductivamente elegimos
heA v o, k=3..,N tales que Df(h+o,h,+.+oh )h]=0 ¥y
h +o,h, +..+o.h, tiene 2" componentes iguales a k/N. Entonces

|, +...+ oyhy | =1, luego, por la Proposicién 1, se tiene que:
1-0/=|f(h, +o,h, +...+oyhy)- £(0)

f(h, +o,h, +..+ oy )— F(h +ouh, +..+ o h ) <N %MN‘z <1

N
- k=1
Lo cual es una contradiccion.

Ejemplo: Usando el teorema se puede demostrar que ¢, no es B* diferenciable. En
efecto, supongamos que f € B;, (CO,ER) con f(O):O y f(1)21 cuando ||X||21, y
restringimos f a {X/Xi =0,i >2(M*1)’2} para obtener una contradiccién con el

teorema.

Observacién: En este teorema s6lo hemos utilizado la continuidad uniforme de Df .
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Conjuntos convexos y funciones B,,

Si A es un subconjunto de un espacio de Banach E, sea d(x, A):in1:\||y—x||.
ye

Entonces d(x,A)eB)(E,R). Si A es convexo, d(X,A) comparte muchas

propiedades con||X|| . La siguiente proposicion es bien conocida:

Proposicién 5: Sea A un subconjunto cerrado convexo de un espacio de Banach, E

con norma diferenciable. Supongamos que d(X, A) =||X— p(X)” para todo XeE y
algin p(x)e A. Entonces d(x,A) e D(E - A/R) (es decir, la funcién en x, d(x,A) es
diferenciable en E~A), Dd(x, A) = D| |(x— p(x)). (Donde D| |(x) denotala derivada

de | | en ).

Funciones B' _en espacios de Hilbert

Suponemos que H es un espacio de Hilbert real dotado de la norma usual e

identificaremos H” con H y escribimos <y, X> =YXy ||X||2 =X

Teorema 3: Sea A un subespacio cerrado no vacio de cualquier espacio de Hilbert
H dotado de la norma usual. Supongamos que f, es una funcién real valuada en A.

Entonces existe una f By, (H,R) con f|A = f, si y s6lo si existe una funcién

f,: A—> H tal que paratodo X,y € A:
1 1 » 1 2
fo(y) < fo(x)+5(f1(x)+ fl(Y))'(y—X)+ZM(y—X) —Z(f()’)— f(x))" /M
Ademas, f puede tomarse de tal forma que f(X)Ziyn}:dy(X) donde

1 1 :
d,(x)= fo(y)—Eff(y)/M M=y f,(y)/M)* y tal que si g(x)eB,, (H,%)

con g(x) = f,(x) y Dg(x) = f,(X) para x€ A, entonces g(x) < f(x),Vx.

Dos importantes corolarios de este teorema son los siguientes:

83



Corolario 1: Sea A un subconjunto cerrado de un espacio de Hilbert H . Entonces
1

existe una f € By, (H,R) con f(x) ZZMdZ(X, A)y g(x)< f(x) si geBy, (H,R) y

g(A) = Dg(A)=0.

1
Demostracién: Hacemos f,=f =0 en A. Entonces d,(X)= 2 M(y-x)* y el
corolario se cumple.

Corolario 2: Dados A y B cerrados en un espacio de Hilbert H cond(A,B)=6 >0
,existeuna f e Bﬂ/ (HR) con0< f(x)<1ly f(A)=0y f(B)=1.

2
Funciones B*

Teorema 4: Supongamos que f eB(R",R), f(A)=0 y f(x)=1 cuando
d(x,A)>1 donde A={XX (i'ésima coordenada de X)<O,|X|<L}. Entonces
N<M?+M*,

Corolario 3: Sea A= {X |xel?x <0,]x| Sl} y supongamos que f e C*( ¢ ,R) con
f(A)=0y f({xd(x,A)>1})>1.Entonces f ¢ B*(/%R).

La demostracion del corolario es obvia a partir del Teorema anterior.

Por dltimo enunciaremos el siguiente resultado negativo de extension diferenciable:

Corolario 4: Existe un subconjunto cerrado A de ¢* y funciones
f, f,, f,, f iAo R, L(g2 ,ER), Li(gz ,SR), Li(fz ,SR) que verifican las condiciones del
teorema de extension de Whitney con la propiedad de que no existe una funcién ni de

3 . .
clase C° nide clase B? que coincida con f, en el conjunto cerrado.

Demostracion:

Sean A={x tales que X =1x <0 para i=23.. y |x-e|<1}, y
B= {X X, =1,d(x, A) 21}. Sean CA y CB los conos formados en A y B con el
origen. Definimos f,(x)=x?, f,(x[h]=8x,h,, f,(x)h]=56x’h?, f,(xfh]=336x’h}
para xeCA y f,(x)= f,(x)= f,(x)= f,(x)=0 en CB. Entonces es facil ver que

estas funciones satisfacen las hipotesis del Teorema de Extension de Whitney.

Si feC*#2,R) 0o B*(£2,RN),y fleacs=fo(x) (siendo f la extension de fy),
entonces en el primer caso D*f(x) est4 acotada cerca del cero, y en ambos casos

f|X € BZ({X TX = a}, ER) para algiin a > 0. Pero esto es imposible por el Corolario

3. Como queriamos demostrar.
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4.2 Extension diferenciable de normas y complementabilidad
de subespacios

Estudiaremos en este apartado las extensiones de normas viendo que la extensién
diferenciable de normas desde un subespacio Y de X es en algunos casos
suficientemente fuerte como para proporcionar un procedimiento para producir
una proyeccién de X en Y . Los resultados y sus demostraciones pueden
consultarse en [Zi].

Teorema 1: Sea X un espacio de Banach tal que X~ gg separable y sea Y un
subespacio Hilbert de X . Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Y es complementadoen X .

(i) La norma Hilbertiana || de Y puede extenderse a una funcién real-valuada ¢

en X que, como funcién en X, es diferenciable Fréchet en todos los puntos de la
esferaunidad de Y , que denotamos por S, (Y ),y de forma que la funcién y — ¢'(y)

es una funcién localmente Lipschitziana que lleva S,(Y)en X",
Demostracion:

En primer lugar asumimos que Y es complementado en X por una proyeccién P .

La funcién real valuada definida para x € X por ¢(X) = ||PX|| es una extension de ||||

en Y vy la diferenciabilidad de |||| en Y implica que @ es diferenciable Fréchet en

todos los puntos no nulos y €Y y que ¢'(y)(h) =||y| (Ph), para todo he X. Ya que

la diferencial de la norma Hilbertiana |||| es localmente Lipschitziana en Y —{0}, se
sigue que la funcién y — ¢'(y) es una funcién localmente Lipschitziana de Y — {O}
en X .Portanto (i) implica (ii).

La demostracidn de la implicacidn en el otro sentido se sigue de la idea principal de

la demostracion del Lema 7.2 de [Lin]:

Supongamos que (ii) se verifica. Sea D la funciénde Y™ — {0} en S;(Y) que asignaa

un er*—{O} dado, un yeS,(Y)univocamente determinado, para el cual

f(y)=|f ||: Definimos la funcién L de Y~ —{0} en X~ mediante:
Lf (x) = f[. ¢'(Df )(x) para xeX.

Ya que |||| es Hilbertiana D es una funcién localmente Lipschitziana de Y~ — {0} en

S,(Y) y usando el hecho de que ¢ es localmente Lipschitziana en la esfera unidad

de Y , obtenemos que:
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a) L esuna funcién localmente Lipschitziana de Y~ — {O} en X',y

b) Lf(y)=f(y) parayeY.

Para poder continuar con la demostracidn utilizaremos la siguiente definicion:
Definicién: Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de

Radon-Nikodym con respecto a (Q,z ,,u) si para cada medida vectorial

numerablemente aditiva G :Z — X, M —continua y de variacion acotada, existe

gel(uX) tal que: G(E) = Igdy paratoda E e Z .
E

Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si X
tienen la propiedad con respecto a todo espacio de medida finita.

Ya que X~ posee la propiedad de Radon-Nikodym, el resultado de Mankiewicz
[Man] nos asegura que existe un conjunto S denso en Y~ formado por puntos en
los cuales L es diferenciable Giteaux. Sea f un puntoen S ysea G la derivada

Gateauxde L en f.Entonces G esun operador lineal continuode Y en X cuyo

operador dual es un operador lineal continuo P de X en Y . Ya que esto implica
que Gf(y)= f(y) para yeY, obtenemos que P es una proyecciéon de Z en Y .
Con lo que la demostracéon queda finalizada.

Observacién: Si 1< p <2 entonces L, contiene un subespacio no complementado

Y que esisomorfo a un espacio de Hilbert. De acuerdo con el Teorema 1, una norma
equivalente Hilbertianaen Y no puede ser extendida a L, delaforma que se indica

aqui. En particular no se puede extender una norma hilbertiana definidaen Y (que
esuna funcién C”) aunafuncién C* en L, paral<p<2,

El siguiente lema es clave para probar el Teorema 2.

Lema 1: Sea X con |||| un espacio de Banach y sea Y un subespacio de X.

Asumimos que | ,como funcién en X , es diferenciable Giteaux en todos los puntos

distintos de cerode Y . Sea D el subconjunto de Sl(Y *) formado por los funcionales

f que alcanzan su norma, es decir, para los cuales existe yeY,|y|=1, tal que

f (y) =1. Definimos la funcién H de D en X ™ como sigue:

Dado f € D, elegimos y € S,(Y) talque f(y)=1yponemos Hf =|y| €S;(X"),es

decir, la derivada Gateaux de la norma en el punto y. Entonces H esta bien definida
en D, Hf (y) = f(y) paratodo y€Y y H es continuaen D parala w*—topologia

de Y" yla w*—topologiade X ™.

86



Antes de enunciar el siguiente lema y el Teorema 2 necesitaremos la siguiente
definicidn:
Definicién: Sea X con la norma |||| y la bola unidad B, un espacio de Banach.

Decimos que una norma equivalente “HH en X tiene la propiedad (P) si:

6] “HH es diferenciable Gateaux, y

(ii) existe un conjunto compacto, convexo y simétrico, C — X tal que para la bola

unidad Bl! de la norma “HH tenemos: Bl' =B, +C.

Lema 2: (Klee) Sea X con la norma |||| un espacio de Banach separable. Entonces

X admite una norma equivalente HH“ con la propiedad (P)

Teorema 2: Sea X conlanorma |||| un espacio de Banach e Y un subespacio de X
tal que Y =C(K) para algin compacto K. Asumimos que existe una norma

equivalente “HH en Y conlapropiedad (P) tal que “HH puede extenderse a una norma
equivalente HH“ en X que es, como funciéon en X diferenciable Giteaux en todos los

puntos distintos de cero de Y . Entonces Y es complementado en X .

Por ultimo enunciaremos y demostraremos el siguiente corolario, cuya
demostracion utiliza como herramientas clave el Teorema 2 y el Lema 2.

Corolario 1: Sea K un espacio compacto e Y =C(K) separable e infinito
dimensional. Entonces Y es isomorfo a ¢, si y so6lo si para cualquier espacio de

Banach separable X DY y para cualquier norma equivalente diferenciable Giteaux,
[fleny,

| puede extenderse a una norma equivalente diferenciable Giteaux en X .

Demostracién:

Asumimos que Y es isomorfo a ¢,, que X es un espacio separable que contiene a

Y y que |||| es una norma diferenciable Giteaux equivalente en Y . De acuerdo con

el Teorema de Sobczyk (que declara que toda copia de ¢, dentro de un espacio de
Banach separable es complementada por una proyeccién de norma como mucho 2)

existe una proyeccion lineal continua P de Xen Y. Sea |||| una norma

diferenciable Gateaux equivalente en X (véase por ejemplo el Lema 2).

Se sigue que ‘”Xm:mX—PX”z+|||3X||2)y2 es una norma diferenciable Gateaux

equivalente en X , que es una extension de la norma |||| enyY.
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Por otro lado, supongamos que la condicién en el Corolario 1 se cumple para un
espacio separable Y =C(K), y sea X un espacio de Banach separable que contiene

a Y . De acuerdo con el Lema 2, existe una norma equivalente |||| con la propiedad

(P) en Y . Usando la condicién en el Corolario 1, extendemos |||| a una norma
diferenciable Gateaux equivalente en X . El Teorema 2 entonces nos dice que Y es
complementado en X . De esta forma, el espacio Y =C(K) es complementado en

cualquier espacio de Banacha separable X DY . Esto significa, de acuerdo con el
resultado de D. Amir [AM] que Y esisomofoa c,.

4.3 Extension de normas uniformemente diferenciables en
Espacios de Banach

Vamos a ver una caracterizaciéon de la extension de normas uniformemente
diferenciables en un espacio Y anormas uniformemente diferenciables a un espacio
de Banach reflexivo X . Los resultados pueden consultarse en [Fry].

Consideremos el siguiente problema: Sea P alguna propiedad de diferenciabilidad
de una norma en un espacio de Banach X . Entonces, dado un subespacio Y X,y

una norma equivalente ||||Y en Y con la propiedad P, ;es posible extender ||||Y a
una norma en X con la propiedad P ? Equivalentemente, ;puede ||||Y con la
propiedad P serla restriccién de una norma equivalente en X conlanorma P?

Como hemos visto en la anterior seccién, Vaclav E. Zizler trabajé en la demostracion
de la extensibilidad diferenciable de normas desde subespacios de espacios
topoldgicos en distintos casos en [Zi]. En concreto, recordemos los dos resultados
vistos:

(a) Existe un espacio de Banach separable X, un subespacio no complementado
Y < X yunanorma diferenciable Gateaux tal que esa norma no puede ser extendida
a una norma diferenciable Giteaux en X . Este resultado se prueba por
contradiccion usando la suposicion de que existe una extension para ver que en ese
caso Y es complementado en X .

(b) Si X es separableeY es un subespacio Hilbertiano de X con esfera unidad S, ,
entonces lanorma Hilbertianaen Y se extiende a una funcién ¢ : X — R que, como
funcién en X es diferenciable Frécheten S, , con ¢’ localmente Lipschitz en S, si

y s6lo si Y es complementado. Zizler también demuestra que si Y es
complementado el problema de la extension diferenciable es facilmente resoluble.
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Notacién:

() En los resultados siguientes asumimos que todos los espacios de Banach son
reales (X,Y ,..).

(ii) Si Gc X es un subconjunto, entonces la funcién distancia a G sera:
dist(,G): X — % dada por dist(x,G)=inf{x—y|:y e G}.

Definicién 1: Una norma en un espacio de Banach se dice que es uniformemente
diferenciable Fréchet (o simplemente uniformemente diferenciable) si el limite:

),

existe, es continuo y lineal en h y es uniforme en (X, h) €S, xSy.

Limt’l(”x +th|—|x

t—0

Sea U — X un subconjunto abierto de un espacio de Banach e Y un espacio de
Banach. Recordemos que una funcién f :U — Y se dice que es diferenciable Fréchet

en XeU siel limite:

df (x)(h) = It_ir(pt’l(f (x+th) - f(x)), (D

existe, es continuo y lineal en h y es uniformeen heS, .

Sif:U —>Y es diferenciable Fréchet en todo xeU con U c X abierto, AcU es
un subconjunto y el limite (1) es uniforme para (x, h) € AxS, entonces decimos que
f es uniformemente diferenciable Fréchet en A, o, simplemente uniformemente
diferenciable en A. La coleccién de todas estas funciones se escribe como UF(A,Y).

Entenderemos aqui la diferenciabiliad en el sentido Fréchet y asumiremos que todos
los subespacios de las siguientes proposiciones son cerrados.

Definicién 2: Diremos que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si
para cada ¢ >0 existe o >0 tal que:

X,y eSy.[x—y|ze=|x+y|<201-9).

Definicién 3: Un espacio normado X se dice que es estrictamente convexo si verifica
cualquiera de las dos condiciones equivalentes:

()six,yeXy ||X + y|| = ||X|| +||y|| con Yy # 0, entonces existe t > 0 tal que x=ty.

(i) si X,y € Sy y X# Y, entonces |x+y|< 2.
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Definicién 4: La funcién & :[0,2] —[0,1] definida mediante:

[x+y]

5(e) =inf I—T:x,yesx;”x—y”:g

se llama médulo de convexidad del espacio normado X y con ello se tiene que X es
estrictamente convexo siy sélo si §(2) =1.

Se define ademas la caracteristica de convexidad de un espacio de Banach X como
el nimero real ¢, = Sup{g 10(e) = 0}.

Definicién 5: Un espacio de Banach es uniformemente no-cuadrado siy sélo sig, < 2.

Definicién 6: Un espacio de Banach es superreflexivo si y solo si admite una norma
equivalente con la cual es uniformemente no-cuadrado.

Sea X un espacio de Banach sudperreflexivo con una norma uniformemente

diferenciable |||| e Y un subespacio con una norma uniformemente diferenciable

equivalente dada ||||Y . Suponemos, sin pérdida de generalidad, que |||| < ||||Y enY .

Proposicién 1: Sea X un espacio de Banach superreflexivo e Y un subespacio con

una norma equivalente uniformemente diferenciable ||||Y Entonces existe una

extension de ||||Y a una funcién uniformemente diferenciable y acotada en un
entorno de S, si y so6lo si existe una norma equivalente uniformemente

diferenciable en X que extiende la norma ||||Y

Demostracién:

Fijamos un subespacio Y < X , una norma uniformemente diferenciable |||| en X,y
sea ||||Y una norma equivalente uniformemente diferenciable en Y que podemos

asumir que satisface AIHhY > ||||Y > ||-||‘Y, para algin A>0. A menos que se diga lo

contrario, todas las bolas cerradas estan tomadas con respecto a |||| .

Supongamos primero que existe f:X — R una extensién de ||||Y que es

uniformemente diferenciable en un entorno de Sy con
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Sup{f(x):XeSX}EN«n Ahora, parayeY, f(y):||y||Y >y

paratodoyeY —{0}, f (y/|y|) 1. Yaque f esuniformemente continuaen S, , existe

, ¥ por lo tanto

0>0 tal que para cualquier Yy, €S, y para yeB,;(y,)nS,, tenemos que

f(y) > % . Definimos los conjuntos:

S, ={xe X :dist(x,Y)<s} y S,={xeX:dist(x,Y)>25}.
Sea ¢ eC”(®,[01]) tal que £(t)=0 si t£352 y {(t)=1si t>25 y ponemos
h(x) = £(dist(x,Y)). Ya que X es superreflexivo, tenemos que h e UF (X,[O,l]), y
tenemos h=0en s,y h=1en s,.Para xe X, definimos g(x) = \/m

Notese que tenemos g|Y = Y % < g(x /||x||)£ 1+ M paratodo x e X —{0}.

Ademés, ambas g(x /”X”) y (g (x /||x||)' son uniformemente continuas en los conjuntos

xeX:x¥>r}r>o0.

Componiendo |||| con funciones diferenciables apropiadas en ‘R construimos
funciones ¢ eUF(X,[O,l]) tales que fn se anulan en un entorno del origen y
&,(x)=1para |x|> %n' Definimos y, : X — R mediante:

IX|g(x/|x|)k, (x) parax 0,
0 para x =0.

%(X)={

Se sigue de la definiciéon de fn que ¥, es uniformemente diferenciable en

subconjuntos acotados de X . Nétese que w,(X) > max{O%”X”—%n} para todo

x € X y también para todo y €Y con |y|> 4y tenemos que ¥, (y)= ||y||Y

Siguiendo la demostracion de Theorem V.3.2 de [De] o la de Theorem 10.7 de [Fa],
definimos una funcién convexa ¥, :int(4B, ) > R mediante:
¥ (X) = inf{Zijwn(xj) IX=> A;%;,2.A4;=L4;>20ne N}.

j=1 j=1 j=1

Usando el método de [Fa], ya que y, es uniformemente diferenciable en 4B,,

tenemos que ¥, es uniformemente diferenciable en int(3B, ).
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Escribiremos la derivada de ¥, en X como V¥,(X). Ya que

n

v, (X) > max{O, %”X” _%n} se sigue que ¥, (X) > max{O, %”X” _%n} y por lo tanto

Y. (x) <1implica ||X|| <3.

Establecemos ¥, (x)= (¥, (x)+ ¥, (= x))/2 y u, igual al funcional de Minkowski de
B, = {X e X :q’n (X)Sl}. Ya que ‘—f’n (O): Oy B, c int(4BX) para todo n tenemos que

A, esunanorma equivalente en X para cada n.Ademas, ya que

1, 1 1, 1
va(x)2 maX{O,EllxM —§} > max{0,§||x|| _5}'

x)=[Xlaly/ ), ()

Las mismas desigualdades se dan para ¥

y por lo tanto existen constantes

n?’

A, A, >0, independientes de n, tales que paratodo Xe X y n>1,

Al < a1, (0) < Al ™

Ahora utilizaremos el Teorema de la Funcién Implicita en la ecuacion
¥_(x/(4,(x))) =1 para obtener:

ul(x)= —(‘i’n’ (x)(x))_1 ¥’ (x) para x tal que z,(x)=1.

Nétese que ya que ‘i’n es convexo, tenemos que ‘i’,: (X)(X)Z ‘i’n (X)—‘Pn (O) =Y (X), y
por lo tanto para X tal que y, (X) =1, tenemos que q’,: (X)(X) >1. Se sigue que g, (X)

es diferenciable Fréchet. Ademas, ya que ¥, es uniformemente continua en el

conjunto S, = {x e X u, (X)=1}, tenemos que , es uniformemente diferenciable

en S,,y por lo tanto 4, es una norma uniformemente diferenciable equivalente en

X.

Después, fijamos cualquier X, € X —{0}, elegimos n, con ||X0|| >1/3n, y elegimos

0 >0 tal que x € B, (XO) implica que >1/3n, . Entonces para todos m,n>n,,y

KeB,(x,), tenemos aue ()=, (), v por lo tanto | (X)- syl >0
uniformemente en B5(XO).Ya que K, (X)S A2||X|| paratodo n, y, converve también

uniformemente sobre el origen.

Se sigue que existe una funcién continua £ con u, — .
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Un argumento similar prueba que x/, converge uniformemente en un entorno sobre
cualquier X # 0, y por lo tanto & es continuamente diferenciable Fréchet en X — {O}
Ahora, para XeS= {X e X :,u(x):l}, tenemos que g, (X) = U, (X) para todo
n,m> (1/3)1+M ), y porlo tanto z, — ' uniformemente en S .Ya que las 4 son
uniformemente continuas en S, se sigue que ' es uniformemente continuaen S.
Esto, junto con (1), prueba que 4 es una norma uniformemente diferenciable

equivalente en X .

Luego, sea ¢ € (O 1) elegimos n, tal que (1+ A+M )/3nO <&/4.Ahora,para YyeVY y

cualquier n, v, (y)=¢&,(y )1|y|| y por lo tanto para y €Y con |y|>1/3n,, tenemos
M, [<e2 o

||y||Y —8/2<l//n(y)<||y||Y +&/2. Un argumento de convexidad ahora nos da que

que t//no(y)=||y||y. Ademas, para todo nx=n, e yeY, z//(y)

||y||Y —g/2<‘Pn(y)<||y||Y+g/2, y por lo tanto para todo n>n, e yeY,

)=Ivl, | < /2-

Se sigue que yn(y)—”y"Y‘ <&y, paran=n,e yeY —{0},yaque |, es una norma

y 4, en Y es el funcional de Minkowski del conjunto {y eY: ‘i’n(y)s l}.

En efecto, sean N 2Ny, yeY — {O} y A >0 tales que ‘i’n (ﬂ‘ly): 1. Entonces tenemos
‘1— ‘i‘lyu ‘< g/2, que implica que 1/(1-&/2)> AVl >1/(1+¢/2), y por lo tanto
||y|| ((8/2) (1 6‘/2))> A- ||y|| > ||y|| (( 6‘/2) (1+ 8/2)) de donde se sigue la
desigualdad deseada.

Finalmente, para cualquier y, €Y — {0} fijadoy &' e (0,1), trabajando en un entorno

B,(y,)cY de vy, tal que 0¢ B,(y,) y usando nuestra estimacién anterior con

g<8'/<§+||y0||), podemos encontrar un n, =n,(y) tal que para todo nx>n,,

u, (y)—||y||Y‘ <¢&' en By(y,). Yaque u, — 1 uniformemente en Y , esto implica que

‘u(y)—||y||Y‘<g' en un entorno de Y,, y entonces ,U|Y =||||Y ya que &' e Yy, son

arbitrarios (el caso y, = 0 es claro). Y con esto concluye la demostracion.
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Proposicién 2: Sea X un espacio de Banach superreflexivo e Y un subespacio.
Supongamos que existe una proyecciéon no lineal continua v:X —Y que es
uniformemente diferenciable y acotada en un entorno de S, . Entonces cualquier

norma equivalente uniformemente diferenciable en Y puede ser extendida a una
norma equivalente uniformemente diferenciable en todo X .

Proposicién 3: Sea X un espacio superreflexivo e Y < X un subespacio. Entonces
cualquier norma equivalente en Y puede ser aproximada uniformemente en
subconjuntos acotados de Y por restricciones de normas uniformemente
diferenciables en X .

Terminamos con una observacion simple de que la proposicién previa puede ser
reescrita en una forma ligeramente diferente. Si (Y,||) es un espacio de Banach
superreflexivo, sea Z el espacio de todas las normas uniformemente diferenciables
en Y equivalentes a || (lanorma || no necesariamente tiene que ser uniformemente

diferenciable). Definimos una métricaen Z por:
p(ny,n, ) =supfn, (x) —n, (9] : x e (B[}

Entonces con esta notaciéon tenemos:

Corolario: Sea X un espacio superreflexivo e (Y,||) un subespacio. Entonces el

conjunto de normas equivalentes uniformemente diferenciables en Y que pueden
ser extendidas a una norma uniformemente diferenciable en X es denso en (Z,p)
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4.4 Extension Lipschitz minimal de funciones diferenciables
definidas en espacios de Hilbert

En este apartado esbozaremos el trabajo realizado por Erwan Le Gruyer en [Gru].

Le Gruyer generaliza la constante de Lipschitz a los campos de jets y prueba que
tales campos se extienden a un campo de dominio total R" con la misma constante.
Este resultado puede verse como el analogo para los campos del teorema de
extension minimal de Kirszbraun para funciones Lipschitz y, por lo tanto, establece
un vinculo entre el teorema de Kirszbraun y el teorema de Whitney. De hecho, este
resultado se mantiene no sélo en el Euclideo R" sino también en general en espacios
de Hilbert (separables o no). El autor aplica el resultado al problema de extensién
funcional minimal diferenciable Lipschitz en espacios euclideos y muestra que
ningln teorema del tipo Brudnyi- Shvartsman se cumple para este tltimo problema.
Concluyendo con un primer enfoque del problema de extensién absolutamente
minimal Lipschitz en el caso diferenciable que se estudié originalmente por
Aronsson en el caso continuo.

Sea T un campo de jets afines, definidos en un subconjunto no vacio de R": para
aedom(T), T(a) (o brevemente T,) es una funcién afin real-valuada

yeR" > T,(y) e R. Otro campo U se dice que extiende T si domU) > dom(T) y
T eslarestriccion de U a dom(T).

Una funcién diferenciable real-valuada u de dominio R" se dice que extiende el
campo T siel campo U de la extension de Taylor de u extiende T .

El problema de extension de Lipschitz es: encontrar una condicién necesaria y
suficiente en T asegurando que T se extiende a alguna funcién diferenciable
teniendo derivada Lipschitz. Este problema fue resuelto por Glaeser en [Gla], siendo
la condicion:

DT, (b) — D*T. (b
K\llv (T) = Ssup SUpH a( ) ||2—k b( )H(Z—k)|< o0 (para Whitney),

a=bedom(T) k=0,1 ||b —a

T () =Ty (X)

K2 —
S b ol To—al(x—a] + [x—b]

azbedom(T) xeR"

) < oo (para Glaeser).

En general, ningin multiplo de K,, o K es exactamente Lip(Du) cuando T es el

campo de extensiones de Taylor de una funcién totalmente diferenciable u .
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Posteriormente Le Gruyer establece que T'* definida por:

Ty 250 sup Ta(yz) — T (y) :
yeR" a=bedom(T) ||a - y” + ||b - y”

tiene esta propiedad. N6tese que los funcionales K, , K. y T'* son equivalentes en

el sentido usual (cada uno de ellos esta acotado por un multiplo de otro) y por lo
tanto I'' puede usarse también en lugar de K, , K, para resolver el problema de

extension diferenciable Lipschitz.

Consideremos ahora el problema de extensién minimal Lipschitz.

Definicién 1: Una funcién diferenciable real-valuada u de dominio R" se dice que es

una extensién minimal de T si para cualquier otra extensiéon v de T tenemos que
Lip(Du) < Lip(Dv).

En su forma mas débil el problema es: Sea T tal que K'(T) <o (donde K* denota
Ky, Ke o I'). ;Existe una funcién totalmente diferenciable U que sea una

extension minimal Lipschitzde T ?

Recordemos el:

Teorema de extensién de Kirszbraun: Sea f una funcién Lipschitz definida en un

subconjunto no vacio de R" y que vaa R" (R" y R" ambos equipados con sus
normas euclideas). Entonces existe una extension total Lipschitz g de f tal que

Lip(g) = Lip(f). Como consecuencia tenemos L (f) = Lip(f) donde:
L"(f):=inf{Lip(g): g es una extensién total Lipschitz de f}.

En otras palabras tenemos una formulacién interior de L' (f) que tiene, por

definicién, una formulacion externa. Restringiendo otravez a B, (siendo B, labola

unidad compacta de R"™) la existencia de una extensiéon minimal Lipschitzde f por
si sola es una simple consecuencia del teorema de Glaeser aplicado al caso continuo.
La conclusién mas fuerte del teorema de Kirszbraun es que L (f) = Lip(f)

Notacién: Llamaremos L (T) =I'*(T) donde:

L' (T) :=inf {Lip(Du) U es una extensidn total diferenciable de T}.
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Teorema 1: El funcional I : T - T*(T) e R U {0} es el tinico que satisface:
(P0O) T'* es creciente, esto es, U extiende T implica que I'"(U) >T"(T).

(P1) Si U tiene dominio total cumpliendo I'*(U) < 40 entonces la funcién total u
definida por u(x) =U (X) es diferenciable y su derivada Du es Lipschitz.

(P2) Si u es una funcién diferenciable de dominio total con Du Lipschitz, entonces:
I''(U) = Lip(Du),
donde U es el campo de extension de Taylor de u .

(P3) Para cualquier T tal que I''(T) < 400, T se extiende a un campo total U de jets

afines cumpliendo:
r'u)=r'T).

Una consecuencia inmediata del teorema es que para cualquier T tal que
I''(T) < +o, existe una funcién total diferenciable U que es una extensién minimal

de T y cualquier extensién minimal U de T cumple Lip(Du) =T"(T). Se sigue que:
r''(T)=L"(T).

Este teorema se cumple no s6lo en R" sino de hecho en cualquier espacio de Hilbert,
separable o no. Por lo tanto este teorema generaliza el teorema de extension de
Whitney en el caso diferenciable real-valuado.

Caso de los campos de Jets afines

Notaci6n: H denotard un espacio de Hilbert (separable o no) equipado con un

producto interior <,> y norma euclidea asociada ||| = <>%

Via el producto escalar, identificaremos los vectores de H y las formas lineales en
H , en particular el gradiente y el diferencial.

Para cualquier campo T de jets afines, escribimos:
T,(x):=u, +(D,u ; x—a),aedom(T),xe H, donde u, e ®,D,ucH.
Definicién 2: Definimos la constante de Lipschitz T'*(T) de T :

I'(T):=0 si dom(T) tiene un solo elemento

y sino (como ya dijimos antes) I'*(T) := 2sup Ta(yz) —L) 5
e R
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Los siguientes resultados son herramientas claves para la demostracién del teorema
2 que enunciaremos después.

Proposicién 1: Si dom(T) tiene al menos dos elementos tenemos:

rm= s (JA% 87, +|Al)

azbedom(T)

donde
. 2(u,—u,)+(D,u+D,u ;b—a)
Aa,b = 2 )
la—b]
y
_ |D,u - Dyu]
ab
| —b]

Proposicién 2: Sea U una funcion diferenciable de dominio total H con Du Lipschitz.
Entonces:

I''(U) = Lip(Du),
donde U es un campo de extension de Taylor de U .

Proposicién 3: Sea U un campo de jets afines de dominio total H cumpliendo
I''(U) < +o. Entonces la funcién total u definida por u(x) :=U (X) es diferenciable

y su derivada Du es Lipschitz.

Teorema 2: Sea T un campo de jets afines con T''(T) < +o. Entonces T se extiende
a un campo total U de jets afines cumpliendo:

') =r4T).

Demostracién: Sea T un campo de jets afines tal que I'*(T) < 0. Establezcamos

K ::%Fl(T), S :=dom(T)

Por induccién transfinita (esto es por el Lema de Zorn) es suficiente probar que
para cualquier X € H,Xx ¢ dom(T), existen u, € R,D,u € H, tales que:

k< WM-T.()

< > ~ <K , para cualquier a€ S,y e H (1)
[x =" +[la=v|

donde T, (y)=u, +(D,u;y—x).

Si K=0 entonces el campo T es constante en dom(T) y podemos (y debemos)

extender T en H por esta funcién constante.
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Por lo tanto, desde ahora, asumimos que K > 0. Usando la proposicién 1, 1a condicién
(1) es equivalente a:

‘Aa’X +, A2, +BZ, <2K para todo aeS. (2)

Notese que la inecuacidn (2) es equivalente a:

2

Bax
<K-—2%,
4K

‘AH,X

Primer paso: Eliminacion de U, . La condiciéon (2) es equivalente a ambas

condiciones: para cualquier ae S

1 y—a)+ K a—xl? =L Ib.u-D.ul?
uX£ua+E<Dau+Dxu,x a>+2||a X| 8K”Dau D,ul", (3)
y para cualquier b e S
1 K 1
u, +§<Dbu + Dxu;x—b>+?||b—x||2 —8—K||Dbu — Dxu||2 <u,. (4)
Examinando las condiciones (3) y (4) vemos que U, existe sélo si:
1 K 2 1 2
u, +=(D,u+D,u;x—b)+—[b—-x|" ———|D,u—D,u
[0+ 3D+ Dix=b)+ o - 2 fow-D.0f
< (5)

1 K 1
(ua +E<Dau +D,u;x—a) +E||a— x| —&”Dau - Dxu||2j

para cualquier a,b€S.

Pero, a la inversa, si la condicidon (2) se cumple inferimos que:
min < max (6)

donde

beS

i 1 K 1
min := sup(ub +5<Dbu +D,u;x—b) —E”b— x| +&||Dbu - DXu||2],

max = in1‘(ua +1<Dau +Du;x-a) —Ella— A +i||Dau - DXUIIZJ-
2 2 8K

aesS
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Se sigue que la existencia de u, es consecuencia de la existenciade D,u cumpliendo

(2): podemos tomar para U, cualquier nimero entre miny max .

Luego, en esta etapa de la prueba, podemos eliminar u, € R y tenemos so6lo que

probar la existencia de un D,u € H que cumpla la condicién (2).

Segundo paso: Eliminacion de D u _(formulacion geométrica). Escribiendo la

condicion (2) bajo la forma Q <0, vemos que Q es un polinomio cuadratico de D,u
para cualesquiera a,b e S. Escribiendo este polinomio cuadratico bajo la forma

canonica, la condicién (2) se convierte, después de tediosos pero elementales
calculos en:

HDXu —Vab ‘2 < a,, + B, »paracualesquiera a,beS (7

donde

V., ::%(Dau +D,u)+K(b-a),

a,

2
)]

a,, =4K (U, —u,)+2K(D,u + Dbu;b—a>—%||Dau - Dbu||2 +2K?[a-b

2

Bap = H%(Dau —D,u)+K(>2x-a- b){

Usando la definicién de ['(T) tenemos que (Aazb + Bazyb)}/2 +|A,p| < 2K,y ademis

0<—4K|A, ,|-BZ, +4K?. (8)

1
Yaque «,, puede ser escrito como «,, = 5(4 KA,, —BZ, + 4K2) la—b|*, se sigue

que

a,, =0.
Entonces, tomando r,, = ./a,, + B,, ,la condicién (2) se transforma en:

HDXU -V, ‘< r’, ,paratodo a,beS. 9)

En otras palabras, denotando Ba,b a la bola cerrada de centro Va,b y radio I, el

problema original se reduce a

N B, #9. (10)

(a,b)es?
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0, por compacidad,

N B,, # <, para cualquier subconjunto finito no vacio F de S. (11)
(a,b)eF? '

Desde ahora, por (11), podemos asumir sin pérdida de generalidad que S es finito.

Tercer paso: Eliminacion de D u _(formulacion algebraica).

Realizaremos aqui tan sélo un esquema de las herramientas utilizadas para
completar la demostracion de este paso.

En primer lugar es necesario definir los siguientes elementos:

Para cualesquiera a,b,c,d € S y cualquier x € H definimos:

Vs = Ve

=%Dau+K(x—a) s Yo :=%Dbu+K(b—x).

2 2

)

o((a,b),(c.d))=rf, + 1 -

X

a,x "

Las herramientas para completar este paso de la demostracién son los siguientes
lemas:

Lema 1: Para cualesquiera a,b,c,d € S y cualquier X € H tenemos:

((a,0).(¢,0) = ~4(X 1Y)+ (Xei Vo)

Lema 2: Asumiendo que existe (a,b) € S? tal que r,, =0. Entonces ( f)\ B,y #9.
’ c,d)es? ’

Lema 3: (Kirszbraun): Para cualquier A >0 denotamos por B, (4) la bola cerrada

de centro V,, y radio Ar,,.Denotamos por 4, el valor mas pequefio de A para el

cual o B., (1) # . Entonces o B,,(A,) contiene un elemento singular V,, y
a,be ’ a,be ’

este elemento pertenece a la envoltura convexa del conjunto E de aquellos Va,b

tales que: ”\/m —V.p

= j’m r-a,b .

Del lema anterior podemos escribir:

V= D &V
(ab)eEy
donde
E, = {(@b) € S7 : |V, =V = Anlas |
y,

Zga,b =1, &,, 20 paratodo (a,b) € E,.

(a,b)eE,
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La demostracién se completa con el siguiente paso.

2 2 2
‘ + ra,b + rc,d)

Tomando: A = Zfa,begc,d (_”Vc,d —Vap

(a,b),(c,d)eEq

Ultimo paso: Verificacion de la condicién A >0,

La demostraciéon de este ultimo paso consiste en el desarrollo de la siguiente
igualdad:

”Vm”2 = Z SabSe.d <Va,b Ve > )

(a,b),(c,d)eE,

y el uso del Lema 1.

E] caso funcional

Como consecuencia del Teorema 2 obtenemos el siguiente teorema que concierne a
al problema de extensiéon minimal diferenciable Lipschitz en el caso funcional. Este

d . ’
teorema se cumple en R™ equipado con la estructura euclidea.

Definicién 3: Sea t una funcién real-valuada con dom(t) un subconjunto compacto

de R®. Definimos:

''(t) :==inf {Fl(T) :T es un campo de jets afines extendiendo t}.

Teorema 3: Sea t una funcién real-valuada con dom(t) un subconjunto compacto
de R°.

(1) La funcién parcial t se extiende a una funcién Lipschitz total diferenciable siy
sélo si ' (t) <o

(2) Si I''(t)<oo entonces existe una funcién total diferenciable Lipschitz, U
extendiendo a { que cumple:

* Lip(Du) =T (t);

* U es una extension minimal diferenciable Lipschitz de t tal que
Lip(Du) < Lip(Dv) para cualquier extension total diferenciable v de t.
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4.5 Extension de funciones convexas C** en espacios de Hilbert

Sean H un espacio de Hilbert, E < H un subconjunto arbitrarioy f:E—>®R y
g:E = H dos funciones. Estudiaremos condiciones necesarias y suficientes en el

par (f,G) para la existencia de una funcién convexa F € C**(H) talque F=f y

VF=G en E y veremos que F puede ser tomada de tal forma que
Lip(VF) <2Lip(G). Tanto los resultados como las demostraciones pueden

consultarse en [Az 2].

Denotaremos por H a un espacio de Hilbert real cualquiera equipado con un
producto interior (-). Lanorma de H la denotaremos por |{. Por un 1-jet (f,G)
en un subconjunto E < H entendemos un par de funciones f :E >R ,G:E > H.
Dado un 1-jet (f,G) definido en E = H. Como se ha visto en la seccién anterior,
Le Gruyer probé en [Gru] que una condicidn necesaria y suficiente en un jet (f ,G)

para tener una extension F atodo el espacio H es:

r(f,G,E)= sup(,/Afvy +B2, +‘&,y‘)< 0,

X,yeE
2(f(x)—f G G(y),y—
donde A, = (100 = )+ (i)+ ¥).y-x)
X~y
X,y =W paratodo X,y e E,x# Y.

Esta condicion es equivalente a:

25up sup f(a)— f(b)+(G(a),y—a)—(G(b),y —b)
yeH az#beE |a_ y|2 +|b— y|2

< o0

)

Le Gruyer también probd en [Gru] que la extension F satisface:
Lip(VF)=T(F,VF,H)=T(f,G,E).
Veremos ahora un resultado analogo para funciones convexas.

Definicién: Diremos que un par de funciones f :E - R, G: E — H definidas en un

subconjunto E < H, satisfacen la condicién (CW )" en E siempre que exista una

constante M > 0 con
F(9- 1)~ (6. x-¥) > 60 -Gy cw™)

paratodo X,y e E.
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Observacié6n: Si (f,G) satisface (CW )" en E entonces

f(x)= f(y)+(G(y).x—y) paratodo X,y € E

y sup

X#Y,X,yeE

109 1)~ (6 x-) ,IIG(X>G(V)”} <om.
b b=

En particular, G es 2M — Lipschitzen E.

Para finalizar enunciaremos los resultados:

Teorema 1: Sean E un subconjuntode H y f :E >R, G:E — H dos funciones.
Existe una funcién convexa F de clase C*'(H) talque F=f y VF =G en E siy

sélo si (f,G) satisface la condicién (CW)** en E. Ademas si M >0 es como en la
definicion anterior, entonces F puede ser elegida tal que (F, VF) también satisfaga

la condicién (CW)** en H con la misma constante M .

Equivalentemente, teniendo en cuenta la observacion anterior, el Teorema 1 puede
ser reformulado en términos de la constante de Lipschitz de la siguiente manera:

Teorema 2: Sean E un subconjuntode H, f : E - R unafunciony G: E — H una
funcién Lipschitz. Una condicién necesaria y suficiente en el par (f,G) para la
existencia de una funcion convexa F de clase Cl’l(H) talque F=f y VF =G en

E es que (f,G) satisfaga (CW)™ en E con M = Lip(G). Ademas, F puede ser
tomada tal que Lip(VF)< 2Lip(G).
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