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Pelayo del Valle Calzada I

Resumen

El trabajo comienza con un analisis del concepto de diferencial en espacios de Banach,

para a continuacion estudiar sus principales propiedades.

Mas adelante se incluye una introduccion a la teoria de integracion de Bochner, rela-

cionada con el concepto de diferencial por el Teorema fundamental del cédlculo.

Por 1ltimo, se estudia el concepto de polinomio en espacios de Banach y sus pro-
piedades, para aplicarlo a continuacién al analisis de los polinomios de Taylor, series de

potencias y funciones analiticas.
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Abstract

This work starts analyzing the concept of derivative in Banach spaces, to then study
its main properties.
An introduction to Bochner’s integration theory is included below, related to the

concept of derivative by the Fundamental Theorem of calculus.

Finally, the concept of polynomial in Banach spaces and their properties is studied,
to be applied later to the analysis of Taylor polynomials, power series and analytical

functions.
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Introducciéon

El célculo diferencial es la parte analisis matematico que estudia las tasas de cambio

instantaneas de funciones.

Tiene posiblemente sus origenes en la Antigua Grecia, con el uso del método exhaus-
tivo o por agotamiento, fundamentalmente empleado para hallar areas y volimenes . Fue
introducido por Eudoxo, y desarrollado ampliamente por Arquimedes, entre otros. Las
ideas subyacentes a este método, como el concepto de cantidad infinitesimal o una apro-
ximacion al concepto actual de limite, inspiraron el avance hacia el céalculo diferencial

moderno.

Sin embargo no fue hasta finales del siglo XVII cuando Leibnitz y Newton, de forma
independiente, sentaron las bases del calculo diferencial. Hasta entonces, problemas de ca-
racter fisico como el célculo de la velocidad instantanea de un objeto, o de tipo geométrico
como encontrar la tangente a una curva, solo disponian de métodos especiales. Algunas
ideas y ejemplos importantes fueron desarrollados por Fermat, Descartes o Barrow entre

otros.

Newton y Leibniz aunaron el estudio de estos problemas mediante el concepto de de-
rivada, y el teorema fundamental del cdlculo, que enlaza la teoria diferencial e integral.
No obstante, en sus trabajos Newton y Leibnitz hacen uso del concepto de infinitesimal
(fluxiones en la teoria de Newton o diferenciales en la de de Leibnitz). Estas eran can-
tidades positivas “infinitamente pequenas”: menores que cualquier nimero positivo pero
no nulas. Este concepto intuitivo funcionaba en la practica, pues la teoria de Newton y

Leibnitz era correcta, pero carecia de rigor matematico.

Hicieron falta casi 200 anos para que los fundamentos del calculo diferencial fueran
justificados de manera légica y rigurosa, gracias a los trabajos de Cauchy, Riemann o
Weierstrass entre otros, donde fue esencial el concepto de limite, que formalizaba las
ideas intuitivas de las cantidades infinitesimales. También en este periodo se generaliza
el estudio de la diferenciacion, que hasta entonces estaba limitado a funciones en la recta

real, a funciones en el espacio euclideo y el plano complejo.

Ya en el siglo XX, Banach, junto con Hahn y Helly, introdujo el concepto de espacio de

Banach. Este respondia a la pretension de generalizar los conceptos del analisis a espacios
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lo més generales posibles, es decir, espacios abstractos en los que imponer las minimas

hipdtesis necesarias para poder tratar los conceptos del analisis.

Con esta misma filosofia, surge la generalizacion del calculo diferencial a los espacios
de Banach de dimension arbitraria. La pretension de este trabajo es la exposicion de los

conceptos fundamentales de esta teoria.

Como bibliografia fundamental para los resultados que se muestran se ha tomado [2],
de resultados més bésicos e intuitivos y [7], donde se hace especial incapié a la teoria de
polinomios en espacios de Banach arbitrarios. [5] y [9] han sido especialmente importantes

en la seccion [3] mientras que [10] ha sido de gran interes en la seccién 7]
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Notacion

Nol
K:

Al
span{A} :
Vi
XaY:
X"

Il
dist(a, b) :
B(a,r) :
Ula,r) :
By :

Sy :
Z(X,)Y):

conjunto de los nimeros naturales unién {0}.

denotara indistintamente tanto al conjunto de los niimeros reales
como al de los complejos.

cardinal del conjunto A.

espacios vectorial generado por el conjunto A.
subespacio vectorial ortogonal a V.

suma directa de los espacios X, Y.

Xo---0X.

(x,.7.,x)

adherencia del conjunto A.

norma del espacio X.

distancia entre a y b, en un espacio métrico.

en un espacio métrico X, {y € X : dist (z,a) <r}.

en un espacio métrico X, {y € X : dist (z,a) < r}.
bola unidad cerrada del espacio X.

esfera unidad del espacio X.

espacio de aplicaciones lineales y continuas de X en Y.

espacio dual de X.






Capitulo 1
Concepto de diferencial

Recordemos el concepto esencial del calculo diferencial clasico, la derivada de una
funcién real de variable real. Dado un abierto C' C R, una funcién f : C' — R se dice

que es derivable en a € (' si existe un namero real f’'(a) tal que

#(a) = tim 12T = 1(@) (1.1)

t—0 t

Este concepto se generaliza de forma inmediata a funciones complejas de variable
compleja, pues lo empleado en (I.1)) estd bien definido de igual forma para ndmeros

complejos. De hecho se puede realizar la siguiente generalizacién.

Definicién 1.0.1. Sea C' C K abierto, Y espacio normado sobre K. Una funcion f :
C — Y se dice que es derivable en a € C si existe f'(a) € K tal que

)t LD = S(0)

t—0 t
tek

Sin embargo, si pretendemos generalizar la derivada a funciones de R™ en R™, n,m €
N, hemos de encontrar una reformulacion de la derivada (no podemos dividir por h € R™).
Observando que (|1.1)) es equivalente a

) — f(@) = f(@)h]

h—0 |h =0

podemos intuir la siguiente generalizacion: Dado un abierto C' C R”, una funcién

f + C — R™ se dice que es diferenciable en a € C si existe una aplicacién lineal
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L e Z(R",R™) tal que

L@t ) — fla) = L)

=0.
h=0 17l

Por tanto la extension de esta definicion a un espacio normado general resulta natural.

Definicién 1.0.2. (Diferencial de Fréchet) Sean X, Y espacios normados, A C X
abierto, f : A — Y ya € A. Decimos que f es Fréchet diferenciable en a si existe una

aplicacion lineal continua L € £ (X,Y) tal que

i 1@t h) = f(a) = L[|y

A0 172/l x

=0. (1.2)

En ese caso, llamaremos al operador L diferencial Fréchet de f en a y lo denotaremos

por Df(a).

Dado h € X, podemos deducir de la definicién anterior una férmula para D f(a)(h).
Sea t € K. De (1.2)) podemos deducir
lf ot th) — f(a) — Dfa)eh)ly

i i =ty |5 e+ th) = (@) - Di@)] =0,

Por tanto tenemos que

Df(a)(h) = tim L2t = J(@)

t—0 t

: (1.3)

t=0

d
= %f(ajtth)

siguiendo la definiciéon de derivada

La existencia de limy_,o § (f(a + th) — f(a)) para cada h € X como aplicacién lineal
y continua de X en Y es una condicién mas débil que la propia existencia de diferencial
Fréchet, pero suficiente para muchos objetivos, como veremos. Esto motiva la siguiente
definicion.

Definicién 1.0.3. (Diferencial de Gateaur) Sean X, Y espacios normados, A C X

abierto, f : A — Y y a € A. Decimos que f es Gateaur diferenciable en a si existe
Le Z(X,Y) tal que

lim
t—0
teK

1(f(a +th) — f(a)) — L(h)HY =0 para todo h € X. (1.4)
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0 equivalentemente,

teK

En ese caso, llamaremos al operador L diferencial Gateauz de f en a y lo denotaremos

por df(a).

Obsérvese que la existencia de diferencial de Fréchet es equivalente a pedir que el
limite en (|1.4) sea uniforme para todo h € By o para todo h € Sx. Para comprobarlo

basta tener en cuenta las definiciones de limite y limite uniforme.

Realicemos algunas observaciones que se deducen de las anteriores definiciones.

Observaciones 1.0.4.

(a)

(b)

(¢)

Asumimos que A es abierto, o que x es un punto interior de A, para asequrar la

unicidad de la diferencial.

Demostracion. En ese caso podemos tomar U(a,r) C A para r > 0 suficientemente
pequenio. Si existieran dos diferenciales (Fréchet o Gateaux) de f en a, ¢ y 1, se

verificaria, en notacion de Landau,
Fla+th) = f(a) — 6(th) = olt) y fla-+th)— f(a)—b(th) = o(t)  (L5)
para h € X y t € R tal que th € U(0, 7). Ahora, restando las expresiones en (|1.5)

B(th) — v(th) = o(t) = (k) — (k) = o(1)

luego deducimos que ¢(h) = 1(h), y dado que h € X es arbitrario, ¢ = 1.
]

Por la reflexion previa a la Definicion m si f es diferenciable Fréchet en a es
diferenciable Gateauz en a y Df(a) = df(a).

Si f es diferenciable Fréchet en a entonces es continua en a.

Demostracion. Basta observar que en ese caso f(a+h)— f(a) = Df(a)(h)+o(||h])
y Df(a) es continua. ]
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(d) Las definiciones y[1.0.9 dependen de las normas en X e Y, ||-||x y |- |y. Sin
embargo, f es diferenciable empleando || - ||x vy || - ||y si y solo si lo es empleando
cualesquiera normas equivalentes en X e Y, siendo en todo caso la diferencial la

misma.

En particular, si X,Y son finito dimensionales, las diferenciabilidad no depende de
las normas (todas son equivalentes), y la hipdtesis de continuidad de la diferencial

es redundante (toda aplicacion lineal es continua).

(e) La definicion de diferencial Fréchet es una generalizacion de la definicion de derivada
1.0.1. De hecho se deduce de las definiciones que f es derivable en a si y solo si es
Fréchet diferenciable, siendo en ese caso D f(a)(h) = f'(a)h.

Con las hipétesis de la Definicién (1.0.3)), si f es Fréchet (Gateaux) diferenciable
en cada punto del abierto A, decimos que f es Fréchet (Gateaux) diferenciable en A. En

este caso podemos definir la aplicacion

Df:A — Z(X,Y)
a — Df(a)

(andlogo para 0f), y podemos plantearnos de nuevo su diferenciabilidad. Esto motivara
la definicion de diferencial de Fréchet (Gateaux) de orden superior. Antes de definirla
formalmente planteemos algunas propiedades fundamentales de las diferenciales de Fréchet

y Gateaux que necesitaremos en el desarrollo.

Proposicién 1.0.5. (Diferencial de aplicaciones afines) Sean X,Y espacios nor-
mados. Sea L € L(X,Y),be X y f: X — Y wuna aplicacion afin dada por f(x) =
L(z) +b. Entonces f es diferenciable Fréchet en X y Df(x) = L para todo x € X .

Demostracion. De nuevo, basta acudir a la Definicién y comprobar que L cumple la

igualdad ([1.2)). ]

Proposicién 1.0.6. (Linealidad de la diferencial) Sean X,Y espacios normados,
A C X abierto. Sean f,g: A — Y Fréchet (Gateauz) diferenciables en a € A, y ¢ € K.
Entonces f+g y cf son Fréchet (Gateauzx) diferenciables y D(f+g)(a) = Df(a)+ Dg(a),
D(cf)(a) = cDf(a) (andlogo para el caso Gateauz).
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Demostracién. Basta apoyarse en la Definicién [1.0.2y comprobar que para f+g, tomando
L := Df(a) + Dg(a) se cumple la igualdad en (L.2)), y para cf, tomando L := c¢Df(a)
también se cumple ((1.4) (anédlogo para el caso Gateaux tomando la Definicién y la
igualdad en ([1.4)). O

Teorema 1.0.7. (Regla de la cadena) Sean X,Y,Z espacios normados, y U C X,
V. C Y abiertos. Supongamos que g : U — Y es Fréchet diferenciable en a € U, con
glU) CV,yf:V — Z es Fréchet diferenciable en g(a). Entonces fog:U — Z es

Fréchet diferenciable en a vy
D(f e g)(a) = Df(g(a)) o Dy(a).
Demostracion. Sean y = g(a + h) y b = g(a). Por hip6tesis sabemos que
y —b = Dg(a)(h) + s(h),
con s(h) = o(||h||). También por hipétesis sabemos que

fly) = f(b) + Df(b)(y = b) +r(y — ),

con r(y—>b) = o(||y — b||). Combinando ambas hipétesis y teniendo en cuenta la linealidad
de Df(b), tenemos que

(feg)a+h)—=(fog)la) = Dg(b) o Df(a)h = Df(b)(s(h)) +r(y —b).

Por tanto si probamos que la parte derecha de la igualdad es una o(||k||) habremos

concluido.

Primero, [Df(b)(s(h))|| < [IDF®)[| [[s(h)[| muestra que Df(b)(s(h)) = o([|A])), al ser
s(h) = o([[[]).

Por otro lado, de nuevo por ser s(h) = o(||k]|), dado € > 0 podemos tomar | Al
suficientemente pequenio de manera que ||y — b|| = ||Dg(a)(h) — s(h)|| < (||[Df(a)| +
e)Inl), luego ||y — bl /||k]] < ||Df(a)|| + € acotado. Ademds la continuidad de f en a
implica que y — b si h — 0. En consecuencia

rly=0b) _ . ry=0)lly=bll _

lim = lim =0,

T A

luego r(y — b) = o([|]]). O

Para la diferenciabilidad Gateaux tenemos la siguiente versién de la regla de la cadena.
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Teorema 1.0.8. Sean X,Y,Z espacios normados, y U C X, V C Y abiertos. Suponga-
mos que g : U — Y es Gateaux diferenciable en a, con g(U) CV, y que f:V — Z es
Fréchet diferenciable en g(a), o bien f es Gateaur diferenciable en g(a) y f es Lipschitz
en V. Entonces foqg:U — Z es Gateaux diferenciable en a y

6(fog)(a)=14f(g9(a)) o dg(a).

Demostracion. Supongamos que f es Fréchet diferenciable en g(a). Obsérvese que por
definicién si g es Gateaux diferenciable en a, dado h € X, s(t) := g(a + th) es derivable
en 0, con §'(0) = dg(a)(h). Luego por la regla de la cadena, f o s es Fréchet diferenciable,
con D(fos)(0)=Df(s(0))oDs(0) =4df(g(a))odg(a)(h). Por tltimo basta observar que

H (f o g)(a+th) — (fog)(a)

t - 6flafa)) o da(a) 1)

_ Hf(S(t)) — f(5(0))
t

- Dl o5)0)

que tiende a 0 cuando t — 0.

Supongamos ahora que f es Gateaux diferenciable en g(a) y L— Lipschitz en V. Dado
helX,

L Flolatth) = £(g(a) . f(glatth) — f (g(a) + tog(a) (h)
t—0 t t—0 t
+ i £ (9(0) + g(a) () ~ / (9(a)
t—0 t

El segundo sumando tiende a 6 f (g(a)) (dg(a)(h)) y el primer sumando tiende a 0 pues

H f(gla+th)) — [ (g(a) +tdg(a)(h)) H < Hg(a +th) —g(a) +dg(a)(h)|| o,
t - t ’
de donde se deduce el enunciado. O

Obsérvese que si f es Gateaux diferenciable en g(a), atn si g es Fréchet diferenciable
en a f o g no es necesariamente Gateaux diferenciable en a, y si lo es no tiene porqué
cumplirse la regla de la cadena. Como ejemplo, consideremos g : R — R?, g(z) = (=, 2?)
y [ R? — R definida como f(z,y) = 0 si y # 2* v f(z,2*) = sgnz. g es Fréchet

diferenciable en 0y f es Gateaux diferenciable en (0, 0). Para ver esto tltimo obsérvese que
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para cualquier h € R?, f(th) = 0 si t es suficientemente pequeﬁoﬂ, con lo que 0£(0,0) = 0.
Sin embargo f o g(z) = signz no es Gateaux diferenciable.

De manera andloga, si f(x,2?) =z, f o g(x) = x es Gateaux diferenciable, pero no se
cumple la regla de la cadena, §(f o g) # 0.

Proposiciéon 1.0.9. Sean X,Y espacios normados, A C X abierto, f : A — Y y
C C A convezro. Supongamos que f es Gateaux diferenciable en cada punto de C' y que
sup,co [|0f(x)]| = K < co. Entonces f es K-Lipschitz en C.

Demostracion. En el caso en que X e Y son espacios complejos, podemos considerar sus
versiones reales Xg e Yg, y la diferencial Gateaux de la aplicacién f considerada como una

aplicaciéon de Xg a Yg. Este cambio de estructura no tiene impacto en la diferenciabilidad:
orf(x) € L(Xg;Yr) y orf(x) = df(x). Asi, podemos asumir sin pérdida de generalidad
que los espacios X e Y son reales.

Fijemos a,b € C, tomemos h = b — a, y definamos g : [0,1] — Y como ¢(t) =

fla+th). Sea ¢ € Sy- tal que | f(B) — (@)l = S((B) — f(a)). Tenemos que (o g)(t) =
o(6f(a+th)(h)) para t € [0,1]. Asi, por el Teorema del valor medio para funciones reales
de variable real, existe € € (0,1) tal que ¢ o g(1) — ¢ o g(0) = (¢ o g)'(&). Por lo tanto

1F(0) = fla)]l = ¢(g(1) = 9(0)) = (¢ 0 9)'(§) < [I6Ill0f(a+ ERI|A] < K][b— all

Como consecuencia directa de este resultado, deducimos los siguientes corolarios

Corolario 1.0.10. Sean X,Y espacios normados, A C X abierto y f : A — Y una
aplicacion Gateaux diferenciable tal que 0f : A — ZL(X,Y) es continua en a € A.

Entonces f es Fréchet diferenciable en a.

Demostracion. Definamos la aplicacién g : U — Y como ¢(y) = f(y) — df(a)[y — a].
Usando la Proposicién [1.0.5, dg(y) = df(y) — df(a).

Dado £ > 0 por hipétesis existe n > 0 tal que [|[6f(y) — df(a)|| = [|dg9(y)|| < € para
todo y € U ta que ||y — a|| < n. Entonces, por la Proposicién [1.0.9} g es e-Lipschitz en
U(x,n). Asi, para un h € U(0,n) arbitrario

1f(z+h) = f(x) = f(@)[A]l] = llg(z + h) — g(2)|| < ellb]l = oll[A])-

O

Iy = 22 es estrictamente convexa, luego la recta th, t € R, solo puede cortar a la grafica a lo sumo en

dos puntos (siendo uno el origen).



12 Trabajo de fin de master

Corolario 1.0.11. Sean X,Y espacios normados, A C X abierto conexo y f : A =Y
una aplicacion Fréchet diferenciable en A. si Df(x) = 0 para todo x € A, entonces f es

constante.

Demostracion. Sea a € Ay denotemos por B el conjunto de todos los puntos b € A tales
que f(b) = f(a). Por ser f continua, B es un conjunto cerrado en A. Por otro lado dado
u € B podemos considerar r > 0 tal que U(u,r) C A. Por la Proposicién [1.0.9, como
U(u,r) es convexo y Df(x) = 0 para todo = € U(u,r), deducimos que f es constante
en U(u,r). Por tanto concluimos que B también es abierto en A. Como A es conexo,

necesariamente B = A, lo que concluye la prueba. O

1.1. Diferenciales de orden superior

Definicién 1.1.1. (Diferencial de Fréchet segunda) Sean X, Y espacios normados,
A C X abierto, f: A— Y ya € A. Decimos que f es dos veces Fréchet diferenciable en
a si existe Df(x) para x en un entorno de a y la aplicacion Df es Fréchet diferenciable

en a. En ese caso definimos la sequnda diferencial Fréchet de f en a como D(Df)(a) €
L(X, Z(X,Y)) y la denotamos por D?f(a).

D%f(a) = D(Df)(a) € L (X, Z(X,Y))acadah € X le hace corresponder D?f(a)(h) €
Z(X,Y), siendo la imagen de k € X bajo esta ultima aplicacion (D?f(a)(h))(k) € Y.
Por el Teorema [C.0.2, Z(X,£(X,Y)) es isomorfo a £(2X,Y), y con esta identifica-
cion D?f(a) € Z(2X,Y) es una aplicacién bilineal tal que (h,k) — D?f(a)(h, k) :=
(D?f(a)(h))(k). Véase el Apéndice [B|para mas informacién sobre aplicaciones multilinea-

les.

Inductivamente definimos la n-ésima diferencial Fréchet de f en a.

Definicién 1.1.2. (Diferencial de Fréchet n-ésima) Con las hipdtesis de la defini-
cion anterior y dado n € N, decimos que f es n veces Fréchet diferenciable en a si existe
D lf(z) € L("'X,Y) para x en un entorno de a y la aplicacion D""'f es Fréchet
diferenciable en a. En ese caso definimos la n-ésima diferencial de Fréchet de f en a
como D(D""'f)(a) € L(X, L (" 1X,Y)) y la denotamos por D" f(a). Usando de nuevo
la identificacion en podemos considerar D" f(a) € Z("X,Y).

Si f es n wveces Fréchet diferenciable en cada punto de A, decimos que es m veces

Fréchet diferenciable en A. En ese caso, si la aplicacion Df™ es continua en A decimos
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que f es de clase C™. Decimos que f es de clase C* si es de clase C™ para todo n € N.

Por convenio tomaremos D f(a) = f, y diremos que f es de clase C° si f es continua.

Denotaremos por C"(A,Y) al conjunto de las funciones de clase C"™ de A en'Y, n €
NU {oc}.

Observaremos a continuacién algunos resultados que se derivan de esta definicién.

Observaciones 1.1.3.

(a)

(b)

f es n veces Fréchet diferenciable en a si y solo si f es i veces Fréchet diferenciable
en un entorno de a y D'f es n-i veces diferenciable en a, i € {1,...,n} , y en ese
caso D" f(a) = D" (D' f)(a).

Demostracion. Para probarlo podemos aplicar induccién sobre n. Para n = 2, la
propiedad se cumple por definicion. Basta observar que se cumple para n > 2 si se
cumple para n — 1:

Si f es n veces Fréchet diferenciable en a, entonces por definicion es n-1 veces Fréchet
diferenciable en un entorno de a, U(a,r). Aplicando la hipétesis de induccién, D f
serd n-1-i veces diferenciable en U(a,r), y D" f(x) = D" =*(D'f)(z). Por tanto,
como existe D(D" ! f)(a) = D" f(a), existitA D(D"*=(D'f))(a) = D" (D' f)(a)
y seran iguales. La implicacion contraria se demuestra de forma andloga. O]

Podemos deducir una formula similar a para D" f(a)(hy,..., h,) €Y
d d "
D" hiy.ooyhy) =—...— tih;
f(a)( 1, 3 n) dtn dtlf (a—i_; % z)
Demostracion. Para n = 1 basta observar (1.3)).

Para n =2, D?f(a) = D(Df)(a) € (X, Z(X,Y)). Aplicando la férmula (1.3)) a
Df se tiene

ty=-r =ty =0

D*f(a)(h) = D f(a -+ 1h)

Luego

t=0
dt

d
0 {1 LD fa+ (k)
-0 dt
Ahora, de nuevo por (1.3)),

Df(a+th)(k) = jsf(a—l—th—l—sk)

D2 () (k) = LD f(a+ th)

t=0

s=0

dt

Up(k) = in(a+th)|t:0 (k). H(w _ F) (k)H < Hw _ FH I|k|| —> O.
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Por tanto

D?*f(a)(h, k) = iif(a%—th—l— sk)

t=s=0

El caso general se comprueba inductivamente observando que

D f(a)(ha)(ha, ... hn) = D(D" 1 f)(@)(h)(ha, - - )
= CclitDn_lf((l—f—thl)(hg,...,hn)

t=0

La n-ésima diferencial de Fréchet no solo es multilineal, sino que ademas es simétrica,

D f(a) € Z5("X,Y).

Teorema 1.1.4. Sean X, Y espacios normados, A C X abierto, f : A — Y, a € A

y n € N. Supongamos que f es n veces Fréchet diferenciable en a. Entonces D" f(a) €

Z5("X,Y).

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a = 0. En otro caso
basta analizar g(x) := f(a + x), con D"g(0) = D" f(a).

Realizaremos la prueba por inducciéon sobre n. Asumamos primero n = 2. Dado que
D f es diferenciable en 0, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

[1Df(z) = Df(0) = DDF)O)|| < ellz]|  para z e U(0,20).
Para v € U(0,0), definimos g,(u) : U(0,§) — Y por
go(uw) = flu+v) = f(u) = f(v) + F(0) = (D(Df)(0)(v))(w). (1.6)

Teniendo en cuenta que D(Df)(0) € £(2X,Y), y por tanto D(Df)(0)(v) € Z(X,Y)

, se tiene

Dgy(u) = Df(u+v)—Df(u)—D(Df)(0)(v)
= (Df(u+v) = Df(0) = D(Df)(0)(u+v))

— (Df(u) = Df(0) = D(Df)(0)(u))

Por tanto, por (1.6)), se tiene

[1Dgo(u)l| < & llu+ [ + & lull < 2&(([u]] + [[o]).
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Dado u € U(0,0), aplicando la Proposicién en B(0, |lu]|) y dado que g,(0) = 0
concluimos que
lgo (W)l < 2e(ffull + v l}) l[ull < 2e(lfull + ol)-

Se sigue que dados w, z € X, (w,x) # (0,0), se tiene

o It £2) = f(tw) — f(t2) + £(0) = D2F(O)(tw, 12)|
=0 (el + =1

:O,

luego

D2F(0)(w, ) = lim £ (tw +t2) — f(tw) — f(t2) + £(0) — D*f(0)(tw, t2)

t—0 12

Como esta tltima expresion no varfa intercambiando w y z, concluimos que D?f(0) es

simétrica.

Completaremos la prueba por induccién sobre n. Supongamos n > 2y D" ! f(z) €
Z*("1XY) para z en un entorno de 0. Obsérvese que cualquier permutaciéon puede ser
expresada como composicién de trasposiciones adjacentes, por lo que es suficiente probar
que dados uq,...,u, € X,y p€{l,...,n— 1} se tiene

D" f(0)(uy, ..., un) = D" f(O)(Ury .-y Upe1y Upi1, Up,y - -+ Us,).

Si p = 1, basta observar que D" f(0) = D*(D"2f)(0), y podemos aplicar el caso n = 2
para D" 72 f:

(DZ(DrFQf)(O)(ula u2))(u3> s 7un) = (DZ(Dn72f)(O)(u2> ul))(u37 s ’un)'

Si p > 1, recordemos que por hipétesis de induccion D" f(z) € Z*("'X,Y) para
en un entorno de 0. Por tanto D" f(0)(u1) = D(D" ' f)(0)(w) € Z*("'X,Y), y

D" f(0)(uy, ..., u,) = D(D" 1 £)(0)(ur)(us, . . ., up)

es una funcion simétrica de uo, ..., u,. O

Observacién 1.1.5. (Derivabilidad y diferenciabilidad Fréchet) Sea A C K abier-
to, a € A, Y espacio normado y f : A — Y. La Definicion [1.0.1] puede generalizarse a

derivadas superiores.
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Dado n € N, se dice que f es n veces derivable en a si f"~V(z) € Y estd definido en
un entorno de a y la aplicacion fY es derivable en a. En ese caso se define la derivada
/
n-ésima de f en a como (f(”*1)> (a) y se denota por f™(a).

Para funciones con dominio en K podemos estudiar por tanto su derivabilidad y su
diferenciabilidad Fréchet. Sin embargo, en realidad estos conceptos son equivalentes: f es
n veces derivable en a si y solo si f es n veces Fréchet diferenciable en a y ademds, en

€S€E Caso,

f(”)(a) = Df"(a)(1,7711).

Demostracion. Comprobemos esta afirmacién por inducciéon sobre n. Si n = 1 basta

recurrir a la Observacion [1.0.4] (e).

Supongamos la afirmacién cierta para n — 1. f es n veces derivable en a con derivada

f™(a) siy solo si

[£0 0 @+ ) = 5" (a) = 1)
= | D Ha+ m)(1, 1 1) = DN a)(1, 4 1) = F(a)h|| = o(|h]), b0

donde hemos empleado la hipotesis de induccion.

Observemos ahora que dada una aplicacion T € Z*("'K,Y),

1T s (n-1x vy = sup \T(z1,. .., 20-1)|ly
|z;]=1,i=1,....n—1

—  swp e 1T Dy = (T D

|zi|=1,i=1,...,n—1

Definamos ahora la aplicacién multilineal continua F : X — £*(""'K,Y), con F(h)
tal que (hy,...,~hn_1) + F(h)(h1,..., hu_1) = f™(a)hhy ... h,_1 € Y. Entonces por la

reflexién anterior

|Df*Y(a+h) = Df*a) — F(h)HXS(HM)
= |DfHa+ m)(1, et 1) = DN @) (1, 1) = F (@)

De lo anterior se deduce que que existe f™ (a) si y solo si existe D" f(a) = F, y ademés
en ese caso f(™(a) = D"f(a)(1...,1). O

Inspirados en el Teoremal[I.1.4] definiremos la diferencial de Gateaux n-ésima de forma

que también sea simétrica.
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Definicién 1.1.6. (Diferencial de Gdteaux n-ésima) Sean X, Y espacios normados,
A C X abierto, f: A—Y,a€ A yn e N. Decimos que f es n veces Gateaux diferen-
ciable en a si existe 6" f(z) € Z*("'X,Y) para x en un entorno de a, la aplicacién
6" f es Gateaur diferenciable en a y ademds 5(6" "' f)(a) € ZL*("X,Y) (es simétrica).
En este caso decimos que (6" f)(a) es la diferencial de Gateaux n-ésima y la denotamos

por 6" f(a).
Observaciones 1.1.7.

(a) Si f es n veces diferenciable Fréchet en a entonces es n veces diferenciable Gateauz

ena y D"f(a) =0"f(a).

Demostracion. Para n = 1 véase la Observacion m (b). Para el caso general
basta aplicar induccién empleando que por definicion D™ f(a) = D (D""'f) (a) y
0" f(a) =0 ("1 f) (). -

(b) La férmula deducida en Observaciones[1.1.5 (b) es vdlida si f es n veces diferenciable
Gateaur en a:

d d i
n i=1

ty==tp=0
Demostracion. Basta observar que por definicién

5"V f (a + thy) — 6" L f(x)

df(a)(hi,y... hy) = %g% ” (ha,y ..., hy)
d
= *5n_1f((l + th1)<h2, RN hn)
dt -0
y aplicar induccién. O

Por definicion, para una funcién f n veces diferenciable en a se tiene, para h € X
1
6" f(a) (k) = lim — 0" f(a+1th) + 0" fla)] € 2("'X,Y), (1.7)
en la norma || - || gn-1x v)-
Sin embargo, muchos autores definen 0" f(a) exigiendo la condicién més débil de con-

vergencia puntual. Es decir, definen

1 0" f(a+ th)(ha, - hnoy) 4+ 0" f(@) (ha - ha)]

5" F(@) () ) = T
(1.8)
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en la norma || - ||y

Obsérvese que ambas definiciones de diferencial Gateaux k-ésima no son equivalentes,

aunque estan relacionada@.

Esto motiva la siguiente definicion.
Definicién 1.1.8. Sean X,Y espacios normados, A C X abierto, f: A —Y,a€ Ay
n € N.

Decimos que f es dos veces o— Gateaux diferenciable en a si existe 0 f(x) para x en

un entorno de a y el limite

6f(a+thy)(hs) —df(a)(hs)
t

o’ f(a)(hy, hy) = lim

existe para todo hi, ho € X y es una aplicacion n-multilineal continua y simétrica.

Decimos que [ esn veces o— Gateauz diferenciable en a si existe o™ 1 f(z) € L ("X ,Y)

para x en un entorno de a y el limite

o (@) () = lim T d @ ) (2, on) = 0" f (@) )

t—0 t

existe para todo hy,... h, € X y es una aplicacion n-multilineal continua y simétrica.

Decimos que una f es de clase G en A si existe la o-diferencial de Gateaux n-ésima
para todo punto de A. Decimos que f es de clase G si f es de clase G™ para todo n € N.

Si bien la Definicién [I.1.6] resulta méds natural, veremos que esta segunda definicién

sera de gran utilidad.

IIGi la expresion en 1) estd bien definida, entonces la expresion en 1) existe y coincide con la

primera.



Capitulo 2
Propiedades y reglas de calculo

Establecidos los conceptos de diferencial de Fréchet y Gateaux y sus diferenciales de

orden superior, estudiaremos ahora sus principales propiedades.

2.1. Linealidad

La Proposicion [1.0.6] puede generalizarse de manera inmediata.

Proposiciéon 2.1.1. (Linealidad de las diferenciales de orden superior) Sean
X,Y espacios normados, A C X abierto. Sean f,g: A — Y n veces Fréchet (Gateaux)
diferenciables en a € A, y ¢ € K. Entonces f + g y c¢f son n veces Fréchet (Giteauz)
diferenciables y D*(f + g)(a) = D*f(a) + D¥g(a), D*(cf)(a) = ¢D*f(a) (andlogo para el
caso Gateauz). En concreto, C™(A,Y") es un subespacio lineal de C(A,Y).

Demostracion. Se deduce por induccién a partir del Teorema [1.0.6], empleando que por
definicion D" f(a) = D (D" f) (a) (andlogo para el caso Gateaux). O

2.2. Aplicaciones afines

Como hemos visto en la Proposicién una aplicaciéon afin f(z) = L(z) + b es
diferenciable Fréchet en X, con diferencial constante para todo z € X Df(x) = L. Dado
que la diferencial de una aplicacién constante es 0, f es de clase O,y D" f(x) = 0 para
n > 2.

19
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2.3. Aplicaciones multilineales

Véase el Apéndice [B] para una introduccién a las aplicaciones multilineales. La dife-

renciabilidad de estas aplicaciones viene descrita por el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1. Sean X1,...,X,, eY espacios normados sobre K y sea M € L (X1,..., X,,;Y).
Escribamos X = X1 @& --- @ X,,. Entonces M € C>®(X;Y). Para k < n y para todo

r=(1,...,2,) € X tenemos

DFM () (B, b)Y, BE)) = SO MG, =),

donde la suma se hace sobre todas las aplicaciones inyectivas 7 : {1,..., k} — {1,...,n}

y donde

“j

l N ’
7T:{ h; sij=m(l) para alginl € {1,...,k},

x; en olro caso.

J
En particular DM es constante, luego para k > n D¥M = 0.

Demostracion. Fijemos x = (x1,...,2,) € X. Para h = (hy,...,h,) € X tenemos, por la

Observacién que

||M$+h ZMZL‘l,...,I’j_l,hj,l'j+1,...,$n)
< 1M ((eaGi)hy + (1= xal)z)i= )|
AC{I,...,n}
[A|>2
< > MRl = o(lIAll), B o.
AcC{1,...n}
|A[>2

Como h > 3% M(x1,..., 251, hj, 041, .., 2,) € ZL(X;Y), se deduce que M es Fréchet

diferenciable en x y la férmula para la primera derivada es cierta.

Procedamos por induccién. Sea 1 < k < n y supongamos que M es k-veces diferen-
ciable Fréchet en X y la féormula para D¥M es cierta. Fijemos una aplicaciéon inyectiva
7:{l,....k} —{1,...,n}.Seap=n—kyji <---<Jj,laenumeracion de {1,...,n}\
m({1,...,k}). Sea My (xj,,...,z;,)(h',... ,h¥) := M(z],..., 2F). Entonces, por construc-
cion, Mq(zj,,...,x;) € f('“X Y) y ademés M, € Z(X; X L(RXY).

19" Jp?
Por la primera parte de la prueba sabemos que M, es diferenciable Fréchet en
X;, ®---®Xj,. Ahora, si T, : X — X, @ --- @ Xj, es la proyeccién canénica (que es

lineal), entonces M, 0T} es Fréchet diferenciable en X por la regla de la cadena. Como, por
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hipétesis de induccion, DM = ¥, M, 0Ty, se deduce que M es (k+1)-veces diferenciable
en X.

También podemos probar que la féormula es igualmente vélida para D1 M. Empleare-
mos que M, es una aplicacién multilineal diferenciable Fréchet y que se cumple la férmula
para k = 1.

DM (z)(h B, h*) = D (DM) (2)(h)(h', ..., h)

(Z M, o TW> (z)(h)(h', ..., B")
(DM, (Tw(z)) o T(h)(RY, ..., hF)

(DM) (.- xj,) Ry, by )(RY, . RY)

p
ZMW(leﬁ .. '7h'js7‘ .. 7xjp>(hia . 7hn)
s=1

Mz, ... 20,

’n

Il
M 2 ] ©

tomando la ultima suma sobre todas las aplicaciones intectivas o : {1,...,k + 1} —
{1,...,n}.
Cuando k = n obtenemos asi
DM (x)[(hi,...,hL), ..., (K, ..., h")] = zb; M (hyys - D),
TESK

donde S, es el conjunto de todas las permutaciones de {1,...,n}. Se sigue que x —
D" M (z) es una aplicacién constante, y por tanto D"**M(x) = 0 para todo x € X. [

2.4. Aplicaciones definidas en suma directa de espa-

cios

Sean Xi,...,X,,Y espacios normados, X = X; ®---® X,,, A C X abierto, a =
(a1,...,a,) €Ay f: A—Y.
Si consideramos I, la aplicacién tal que x, € X, +— (a1,...,0r—1, Ty, Qry1, ..., 0y) € X,

se tiene
fol,: X, — Y

Ty f(ala ey Qe 1, Ty Qg 1, - - 7an>~
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Definicién 2.4.1. Decimos que f es Fréchet diferenciable en a respecto a la r-ésima
variable si f o I, es Fréchet diferenciable en a,.. En ese caso llamamos diferencial Fréchet

parcial de f en a respecto a la r-ésima variable a D(fol,.)(a,) € Z(X,,Y) y la denotamos
por D, f(a).

Teorema 2.4.2. Si f es Fréchet diferenciable en a, entonces cada una de sus derivadas

parciales D, f(a), r € {1,...,n}, existe. Ademds se tiene
Df(a)(h) =>_D,f(a)(h,) para cada h = (hi,..., h,) € X.
r=1

Demostracion. Si i, : X, — X es la inyeccién z, — (0,...,0,2,,0,...,0), se tiene que
I.(x.) = a+i.(x, — a,). Por tanto I, es una aplicacién afin con DI.(a,) = i,, siguiendo

la Proposicién [1.0.5, Por tanto, por la regla de la cadena
D, f(a) = D(fo1,)(a,) = Df(a)oi, (2.1)

D, f(a) esta bien definida.

Consideremos ahora p, : X — X, la proyeccion tal que (z1, ..., z,) — x,. Entonces
f=foXr i op,. Luego por la regla de la cadena y (2.1)) tenemos

Df(a) =" Df(a)oirop = 3 Defa) o

y por tanto
Df(a)(h) = ; D, f(a)(h).

Analicemos ahora el reciproco.

Teorema 2.4.3. Supongamos que D, f, r € {1,...,n}, existen en un entorno de a y son

continuas en a. Entonces f es Fréchet diferenciable en a.

Demostracion. Consideremos X con la norma del méximo. Definamos

Entonces D,g(z) = D, f(z) — D, f(a). Como las derivadas parciales son continuas,
dado € > 0 existe s > 0 tal que ||D,g(z)|| <e, € {l,...,n}, si x € U(a,s). Aplicando
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la Proposicion se tiene
n
lg(@) | = llg(x) — gl < D Ng(@r, o tn s an) = g(21, o Tpmn, s - a0
=1
. T
<Y ez, —a.|| < nellz—a.
r=1

Como ¢ es arbitrario, deducimos que
fz) = f(a) +>_ Dy f(a)(z, — ar) + o([|z — al]),
r=1
lo que prueba el enunciado. O

El razonamiento de esta seccién no es extrapolable a la diferenciabilidad Gateaux, pues
no podemos relacionar la diferenciabilidad de f y f o I, mediante la regla de la cadena,

véase la observacion siguiente al Teorema, [1.0.8|

2.5. Aplicaciones con imagen en suma directa de es-

pacios

Sean X,Yi,...,Y, espacios normados, Y =Y, & --- @ Y,, A C X abierto,a € Ay
f:A—Y.

Consideremos la proyeccion p, : Y — Y, tal que (y1,...,Yn) — ¥, v la inyeccién
ir Y, — Y tal que ., — (0,...,0,2,,0,...,0).

La aplicacién f puede ser escrita como x — (fi(z),..., fu(z)) donde f.(z) es la

r-ésima componente de f(z). Se tiene

ho=peofif=Y ok (2.2)
r=1

Podemos deducir entonces el siguiente resultado.

Teorema 2.5.1. La aplicacion f es Fréchet (Gateauz) diferenciable en a si y solo si
fi,-- -, fn también lo son. En ese caso Df(a) = (Dfi(a),...,Df.(a)), es decir:

Df(a) = éir o Df,.(a)

(andlogo para el caso Gateauz).
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Demostracion. Es consecuencia de la regla de la cadena (Teorema para el caso
Fréchet y Teorema m para el caso Gateaux) y la ecuacion (2.2)). [

2.6. Composicion de aplicaciones diferenciables

Sean XY, Z espacios normados, U C X, V C Y abiertos y a € U. Supongamos
ademés que tenemos g : U — Y con g(U) C V,y f:V — Z.

Sabemos que la composicién de aplicaciones Fréchet diferenciables es Fréchet diferen-
ciable por el Teorema [1.0.7] Para la composicion de funciones mas regulares tenemos el

siguiente resultado.

Proposiciéon 2.6.1. Supongamos que g es n veces Fréchet diferenciable en a y f es n veces
Fréchet diferenciable en g(a). Entonces fog:U — Z es n veces Fréchet diferenciable
en a. Ademds si f y g son de clase C", n € NU{oo}, también fog lo es.

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién sobre n. Para n = 1, el enunciado
se sigue de la Proposicion [1.0.7, Supongamos n > 1y que el resultado es cierto para n—1.
Veamos que D(fog) = Df(g(-)) o Dg(-) es n-1 veces diferenciable en a. Por hipdtesis, D f
es n-1 veces diferenciable en g(a) y g es n-1 veces diferenciable en a, luego por hipdtesis
de induccién Df(g(-)) es n-1 veces diferenciable en a. También sabemos que Dg es n-1

veces diferenciable en a.

Consideremos la aplicacion
w: 2Y,Z2)e Z(X,)Y) — ZL(X,2)
(A,B) —— AoB,
bilineal y continua, luego por el Teorema de clase C'*°. Consideremos también
v:U — ZY,Z2)e Z(X,)Y)
z — (Df(g(x)), Dg(x)),

n-1 veces diferenciable en a. Entonces, aplicando hipétesis de induccion, wov = D f(g(-))o

Dg(-) es n-1 veces diferenciable en a.

La segunda parte del enunciado se prueba de forma analoga. O

Teniendo en cuenta este resultado, podemos deducir en el Teorema que f esk

veces diferenciable en a (de clase C*) si y solo si fi,. .., f, también lo son.
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2.7. Diferenciabilidad en subespacios afines

Sean X,Y espacios normados, A C X abiertoy f: A — Y. Sea W =v+ Z un
subespacio afin de X, donde v € X y Z C X es un subespacio de X. Consideremos f
restringida al espacio afin W.

Podemos extender el estudio de la diferenciabilidad a este caso de forma natural.
Definiciéon 2.7.1. Decimos que f|lanw es Fréchet diferenciable en a € ANW si existe
LeZ(ZY) tal que

fla+h) = f(a) = L(h) = o([[h]]), (2.3)
para todo h € Z con ||h| suficientemente pequena. En ese caso llamamos a L diferencial

Fréchet y la denotamos por D f(a)
Obsérvese que si ||h|| es suficientemente pequeno, a+h € ANW (si a € W, entonces
W =a+Z).

La generalizacion de las diferenciales Fréchet superiores y los correspondientes con-
ceptos de Gateaux se realiza también de forma natural. En el Apéndice [E] se realiza un
estudio general para aplicaciones entre espacios afines, y se prueba que el andlisis de la

diferenciabilidad puede reducirse al tratamiento de aplicaciones entre espacios normados.

De la definicién podemos deducir facilmente el siguiente resultado.

Proposicion 2.7.2. Si f n veces Fréchet (Gateauz) diferenciable en x € W N A, n € K.

Entonces flwna también lo es y
D*(flwna)(z) = (D" f(2))] 7. € L(Z,Y)
(andlogo para caso Gateaur y o-Gateaux).

Demostracion. Para k = 1, observemos que si existe L € Z(X,Y) tal que la ecuacion en
(2.3)) se cumple Yh € X, en concreto L € Z(Z,Y) y (2.3) se camplird Vh € Z. La prueba
se completa por induccién, teniendo en cuenta que D*(f|wna)(z) = D (Dk_l(f]WmA) (7).

El razonamiento para el caso Gateaux es analogo. O

También seran de gran utilidad en la seccion los siguientes resultados.

Teorema 2.7.3. Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado, U C X abierto,
f:U—Y, yseak €N tal que dim(X) > k + 1. Supongamos ademds que ¢ o f es
medible Baire para cada ¢ € Y*. Entonces f es de clase G* en U si y solo si para cada

subespacio afin (k + 1)-dimensional E C X la aplicacién f|pny es GF-diferenciable.
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Demostracion. Véase Definicion [A.0.2) para definicién de funcién Baire medible.

— | Eis evidente.

<= | Probaremos esta implicacién por induccién sobre k. Debido a que la prueba para el

caso k = 1 es casi idéntica al paso de induccién, solamente veremos el paso de induccion

dek—-1ak.

Fijemos « € U y sea M : X¥ — Y definida como
M(hy,... hy) = ok(f\(HE)mU)(x)[hl, ..., hg], donde E = span{hj};?:l.

Obsérvese que estd bien definido, pues x € UN(x + E) y h; € E para j = 1,... k.
Adem4s por definiciéon de k-ésima diferencial Gateaux M € L*(*X;Y) (véase Apéndice
para definicién de L*(*X;Y)).
Ahora, veamos que M es continua. Emplearemos la siguiente notaciéon. Para x € U,
hi,...,h, € X
A f(zsh) = f(z+h) — f(2),

y por induccién
A"f(:c, hl; ceey hn) = A"ilf(x -+ hl; hQ, Ce 7hn) — A"ilf(x, hz, ceey h’n)
Por la Observacion (b)
M(hy, ... hy) = 0 (flarmov) (@) (b )
d k
=— ... — tihi
dty, dtlf <x+zl ' )

— lim < <lim L Akf(x;tlhl,...,tkhk)».

=0 fy... 1

(2.4)

ty=-r-=ty, =0

Tomemos {t,}2, sucesién de reales tal que ¢, — 0y B(z,kt;) C U. Entonces es

posible definir para hj € Bx, j=1,...,k

1
fn1 ..... nk(hh'";hk):iAk f(xatn1h1a7tnkhn)

toy -ty

Con ello, podemos expresar (2.4) como

M(hy,... hy) = lim (...(1@ Foro nk(hl,...,hk)>)
ng

ni—oo

para h; € Bx,j=1,...,k.
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Tomemos cualquier ¢ € Y*. Las funciones ¢ o f,,, ., : B§( — K son Baire medibles
separadamente en cada variable . Podemos deducirlo teniendo en cuenta que, por hipotesis,
¢o f es Baire medible y ademas f,, . n.(h1,...,h,) puede expresarse como una constante

multiplicada por una suma de f evaluada en combinaciones lineales de x y hq, ..., hy.

Asi, como el limite de funciones medibles es medible, ¢ o M| B €s Baire medible
separadamente en cada variable. Andlogamente se obtiene que ¢o M|, Bt es Baire medible
en cada variable para cualquier n € N y en consecuencia ¢ o M es Baire medible en cada

variable. Por el Teorema podemos concluir que M es continua.
Escojamos ahora hy, ..., hy € X y tomemos E = span{h;}*_,.

Por hipétesis de induccién f es de clase GF~! en U. Se tiene, por la Proposicién m

() [has - ] = 0T (flwsr) W) R, - )

para todo y € (z+ E)NU.

Por tanto

o f(x +thy)(ha, ... hy) — o* L f(2)(he, ..., he)

iy t
= lim O-k_l(f’(lv-FE))(x + th1)<h‘27 R hk) - O'k_l(f’($+E))<$)(h2, Ce 7hk)
t—0 t
= 0k(f|(x+E)mU)(1')[h1> —
= M(hy,..., h),

Como hemos probado que M € Z%(*X,Y), f es k-veces diferenciable Gateaux en z,
con o* f(x) = M.
]

Corolario 2.7.4. Sea X un espacio de Banach, Y un espacio vectorial normado, U C X
abierto, y f : U — Y. Supongamos ademds que ¢o f es medible Baire para cada ¢ € Y*.
Entonces f es G*™-diferenciable en U si y sélo si para cada subespacio Z C X finito-

dimensional la aplicacion f|zny is G -diferenciable.

Demostracion. Si X es de dimension finita, entonces es evidente. En cualquier otro caso

basta aplicar el Teorema [2.7.3] O



28 Trabajo de fin de master

2.8. Convergencia uniforme y diferenciabilidad

Teorema 2.8.1. Sean X, espacio normado, Y espacio de Banach. Sea A C X abierto
conexo y f, : A — Y sucesion de funciones k veces Fréchet diferenciables. Supongamos

que:

 existen o, ..., xx—1 € A tales que {D? f,,(x;)}52, es convergente para j € {0,... k—
1}.

» {D*f,}2, converge uniformemente en cada subconjunto acotado y convexo de A.

Entonces existe una funcion f : A — Y k veces diferenciable tal que D7 f, — D7 f

uniformemente en cada subconjunto acotado y convexo para j € {0, ..., k}.

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién sobre k. Estudiemos pues el caso
k=1.

= Sea B C A un subconjunto acotado y convexo. Asumamos que Df, — ¢ unifor-
memente en B y definamos R := diam B. Veamos que si existe a € B tal que

{fn(a)}22, es convergente, entonces f, es uniformemente convergente en B.

Para ello, como Y es de Banach, bastara probar que f,, es uniformemente de Cauchy
en B.

Por hipoétesis, dado € > 0 existe ng € N tal que si n,m > ng

|fu(@) = fu(@) < 5 v [Dfuly) = Dfulw)]| < 5 paracada y € B

Por lo segundo, gracias a la Proposiciéon sabemos que las aplicaciones f,, — f,

55-Lipschitz en B. Entonces para cada z € By n,m > ng

[fn(2) = (@) || < [[fa2) = frn(@) = (fula) = fm(@)) | + [ fu(a) = fn(a)]

“lz—a+-<e¢
— || — a — .
2R 2

son

IN

de donde se deduce lo enunciado.

» Veamos que podemos definir f: A — Y tal que f(z) = lim, o frn(x).

Para ello bastara con ver que el conjunto de puntos en los que f,, converge, que
denotaremos por C, es abierto y cerrado (como por hipétesis es no vacio y A es

conexo, C' = A).
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C' es abierto pues por la reflexién anterior, si f,, converge puntualmente en a € A,

también lo hard en un entorno convexo.

Comprobemos que C' es cerrado. Sea {x,}_, C C, x, — y. &, € C, luego
Flimy, o0 fr(Tm) = k.

Teniendo en cuenta que

1kp = Kqll < llkp = Ful@p)ll + kg = Falag) | + [[fulzp) = fulzg)ll

deducimos que {k,,}>2, es de Cauchy en Y Banach. Por tanto k,, - k €Y.
Ahora

1fn(y) = Kl < {[fa(y) = Falmm) | + [ F(@m) = Bl + [k — K],

por lo que f,(y) — k. En consecuencia C' también es cerrado y {f.(z)}5°, es

convergente para todo x € A.

= Por ultimo, dado B C A acotado y convexo, veamos que f es Fréchet diferenciable
en By Df=g.

Sea a € B. Por el primer apartado, f, — f., es ;5-Lipschitz en B. En consecuencia

tenemos que para x € B

[fm (@) = ful2) = (fm(a) = fula))| < ellz —al.

Por tanto tomando m — oo,
1f (@) = fla) = (fu(z) = fala)| < e llz —al .

Por otro lado, f, es Fréchet diferenciable en a, luego existe r > 0 tal que si
|z —al| <7,

[fn(2) = fnla) = Dfula)(z —a)|| <€ lz —all.

Por tanto si ||z —al < r

1f(x) = fla) = gla)(z — a)|| < [[f(z) = fla) = (fulz) = fula))]]
+1fu(x) = fula) = Dfu(a)(z — a)|
+1Dfula)(z = a) = gla)(z — a)l| < el —al.
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Por tanto existe Df(a) = g(a). Como a € B es arbitrario, el enunciado queda

probado.

Sea k > 1 y supongamos el enunciado cierto para k — 1.

Por hipétesis D¥f,, = D(DF1f,) converge uniformemente en cada subconjunto
convexo acotado y existe zp_; tal que {D*1f,(zr_1)}>%, es convergente. Por el
caso k = 1 {D*'f,1% converge uniformemente en cada subconjunto convexo
acotado. Por tanto las hipétesis para k— 1 se cumplen y podemos deducir que existe
una f : A — Y tal que D’ f,, — D’ f uniformemente en cada subconjunto acotado
y convexo para j € {0,...,k—1}. Como para j = k se cumple por hipdtesis, la tesis

queda verificada.

2.9. Concepto de difeomorfismo y solucién de ecua-

ciones

El objetivo de esta seccion es generalizar el teorema clasico de la funcién implicita a
funciones entre espacios de Banach. Como corolario también generalizaremos el teorema

de la funcién inversa, para lo que trataremos el concepto de difeomorfismo.

Para tratar el teorema de la funcién implicita necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.9.1. Sean X,Y espacios de Banach isomorfos, y sea U C L (X,Y) el conjunto
de todos los isomorfismos. Entonces U es abierto y ® : U — L(X,Y), ®(T) =T es

una aplicacion de clase C™.

Demostracion. Emplearemos la notacién T'S para referirnos a T'o S y T", n € Ny, para

. n
referimos a T o---oT.

Veamos que U es abierto. Sea T € U, y S € L(X,Y) con ||S| < ||T~"|". Entonces
T + S es invertible y

(T+9) " => (-n)(T's)"T". (2.5)

n=0
que estd bien definido, pues ||[T71S|| < 1, por lo que la serie es absolutamente con-
vergente y por tanto, como .Z(X,Y’) es Banach, convergente. Dado que S € Z(X,Y) es

arbitrario, se deduce que U es abierto.
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Para probar (2.5)) basta componer T'+ S con la expresiéon de (T'+ S)™! a izquierda y
derecha y comprobar que coincide con la identidad. Otra deduccién mas intuitiva de la
expresion de (T + S)~! es la siguiente.

T+ S =T(Idx + T7'5). Si denotamos v := —T71S € Z(X, X), basta probar que
Idx — v es invertible si ||Jo]| < |77 [|S]] < 1.

Para z € R, |z| < 1, se tiene (1 — z)™! = }2° ;2" Esta férmula sugiere considerar la
sucesion X,, = Idy + v+ ---+v",n € N. Esta es una sucesién de Cauchy en £ (X, X),
pues

1Xpiqg = Xpll = [[o7t7 -+ o7 < o4+ o7 =0,

pues [jv]| < 1.

En consecuencia existe X = lim,,_,o0 X5, v

(Idx —v)X = lim (Idy —v)X, = lim Idy —v""' = Idx,

n—o0

siendo X (Idx — v) = Idx de forma andloga.
Por tanto, como habiamos de probar, (T'+ S) es invertible y

(T+S)™ =(Idx —v)'T = i(—T‘lS)”T‘l = i(—l)(T‘ls)”T‘l.

n=0 n=0

Probemos ahora que ® es Fréchet diferenciable. Sea T € U, si ||S| < |[T-1|| " entonces
se tiene
o

> (=nHTis)rT

n=

11 1152
= o(||S|]).
T—qraysy ~ eUsh

<[ 5 e st <
Por tanto

(T+8S) ' =T =TT+ > (-)"(T'9)"T " = =T7'ST~" + o(||S])),

n=2

lo que implica que ® es Fréchet diferenciable en T' y

D®(T)(S) = -T'ST*, DO(T) € L(ZL(X,Y), Z(Y,X)).

Para ver que ® es de clase C*° consideremos la aplicacion

VLY. X)0 LY, X) — ZL(LX,Y),Z(Y,X))
(P,Q) — W(P,Q)(S)=-PoSoQ,
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que es bilinear y continua, pues ||V (P, Q)| < || P] [|Q]-

Entonces se tiene
DO(T) =W(T',T71) = W((T), d(T)).

Esta féormula muestra que ® es de clase C'. De hecho por la regla de la cadena, si ® es
de clase C* también lo es D®, luego ® seria de clase C**1, lo que prueba por induccién

el enunciado. O

Teorema 2.9.2. (Teorema de la funcion implicita) Sea X un espacio normado, Y
y Z espacios de Banach, G C X &Y un abierto y f € CY(G, Z). Supongamos que existe
(z0,%0) € G tal que Dy f(x0,y0) es un isomorfismo de Y en Z. Entonces ezisten entornos
abiertos U C X de xo, V C Y de yy tales que existe una unica aplicacion v : U — V
satisfaciendo f(x,u(z)) = f(xo,yo) para todo x € U. Ademds u € CY(U,Y), y

Du(x) = — (Dyf (z, u(x)))_1 o Dy f(z,u(z)) (2.6)

para todo x € U. Si ademds f es de clase C* para algin k € N U {oc}, entonces u €
CHU,Y).

Demostracién. Podemos suponer f (g, y0) = 0, pues en otro caso basta considerar f(z,y) =
f(x,y) — f(xo,Y0)-

Transformaremos la busqueda de la funciéon u en un problema de punto fijo, para
asi, aplicando el Teorema del punto fijo de Banach (véase el Apéndice , demostrar la

existencia de u.

Denotemos por S = Dy f(xg,y0) € Z (Y, Z) y definamos g : G — Y por
glz,y) =y — S o f(z,y).

Obsérvese que f(z,y) = 0siy solo si g(z,y) =y, y que Dag(xo,y0) = 0.

Dado que f y g son de clase C'!, existe un entorno U de zg v r > 0 tales que
U B(yo,r) C Gyparazx € U,y € B(yo,r) se cumple: || Dog(x,y)|| < %, llg(x,y0) — ol <

5 ¥V Daf(x,y) es un isomorfismo. Esto tltimo gracias al Lema [2.9.1]

Dado que ||Dag(z,y)| < %, por la Proposiciéon m, para cada z € U la aplicacién
y— g(z,y) es %—Lipschitz en B(yo, ). Por tanto para z € U, y € B(yo, ) se tiene

1 T
l9(z,y) —woll < Nlg(z,y) — gz, y0)|l + ll9(z, 0) — yoll < 3 1y — ol + g =T
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Por tanto dado = € U, si denotamos V' = U(yo, ), la aplicacién y — g(z,y) es una
contraccion de B(yg,r) en V. C B(yo,r). En consecuencia, por el Teorema del punto
fijo de Banach, existe una tnica aplicaciéon v : U — V tal que g(z,u(x)) = u(x) o

equivalentemente f(z,u(z)) = 0.

Probemos ahora que u es continua. Sea a € U y ¢ > 0. Apliquemos de nuevo la
parte ya probada del teorema tomando el punto (a,u(a)) y la aplicacién f restringida a
U@ (U(u(a),e) NV). Dado que f(a,u(a)) =0y Dyf(a,u(a)) es un isomorfismo, pode-
mos aplicar el mismo razonamiento. Deducimos que existe un entorno W de a tal que
u(z) € U(u(a),e) para todo z € W. Obsérvese que la unicidad de u es esencial en este

razonamiento.

Probemos ahora que u es Fréchet diferenciable. Sea x € U y tomemos ¢ > 0 tal que
B(z,0) C U. Sea h : B(0,0) = Y, h(z) = u(x + z) — u(x), aplicaciéon continua. Se tiene
que f(z + z,u(x) + h(z)) = 0y por el Teorema [2.4.2]

1Dy f (2, u(@))(2)) + Dof (2, u(z)) (h(2))]

|
) = [z, u(z)) — Df(z, u(x))(z,h(2))]|
= o([l(z, h(2))I]), 2 = 0.

Denotemos T' = D f(x,u(x)), isomorfismo, pues x € U. Entonces
Hu(x +2z)—u(@)+T ' oD f(z,u (x))(z)H
= Hh(z) + T o Dy f( H

< HT‘lH | Do f (z, u(x))(h(z)) + Dy f(x, u(x))(2)|
= o (|2l + |h(2)]]),2 = 0.

(2.7)

En particular, para z suficientemente pequefio tenemos [|5(z) + T~ o Dy f(x, u(z))(2)| <
% (Ilz]] + |[(2)]]). Por tanto

()] < |[h(2) + T~ o Dif(z, u(@)(2)| + [T o Dif(x,u(z)) ()|

I

< 2 (el + A + [T 0 Dy (o, u@)(2)
y despejando [[a(z)],

() < Izl + 2| 77" 0 D f (z,u(@)(2)| < (142|771 0 Dy f(, u(@))]) 12 -
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En consecuencia en ([2.7)) obtenemos
|[u(e + 2) = u() + T~ o Dy f(x,u(x))(2)| = o(|l2]), = = 0,
lo que prueba que u es Fréchet diferenciable y que (12.6)) se cumple.

Veamos ahora que si f es de clase C*, u € C*(U,Y). Denotemos por ® : L (Y, Z) —
Z(Z,Y) la aplicacién del Lema ypor ¥V : Z(ZY)e (X, Z) - Z(X,Y) la

aplicacién composicién ¥(P, Q) = P o ). Obsérvese que ¢, ¥ son ambas de clase C™.

Entonces la formula (2.6) puede ser reescrita como
Du(w) = = (& (Daf (2, u(x))) , Dy f (@, u()))

Dado que u es continua, esta férmula inmediatamente implica que v € C*(U,Y).
Supongamos ahora que f es de clase C*. Si u es de clase C7 en U para algin j < k,
entonces por la regla de la cadena y la férmula superior Du es de clase C7 en U, luego u
es de clase C*! en U. Por tanto, por induccién, u € C*(U,Y).

O

Como corolario podemos deducir el Teorema de la funcién inversa. Para ello definimos

primero el concepto de difeomorfismo entre espacios normados.

Definicién 2.9.3. Sean X,Y espacios normados, A C X, B CY abiertos. Decimos que
una aplicacion f: A — B es un difeomorfismo de A en B si [ es biyectiva y si tanto f

como su inversa f~! son de clase C1.
Observaciones 2.9.4.

(a) Un difeomorfismo es un homeomorfismo, pues f y f~* son continuas. Sin embargo
un homeomorfismo, aunque sea de clase C, puede no ser difeomorfismo, ya que f=1
puede no ser diferenciable. Como ejemplo x — x* es un homeomorfismo de clase

1/3

C! de R en R, pero su inversa y — y'/® no es derivable en el origen.

(b) SiU esnowvacioy f:U —V es un difeomorfismo, entonces X e Y son isomorfos.
Esto es asi ya que f~'o f = Idy, y aplicando la regla de la cadena Df~'(f(u)) o
Df(u) = Idx para todo u € U. Se deduce que Df(u) € Z(X,Y) tiene una inversa,
D (f(u)) € LV, X).

El Teorema de la funcion inversa puede interpretarse como un reciproco de esta tultima

observacion.
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Teorema 2.9.5. (Teorema de la funcién inversa) Sean X,Y espacios de Banach
sobre K, A C X abierto y f € CY(A,Y). Supongamos que existe a € A tal que Df(a) es
un isomorfismo de X en Y. Entonces existen entornos abiertos U C X dea yV CY de
f(a) tales que fly : U — V es un difeomorfismo. Ademds la diferencial Fréchet de f=
eny = f(x) € V viene dada por

Df(y) = (Df(x)".
Si ademds f es de clase C* para algin k € NU {oo}, entonces f~! también lo es.

Demostracion. Tomemos G =Y ®A C Y@ X ydefinamos F : G — Y, F(y,z) = y— f(z).
F(f(a),a) = 0y DyF(f(a),a) = —Df(a) es un isomorfismo de X en Y. Aplicando
el Teorema de la funcién implicita sabemos que existen entornos abiertos U C Y de
fla) y V. C X de a tales que existe una tnica aplicacién u : U — V satisfaciendo
f(u(y)) =y para todo y € U. Por otro lado F(f(z),u(f(x)) = F(f(z),z) = 0, luego por
la unicidad de u, u(f(z)) = =. En consecuencia f|y : V' — U tiene inversa u. Ademés
Du(z) = —(DoF (y,u(y)))™t = (Df(u(y)))~* para todo y € U, y si f es de clase CF,

también lo es wu.

]






Capitulo 3
Integracién en espacios de Banach

En esta seccion introducimos la generalizacién de la teoria de integracién de funcio-
nes con imagen en K a funciones con imagen en un espacio de Banach arbitrario. Esta

generalizacion recibe el nombre de integraciéon de Bochner.

El objetivo tultimo sera relacionar la integral de Bochner con el calculo diferencial
mediante el Teorema fundamental del cdlculo. Si bien para ello solo es necesario tratar
con funciones definidas en un intervalo real, introduciremos la integral de Bochner es su

contexto general.

A lo largo de este apartado denotaremos por X a un espacio de Banach y por B(X)
su o-algebra de Borel. También denotaremos por (A,.A) un espacio medible (es decir , A

un conjunto y A una o-édlgebra sobre A), y por p una medida o-finita en A.

Recordemos que una funcién f : A — X se dice A—medible, o simplemente medible
si para cada conjunto de Borel B € B(X), f~'(B) € A.

Asimismo se dice que una funciéon f : A — X es A-simple, o simplemente simple, si
existen N € N, A, € A, z, € X paran € {1,..., N} tales que

N
f = Z XA, Tn-
n=1

También diremos que una funciéon f es p-simple si es simple y ademas u(A,) < oo para
todon € {1,...,N}

El esquema con el que se introduce usualmente la integral de Lebesgue se generaliza

de forma natural para funciones con imagen en un espacio de Banach arbitrario. Comen-

zaremos asi definiendo la integral de Bochner para funciones simples.

37
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Definicién 3.0.1. Sea f = SN | xa, 7, una funcion p-simple. Entonces la integral de

Bochner de f respecto a p se define como

N
/Afdu = u(d,)z, € X.
n=1

Obsérvese que la integral definida también es independiente de la representacion de
f como funcion simple. Ademas la integral de Bochner dada es lineal en el espacio vec-
torial de las funciones pu—simples y como consecuencia de la desigualdad triangular para

cualquier funcién p—simple se tiene
|/ sa < [ g1 (31)
A A

donde la integral del lado derecho de la desigualdad puede realizarse acudiendo a la

teoria de integracion usual para funciones con imagen en K.

De forma analoga a la contruccion de la integral de Lebesgue, pretendemos extender la
integral de Bochner a un conjunto mas amplio de funciones tomando el limite de funciones

simples. Sin embargo como veremos la mensurabilidad de f no sera suficiente.

Teorema 3.0.2. (Teorema de mensurabilidad de Pettis) Sea [ : A — X una

aplicacion. Entonces son equivalentes:

(i) Eziste una sucesion de funciones p-simples f, : A — X tales que lim,_, fn(x) =
f(z) para todo x € A.

(ii) f es medible y f(A) C X es separable.

(iii) x* o f: A— K es medible para todo x* € X* y f(A) C X es separable.

Demostracion. | (i) = (ii) | f es medible por ser el limite puntual de funciones medibles.
Sea f, = Y XAy, Thn- Entonces G = {x}, : n € Nk = 1,...,N,} U {0} es un
conjunto numerable y denso en f(A), pues dado ¢ > 0y z € A existe n € N tal que
| fn(x) — f(2)] < e, luego existe g € G tal que ||g — f(x)| < e.

(73) = (i4i) | Basta observar que z* es continua, y por tanto medible y que la compo-

sicién de funciones medibles es medible.

(7i1) = (i) | Sea X{ el menor subespacio cerrado de X que contiene a f(A), que sera

separable por serlo f(A), y sea {z,}n = 1° un subconjunto denso de f(A).
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Para n € N definimos las funciones s,, : Xg — {z1,...,z,} de la siguiente forma. Para

cada y € X sea k(n,y) el menor natural 1 < k <n con la propiedad de que

ly = aell = min {ly — ]

y definamos s,(y) := Zj(n,y). Obsérvese que

Tim [ls,(y) — gl = lim min [ly - o] =0, (3.2)

n—oo 1<j5<n

pues {x,}n = 1°° es denso en Xj.

Ahora definamos f, : A — X por

Por (3.2)) se tiene que para todo £ € A

lim || £,(€) = £(&)]| = lim [ls(£(£) = FE)Il =0,

n—oo n—oo

por tanto si fn fuera p-simple para n € N la implicacién quedaria probada.

Observemos que f,(Xo) C {z1,...,z,}. Ademas

{§€A:fn<§>:xk}
={{€ A |f(§) =l = min [f(§) — |}

1<j<n

N{EeA:|f(&) —al > 1r<nj1£1n]|f(f) — || para [=1,...,k—1}.
Por tanto si probamos que la funcién £ € A — || f(€) — x| € K es medible, {¢ € A :
ful) =21} € Ay f, serd una funcién simple.

Tomemos para cada n € N z¥ € Sy« tales que ||z,|| = |z¥(z,)|. Veamos que

||| = sup |z} (z)] para todo x € Xj. (3.3)
neN

Sea x € Xy. Dado o > 0, existe n, € N tal que ||z — z,, | < . Entonces

*

‘rna (xna )

<sup |z} (z)| + 20.
neN

2]l < ln, | + 0 =

lx —xz, || +0

Como o > 0 es arbitrario, concluimos que se cumple (3.3]).
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Ahora, como por hipdtesis z} o f es medible, la funcion
€ 17(6) = all = sup o x (£(6) = )

también es medible, por composicién de funciones medibles. Concluimos por tanto que f,

es simple para n € N.

Dado que (A, A, 1) es un espacio de medida o-finito, podemos poner A = U, AM™ |
con AV C A® ... € A y u(A™) < oo para todo n € N.

Definimos f, := xam [, para n € N. Estas seran por tanto funciones p—simples, y
dado que para todo ¢ € A se tiene que & € A™) para algtin ng > 1, f,(£) = f.(€) para

n > ng. En consecuencia se cumple que

fa(€) =2 £(€) paratodo €€ A,

v {fn}o, es la sucesién de funciones p-simples buscada. O

Este resultado sugiere la siguiente definicién.

Definicién 3.0.3. Decimos que una funcion f 1 A — X es fuertemente A—medible si
existe una sucesion de fuciones p—simples f, : A — X tales que lim,_,, f(z) = f(x)

para todo x € A.

Como corolario del Teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.0.4. Sea f, : A — X wuna sucesion de funciones fuertemente A—medibles

puntualmente convergentes. Entonces f : A — X, f(§) = lim, o fn(§) es fuertemente

A-medible.

Demostracion. f tiene su imagen en el menor subespacio cerrado que contiene f,(A),
n € N por construcciéon. Ahora, como cada f,(A) es separable, el menor subespacio
cerrado que las contiene también lo sera (basta tomar un subconjunto numerable denso
para cada f,(A) y considerar su union, que serd el subconjunto numerable denso buscado).

En consecuencia f(A) serd separable.

Por otro lado, para cada z* € X*, z* o f es medible por ser el limite puntual de
x* o f,,n € N medibles. O]

Para una funcion fuertemente medible resulta natural definir su integral de Bochner
como el limite de integrales de Bochner de funciones p-simples. Para ello tenemos el

siguiete resultado.
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Proposiciéon 3.0.5. Sea f : A — X wuna funcion fuertemente medible. Entonces son

equivalentes:

(i) Existe una sucesion de funciones p—simples { f, }52, tales que lim, o, fn(x) = f(x)
para todo x € A y
lim [ 1fu = £l d = 0.

n—oo

(ii) Se cumple que [, || f(z)|ldp < 0.

Si una de las dos afirmaciones se cumple, entonces el limite lim, . [4 fndp existe en

X, y es independiente de la sucesion de funciones p-simples { f,}52, tomada en (7).

Demostracion. Observemos en primer lugar que ||f],|f — full : A — K son funciones
medibles. Por tanto sus integrales estan bien definidas y ademas podemos emplear la

teoria de integracion usual para funciones con imagen en K.

(1) = (i1) | Tomemos n € N suficientemente grande tal que [, ||f — ful/dp < 1. Se

tiene
SN < [ 1F = falldiat [ 15l die < o0,
A A A

ya que por ser f, p—simple, la integral de || f,|| es finita.

(17) = (i) | Sea Dado que f es fuertemente medible, existe {g,}>2; sucesién de fun-

ciones p—simples que convergen puntualmente a f. Para cada n € N, definamos
fn ' = Xlgn©ll<21 7)1} -

Obsérvese que las funciones f, definidas son pu—simples por serlo {g,}5°,. Ademés

para todo £ € A se tiene que lim,, o fn(§) = f(£), pues como g, converge puntualmente
a f, sin > ng para cierto ng € N, [|gn(§)[| < 2{[f ()]}, v por tanto gn(£) = fu(§)-

En consecuencia la sucesién de funciones {||f, — f||}5>, converge puntualmente a 0,
y dado que ||f.(&)] < 2||f(€)| se tiene que ||f, — f|| estd puntualmente acotado por

3||f||. Entonces por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que
limy, 00 fA an - fH dp = 0.

Demostrada la equivalencia probemos la ultima afirmacién del enunciado. Sea {f,,}>

una sucesion de funciones p—simples como en (i) y sean n,m € N. Usando (3.1)) se tiene

"Af"d“_Afmdﬂ“ < /Allfn—fmudu
< [ =St [ =l dp,
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que muestra que { [, fodp}, y es una sucesion de Cauchy en X, y por tanto convergente.

Sea ahora °° . otra sucesion de funciones p—simples como en (z). Reemplazando
nfn=1
fm poOr g, en los calculos superiores y tomando limite para n — oo concluimos que

lim,, o0 frdp = lim, o gndps. ]

Con este resultado estamos en disposicion de definir la integral de Bochner.

Definicién 3.0.6. Una funcion f: A — X fuertemente medible es ji-Bochner integmbleﬂ
si [4 || flldp < 0o. En ese caso se define la integral de Bochner de f como

[ gdui=lim [ fudp
A n—oo J A
donde { f,,}721 es cualquier sucesion de funciones p—simples como en la Proposicién|3.0.5,

También en ese caso, si E € A, se define la integral de Bochner de f en E como

[ fdni= [ xefan.

Observacién 3.0.7. Si E € Ay f: E — X podemos considerar f, la extension trivial
de f a A (tomando f(§) =0 para & € A\ E). Diremos que f es u—Bochner integrable si

lo es f y en ese caso definiremos la integral de Bochner de f como

/Efd,u ::/Afdu.

Observacion 3.0.8. Con esta definicion, la teoria de integracion de Bochner es en efecto
una generalizacion de la teoria de integracion para funciones con imagen en K.

Sea f: A — K una funcion medible e integrable. Al ser medible y ser f(A) C K,
por el Teorema[3.0.3 f es fuertemente medible. Ademds si f es integrable, por definicion

Tallfll dp < o0, luego f es Bochner integrable. Por wltimo, por el Teorema de la conver-
gencia dominada de Lebesque, la integral de f coincide con la de la Definicion[3.0.6,

3.1. Algunas propiedades de la integral de Bochner

Por la similitud en su construccion, gran parte de las propiedades de la integral defi-

nida para funciones con imagen en K se trasladan a la integral de Bochner. Para ello se

To simplemente Bochner integrable, si la medida j es evidente en el contexto
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emplean fundamentalmente dos estrategias: apoyarse en las correspondientes propiedades
para funciones p—simples y emplear un argumento de aproximacién y reducir al caso

escalar.

Empleando la primera estrategia deducimos que el conjunto de las funciones de A
en X fuertemente A-medibles y u—Bochner integrables forma un espacio vectorial, que

denotaremos por Z(A, X), que la integral de Bochner es lineal en este espacio y que se

| [ i < [ g0

si f: A— X es Bochner integrable.

tiene

También se generalizan, entre otras, las siguientes propiedades, que destacamos para

emplearlas mas adelante.

Teorema 3.1.1. (Teorema de la convergencia dominada) Sean f, € I(A,X),
n € N. Supongamos que existe una funcion f : A — X fuertemente A-medible y una
funcion g € Z(A,K) tales que:

(i) lim, o fn(&) = f(&) para casi todo & € A.

(ii) 12()]l < 19(6)] para casi todo € € A,

Entonces f € T(A, X) y se tiene

I /nd :/ dp.
nggOAfu Afu

Demostracion. Por (i), ||fn — f]| = 0 c.t.p. y por (it) || fn — fI] < 2|g| c.t.p. . En con-
secuencia, por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue [, || f. — f|| dpu — 0
cuando n — oco. Por otro lado, por (i7) || f|| < |g| c.t.p., luego f € Z(A, X). La igualdad

del enunciado se deduce de
H/ Fadp — / fduH < / 1 fn = fIl dp === 0.
A A A
O]

Proposicién 3.1.2. Sea Y un espacio de Banach y sea T € Z(X,Y). Si f € Z(A, E)
entonces T o f € Z(A,Y) y se tiene

T(/Afdu> :/ATofdu.
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Demostracion. Dado que f € Z(A, E), existe una sucesion de funciones p-simples { f,, }5°
tales que f, — f puntualmente y [, ||f. — f|| du — 0 cuando n — oo. Entonces T o f,, es
p-simple para cada n, T o f,, — T o f puntualmente y

J T o f=To fulldu < |ITI| [ 11 = full du 2= 0,

de donde deducimos que T'o f € Z(A,Y’) por la Proposicién [3.0.5|

Por otro lado, dado que la igualdad del enunciado se cumple si f es u—simple

ATofdM:JLngo ATofndu:ggoT%fndu):T(Jgrgo[qfndu):T(/Afd@.
0

Proposicién 3.1.3. Sean f,g: A — X dos funciones fuertemente A-medibles tales que

coinciden en casi todo punto. Si f o g son Bochner integrables entonces ambas lo son, y

/AfdMI/Agdu-

Demostracion. Si f = g c.t.p. en concreto || f|| = ||g|| c.t.p. y por la teoria de integracién

se tiene que

usual para funciones con imagen en K, [, ||f||duw = [4]lg]l di, de lo que se deduce la

primera parte del enunciado. Por otro lado si f y ¢ son Bochner integrables,

|/ g [ gdu < [ 17 = glldn =0,

pues || f — g|| = 0 c.t.p. O

Gracias a este resultado podemos extender el estudio de la integrabilidad a funciones

que cumplen la condicién de fuertemente medible c.t.p.

Definicién 3.1.4. Decimos que una funcion f : A — X es fuertemente u—medible o
Bochner medible si existe una sucesion de fuciones u—simples f, : A — X tales que

lim, o0 fu(z) = f(x) para casi todo x € A.

Obsérvese que para toda funcion fuertemente p—medible f existe una funcién fuerte-
mente A—medible f tal que f = fc.t.p. En efecto, sea {f,}22, una sucesién de funciones
p—simples tales que f,, — f excepto en un conjunto N € A de medida nula. Entonces

XA\~ fn — Xa\nf puntualmente, siendo x 4\n fn funciones p—simples y f = xawnf c.t.p.
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Definicién 3.1.5. Una funcion f: A — X es u-Bochner integrable si existe f: A— X
fuertemente A-medible y pi— Bochner integrable tal que f = f c.t.p. En ese caso se define

/Afdu ::/Afdu.

Por la reflexion anterior la integral de Bochner de f esta bien definida, es decir, es

la integral de Bochner de f como

independiente de f :

3.2. Integracion de funciones definidas en un inter-

valo real

Concretaremos en este apartado la teoria de integracion de Bochner para funciones
definidas en un intervalo real abierto (a,b), no necesariamente acotado. Consideraremos
pues el espacio de medida (R, L, i), siendo £ la o-algebra de los conjuntos medibles
Lebesgue y p la medida de Lebesgue, un espacio de Banach X y funciones de (a,b) € L
a X.

Si f:(a,b) — X es Bochner integrable, denotaremos

Lwﬁmuzﬁmf@h

Tomaremos ademas la siguiente convencién: si v < u

Lﬁ@a:-ﬂ}@w

Nuestro objetivo ultimo sera la prueba del Teorema fundamental del calculo. Para ello

necesitaremos en primer lugar el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1. (Férmula de Chasles) Sea [ : (a,b) — X Bochner integrable, y

sean u,v,w € [a,b]. Entonces
/f@ﬁ:/f®ﬁ+/f@ﬁ

Demostracion. Siv < w < U Xww)f = X@w)f + X@ww)ys ¢t.p. Aplicando la linealidad de

la integral
/uv f(t)dt = /ab X)) () + Xw.o) () f(2) di
- /ab X(uw) (8) f(£)dE + /ab N(w) () f(£)dt = /uw F(t)dt +/ F(t)dt.
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El resto de casos se deducen de este, teniendo en cuenta la convencion anterior. O

e Primitiva de una funciéon Bochner integrable

Consideraremos una funcién g : (a,b) — X Bochner integrable.

Definiciéon 3.2.2. Se dice que una funcion G : (a,b) — X es una primitiva de g si es

derivable y G'(x) = g(x) para x € (a,b).

Obsérvese que dos primitivas G; y G difieren solo en una constante. En efecto, si
Gi(z) = G4(t) = g(x) para x € (a,b), D(Gy — G3)(x) = 0 para z € (a,b) y por el
Corolario [1.0.11] G; — G5 es constante.

Por otro lado, si g es continua tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. (Primer Teorema Fundamental del Cdlculo) Sea g : (a,b) — X

una funcion continua, xo € (a,b) y G : (a,b) = X dada por G(z) = [, g(t)dt para todo

x € (a,b). Entonces G es una primitiva de g.

Demostracion. Sea x € (a,b). Por la relacion de Chasles, para h € R tal que z+h € (a, b)
z+h

G +h) = G(a) —g@h= [ (9(t) — g()) dt.

x

Ahora ["t" (g(t) — g(z)) dt = o(|h]) cuando h — 0 pues

[ (gt) — g dt] = lg(e) — o)) dt

0
< < suwp lg(t) = g(a)] =0,
] 1] teloa-+h]

ya que g es continua.

Como x € (a,b) es arbitrario, G es derivable y G’ = g. O

Teorema 3.2.4. (Segundo Teorema Fundamental del Cdlculo) Sea g : (a,b) — X
una funcion continua c.t.p. y sea [u,v] C (a,b) un subintervalo compacto. Supongamos

que eziste G : (a,b) — X primitiva de g. Entonces

/u " g(t)dt = G(v) — G(u).

Demostracion. Observemos que si X = R, es decir, si g es una funcién real de variable
real, el enunciado es cierto (g es Riemann integrable si y solo si g es continua c.t.p.), véase
[3, Teorema 110].



Pelayo del Valle Calzada 47

Consideremos ahora ¢ € X*. Teniendo en cuenta que ¢ o G es una funcién real de

variable real con derivada ¢ o g, se tiene

6(G(b) = G(a) = 90 GO) — b0 Gla) = [ dogidt =0 ([ g(t)ar).

donde hemos empleado la Proposicién [3.1.2]

La prueba se concluye teniendo en cuenta que ¢ € X* es arbitrario y X* separa puntos
de X. ]

3.3. Teorema fundamental del calculo en espacios de

Banach

Estableceremos a continuacién una versiéon del Segundo Teorema Fundamental del
Célculo para espacios de Banach arbitrarios, cuya prueba es un corolario inmediato de

este Teorema.

Teorema 3.3.1. (Teorema fundamental del cdlculo en espacios de Banach
arbitrarios) Sean X,Y espacios de Banach sobre el cuerpo K, A C X wun abierto y
f+ A=Y una aplicaciéon de clase C*. Six +ty € A para t € [0,1], entonces

fle ) = 1) + [ DG+ )yt

Demostracion. Consideremos g(t) := f(z + ty) para t € [0, 1]. Basta observar que por la
regla de la cadena ¢'(t) = D f(z + ty)y y aplicar el Teorema [3.2.4] ]






Capitulo 4
Polinomios y propiedades basicas

El desarrollo de Taylor de una funcién y la teoria de las funciones analiticas se apoyan

en el concepto de polinomio entre dos espacios vectoriales arbitrarios.
En esta seccion introducimos esta generalizacion de los polinomios clasicos y estudia-

mos algunas propiedades que nos seran de utilidad en las préximas secciones.

Definicién 4.0.1. Sean X,Y espacios vectoriales sobre K, y sea n € N. Una aplicacion
P: X —Y se dice que es un polinomio n-homogéneo si existe una aplicacion multilineal
M e L("X,Y) tal que

Emplearemos la notacion P = M. Por conveniencia, definimos los polinomios 0-

homogéneos como las aplicaciones constantes de X en Y.

Denotaremos por P("X,Y), n € NUO, al espacio vectorial de los polinomios n-

homogéneos de X en'Y .

Observacién 4.0.2. Sean X, Y espacios vectoriales, n € Ny, P € P("X;Y), y sea
Z C X un subespacio vectorial. Entonces P |z € P("Z;Y).

Si X,Y son espacios normados sobre K, puede estudiarse la continuidad de P €

P("X,Y), de forma andloga al estudio para funciones multilineales.

Proposiciéon 4.0.3. Sean X,Y espacios normados, y sea P € P("X,Y), n € NUO.

Entonces son equivalentes:

(i) P es continua en X .

(ii) P es continua en el origen.

49
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(iii) P estd acotada en By.
(iv) P estd acotada en Sx.
(v) P estd acotada en el entorno de algin punto.
(vi) Existe una constante K tal que ||P(z)|| < K ||z||" para todo x € X.

Demostracion. La prueba del Teorema[B.0.3]se adapta a esta proposicién de forma directa,
empleando las mismas técnicas. O

Definicién 4.0.4. Sean X,Y espacios normados,n € N U 0. Denotamos por Z("X,Y)
al subespacio vectorial de P("X,Y) formado por los polinomios n-homogéneos de X en
Y continuos. Por la Proposicion[4.0.3 podemos dotar a este subespacio de la norma

|1P|| = sup [[P(z)].

TEBx
Observacién 4.0.5. Dado P € P("X;Y), se tiene que
1P|l = sup [|P(z)]

rEBx

= sup [[P(z)]

rE€Sx

—inf{K eR: |P2)| <K ||lz|" V =€ X}

Demostracion. Al igual que con la proposicién anterior, la prueba de esta observaciéon se

puede deducir a partir de la Observacién para aplicaciones multilineales. O

Observacién 4.0.6. Dados X,Y espacios normados sobre K, n € Ny, P € Z("X,Y) y
Z C X un subespacio. Entonces P |z€ Z("X,Y).

Para un polinomio n-homogéneo P, la aplicacion M tal que P = M no es necesaria-
mente Unica. De hecho si P = M, también la simetrizacién de M, M? (véase Definicién

B.0.10) cumple P = Ms. Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.0.7 (Férmula de polarizacién). Sean X, Y dos espacios vectoriales
sobre K yn € N. Para cada P € P("X;Y) existe una unica aplicacion n-lineal simétrica
P e L*("X;Y) tal que P(x) = P(x,...,z). Esta aplicacion satisface la formula

1
2|

P(xy, ... x,) = Yooerren P lat ) gz, (4.1)
gj==%1 j=1
7j=1,..n
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donde a € X puede ser elegido arbitrariamente. Es mas, si X, Y son espacios normados

y P es continua, entonces P es también lo es y se cumple
- n"
121 < 1121 = 512l (4.2)
Por otro lado, para todo m >n y a,x1,...,Ty, € X

Y er-erenP (a + i 5ja:j) = 0. (4.3)

j=1,..n

Demostracion. Sea M € L("X;Y) tal que P = M. Pongamos P = M?*. Obviamente,
P =M y usando la Proposicion [B.0.11] se tiene que

~

P(zy,...,x,) = M*(z1,...,2,)

1 n n
= Sari Z g1+ enM? <a+25jxj,...,a+25jxj)
. J=1

é‘j:ﬂ:l j=1
j=1,.n
1 n
= 5o Yooerren P la+ ) g,
togj==%1 7=1
7j=1,..n

La unicidad se deduce del hecho de que una aplicacion simétrica n-lineal esta univocamente
determinada por sus valores a lo largo de la diagonal (Proposicién [B.0.11]).

Veamos ahora que se cumple (4.2)).

1P| = sup [M(@..... )| < sup [[M*(ar,....w)]| = [P
r€EBx t€Bx
je{1,...,n}

Por otro lado, empleando (4.1)) cona =0y z; € Bx, j=1,...,n,
P Zgj.l’j S
j=1
de donde se deduce (4.2]).

La igualdad en (4.3)) es una consecuencia directa de (B.2]) en la Proposicién|B.0.11, [

|Pas, s = oy 2

n
2/ gj==%1

j=1,.n

1, n " n"
2|7 (anjn) <Pl

J=1

Como consecuencia inmediata podemos deducir la siguiente proposicion.
Proposicion 4.0.8. Sean X, Y dos espacios vectoriales normados y n € N. Entonces
P("X;Y) es isomorfa a L°("X;Y). En particular, siY es un espacio de Banach, en-
tonces Z("X;Y) también lo es.
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Demostracion. Basta considerar la aplicacion P € 2("X;Y) — P € £°("X;Y) dada
por la Proposicion 4.0.7} Obsérvese que es sobreyectiva pues si M € Z*("X,Y), n € N,
claramente M € Z("X,Y). La tltima afirmacién se deduce del Teorema . O

Destacamos dos resultados que relacionan las normas de M y M.

Teorema 4.0.9. Sea X un espacio dotado de un producto escalar, Y un espacio normado,
neN,yMe L ("X;Y). Entonces |M|| = || M|

Demostracién. De la definicién de M se deduce que HM\H < ||M]|. Probemos ahora la

desigualdad contraria.

Considerando la version real de los espacios podemos asumir sin pérdida de generalidad

que K =R, y por tanto considerar como real el producto escalar.

Primero supongamos que dim(X) < oco. Entonces existen yq,...,y, € Bx tal que
| M| = |M(y1,---,yn)|l (pues Bx es compacto). Tomemos a € X tal que (a,y;) # 0 para
cada j € {1,...,n} (basta tomar a € X \ span{y; }* U---Uspan{y,}*, conjunto no nulo

por ser X espacio vectorial).

En consecuencia existe § > 0 tal que el conjunto

K = {1, 20) € Bx)"; [M (w1, )|l = M|, (a,5) > 6, j=1,....n}

es no vacio. Pongamos o(z1,...,7,) = X7 (a, ;). Como K C (Bx)" es cerrado, y por
tanto compacto, la funcién ¢ alcanza su maximo en K. Llamemos (z1, ..., 2,) € K a este
maximo.

Sizy =z = = 2z, esto significa que | M]|| = [|M(z1,...,2)| = [|M(z0)|| < |M]| y

la prueba en el caso de dimension finita estaria completada.

Supongamos por reduccion al absurdo lo contrario. Entonces por la simetria de M

podemos suponer sin pérdida de generalidad que z; # z3. Como (a, z1) > § y (a, z9) > 0,

se sigue que z; # —zo también. Tomemos u = IIZiZH y v = HZ:ZII' Veamos que en este
caso (u,u,z3,...,2,) € K.

{a,u) >0, pues ||z1 + 22|| < 2. Consideremos la aplicacién T': X? — Y definida como
T(z,y) = M(x,y,23,...,2,). Entonces T es bilineal y simétrica y por tanto

T(Zl, 22) = (T(Zl + 29,21 + 22) — T(Zl — 29,21 — 22)) .

A~ =

Ademas aplicando la bilinealidad, ||T'(u,u)|| = ||T(v,v)]].



Pelayo del Valle Calzada 53

Si |T(u,u)|| < ||M]], empleando la informacién anterior y la ley del paralelogramo se

tiene
M| =T (21, z2)[| < (Ilzl + 22T (u, )| + 21 = 22" 1T (v, 0)]1)
Iyl = 2l = T g o) < ey,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (u,u, 23, ..., 2,) € K.

De nuevo por la ley del paralelogramo, como ||z; — 25]| > 0y 21, 22 € By, necesaria-

mente ||z; + 22| < 2, y asi

2 n
o(u,u, 23, ..., 2n) = —((a, z1)) + (a, 22)) Z a,zj) > p(21, ..., 2n),
|21 + 2| =
lo cual contradice el hecho de que ¢ alcanza su méaximo sobre K en (z1,...,2,).
Finalmente, estudiemos el caso de dimension infinita. Fijemos xy,...,2, € Bx y
denotemos Z = span{zy, ..., x,}. Entonces

M (zy, - wn) | < M zef] < [M]2] < [[M]
por la primera parte de la prueba. Esto significa que ||M|| < ||M]). O

Corolario 4.0.10. Sean X, Y dos espacios normados reales y M € £°("X;Y'). Entonces

nn —~
| M (", )| < WHMH
k

1o

para todo x1, ...,z € Bx, ny,...,nx € Nconny+---+np=n,1 <k <n.

Demostracion. Sean 1 <k <mn, x1,...,2, € Bx,yni,...,ny € Nconny +---+n, =n.
Fijemos r = (ry,...,7) € (R)*. Consideremos el espacio de Hilbert conocido £ y
definamos T € Z(¢%; X) por la formula T((t1,...,t)) = Z;‘Zl t;rjxj. Por la Desigualdad

de Cauchy se tiene

k

T (s D < D [Elrllesll < NG - )27l
j=1

y por tanto [[T]| < ||r|[2.

Consideremos ahora Q(y1,...,y,) = M(T(y1),...,T(y,)) para yi,...,y, € (5. Por
construccion, @ € Z°("03:Y) y Q@ = M o T, lnego | Q] < || M|
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Denotemos por ey, ..., e; los vectores de la base canénica en £%. Entonces por el Teo-
rema
it MMy, )| = (MM ), " ()]

= ||Q(n1617"'7nk6k)“
<[lQl = Q[ < [[M][l|r|]3-

Tomando r; = \/% ,J=1,...,k, se llega a la desigualdad buscada. O

Esta desigualdad también se cumple cuando tratamos con espacios normados comple-

jos, véase [7], corolarios 1.17 y 2.70.

Lema 4.0.11. Sean X, Y dos espacios vectoriales, n € N, P € P("X;Y), y z,y € X.

Entonces

o

<

Plz+y) =) ( 7; ) Pz, " y) gy

[y

P(x) = P(y) = Y ( 7; ) Py, "z —y)).

Jj=0

3

Demostracion. Para obtener la primera férmula es suficiente aplicar la Observacién [B.0.2]

teniendo en cuenta la simetria de P. La segunda férmula se deduce de la primera, pues
P(z) = P(y+ (z—y)) O

La siguiente definicion generaliza el concepto de polinomio real clésico.

Definicién 4.0.12. Sean X, Y espacios vectoriales sobre K, y sea n € Ny. Una aplicacion
P: X =Y se dice que es un polinomio de grado a lo sumo n si existen B, € P(*X)Y),
k=0,...,n, tales que P =3}_o Px. Si P, # 0, decimos que P tiene grado n, y emplea-
remos la notacion degP = n.

Denotamos por P"(X,Y) el espacio vectorial de todos los polinomios de grado a lo
sumo n. Denotamos por P(X,Y) = UX P"(X,Y) el espacio vectorial de todos los poli-

nomios.

Veamos que si P = ;' Py, los sumandos P}, que determinan P son unicos, y en

particular degP esta bien definido.

Lema 4.0.13. Para cadan € NU{0}, y cada § > 0 existen ay; € R, k,7 =0,...,n tales
que dados X,Y espacios vectoriales sobre K, P € P"(X,Y) y P, € P(*X,Y) tales que
P =30_o Pk, entonces Py(x) = 30 ax; P (( — %5)3:) para cada x € X.
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Demostracion. Obsérvese que P ((1 — %6)x) = Ypo(l = L8)kPy(x), j = 0,...,n. Este
sistema de ecuaciones puede expresarse de forma matricial, de forma andloga a la de-
mostracién de [B.0.6] La matriz del sistema serd de Vandermonde y en concreto tendrd

inversa, por lo que Py(z) tendra una expresién como la enunciada. O]

Proposicion 4.0.14. Sean X,Y espacios vectoriales sobre K, n € Ny y P € P"(X,Y).
Entonces los polinomios homogéneos Py, € P(*X,Y) tales que P = Y7_, Py, estdn deter-

minados de forma unica.

Demostracion. Es una consecuencia directa del lema anterior. ]

La siguiente consecuencia de la férmula polinomial [£.0.7] serd de gran utilidad.

Lema 4.0.15. Sean X, Y dos espacios vectoriales sobre K, n € N, y sea P € P"(X;Y)
tal que P = Y"7_o Py, donde P, € P(*X;Y). Entonces

- 1 n

Po(z1,...,2,) = Sl 521 €1---enP (a+;€jxj)

= -
j=1,.n

para todo a,xq,...,x, € X.

Demostracion. Por (1.3 en la Proposicién [4.0.7]

n
Z 51"'5nPk: G+Z€j$]‘ =0
gj==+1 j=1

j=1,..n

siempre que 0 < k < n, y esto por supuesto es cierto también para k = 0. Por lo tanto el

resultado de deduce de la Formula de polarizaciéon (4.1)). O]

Un corolario directo de este resultado es el siguiente.

Corolario 4.0.16. Sean XY dos espacios normados sobre K y sean P,Q) € P(X,Y)

tales que P y @ coinciden en una bola. Entonces P = Q).

Demostracion. Es suficiente probar que si P € P(X,Y) se anula en alguna bola B(a,r)
entonces P = 0. Supongamos por reduccién al absurdo que P # 0. Si denotamos por
n =degP y el n—sumando homogéneo de P por P,, ha de cumplirse que P, # 0. Sin em-
bargo por el Lema necesariamente P, (r) = 0 para x € B(0, -) y por homogeneidad

P, =0, lo que supone una contradiccion. O
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También puede deducirse facilmente de la definicion la siguiente propiedad.

Proposicién 4.0.17. Sean X,Y espacios normados sobre K, n € Ng y P € P"(X,Y),
Supongamos que P(x) = o(||z]|"), x — 0. Entonces P = 0.

Demostracion. Supongamos que P = >0, P;, P; € P(’X,Y) y B, # 0. Entonces existe
y € X tal que Py(y) # 0. Por tanto
Py By) AP (y) £+ ()

= 1 —_—
0 [ty|™ ot £ [y

Esto supone una contradiccién pues

|Pw) + tPeaw) + -+ 7P| B @)~ HPen @) — - — [ P)]
= ly|” - = lyl"
y esta tltima es una funcién real de variable real que tiende a +o0o cuando ¢t — 0. [

Si X, Y son espacios normados, puede estudiarse la continuidad de P € P"(X,Y),

y puede caracterizarse de igual forma que los polinomios homogéneos gracias al Lema

4.0. 15l
Proposicién 4.0.18. Sean X,Y espacios normados y sea P € P*"(X,Y), n € Ny, con

P =% Pi. Entonces son equivalentes

(i) P es continua en X.
(ii) P es continua en el origen.
(iii) P estd acotada en By.
(iv) P estd acotada en Sx.
(v) P estd acotada en el entorno de algin punto.
(vi) Existe una constante K tal que ||P(z)|| < K ||z||" para todo x € X.

Demostracion. Es suficiente probar que si P es acotada en el entorno de algin punto
entonces P, es continua en X, k = 0,...n. En efecto, todas las condiciones de la proposi-
cion implican que P es acotada, y si las P, son continuas, podemos aplicar la Proposicion
4.0.3, con lo que cualquiera de las condiciones enunciadas se cumple para las Py, y en

consecuencia para P.
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Supongamos pues que P estd acotada en B(a, 2r) para algun a € X, r > 0. Entonces,

por el Lema4.0.13, tomando § = m, Py(x) =" ar P ((1 — %5)9&) parak =1,...,n.

Por tanto las Py son acotadas en B(a,r) ya que

||x—a||§r:H(1—]5>x—a
n

<r+4|z| < 2r

Aplicando la Proposcién se concluye que Py, k = 0,...,n son continuas. O

Definicion 4.0.19. Sean X,Y espacios normados y n € Ny. Denotamos por Z"(X,Y)
al subespacio vectorial de P™(X,Y") formados por los polinomios continuos de grado a
lo sumo n. Andlogamente denotamos por P (X,Y) al subespacio vectorial de P(X,Y)
formado por los polinomios continuos. Por la Proposicion podemos dotar a estos
subespacios de la norma
| P[| = sup [|[P(z)]|.
z€Bx
A continuacién probaremos un resultado que nos permite estimar la norma de un

polinomio continuo usando sus valores en una bola arbitraria.

Proposicién 4.0.20. Sean X, Y dos espacios normados, n € N, sea P € Z?™(X;Y) tal
que P =3Y7_o Py, P, € 2(*X;Y), y sea a € X. Entonces

n

n
[Pa(@)|| < — sup [[P(a+tz)|
n: te[-1,1]

para todo x € X. En particular, para cada r > 0
nn

— sup [|P(x)||.
s P

sup [ F(z)] <
z€B(0,r)

Demostracion. Por el Lema [£.0.15]

n

x n r &
1Pl = [Pa(2)] < 5y = [P0+ 23
n 2mn) S=h n = !
j=1,.n
nn
<™ sup |[Plat ta)]|
N te[-1,1]

O

El siguiente resultado, el lema polinomial, tiene importantes aplicaciones en la teoria de
series de potencias y funciones analiticas, que aprovecharemos en las secciones posteriores.

Para su prueba necesitaremos dos resultados previos.
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Lema 4.0.21. Sean 0 < e <r y E C [0,7] tales que N(E) > r — 5, siendo X la medida
de Lebesque en R. Ademds, sea p : [0,1] — [0, 1] una funcion no decreciente. Entonces
para cada n € N ezisten puntos xo, ..., x, cumpliendo |v; — x| > |p(L) — p(E)|(r — &)

para todo j, k € {0,...,n}.

Demostracion. Fijemos n € N. Definamos la funcién 7 : [0,7] — R por n(z) = A(E N
[0, z]). Encontramos los puntos z, ..., x, € E por una construccién inductiva de forma

que cumplan las dos siguientes condiciones:
: - -
a:jzxj_1+<p<il>—p<j ))(r—e),jzl,...,n, (4.4)

n(xj)<p<?‘i> (7“—6)%—7;6, j=0,...,n. (4.5)

El enunciado del Lema se cumplira gracias a .

Para empezar, elijamos zo € EN[inf E, inf E+ﬁ1) Como EN(0,inf E) = (), tenemos

n(xo) = A(E N[0, inf E)) + A (E N [inf E,inf E + o))
1 5>) 1 ¢ (4.6)

n+14)) nyi14’

< A({me,me+

y la condicién se cumple para j = 0.

Ahora supongamos que los puntos zy,...,z;_1 han sido elegidos. Escribamos a =
i+ (0 (1) =2 () =),

Razonando de manera similar a y aplicando por hipétesis de induccion (4.5)
tenemos

n(a) < nzj-1) + (p (i) <

<p(i>(r_8> jli ==

e o
2’

>
y podemos tomar b = inf(E N [a,r]). Notese que n(b) = n(a). Finalmente, tomemos

z; € EN[bb+ —=5%). Entonces n(z;) < n(b) + =55 = n(a) + =55, lo cual combinado

con ([4.7) nos da (4.5). (4.4) se cumple por construccién. Obsérvese que la condicién ([4.5)

se emplea en la prueba de forma auxiliar para garantizar que x; € E. O

Por tanto, como A(E) > r — £, el conjunto E N [a,r| debe ser un conjunto no vacio

Proposiciéon 4.0.22 (Férmula de interpolacién de Lagrange). Sea Y un espacio
normado sobre K, sean xg,...,x, puntos distintos en K, y sean yo,...,y, € Y. Enton-

ces eziste un unico polinomio P € ZP™(K;Y) cumpliendo P(x;) = y;, j = 0,...,n. El
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polinomio P puede ser expresado por la formula

P(z) = z”% w](x) Y

w;(z;)
donde .
wj(z) = [](z — ).
k=0
K

Demostracion. La féormula para P implica la existencia de dicho polinomio. Para probar
la unicidad nos apoyaremos en que el resultado se cumple para el caso escalar.

Supongamos que existen dos polinomios P;, P, que cumplen la condicién del enunciado.

Entonces para cada ¢ € Y*, ¢ o P, = ¢ o P, por la unicidad para el caso escalar.

Dado que Y™ separa los puntos de Y, concluimos que P, = Ps. O

Lema 4.0.23 (Lema polinomial). Para cada N € N, d > 0, y para cada q > 1 existe
un 0 = §(N,d,q) tal que siY es un espacio normado sobre K, A; C K son conjuntos
compactos y conexos con diam(A;) > d, j =1,...,N, y ¢ C LEKY,Y)\ {0} es una
familia de polinomios puntualmente acotados en el conjunto A = Ay x --- x Ay C KV,

entonces existe M > 0 tal que para cada P € @ se tiene que

sup ||P(z)]] < Mg,
rEAS

donde A’ = {x € K¥;dist(x, A) < §}.

Demostracion. La parte crucial de la prueba es el caso unidimensional, ya que el caso

general se prueba facilmente por induccion.

N

Supongamos que N =1 ysead >0y q> 1. Pongamos r =

1(¢) :exp/ollog <1+ 3§>dt.

y

e

Obsérvese que (£) esté bien definida para & € [0, 1], pues [ log (1 + %) dt es una integral
impropia y el integrando tiene primitiva en (0, 1] con limite finito cuando ¢t — 0. Por el
Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue tenemos que limg_,o+ I(§) = 1 y por
tanto podemos encontrar § > 0 tal que 1(25) < ,/g.

Ahora supongamos que Y es un espacio normado sobre K, A C K es un conjunto
compacto y conexo tal que diam(A) > d, y ® C (K;Y) es una familia de polinomios

puntualmente acotados en A. Fijemos un u € A arbitrario.
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Dado que diam(A) > d, existen a,b € A tales que d < |a — b| < |a — u| + |u — b|. Por
tanto sin pérdida de generalidad, podemos suponer |a —u| > g = r. Dado que A es conexo
existe una aplicacién ¢ : [0,7) — A que cumple |u — p(t)| =t para cada t € [0,7).

Definamos Ey = {t € [0,7) : ||P(¢(t))|| < k para cada P € ®}. Como ® es puntual-
mente acotado en A, Ugeny Er = [0,7). Tomemos ¢ = min{4, ;}. Como E; C Ejy, se
deduc que existe K € N tal que A\(Ex) >r — 5. Denotemos E = Ek.

Ahora usaremos la Férmula de interpolacién de Lagrange (Proposiciéon con
nodos contenidos en ¢(E), aprovechando el hecho de que los polinomios en ® son unifor-
memente acotados por la constante K en el conjunto ¢(F). Eligiendo nodos distribuidos
convenientemente obtenemos estimaciones en los polinomios w; que aparecen en la férmula

de interpolacién, y con ellas también en los polinomios en ®.

Fijemos n € N. Veamos que la desigualdad del enunciado se satisface para cualquier
Pedn2"(X,Y).

Por el Lema [4.0.21} tomando p(t) = ¢?, como A(E) > r — £, existen puntos to, . .., t, €
E tales que |t; — t;| > |]2;72]‘32‘(7“ — ¢). Denotemos x; = ¢ ]), j =0,...,n, y observamos
que
2 2|

% — k
g — ] 2 [loo(ty) —ul = Ju— p(te)l| = [t — ] = =5

Por lo tanto | | )
J° = nl
wj(x;)] = (r H > (r—e) §H7
k#ﬂ
Para ver la ultima desigualdad, obsérvese que

n

[115% =& =TT 1k —jlli + k|

= =
=((n=g)n—-g—=1--1-[=1]---[=]])
U+ D (2 = DRI+ (n )
B n! nl(n+1)---(n+j)
nn—1)---(n—j+1) 2
1+ .20\(n+1)---(n+7J | QLS
=5 (M) G = S

Ademés, para todo x € U(u,2d) tenemos

|z — xp| < |z —u| + |u—xg] <20+t

TPor ser {Ej}ren una sucesion expansiva, 1 = A (UpenEr) = limy_ o0 AM(Eg)-
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n? — k2
<20+t +tp <2041 — s—(r—¢)
n

k? K226
:2(5—1—5—1—712(70—5):( + +€>(r—€)

n? r—¢
n? r ree

y consecuentemente

(K265 K266
@l <= T (5 + %) < o= 1T (5 + %) varnse o)
= =
Asi .
. n k> 65\ "
‘ w; (@) <2R" donde R, = | [[ = :; o
wj(xj) k=1 2

Ahora bien, la Proposicion [4.0.22| implica que para cualquier P € & N Z"(X,Y)

tenemos
Wi

P(x) :io

y por tanto sup,ep(u20) [[1P(2)|| < 2(n + 1) KRy,

@ pry s
wylay)| T EE

Dado que

es una suma de Riemann de la integral 1(26), se tiene que lim, . R, = 1(2§) < V4. Por
tanto existe ng € N tal que R, < /gy 2(n + 1) < (,/q)" para n > ny.

Asi, tomando L = max{max, <, 2(n + 1)K R}, K'} obtenemos
SUD, e ue) 1 P(®)]| < Lg" donde P € ® N Z™(X,Y). Finalizaremos la prueba del caso

N =1 cubriendo A con bolas abiertas de radio d y usando la compacidad del conjunto A.

A continuacién usaremos induccién sobre N para probar el lema para una dimensién
finita arbitraria. Sin pérdida de generalidad usaremos la norma del maximo en KV (todas

son equivalentes).

Supongamos que el enunciado es cierto para todas las dimensiones hasta N — 1. Sea
d>0yq>1ytomemos § = min{d(1,d,/q),6(N — 1,d,,/q)}. Ademéds, supongamos
que Y es un espacio normado sobre K, A; C K son conjuntos conexos y compactos
con diam(A;) > d para j = 1,...,N,y ® € Z(K";Y) es una familia de polinomios

puntualmente acotados en A = A; X --- X Ap.
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Denotando B = A; x ---x Ay_; C K¥7! tenemos A = B x Ay. Por conveniencia usa-
remos la notacién para los polinomios en KV usando coordenadas. Para cada = € Ay con-
sideremos la familia ®, = {P,; P € ®} ¢ 2(KV~1;Y), donde P,(2) = P(z1,...,25_1,7)
para z = (z1,...,2y_1) € KN7L.

Teniendo en cuenta que, por construccién, deg(P,) < deg(P) y aplicando hipétesis de

induccion, sabemos que existe M, > 0 tal que

sup ||P(2)| sup || P(z,2)|| < M,(y/q)*=")

2€BS 2€BS

para todo P € .
Tomemos ahora ¥ = {z s (,/q)" %8 . P(z,2); P € ®, z € B’} ¢ Z(K;Y).

Acabamos de probar que esta familia es puntualmente acotada en Ay. Asi, por la primera

parte de la demostracion, existe M > 0 tal que

sup H(\/a)—deg(P),p(Z’x)“ < M(\/a)deg(P)

e A’
para todo P € ® y 2 € B®, de donde se deduce la afirmacion del lema. O

Concluimos esta seccion estudiando la diferenciabilidad de los polinomios homogéneos
continuos.
Lema 4.0.24. Sean X, Y dos espacios normados y P € Z("X;Y). Entonces P €
C=(X;Y) y

DP(z)[h] = nP("'x, h)
para todo x,h € X. De forma mds general, para cada k < n tenemos
DEP(z)(hy, ... he) =n(n—1)---(n—k+ 1)P(" %z, hy, ... i)

En particular D" P es la aplicacion constante, luego para k > n DFP = 0.

Demostracion. El polinomio P es de clase C'*™ por la Proposicion y la regla de la
cadena.

Por el Lema [4.0.11] tenemos
1 1 (= n i P i
—(Ple+th)=P)=- (> | . 'P(lz,"h)
t t o\ J
y tomando el limite £ — 0 obtenemos la férmula para DP. Obsérvese que en la primera

férmula para una direccién fijada h la aplicacién  — 28 (z) pertenece a (" 'X;Y)
mientras que en la segunda férmula DP € ("X ; Z(X;Y)).
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Deduciremos la férmula para la diferencial Fréchet superior por induccién sobre k.
Supongamos que la formula se cumple para k& < n. Observando esta formula, podemos
ver que D¥P € 2("*X, £%(*X,Y)). Por tanto, por la primera parte de la demostraciéon

Dk+1P(I)(h1, ey hk+1) = D(DkP(I))(hl)(hg, ey hk+1)

= (’I’L - k)D P(n_k_1m7 hl)(h27 BRI hk:-‘rl)

Ahora, aplicando la hipétesis de induccién, sabemos que D*P(z)(hy, ..., hy) = n(n —
D--(n—k+0DP(M™ %z hy, ... hy).

Por la Proposicién m I:P("FEXY) = Z("*X,Y), I(P) = P, es un isomorfis-
mo, luego necesariamente

DEP(" e hy)(ha,y .. heyr) =n(n—1) - (n—k+ )P by, hgg),
de donde se deduce la férmula para k + 1.

Obsérvese que, en concreto, para k = n la expresiéon de D™ P(x) no depende de x (es

constante). O

Observacién 4.0.25. En particular, por el [4.0.24, si P € 2("X,Y) entonces D*P €
P ("X, 25("X,Y)).






Capitulo 5
Formula de Taylor

Sean X,Y espacios normados sobre K, A C X abierto, a € Ay h € X tal que
a+heA

Si f: A—Y es Fréchet diferenciable en a, se tiene que
fla+h) = f(a)+ Df(a)(h) +o([|b]), h—0,

es decir, podemos realizar una aproximacién de f(z) en un entorno de a de primer orden
(la aproximacién es una o(||h||)) mediante el polinomio de grado 1 dado por P(h) =
f(a) + Df(a)(h).

En el andlisis de funciones reales de variable real, se puede mejorar esta aproximacion
mientras la funcién sea suficientemente derivable, empleando polinomios de Taylor de

mayor grado.

En esta secciéon se extiende este procedimiento al contexto del trabajo, empleando el

concepto generalizado de polinomio introducido en la secciéon anterior.

En lo que sigue mantendremos el supuesto de X, Y espacios normados, A C X abierto,
acA heXtalquea+heA f: A=Y ykeN

Emplearemos la siguiente notacion.

Notacién 5.0.1. Si existe D*f(a), Denotaremos al polinomio k-homogéneo asociado a

o —

D¥f(a), Dk f(a), por d* f(a). Por conveniencia también emplearemos la notacion d’f = f.

Lema 5.0.2. d*f(a) existe si y solo si D(d*"'f)(a) existe, y en ese caso coinciden.

65
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Demostracién. Denotemos por I : Z(* 71X |Y) — Z(*'X,Y) al isomorfismo I(P) = P
dado en la Proposicién Se tiene entonces que D¥ ' f = Jodt'f ydi-1f =171
D*=1f luego la equivalencia se sigue de la regla de la cadena. Ademés, de nuevo por la
regla de la cadena, D(D*~'f)(a) = I o D(d*~'f)(a), luego

d* f(a)(h) = D*f(a)(*h) = (D(D*"' f)(a)(h)) (*~'h)
= I (D(d*" f)(a)(h)) (k = 1") = (D(d"" f)(a)(h)) ()
]

Probemos ahora que podemos aproximar f en un entorno de a por un polinomio de

forma que el error sea del orden que queramos, si f es suficientemente diferenciable.

Teorema 5.0.3. (Aprozimacién de la férmula de Taylor) Supongamos que D* f(a)

existe. Entonces

= o([[n]1"),h = .

k
H fla+h)— Z

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién sobre k.

Para k = 1 el enunciado se deduce de la definicion de Fréchet diferenciable (ya obser-

vado en la introduccién de la seccién).

Supongamos ahora que k£ > 1 y que el teorema es cierto para k — 1. Definamos
1 .
R(h) = fla+h) =3 =d f(a)(h).

Dado que f es Fréchet diferenciable en un entorno de a, con Df continua, por las
propiedades de la diferencial y por ser los polinomios son de clase C*°, R también es

diferenciable en un entorno de 0, con DR continua en 0.

Para evaluar DR, denotemos P;(h) = %dj f(a)(h). Entonces por el Lema [4.0.24] para
todo h,s € X

1 1
(=Dt (G —1)!
donde en la ultima igualdad hemos empleado la Observacion m (a).

Por tanto DP;j(h) = 5;d ' (Df)(a)(h) € Z(X;Y), j = 1,..., k. De aqui se deduce
que para cada h € V

DP;(h)(s) = D’ f(a)("""h, s) = DD f)(a)(""h)(s),

DR(h) = Df(a+ h) — Z d]Df a)(h).
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Usando la hipétesis de induccién en la aplicaciéon Df concluimos que ||[DR(h)| =
o([R]I71), h = 0.

Asi, existe una bola abierta V' = U(0,6), d > 0 en la que | DR(s)||, s € V, esta acotado,
y por la Proposicion [1.0.9} para todo h € V

[R(R)|| = [[R(h) — R(O)[| < [|A] Sup IDR(s)]|-
Por lo tanto
[R(R)|| < (Al Sup IDR(K)|| = o([h*]]), h— 0.

O

Proposicién 5.0.4. (Unicidad de la férmula de Taylor) Supongamos que existen
Pe PUX,Y),j=0,....k, tales que

Hf(a +h) =Y Fy(h)| = of|Ih]*), h— 0.

j=0

Entonces los polinomios P; estdn determinados de forma inica. En particular, si existe
D¥f(a) entonces P; = %djf(a), j=0,...,k

Demostracidn. Supongamos que existen polinomios Q; € P(?X,Y),j =0,..., k tales que

Hf(a +h) - Z?:o Q;(h)H = o(||h||¥), h — 0. Entonces,

= o[|]").h = 0.

k
Z:(Qj — Py)(h)

Dado que Z;‘»”:O(Qj — P;) es un polinomio de grado a lo sumo k, por la Proposicion
ha de ser idénticamente nulo, de donde se deduce el resultado. O

La siguiente proposicién puede interpretarse como un resultado de tipo reciproco al
Teorema y muestra que la propiedad de la formula de Taylor de ser un polinomio

aproximante casi lo caracteriza.

Veremos que si podemos aproximar una funcién por polinomios de grado a lo sumo
k en un abierto, y se cumplen condiciones adicionales, podemos asegurar que la funciéon
serd de clase C* en ese abierto y que la aproximacién polinomial, que es tnica por la
Proposicion [5.0.4] coincide con la férmula de Taylor.
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Teorema 5.0.5. Supongamos que existen aplicaciones continuas b; : A — P(’X,Y),
j=0,...,k tales que si definimos, para x € A yh € X tal quex +h € A,
k

R, h) o= f(x+h) = 3 ~be(a)(h),

§=0 J!

se cumple que Ry, (z,0) = 0 y R(z, h) = o(||h||¥) cuando (z,h) — (x0,0) para todo xo € A.
Entonces f es de clase C* y &/ f = b; para j =0, ... k.
Demostracion. Obsérvese que en la expresion (z,h) — (z0,0) consideramos el espacio
X @ X con la norma producto.
Realizaremos la prueba por induccién sobre k.

Supongamos que k = 1. Por hipétesis, dados z,20 € Ay h € X con z + h € A,
f(@+h) = bo(x) + bi(x)(h) + Ri(x, h), con [|[Ra(x, )| = of[[n]]), (x,h) — (20,0) ¥
Ry(z,0) = 0.

Por tanto, tomando h = 0, f(x) = bo(x), y en consecuencia f(z+h) = f(z)+bi(z)(h)+
o(||k|]), h — 0. Por tanto f es diferenciable en A con df = D f = by, funcién continua, por

lo que f también es de clase C! en A.

Sea k > 1 y supongamos que el resultado es cierto para k — 1.

Ri_1(z,h) = Rg(x, h) 4+ (1/kD)bi(z)(h). Por tanto Ri_1(x,0) =0y dado zp € A

| B (. 1)
([l

[ B, bl

| Il =0, ) > (20,0),

= | (1K) llox(2) || +

Por tanto se cumplen las hipétesis de enunciado para £ — 1 y por hipdtesis de induccion,
by = f, c ;bkfl = dk_lf.
Sea ahora x € A fijo. Sea ¢ > 0 tal que U(x,2¢) C A. Paray,z € X con ||y, ||z]|] <&,

f(x 4+ y + z) estd bien definido, y podemos expresarlo de dos formas diferentes

flad+y+2)=flx+y)+df(z+y)(z)+-+
(1/(k — DY@ f (@ +y)(2) + (1/EDb(a +y)(2) + Ri(z +y,2) (5.1)

fla+y+2)=flx)+df(x)(y+2)+ -+
(1/(k = D) F(@)(y + 2) + (1/RDbu()(y + 2) + Re(a,y + 2). (5.2)
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Podemos sustituir bg(z) por su aplicacién multilineal simétrica asociada, que denota-
remos por ai(x) , y de manera andloga, sustituir &’ f(x) por D’ f(x) para j = 1,... k.
Desarréllense ag(x)(Py + 2) y D7 f(x)(Jy + z)y réstense entonces (5.1)) y , denotando
el término que dependa de (7z) por g;(y) para j = 1,...,k, y el término independiente

de z por go(y). Entonces
90(y) + 91 (W) (2) + -+ gea (W) (*72) + gk () (") + [Ru(z +y,2) — Ru(,y + 2)] = 0.

Obsérvese que

1

s )(72) = gy (D ) = D) —a@)) (), (6

donde hemos denotado por ax(x)(y) a la aplicacién k — 1-multilineal tal que

Z = ak(x)<y7 k_lz)a y

au(s)(*2) = 1 (el + )auly) + bu(2)auv)) (%)

Tomemos ahora ||z|| < [|y||. Entonces

k
gr(y) ("2 1
o)) < ez +y) — a(@)| = 0, cuando y =0,
n:

[y[[*
y
_ k
| Ri(z +y,2) If%k(:v,erZ)H < [ Bxlz +ky,z)|\ L2 Rk(x,ZJrZ) 0.y 0,
[yl |1 2]] [yl
pues si y — 0, tanto (z + y, 2) como (z,y + z) tienden a (x,0).
En consecuencia
90W) + 0 (¥)(2) + -+ g1 (W) ("'z) = o([lyl") (5.4)

Si probamos que gx_1(z)(*7'2) = o(||y||¥) habremos acabado, pues en ese caso, por

(.3)

[D* @ +y) = D1 (@) — anla) ()
[

|D 15+ ) = D @) — @)@ 11

<
lyll*

0, y— 0.
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Esto muestra que D*~!f es diferenciable y D*f(z) = ay. Por tanto b, = d*f y dado

que aj, es continua, f seréd de clase C¥.

Veamos pues este tltimo paso. Sean Ay, ..., \x k escalares distintos y apliquemos (/5.4])
sustituyendo z por A\;z para j = 1,..., k. Tenemos asi un sistema de k ecuaciones que

podemos expresar de forma matricial:

Lo AT g0()(2) o(llyll*)

Lo o X g2 Lo(llyll)

Dado que los A; son diferentes, la matriz de escalares es invertible (es una matriz de

Vandermonde), de donde se deduce que gi_1(z)(*12) = o(||y||®).
[

Obsérvese que si f es de clase C* y tomamos en el enunciado anterior d’ f = b; para
j =0,...,k, sabemos que dado x € A fijo, Rg(x,h) = o(||h||¥) cuando h — 0, pero no

necesariamente se cumple Ry(z,h) = o(||h||*) cuando (x,h) — (z0,0), para todo zy € A.

Hemos visto anteriormente que si existe D* f(a), podemos aproximar f(a + h) por un
polinomio de grado k tinico en un entorno de a, y el error o el resto es de la forma o(||h[|").
A continuacién veremos que si ademés f es de clase C**! e Y es un espacio de Banach,

podemos dar una expresion para ese resto. Para ello utilizaremos dos lemas previos

Lema 5.0.6. Sea A C K, Y un espacio de Banach yu: A —Y una aplicacion k+1—wveces
Fréchet diferenciable en A. Definamos
(1 — t)? DIu(t).

l
]
Entonces para cada t € A

1—t)*

Demostracién. Obsérvese que si definimos g(t) := (1—#7), f(t) := Du(t)y h : K@Y — Y,
h(z,y) := xy, siendo h es una aplicacién bilineal continua, se tiene que %(1 —t) Diu(t) =
h(f(t),g(t)). Empleando las reglas de cdlculo de la diferencial Fréchet se concluye la

féormula del enunciado. O
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Lema 5.0.7. Con la notacion del lema anterior. Si [0,1] C A y u es una aplicacion de

clase C**1 en A, entonces

1o 1(1—t)k
u(1) —;)MW(O) — /O S TR RO

donde hemos empleado la integral de Bochner.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema |3.2.4] a la funciéon f definida en el lema anterior.
O

Teorema 5.0.8. Supongamos que f es de clase C**t en A, y que el segmento [a, a+h] :=
{a+th:tel0,1]} estd contenido en A. Entonces

fla+h)= zi: )+ (/01 <1 ;!t)kd’““f(aﬂh)) (h)

Demostracion. Definamos u(t) := f(a + th), para t € [0,1]. Por la regla de la cadena, u
es de clase C**!. Adems4s, aplicando la Observacién m,

u(t) = Diu(t)(1) = DI f(a +th)(’h) = & f(a + th)(h).

Aplicando el Lema llegamos a que
k
fla+h) = Z )+ / A= et (4 1h) ().
j=0J

Para finalizar, para cada h € X consideremos la aplicacién ¢, : 2(*X,Y) — Y,
en(P) = P(h), que evaltia cada polinomio k-homogéneo en h. Claramente ¢, € .Z (W(kX YY), Y)

y aplicando la Proposicion [3.1.2] se concluye la prueba. O]






Capitulo 6
Series de potencias

El estudio de las series de potencias resulta esencial para el posterior andlisis de las
funciones analiticas. Recogemos en este apartado los conceptos y resultados que seran

necesarios para la proxima seccion.

Definido el concepto de polinomio para espacios de vectoriales arbitrarios, el concepto
de serie de potencias se extiende facilmente.
Definicién 6.0.1. Sean X,Y espacios normados sobre K. Una serie de potencias es una

serie de funciones de la forma
> P, (6.1)
n=0

donde P, € ("X ,Y) (polinomios n-homogéneos continuos).

El interior del conjunto de puntos donde la serie estd bién definida, es decir,

In{x € X : 302 Po(x)  converge}, se denomina dominio de convergencia.

El radio de convergencia de la serie de potencias real
(e}
S Pl A (6.2)
n=0

se denomina radio de convergencia en norma de la serie de potencias .
Observaciones 6.0.2.

(a) Si la serie de potencias converge en x € X (o simplemente si {P,(z)} estd

acotada), entonces converge absolutamente en Az para cada A € K, |\ < 1, pues
Yonzo [Ba(Az)]] = 32520 A™ | Pa() ||
En consecuencia, siY es un espacio de Banach, el dominio de convergencia de

es un conjunto balanceado, y la serie converge absolutamente en este dominio.
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Para esta ultima afirmacion obsérvese que, si denotamos por G el dominio de con-
vergencia, dado v € G existird p > 1 tal que px € G (hemos tomado G como un

conjunto abierto).

(b) Por la formula de Cauchy-Hadamard para series de potencias reales, el radio R de

convergencia en norma de la serie satisface

1
R =

= <.
lim sup,,_, o [| 20|

(c) Si R >0 es el radio de convergencia en norma de (6.1), entonces la serie converge
absoluta y uniformemente en B(0,1) para todo r < R, es decir, Y20 || Pyl conver-
ge uniformemente en B(0,r). Por tanto si Y es un espacio de Banach, Y7 P,

convergerd uniformemente en B(0,7).

Demostracion. Basta observar que para todo x € B(0,7) ||P,(x)| < ||P.||r™ con
neo | Pullr™ < 00). O

Por otro lado, si la serie converge uniformemente en U(0,r) entonces su radio

de convergencia en norma es al menos r.

Demostracion. Podemos considerar N € N tal que ||>0°, P,(z)|| < 1 para z €
U(0,r) y m > N. Por tanto para x € U(0,r) y m > N se tiene que ||P,(z)| <
|02, Pa(@) = 25204 Pa(a)|| < 2y comello || B[ r™ < 2. Aplicando la formula de
Cauchy-Hadamard para el radio de convergencia en norma, concluimos lo enunciado.

[]

Teorema 6.0.3. Sean X,Y espacios normados sobre K. Si existe un conjunto absorbente
A C X tal que la serie de potencias converge en a + A para cierto a € X, entonces
el radio de convergencia en norma es positivo.

Demostracion. Por ser A un conjunto absorbente, para cada = € Sx existe 6, > 0
tal que la serie >0°° P,(a + tz), converge para t € [—d,,0,]. Se deduce que la suce-

sion de polinomiod]| {t ~— P,(a + t2)}22, es puntualmente acotada en [—d,,d,]. Por

ICada t — P,(a + tx) es un polinomio de grado a lo sumo n. En efecto, aplicando la propiedad de
multilinealidad de P, (véase Observacion podemos descomponer P,(a + tz) en sumandos de la
forma l\D/n(a, (n-j ). a,tx, ¥ ), tx), j =0,...n, polinomios j-homogéneos si los consideramos como funciones
de variable ¢.
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el Lema polinomial (Lema [4.0.23) existen M, > 1 tal que para cada n € N tenemos
SUDte(—s,.6,] || Pn(a + t2)|| < M72". Asi, por el Lema [4.0.20, para t € [—d,, d.]

" t
|Palta)| < o022 < e My2" = |y (2€M x) |<1.

Por tanto, tomando A\, = 23\2 obtenemos

| Po(tz)|| <1 cuando 0 <t <\, neN.

Tomemos C' = {tx;x € Sx,0 <t < A\, }, conjunto absorbente en X. Dado que los

polinomios P, son continuos,
|2 (y)|| €1 cuandoy € C, n € N.

Por el Lema el conjunto absorbente C' contiene una bola B(z,r) para cierto r > 0.
Ahora por el Lema [4.0.20]

n n

1 1n e
[Pl = — sup [|P(2)]] < —— sup )||Pn(fv)H < a

" xeB(0,r) ™ n! xEB(z,r

para todo n € N. Por lo tanto por la férmula de Cauchy-Hadamard (Observaciones [6.0.2)
el radio de convergencia en norma de (6.1)) es al menos 7. O]

Si trabajamos con espacios de Banach de dimension finita, podemos probar con los
conocimientos previos que la serie de potencias (6.1)) converge, en su dominio de convergen-
cia, de forma localmente uniforme (ademds de converger absolutamente). Generalizaremos

este resultado en la seccién [7.2] empleando esta demostracién del caso finito.

Para esta prueba necesitaremos el siguiente lema.

Lema 6.0.4. Sea Y un espacio normado sobre K, X = K", y sea G el dominio de
convergencia de la serie de potencias . Entonces para cada a € G existe un entorno
Videa, 0 <A<1,yM >0 tal que sup,ey || Po(x)|| < MA™ para cada n € N.

Demostracion. Dado a € G sean Dq,..., Dy C K discos cerrados con un radio positivo

tales que V.= Dy X -+ x Dy C G es un entorno de a (posible por ser G abierto no vacio).

Dado que V' es compacto (X tiene dimension finita) y X \ G cerrado, existe p > 1 tal
que 2V C G (apliquese el Teorema de separacion de Hahn-Banach). Escribamos A = i
Como {P,}°°, es puntualmente acotado en p*V, por el Lema polinomial (Lema
existe un M > 0 tal que sup,c .y || P (2)|| < Mp™ para cada n € N. Asi pues

1Pu(@)| = p " | P (i) || < MA™

para cada x € V, n € N. O
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De forma inmediata se deduce el siguiente corolario.

Corolario 6.0.5. Sean X e Y espacios normados sobre K, dimX < co. Entonces la serie
de potencias converge absolutamente de forma localmente uniforme en su dominio

de convergencia.

Incluimos ahora dos resultados sobre la convergencia de series de complejificaciones
de polinomios, que seran de utilidad en la seccién [7.2} Para mds informacién sobre com-

plejificaciones véase Apéndice D]

Proposicién 6.0.6. Sean X,Y un espacios normados reales. Sean P, € ("X ,Y) para

n € Ny, y sean P, € 2("X,Y). Si R > 0 es el radio de convergencia en norma de la serie

de potencias , entonces el radio de convergencia en norma de la serie de potencias
R

=
neo Pn es al menos 5.

Demostracion. Basta tener en cuenta la Observacion[6.0.2] (b) y que por el Teorema
para n € N || P,|lc < 2"|| P, O

Proposicion 6.0.7. Sean X espacio normado e Y espacio de Banach reales. Sean P, €
P("X,Y) paran € Ny, y sean P, € 2("X,Y). Si G C X es el dominio de convergencia
de la serie de potencias , entonces la serie de potencias Y, P, converge en un
abierto G C X conteniendo G.

Demostracién. Sea a € G. Tomemos r > 0, y u > 1 tales que p?U(a,2r) C G (posible
por ser G abierto).

Six € Ux(a,r), y € Bx(0,7), entonces p?(x+ty) € G para cada t € [—1, 1]. De forma
andloga al Teorema deducimos que la sucesién de polinomios {t — P, (u?(x+ty))},
es puntualmente acotada para cada t € [—1, 1].

Podemos aplicar entonces el Lema polinomial (Lema [4.0.23)) y deducir que existe
M > 0 tal que ||P, (1%(z + ty)) | < My" para todt € C tal que dist(t,[—1,1]) < 0,
con 6 = (1,2, p) constante del Lema polinomial.

En particular Hﬁ’n(x + zty)” < Mpu~™ para t € (—9,0). Por tanto la serie de potencias

0 P, converge en V, = Ux(a,r)+iUx(0,6r). Basta tomar G = UpecVi. O

Concluimos esta seccién con un resultado preliminar sobre la diferenciabilidad de las

Podemos considerar t — P, (u?(z+ty)) definidas para t € C, y puntualmente acotadas en [—1,1] C C,
con diam[—1,1] = 2.
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series de potencias, que sera tratado en méas profundidad al estudiar las funciones anali-

ticas.

Teorema 6.0.8. Sean X espacio normado, e Y espacio de Banach sobre K. Suponga-
mos que la serie de potencias tiene un radio de convergencia en norma positivo
R. Consideremos la aplicacion f : U(0,R) — Y definida como f(x) = 302, P.(x).
Entonces la serie de potencias 3.°°, d*P, tiene radio de convergencia en norma R, f €
C*U0,R);Y) y

d"f(x) =Y d*Py(x) (6.3)

n=~k

para cada x € U(0,R) y k € N, siendo P, = 5d" f(0).

Demostracién. Nétese que por la Observacion ?? 3500, d¥P, es en efecto una serie de

potencias.

Comenzaremos probando la afirmacion acerca del radio de convergencia en norma y

supondremos en primer lugar k£ = 1.

Usando el Lema [£.0.24] y Corolario obtenemos

v nn
DP,|| = su nP,(" 1z, b)|| < ny/ ——m—
DRl = sup (")) < oy

Por otro lado, [[DP,|| = sup, pepy [[nL0(" "2, h)|| 2 nsup,ep [|Pa(2)]| = nl| Pl

1P ]]-

Empleando estas desigualdades junto con la férmula de Cauchy-Hadamard para el
radio de convergencia en norma (Observaciones [6.0.2)), la serie de potencias (6.3) para

k =1 tiene un radioﬂ de convergencia en norma K.

Para derivadas superiores se deduce inmediatamente por induccién, teniendo en cuenta
que d*P,(z) = D (d*1P,(x)).

Para probar la igualdad en (/6.3]), emplearemos el Teorema aplicado a la sucesién
de funciones {>7"  P,}.°_, definida en el abierto convexo U(0, R). Para verificar que
se cumplen las hipétesis del Teorema tinicamente hemos de comprobar que Y2, D*P,

converge uniformemente en U(0, R), lo cual se deduce facilmente teniendo en cuenta:

= Dado que Y es un espacio de Banach, convergencia y convergencia absoluta de las
series de potencias son conceptos equivalentes, y siguiendo la Observacion m (c),

S ,d* P, converge uniformemente en U(0, R).

1—1
, 1 n—o0 no 1
Mpara comprobarlo obsérvese que n» —= 1 y que ( ”) r = ( n ) nn =
n—1

n—oo

1
i3 1

( n ) =T opn 27201

n—1
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= Aplicando la Férmula de polarizacion (Proposicién [4.0.7)
k k g
fro] < o] < & ferco].
En consecuencia podemos concluir que f € C*(U(0, R);Y), y que

d* f(x) = fj d"P,(x), k€N.
n=0

Por el Lema sabemos que
d*P,(x)(h) =nn—1)---(n—k+1)P,(" 2.} h).
luego en particular para k > n d*P, = 0 y podemos deducir la igualdad en [6.3]

Por tltimo, aplicando de nuevo la férmula anterior vemos que d* f(0)(h) = n!P,(h),

lo que concluye la prueba. O



Capitulo 7
Funciones analiticas

Analizaremos en esta seccién el concepto de funcién analitica entre espacios normados

arbitrarios y estudiaremos la teoria de funciones holomorfas.

Definicién 7.0.1. Sean X,Y espacios normados sobre K, A C X abiertoy f: A —Y.
Decimos que [ es analitica si para cada a € A existen polinomios P, € ("X .,Y) yd >0
tal que

flx) =) Pu(zr—a) (7.1)
n=0
para x € U(a,d). Denotamos por C*(A,Y) al espacio vectorial de todas las aplicaciones
analiticas de A en'Y .
Observaciones 7.0.2. (a) La representacion de f mediante la formula en recibe

el nombre de expansion en serie de potencias de f en a.

(b) Por el Teorema la serie de potencias en tiene un radio de convergencia
en norma positivo. Por tanto, si'Y es un espacio de Banach, por la Observacion

(c), la serie de potencias converge uniformemente a f en un entorno de a.

(c) Con las hipdtesis de la definicion, si f € C¥(A)Y) y Z C X es un subespacio,
entonces f |anz€ C¥(Z,Y).

Demostracion. Basta tener en cuenta las Observaciones y14.0.6] Asi, la formula
(7.1) es igualmente valida para f |anz- O

Si X,Y son espacios normados reales, A C X abierto y f € C¥(A,Y) tal que
fIANX) CY, entonces [ |anx€ C*(ANX,Y).

79
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Demostracion. Recordemos que denotamos por X la complejificacién de X, v que

X,Y son espacios normados reales tales que X C X, (con la notacién introducida
en el Apéndice @

Notese ademas que las Observaciones y son igualmente validas si con-
sideramos, un espacio normado real incluido en un espacio normado complejo, en

lugar de un subespacio.

Por tultimo, nétese que si restringimos el espacio de llegada de una aplicacién conti-

nua a un subespacio que contenga su imagen, esta aplicacién sigue siendo continua.

Teniendo en cuenta lo anterior, se deduce facilmente que la féormula (7.1) es igual-

mente valida para f |anx. O

Como aplicacién directa de Teorema [6.0.8] tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.0.3. Sean X un espacio normado eY un espacio de Banach sobre K, A C X
abierto y f € C¥(A,Y). Entonces f € C*(A,Y) y para cada a € A | la expansion en

serie de potencias de f en a es unica y viene dada por la serie de Taylor

> 1
f@) =3 S fla) (e~ a) (72)
n=0 """
para x en algin entorno de a. También d*f € C¥(A, 2(*X,Y)) para cada k € N.

Destacamos también el siguiente teorema, que muestra como la analiticidad tiene

fuertes implicaciones en el comportamiento global de una funcion.

Teorema 7.0.4. Sea X un espacio normado e Y un espacio de Banach sobre K, A C X

un abierto conezo e f,g € C¥(A,Y). Si f = g en algin subconjunto abierto de A, entonces
f=genA.

Demostracion. Sea G =Int x € A : f(x) = g(x). Entonces por hipdtesis G es un subcon-
junto abierto no vacio de A. Veamos que G es relativamente cerrado, lo que implicard,
por ser A conexo, que f = g en A.

Sea z € G un punto de acumulacion. Dado que f — g = 0 en el conjunto abierto
G, concluimos que d"f = d"g para todo n € Ny. Por la continuidad de las diferenciales
obtenemos que d"f(z) = d"g(z), n € Ng, por lo que aplicando el Teorema f=gen

un entorno de z. Asi z € G, lo que prueba que G es relativamente cerrado. O
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Corolario 7.0.5. Sea X un espacio de Banach real, Y un espacio de Banach complejo,
U C X un abierto conezo y f,g € CY(U,Y). Si f = g en algin subconjunto no vacio de

UNX que es relativamente abierto en X, entonces f =g en U.

Demostracion. Sea h:= f — gy seaa € UNX tal que h =0 en un entorno de a en X.

Denotemos por P, = -Ld"h(a) y sea V un entorno de a en X tal que h(z) =
o Pu(z —a) para « € V. Por el parrafo anterior, d*h(a) |x= d"(h |ynx)(a) = 0,
y por la Proposicién P, = 0 para todo n € Ny. Por tanto h = 0 en V, y por el
Teorema f=genU. O

7.1. Funciones analiticas en espacios de Banach com-

plejos

En este apartado caracterizaremos las funciones analiticas entre espacios de Banach
complejos, viendo que en este caso las nociones de funcion analitica y funcion diferenciable

Fréchet coinciden, tal y como sucede con las funciones complejas de variable compleja.

Observacion 7.1.1. Dados X,Y espacios normados complejos, A C X abierto y f :
A=Y, Si f es Fréchet diferenciable en A decimos que f es holomorfa. Denotamos por
H(A,Y) al espacio vectorial de todas las funciones holomorfas de a a Y. Para funciones

con imagen en C emplearemos la notacion simplificada H(A).

Para abordar la equivalencia entre funcién holomorfa y analitica necesitaremos una
serie de resultados previos de andlisis complejo, comenzando con el siguiente Teorema de

Hartogs, que adjuntamos sin demostracién por su longitud y complejidad, véase [§].

Teorema 7.1.2. Sea Y un espacio de Banach complejo,n e N, ACC' y f: A—=Y.Si

f es holomorfa en cada variable, entonces f es holomorfa.

Teorema 7.1.3. Sea Y un espacio de Banach complejo, U C C, y f : U — Y. Entonces
f es holomorfa si y sélo si ¢ o f es holomorfa para todo ¢ € Y*.

Demostracion. | = | La composicién de funciones holomorfas es holomorfa.

< | Sea x € U arbitrario. Probaremos que la diferencial f’(z) existe mostrando que

la aplicacién z — 1(f(z + z) — f(z)) es de Lipschitz. Para ello fijemos un r > 0 tal que
B(x,r) C U yseay(t) =z +re’, t €0,2r]. Para cualquier y,z € U(0,7)\ {0}, y # 2, y
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cualquier ¢ € Y* se tiene que

¢( 1 <f<x+z>—f<x>_f<x+y>—f<x>>>
zZ—Y z Yy
1 <¢of(x+z)—¢of<x)_¢of<:c+y)—¢of(x)>
2=y Z Yy
1 ¢o f(w)
‘mfmw—x)(w—x—z)(w—x—m

dw,

donde en la ultima igualdad hemos usado la férmula de Cauchyﬂ para funciones de variable
compleja sobre la funcién holomorfa ¢ o f. Denotemos por M, = max |¢ o f|. Entonces

para cualquier y,z € B(0, ) \ {0} tal que y # 2 se tiene que

‘aﬁ (Ziy (f(56+2) —flx)  fla+y) - f(fﬂ‘)))

z Y

1

4 4M
<—M—/d = 2
- 27 ¢7’37w

5 -

(7.3)

r

Ahora podemos considerar la familia de funciones de Y™**

{Wqﬁ(ziy <f<x+z>—f<x> _f(:v+y)—f(fﬂ)>>}7

z Y
puntualmente acotada por ([7.3). Aplicando el principio de acotacién uniforme de Banach-
Steinhaus deducimos que existe M € R tal que

fo+2)= 1) et =@ 0
z )
cuando y, z € B(0, 5) \ {0}, lo cual concluye la prueba. O

Este resultado nos permite generalizar resultados sobre funciones complejas de variable

compleja tales como el siguiente teorema.
Teorema 7.1.4. Sean e N, ACC" y f € H(A). Entonces f € C*(A).

Demostracion. Véase [6] Teoremas 9.10.1, 9.3.6. O

Analizaremos por ultimo dos teoremas que recuerdan y generalizan resultados del
analisis complejo clasico. En ellos emplearemos el concepto de integral de Bochner a lo
largo de una curva diferenciable con continuidad ~ : [«, 5] — C, definida por

B
[ 1@z = [ w5 e (7.4)

«

I dof(w) _ b o f(@(LL_F 1 L4 L ) ,  luego

(w—z)(w—z—2)(W—2—Y) 2y w—x z(z—y) w—z—2 y(yfz)wiziy

ﬁ N (w_w)(w(ﬁlf_(:)))(w_w_y) dw = 71y¢ of(z)+ ﬁgﬁ of(z+2)+ ﬁgﬁ o f(z +y).
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para cualquier f continua definida en ([, §]) con imagen en un espacio de Banach.

Teorema 7.1.5 (Férmula de Cauchy). Sea X un espacio normado e Y un espacio de
Banach complejos, A C X abierto, y f : A =Y n veces Fréchet diferenciable en A. Sea
a€ A heX,yr >0 ta que a+ Ch € A para cada |C| < r. Escribamos (t) = re®,
t € [0,27]. Entonces

d"f(a -+ rh)(h) = ’“!/f(‘”gh)

d 7.5
2mi Jy (¢ — 7)F ‘ (75)
para todo |T| <r yk€{0,...,n}.

Demostracion. Sea ¢ € Y* y pongamos ¢(¢) = ¢ o f(a + Ch). Entonces g es una funcién
holomorfa en un entorno del disco {¢ € C;|¢| < r} y por la formula de Cauchy para
funciones de una variable compleja

g®(r) = k'/ (gg(gk—ldg'

211 Jy

Como ¢, por ser lineal y continua, conmuta con la diferenciacién y la integracién (Propo-

sicion |3.1.2)), obtenemos

S flat Th)(R) = d" (b0 )latrh)(h) = ¢V(r) = ¢ (ﬁ/McK) .

La formula que buscamos se deduce del hecho de que Y* separa los puntos de Y. O

Corolario 7.1.6. Sea X un espacio normado e Y un espacio de Banach complejos, A C X
abierto, y f : A — Y n veces Fréchet diferenciable en A. Sea a € A y R > 0 tal que f
estd acotada por M en B(a,R) C A, R > 0. Entonces para cada k € {0,...,n|}

o] <

(7.6)
Demostracion. Obsérvese que si h € Bx y |[¢| < R, a+ (R € B(a, R). Sea v(t) = Re",
por el Teorema se tiene

h)| k! ME!
o100 = g e s < 5 [ M < e [ = T

heBx

O

Observacion 7.1.7. Como anticipamos al inicio de la seccion, veremos que si f es una
aplicacion entre espacios de Banach complejos holomorfa, es analitica (y por tanto de

clase C*), por lo que las formulas (7.5) y @ son validas para k € Ny.
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Teorema 7.1.8. Sea Y un espacio de Banach complejo y f € H(U(a,r),Y) para algin
a€C,r>0. Entonces f € C*(U(a,7),Y) y

) = 3 i fo) o~

para cada x € Ul(a,r).

Demostracion. Consideremos el Teorema tomando X =Y =C, A=U(a,r), h=1.

Se tiene que para |7| < r

fla+71)= 27171'/7f(§j—7-77)d<'

Es decir, si consideramos z = a+ 71 € U(a,r) y ¢(t) = a + re”,

) =5 | I 4,

que coincide formalmente con la conocida féormula de Cauchy del andlisis complejo de una

variable.

Teniendo esto en cuenta, asi como las propiedades de la integral de Bochner, pode-
mos trasladar formalmente la prueba del resultado andlogo para funciones complejas de

variable compleja a este caso. Véase [1] Teorema 2.2.16. O

Obsérvese que por esta tultima proposicién, para funciones entre C y un espacio de
Banach complejo, los conceptos de funciéon holomorfa y analitica coinciden. Emplearemos
a continuacién este resultado para generalizar esta equivalencia a funciones entre espacios

de Banach complejos.

Teorema 7.1.9. Sea X, Y dos espacios de Banach complejos, A C X abierto, y [ :

A — Y. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es analitica.
ii) f e C®(AY).
iii) f es holomortfa.
i) ¢o f es holomorfa para todo ¢ € Y*.

(v) f es diferenciable Gateaux y ¢ o f es Baire medible para todo ¢ € Y*.
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vi) f [Bna es holomorfa para cada subespacio afin E C X de dimension 1 y ¢ o f es
Baire medible para todo ¢ € Y*.

vii) f es de clase G en A.

Demostracion.

i) = i) | Se deduce del Teorema [7.0.3]

i1) = 1ii) = iv) |y |i1i) = v)|son evidentes.

iv) = vi)| Se deduce del Teorema [7.1.3| (obsérvese que este teorema también es vélido

para funciones definidas sobre cualquier espacio normado complejo unidimensional).

v) = vi) | Se deduce del hecho de que diferenciabilidad Gateaux y diferenciabilidad Fré-

chet son equivalentes en espacios unidimensionales.

vi) = wit) | Por el Teorema |7.1.2] f [z~u es holomorfa para todo subespacio Z C X de
dimensi6n finita. Asi f es de clase G* por el Corolario y el Teorema [7.1.2]

o —

vii) = i) | Fijemos a € U, sea 1 > 0 tal que U(a,2n) C U, y escribamos P, = So" f(a).
Dado z € U(a,n), x # a, y sea g(¢) = f(a+((x—a)) para ¢ € C, |¢| < 2. Por construccion
g es holomorfa y usando el Teorema [7.1.8] obtenemos

Fla) = 9(1) = 3~ d'g(0)(1).

n=0 """

Ahora, por las Observaciones y (b) se tiene que
d d &
d"g(0)(1) = ¢"(0) = —— ... ——g(3_t:) = o"f(a)(z — a,....,x —a) = Pu(z —a)
dt, " dh

lo cual implica que f es analitica. O

La ultima parte de la demostracion anterior, nos da de forma directa la prueba del

siguiente resultado.

Teorema 7.1.10. Sean X, Y espacios de Banach complejos, A C X abierto, f € H(A,Y)
ya € A. Entonces la formula es vdlida para cualquier x € A tal que a+ A (x—a) € U.

De esta caracterizacion de las funciones holomorfas también podemos extraer dos

resultados que seran fundamentales en la proxima seccion.

Teorema 7.1.11. Sean X,Y espacios de Banach complejos, A C X un abierto, y sea
fn € H(A)Y), n € N, una sucesion de funciones puntualmente convergente de forma débil
a una funcion f : A — Y. Silas restricciones de f,, a cada subespacio afin unidimensional

de X convergen de forma débil localmente uniforme, entonces f es holomorfa.
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Demostracion. Sea ¢ € Y*.Por hipdtesis ¢ o f,, converge uniformemente a ¢ o f, por lo

que ¢ o f es de Borel.

Por otro lado, dado £ C X subespacio afin unidimensional, ¢po(f,, |gra) = ¢o(f |Ena)
localmente uniforme en AN A. Entonces la funcién ¢o(f |gna) es holomorfa por la versién
clasica del teorema para funciones de una variable compleja (que por tanto es valida para
funciones definidas en un espacio normado complejo unidimensional arbitrario), véase [1]
Teorema 2.2.17. Ahora es suficiente aplicar el Teorema [7.1.9] O

Corolario 7.1.12. Sean X, Y dos espacios de Banach complejos, A C X abierto, y
fn € HA;Y), n € N. Si la sucesion {f,}nen converge de forma localmente uniforme
en A a una aplicacion f : A — Y, entonces f es holomorfa y d*f, — d*f de forma

localmente uniforme en A para cada k € N.

Demostracion. El hecho de que f es holomorfa se deduce del Teorema [7.1.11] Fijemos
a € Aysear > 0 tal que f, — f uniformemente en B(a,2r). Para todo k € N y
x € B(a,r) obtenemos, empleando el Corolario

Jd* ful)—d S @) = | D@ < 5 sup (DI < S sup 1=,

yEB(z,r) ™ yeB(a,2r)

lo cual implica que d*f, — d* f uniformemente en B(a,r). ]

7.2. Analiticidad de series de potencias

Por definicién, las funciones analiticas pueden representarse localmente como series de
potencias. Probaremos a continuacion un enunciado reciproco, que toda serie de potencias

es analitica en su dominio de convergencia.

Teorema 7.2.1. Sean X, Y dos espacios de Banach sobre K y P, € 2("X;Y) para

n € Ny. Sea A C X el dominio de convergencia de la serie de potencias
> P (7.7)
n=0

Pongamos f(x) = >02, Pu(z) para x € A. Entonces f es analitica en A. Es mds, para

cada a € A existe un entorno abierto y balanceado de cero, V', que contiene a y es tal que

i SUp | Po(x)]| < +oo. (7.8)

n=0 %€
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En particular, la serie converge absolutamente de forma localmente uniforme en
U. Ademds,

Z d*P,(z) para cada v € A, k € N. (7.9)
Demostracion. Trataremos el caso real y el caso complejo por separado.

» Supongamos que K = C. Por el Corolario la serie de potencias (|7.7) converge
de forma localmente uniforme en A N Z para todo subespacio afin unidimensional
Z C X. Asi f es analitica por el Teorema [7.1.11]

Pongamos ¢(x) = maxcc <1 || f(tx)|| para x € A. Obsérvese que el disco unitario
en C es compacto y por la Observacién m (a) A es un conjunto balanceado, por
lo que ¢ esta bien definida.

Veamos que ¢ es continua en A. Sea xy € A. Dado € > 0, por ser z — || f(tx)]|
una funcién continua en A, existe § > 0 tal que si ||z — x| < § se tiene ||| f(tz)| —
1/ (tzo) [l <. Por tanto [|f(tzo)|| — & < [[f(tx)[| < [lf (tzo)]| + &, luego p(xo) — e <
p(r) < (o) + ¢

Tomemos ahora a € A y definamos W = {z € A;p(x) < ¢(a) + 1}. Nétese que W
es un entorno balanceado de cero que contiene a a (W es abierto por la continuidad
de ¢, contiene al cero y, por construccién, p(Az) < p(x) si [A| <1). Sea 0 < A <1
tal que a € AW y denotemos V = AW.

Por el Teorema m tenemos que P, = %d"f(()). Entonces, para y € W, n € Ny
usando la férmula de Cauchy (Teorema |7.1.5)) con () = re', r > 0 suficientemente

pequeno, obtenemos que

P = st ol < o | [ 22 ad] < ot < ot 41

Por lo tanto || P, (z)] = A"||Pu(z/N)|| < (¢(a) + 1)A\" para x € V, n € Ny, de donde
se deduce la segunda afirmacién del enunciado.

Para finalizar, la férmula ((7.9) de deduce del Corolario [7.1.12

= En el caso K = R, por el Lema existe un abierto A C X que contiene a A tal
que el complejificado de la serie, > 7, P,, converge en A, y por tanto el teorema le

es aplicable.

Dado que f es analitica en A, por la Observacién (b) tenemos que f es analitica
en U.
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Para cada a € A existe un entorno abierto y balanceado de cero, V, que contiene a y
es tal que se cumple 1} Tomando V = VN X C V se deduce la misma propiedad

para f.

La férmula ((7.9) se deduce de forma directa teniendo en cuenta la Proposicién m
y el hecho que si Q, — Q para Q,,Q € Z(*X;Y), entonces Q, |x — Q |x en
P2(*XY).

7.3. Funciones analiticas en espacios de Banach reales

Ejemplificaremos en este tultimo apartado como las principales propiedades en el estu-
dio de la diferenciabilidad Fréchet de una funcién también son validas en el estudio de la
analiticidad. Serd esencial en esta extension que para funciones entre espacios de Banach

complejos diferenciabilidad Fréchet y analiticidad son equivalentes.

Teorema 7.3.1. Sean XY espacios de Banach reales, A C X abierto y f € C¥(A,Y).
Entonces existe un abierto A C X tal que AN X = A y una dnica aplicacion f €
H(ﬁ,f/) tal que f |la= f. En concreto, si denotamos el radio de convergencia del desa-
rrollo en serie de f en a por R,, entonces podemos tomar A= UaeaUg(a,r,), donde

Te = Min {%, dist(a, X \ A)} La extension viene entonces dada por

flz) = i P,(z — a) (7.10)
para x € Ug(a,r,), donde P, = Ld"f(a).

Demostracién. Definamos la aplicacién f, : Ug(a,7,) — Y por la férmula . fa esté
bien definida por el Lema y es analitica por el Teorema [7.2.1]

Definamos ahora f como f(z) = f.(z) si © € Ug(a,r,). Veamos que f estd bien
definida. Si Ug(a,r,) N Ug (b, 1) # () para dos puntos se tiene que |ja — b|| < [ja — b||c <
rq+ 13, de donde se deduce que Ux (a,,) NUx (b, 1) es un subconjunto de A relativamente
abierto en X. Por tanto, por el Corolario fo=fyen Ug(a,rq) N Usg (b, 7).

Asi, f es una extensién holomorfa de f. De nuevo por el Corolario [7.0.5| esta extensién

es Unica. O

A continuacién veremos dos ejemplos de versiones analiticas de resultados ya conocidos

sobre diferenciabilidad Fréchet. De ellos se infiere un método méas general para obtener
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estas versiones a partir de los resultados ya conocidos. Sera esencial el Teorema [7.3.1] la

equivalencia entre analiticidad y diferenciabilidad Fréchet para funciones entre espacios
de Banach complejos y la Observacién [7.0.2] (c).

Teorema 7.3.2. (Regla de la cadena-version analitica) Sean X,Y,Z espacios de
Banach reales y U C X, V CY abiertos. Supongamos ademds que tenemos g : U — 'Y
con g(U) CV tal que g € C*(U,Y), y f:V — Z tal que f € C¥(V,Z). Entonces fog

es una funcion analitica sobre U.

Demostracion. Consideremos la extensiones de ¢ v f a aplicaciones § v f definidas en los
entornos U de U y V de V respectivamente. Por la continuidad de g podemos suponer
que g(U ) C V, reduciendo el entorno U si es necesario. Por la Proposicién foges
holomorfa en U, luego su restriccién a U es analitica por la Observacién m (c). O]

Teorema 7.3.3 (Teorema de la funcién implicita - versién analitica). Sean X, Y,
y Z tres espacios de Banach sobre K, G C X @Y un conjunto abierto, y f € C*(G; Z).
Sean (xo,%0) € G y Daf(xo,y0) un isomorfismo de Y en Z. Entonces existen entornos
abiertos U de xg en X yV deyg en Y tales que existe una unica aplicacion u:U — V
cumpliendo que f(z,u(z)) = f(zo,y0) para todo x € U y tal que esta aplicacion u es

analitica en U.

Demostracion. Fl Teorema [2.9.2 cubre el caso complejo, luego supongamos que X, Y, Z
son reales. Por Teorema existen entornos W de zo y V de yp en Y, y una tnica

aplicacién u : W — V' cumpliendo que f(z,u(z)) = f(zo, o) para todo z € W.

Tomemos ahora G; = W x V y consideremos la extensién holomorfa f : G, — Z.
Como X @Y es isomorfo a X @Y, podemos ver f como una aplicacién sobre G; € X @Y,
lo que nos permite considerar las derivadas parciales de f (rectierdese Seccién . Ahora,

teniendo en cuenta que la extension holomorfa de una funcién es tnica, podemos deducir

Daf(eo,y0) = D (Fo &) (w) = D (FoLa) (w) = D (F o) wo) = Do (o, 10)

Asi Dy f(20,90) es un isomorfismo de Y en Z, pues si Dy f(xo, %) es isomorfismo, su

complejificacién también lo serd por construccion (véase Definicion [D.0.3)).

Por tanto podemos aplicar la version holomorfa del Teorema de la funcién implicita,
Teorema [2.9.2] Obtenemos dos entornos abiertos U de 29 en X y V de yo en Y, y una

tinica aplicacién @ : U — V cumpliendo f(z,@(x)) = f(zo,10) cuando = € U, y tal
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que @ es holomorfa en U. Debido a la unicidad podemos inferir que u(z) = i(x) para
r €U =UnNW, luego u es analitica en U por la Observacion (c). O



Apéndice A

Varios conceptos necesarios

Definicién A.0.1. (propiedad de Baire) Sea X un espacio topoldgico. Se dice que
A C X tiene la propiedad de Baire si A es la diferencia simétrica de un conjunto abierto

y un conjunto de primera categoria. Fs decir,
A=FAFE=F\EUEFE\F,

Con F abierto y E conjunto incluido en la union numerable de cerrados con interior

vacio.

Se puede probar que la familia de subconjuntos de X con la propiedad de Baire forman
una o—algebra, que serda por tanto la menor que contiene los conjuntos abiertos y los
conjuntos de primera categoria. En particular, todo conjunto de Borel tiene la propiedad

de Baire.

Definicién A.0.2. (funcién Baire medible) Una aplicacion f : X — Y entre dos
espacios topoldgicos se dice Baire medible si f~Y(G) C X tiene la propiedad de Baire para
cada G C'Y abierto.

Es decir, f es Baire medible si es medible cuando consideramos en X la o—algebra de

todos los subconjuntos de X con la propiedad de Baire, y en Y la o—algebra de Borel.

Definicién A.0.3. (Conjunto residual) Sea X un espacio topolégico y sea G C X
un abierto. Un conjunto A C G se dice que es residual en G si G\ A es un conjunto de
primera categoria, es decir, estd contenido en la union numerable de cerrados con interior

vacio.

Definicién A.0.4. (Conjunto balanceado) Sea X un espacio vectorial sobre K. Un
subconjunto A C X se dice balanceado si NA C A para cada A € K, |A| < 1.
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Definicién A.0.5. (Conjunto absorbente) Sea X un espacio vectorial sobre K. Un
subconjunto A C X se dice absorbente si para cada x € X existe r, > 0 tal que r A

contiene el segmento que une x y 0, es decir, el conjunto {tz :t € [0, 1]}.

Incluimos el siguiente lema, que se deduce facilmente de la definicién anterior.

Lema A.0.6. Un conjunto Fs absorbente A en un espacio de Banach X tiene interior

no vacio.

Demostracion. Sea A = UpenAg, donde cada Ay es cerrado. Por ser A absorbente, X =
UnennA = Uy, nenn Ay (donde cada nAy es cerrado). Por el teorema de categoria de Baire,

algin nAy tiene interior no vacio, luego también lo tendra A. O



Apéndice B
Aplicaciones multilineales

Definicién B.0.1. Sean X4,..., X, eY espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Una
aplicacion M : X1 & --- ® X,, = Y se dice que es multilineal si es lineal separadamente
en cada coordenada, es decir, st x — M(xy,...,Tk_1,%, Tkt1,-..,Ty) €S una aplicacion
lineal de Xy, en'Y para cada vy € X1,...,0, € X,, y cada k € {1,...,n}.

Denotamos por L(X1,...,X,,Y) el espacio vectorial de las funciones multilineales de
X1®---® X, enY. Cuando X; = X, 1 < i <n usamos la notacion L("X,Y).

Decimos que M € L("X,Y) es simétrica si M(x1,...,2,) = M(Tr1), - .., Trn)) para
cada permutacion m de {1,...,n} y cada x1,...,x, € X. Denotamos por L*("X,Y) el

espacio vectorial de las aplicaciones multilineales simétricas de X™ en Y .

Observacion B.0.2. Aplicando repetidamente la definicion, se tiene que una aplicacion
M e L(Xy,...,X,,Y) cumple

mi Mn n .
MY apap,....Y atzp | = > Haij M(zy,, ... 2} ) (B.1)
k=1 kn=1 1<k; <mJ
‘]7

para m; € N, aij EKymij € Xj, dondek;=1....mjyj=1,...,n
En concreto, dados x1 = (x1,...,27) , 2o = (a:%,...,:cg),

M ta) = 2 M (bl + -0
AC{1,...,n}

Demostracion. Para la primera parte, basta observar que si aplicamos la linealidad en

cada componente

mi Mn mi
1 ,..1 n ,..n _ 1 n
M ( E Ap Thys - E akﬂ/:rkn) = E ay, ( ( E ag (:L’k17 xkn)) )
kn=1

ki1=1 ki=1
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Para la segunda afirmacién basta observar que dados xy = (xl,...,27) , 2o = (23,...,23),

por la formula anterior

M(zy + z9) = M (21 + 73,..., 27 + 23) Z M(zy,, ... 2} )
S
1 —=xa(j

= > M ((xalad +(

AC{1,...,n}
[

Sean X1,...,X, e Y espacios normados, entonces, si dotamos a X; @ --- @ X,, de su
estructura natural de espacio normado como suma directa de espacios normados, podemos
estudiar la continuidad de M € L(Xy,..., X,,Y).

Teorema B.0.3. Sean X1,..., X, eY espacios normados y sea M € L(Xy,...,X,,Y).

Entonces son equivalentes:
(i) M es continua en X1 @ -+ & X,,.
(i) M es continua en el origen (0,...,0) de X1 @ --- B X,.
(iii) M estd acotada en By, @ --- @ By, .
(iv) M estd acotada en Sx, ® --- & Sk,,.
(v) M estd acotada en el entorno de algin punto.

(vi) Existe una constante K tal que | M(xq,...,z,)|| < K ||z1]] ... ||z.|| para todo x1 €
Xl,...,$n GXn

Demostracion. | (i) = (ii) | Es trivial.

(17) = (7i1) | Por hipétesis existe § > 0 tal que si [|z1|| + -+ + [Jz,] < 0 entonces
| M (z1,...,2,)] < 1.

Ahora, dado (x4, ...,z,) € Bx, ®---® Bx,, se tiene que [0z /n| + -+ ||0z,/n| < §
y por tanto M (dz1/n,...,dx,/n) < 1. Por ser M multilineal ||M(xy,...,x,)|| < (n/d)".

(7i1) = (iv) | Es trivial.

(1v) = (vi)|Sea K una cota superior de M en Sy, ®---®Sx, ysea (z1,...,2,) € X1®
@ X, Six; # 0 para todo i, entonces x;/ ||;]| € Sx, y | M (z1/ ||z1]|,- - zn/ ||2za]])]] <
K, luego se da la desigualdad en (v). Si algin z; = 0, la desigualdad también se da

trivialmente.
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(vi) = (i) | Dados = (1, ..., 2n), Yy = (Y1, -, Yn)

|M (@1, ) = Mg, y0)

:HM('Tl — Y1, T, ... ,I’n) +M(y17m2 — Y2,T3, ... axn)
+ e +M(y17"'7yn—laxn _yn)H
<K (21 = yall 22l - - - lzall

+ Al lyn-all lzn = ynll) -

La implicacion se deduce de la anterior observacion.

(v) < (1) | Por las implicaciones probadas (v) implica que M es continua, y por

tanto se cumple (iii). Para probar la implicacién contraria observemos que para cualquier

r,h € X, ®...X,, por la Observacién se tiene

Mh)y=Ma+h—z)= S M (e +h) + (1= xal) (=),
AcC{1,...,n}

= > (MM () s+ hy) + (1= xal)z),) -
AcC{1,...,n}

Por tanto, si M esta acotada en un entorno de z, por la expresion anterior también lo
estard en un entorno del 0. Por la homogeneidad de M (M (Ax) = AM (x) para cualquier
A € K), tomando || suficiente grande podemos concluir que M estd acotada en By, @
) BXn- ]

Definicién B.0.4. Sean X7, ..., X, eY espacios normados. Denotamos por £(X1,..., X, Y)

al subespacio vectorial de L(X, ..., X,,Y) formado por las aplicaciones multilineales con-

tinuas. Por el Teorema [B.0.3 podemos dotar a este subespacio de la norma

| M| = sup |M(z1,...,2,)|, YMeZL(Xy,...,X,Y).

z1€Bx,,...zn€Bx,,

También denotamos por L ("X,Y) y Z*("X,Y) los respectivos subespacios de
L("X,Y) y L*("X,Y), que dotaremos de la misma norma.

Observacién B.0.5. Dado M € L (X;,...,X,,Y), se tiene que
1M = sup [M (21, ..., @)
xleBXI,...7aCn€BXn

= sup | M (zq,...,2,)]|

x1€SX1 ,...,anan

—inf{K €R: |[M(z1,...,20)|| < K |Jz1]]..|za]] ¥ 21 € Xu,... 20 € X}
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Demostracion. Trivialmente

sup M (21, z0)]| < sup M (21, .. )]

:E1€SX1,.‘.,Zn€SXn m1€BX1,...,1'n€BXn
De la demostracién (iv) = (v) del Teorema se deduce

sup M (g, )| S f{EK € R [[M (2, w) || < Kl leall}

IleBxl,...,InGan
Por ultimo, por la definicién de supremo

inf{K e R: ||[M(z1,...,2,)| < K ||ze|| ... ||zall}
=inf{K € R: [[M(z1/ ||z1] ;... 20/ [|2.]])]| < K}
= sup |M(z1,...,2,)]|

T1E€SX - Tn€Sx,,

[]

También se puede caracterizar una aplicacion multilineal continua como aplicacién
Baire medible.

Teorema B.0.6. Sean Xi,..., X, espacios de Banach e Y espacio normado y sea M €

L(X1,...,X,,Y). Entonces son equivalentes:

(i) M es continua en X1 @ - & X,,.
(i) M es Baire medible.
(iii) ¢ o M es Baire medible para cada ¢ € Y*.

(iv) ¢ o M es Baire medible separadamente en cada coordenada para cada ¢ € Y*.

Para la demostracién necesitaremos el siguiente lema.

Lema B.0.7. Sea X un espacio de Banach , G C X abierto, y A C G residual en G.
Entonces para cada y € G yn € N existe un entorno abierto V de y tal que para cada
x €V existe un h € X satisfaciendo x + jh € A, j =1,...,n, n € N arbitrario.

Demostracion. A es residual en G, luego G\ A C U2 C,, con C,, cerrado con interior

vacio para todo n > 1.
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad que y = 0. En otro caso basta considerar
G —y. A—y esresidual en G — y, pues (G —y) \ (A —y) C U2,C, —y, con C,, — y

cerrados con interior vacio. Ademas si V' es un entorno de 0, V + y es un entorno de y.

Sea W un entorno balanceado de 0 tal que W + W C G (por ejemplo W = §By,
con § > 0 suficientemente pequeno), y definamos V' = %W Obsérvese que V C %W para
jg=1...,n.

Fijemos z € V. Dado que W + W C G, W C G — z, y por tanto V C ﬂ’j“:l%W C
%(G — ).

Cada conjunto %(A—[L’) es residual de %(G—x) pues %(G—x)\%(A—:v) C U;’f’:ﬁ(C’n—@,
con %(Cn — x) cerrados con interior vacio. Por consiguiente V' N %(A — x) es residual de
VN %(G —z)=V,pues V\VN %(A —z) C U;’f’:ﬁ(Cn — ).

En consecuencia V N Nj_, %(A — ) es residual en V', pues V '\ N7_; V' N %(A —z) =
U VAV N(A—2) C U2, UL, %(C’n — z). En particular, por el Teorema de Baire
Vo, %(A — z) ha de ser no vacio (X es completo) y basta tomar cualquier h en este

conjunto. n

Demostracion del Teorema [B.0.0. | (i) = (i) = (iii) | Son inmediatos.

(7i1) = (i) | Denotemos X = X1 @ --- @ X,,, y fijemos ¢ € Y*. Definamos A, = {z €
X :|¢poM(x) < k|}, k € N. Entonces X = UyenAy, luego por el Teorema de Baire existe

m € N tal que A,, tiene interior no vacio.

Por construccién y por hipétesis A,, cumple la propiedad de Baire, es decir A,, = FAFE
con F abierto y FE conjunto de primera categoria. A,,NF = F'\ E es por tanto un conjunto
residual en F. Aplicando el Lema sabemos que existe un abierto no vacio V' C X
tal que para cada x € V existe un h € X satisfaciendo x + jh € A,,, 7 =1,....,n+ 1.

Veamos que M esté acotado en V.

Para cada x € V y h € X satisfaciendo x + jh € A,,, j =1,...,n+ 1 se tiene

n

Mz +jh) = M(z)+325% > M(((L=xeD)z+xcDh),)
k=1 Cc{la---vn}
C=k

para j = 1,...,n + 1. Podemos expresar estas n ecuaciones de forma matricial
M(z+h) 11 - 1 Yo

M(m+(ﬁ+1)h) 1 77,—.1-1 (n+1)" yn
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donde hemos tomado yx == > M (((1 — xc()z + xe(Oh)y), k=0,...,n.

cc{l,...n}
|C|=k

La matriz de coeficientes del sistema matricial es una matriz de Vandermonde, en

n

concreto regular, y por tanto tiene matriz inversa ((zij)i j=1- Asi podemos expresar 1y, =

M (z) como
M(z) =" ag;M (z + (j + 1)h)
§=0
Por tanto
o M(x)] < lag|[¢po M (x4 (5 + 1)) <m Y |agl.
j=0 Jj=0

En consecuencia ¢ o M (V') esta acotado, y por (v) del Teorema ¢ o M(Bx) también
estd acotado. Por tanto M(Bx) C Y estd débilmente acotado, y por el principio de

acotacion uniforme de Banach-Steinhaus es acotado, lo que equivale a la continuidad de

M por el Teorema O
Teorema B.0.8. Sean Xi,..., X, y X espacios normados, y sea Y espacio de Banach.

Entonces £(X1,...,Xn,Y) es un espacio de Banach. Ademds £*("X,Y) es un subes-
pacio 1-complementado (y por tanto cerrado) de £ (X,Y).

Demostracion. Sea {M}2, C L(X1,...,X,,Y) una sucesiéon de Cauchy. Entonces
{Mg(x1,...,2,)}32, es una sucesién de Cauchy en Y para cada z; € X,...,x, € X,.

Por tanto podemos definir la aplicacién M (xq, ..., 2,) = limg_0o Mi(21, ..., 2y).

Por ser M multilineales, M serd multilineal. Por otro lado, { M}, es acotada por

ser de Cauchy, por lo que también lo es M.
Veamos ahora que M — M cuando k — co.

Sea € > 0. Entonces existe ky € N tal que para todo k,m > kg

HMk—Mm” = sup HMk(xlvuxn)_Mm(‘rb71:”)” <E.

z1€Bx,,....xn€Bx,,
Tomando limite cuando m — oo se tiene

sup | My(x1, ..., 20) — M(21,...,2,)]| <&

m1€BX1 ,...,ZEnEBXn

para todo k > kq. Es decir || M}, — M|| < e. Se deduce que limy_,o, My = M en Z(X,..., X,,Y),

lo que finaliza la primera parte de la prueba.
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Para la segunda afirmacién, basta observar que la proyecciéon @ : Z("X,Y) —
2Z5("X,Y) con

1
Q(M) = E Z M(xﬂ-(l), c. ,Iﬂ(n))

twESH
es continua con [|Q| <1 (||Q(M)| < ||M]]). O]
Teorema B.0.9 (Principio de acotacién uniforme). Sean Xi,..., X, espacios de

Banach e Y un espacio normado sobre K. Sea { My }oer C L(X1, ..., X, Y) una familia
tal que sup,er |Ma(x1, ..., z,)|| < 00 para cada (z1,...,2,) € X1 @ --- & X,,. Entonces
SUPger [ Mo < oo

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién sobre n. Para n = 1, el Teorema

coincide con el principio de acotacion uniforme de Banach-Steinhaus.

Sea n > 1 y supongamos que el enunciado es cierto para n — 1. Sea {M,}aer C
Z(X1,...,X,,Y) satisfaciendo las suposiciones. Por hipdtesis de induccién, para cada
z € X, la familia {(z1,...,2,-1) = My(z1,...,Zpn_1,2) taer C L (X1, ..., X;1,Y) estd
uniformemente acotada.

Por tanto, para cada z € X, existe C, > 0 tal que
[Ma(z1, ..o 2n-1, 2)|| < C |2l . f|2n-1]

para cada x; € Xq,..., 2, 1 € X, 1 yael.

Ahora, X,, = U {2z € X,, : C, < n} y por el Teorema de categoria de Baire, existe
m € N tal que {z € X,, : C, < m} tiene interior no vacio. En concreto contiene una bola

cerrada B(w,r) para cierto w € X,,, r > 0.

Sea (z1,...,x,) € Bx, ®--- @ By, . Obsérvese que B(w,r) = w + rBx,, luego =, =

%(y—w) para ciertoy € B(w,r). Asi, como M, (z1,...,x,) = % (My(21,...,y) — My(xq, ...

1 2
1Moz, @) < (Mol )l + [ Mo, w)l) < ==,

lo que concluye la prueba. O

Trataremos a continuacién la simetrizacion de una aplicacién multilineal, que sera de

aplicacion en el estudio de polinomios.
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Definicién B.0.10. Sean X,Y espacios vectoriales sobre K y sea M € L("X,Y). Defi-

nimos la simetrizacion de M como

M*(xq,...,x,) - Z M(zr1), - Trn))s
n TESR
donde S, es el conjunto de las permutaciones de {1,...,n}.

Claramente M* € L*("X,Y). Ademas, si X e Y son espacios normados y M es acotada
(o equivalentemente continua), también lo es M* y ||[M?*|| < ||M||. Si M es simétrica,
M?® = M.
Proposiciéon B.0.11 (Férmula de polarizacién). Sean X, Y dos espacios vectoriales
y M € L("X;Y). Entonces para todo a,x1,...,x, € X

Y e (a%—Zayx],...,a—l—Zijj).
=1

M?*(xq,. .., x,)

nn
2 n: gj==x1
Jj= 1, y
En particular, si M es simétrica, entonces estd univocamente determinada por sus

valores M (z,...,x), x € X, a lo largo de la diagonal.

Por otro lado, para todo m > n se cumple

Z 51"'5mM a+Z€jIj7""a+Z€jxj = 0. (BQ)
sj—:tl Jj=1 J=1
Jj=L..m

Demostracion. Por conveniencia tomamos xg = a y €9 = 1. Usando la Observacién

obtenemos
n
an| Z €1~ (Z EiTjise - Z gjnxjn) (B-B)
71* J1=0 Jn=0
an Y oe- > € e M(xyy, .., 1) (B.4)
£j==%1 31,...,jn€{0,...,n}
7j=1,..,n
1
= i > S oerengy gy | Mz, xy,). (BU5)
T G in€{0,m} &=t
] bA b

Si existe k € {1,...,n} \ {j1,...,Jn}, entonces

Z 61 P 5’)’15‘71 ... 5‘7”
:Ej:il
j=1,...n (B6)
Yo e+ (0 Y ge [Teg =0
e=%1 £k ej=k1 £k
j#k J#k
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Se sigue que

1

mnnl Z Z 61...€n8j1...€jn M(.le,...,.’ll'jn)

" J19n€{0,n} =41

Jj=1,...,n

1 2 2
=l 2 > e ey | Mz, s Tam)
S teein€{lin} \&j=%1
1 S
- Z M(Zr1y, .-y Tainy) = MP(21, ..., 20),
tTESH
donde S,, es el conjunto de todas las permutaciones de {1,...,n}.

Para comprobar la ultima observacion basta fijarse en que si m > n, puede obtenerse
de nuevo (B.3]) pero en cualquier sumando (es decir, con ji,...,j, € {0,...,m} fijados)
siempre existe k € {1,...,m} \ {j1,...,jn}. Por tanto todos los sumandos en (B.3) se

anulan. O



Apéndice C
Isomorfismos canénicos

Teorema C.0.1. Sea X un espacio normado sobre el cuerpo K. Entonces £ (K, X) es

isomorfo a X.

Demostracion. Definamos la aplicacién e : Z (K, X) — X dada por e(f) = f(1). Cla-
ramente e es lineal. Es inyectiva, pues si e(f) = f(1) = 0, entonces f(t) = tf(1) = 0,
luego f = 0. Es sobreyectiva, pues si z € X, podemos tomar la aplicacion f(t) = tz, que
cumple f € Z(K, X) y e(f) = x. Por ultimo es continua pues

e(HI =1l =171 O

Teorema C.0.2. Sean X, Y espacios normados sobre el mismo cuerpo. Entonces £(X, £ (*X,Y))
es isomorfo a L (*1X,Y)

Demostracién. Definamos la aplicacién e : Z(X, Z(*X,Y)) — Z(*1XY) dado por
e(f) por e(f)(x1,...,xk41) = f(Tgr1)(z1,...,2%). Claramente e es lineal. Es inyectiva,
pues si e(f) = 0, entonces f(xgi1)(z1,...,2x) = 0 para todo xy, ..., g1, luego f(rpi1) =
0 para todo 74,1, y por tanto f = 0. Es sobreyectiva, pues si g € Z(¥1XY), podemos
tomar f : X — Z(*X,Y) tal que x — g(z,...). Claramente f € Z(X,Z(*X,Y)) y

e(f) = g. Por 1ltimo e es continua, pues

le(H) @1, zrr)| = [ f @rsnoreen]| < @)zl -l

< 1AMk lllieall - -
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Apéndice D
Complejificaciones

En el estudio de las funciones analiticas, sera de gran utilidad poder identificar un
espacio normado real X con un subespacio de un espacio normado complejo X. Con esta

motivacion surge el concepto de complejificacion de un espacio normado real.

Definicién D.0.1. Por complejificacion de un espacio normado real (X, || -||) nos re-
ferimos al espacio normado complejo X = {(z,y) : x,y € X} con operaciones dadas
por

(x,y) + (u,v) == (r+u,y+v) Ve,y,u,v e X,
(a+iB)(z,y) = (ax — By, fr +ay) Vz,ye X Vo,BeR,

y norma || - ||c definida como

(@, y)llc = sup |zcos(t) +ysin(t)]|.
t€[0,27]

Observaciones D.0.2.
(a) (X', | - H(C) es, en efecto, un espacio normado complejo.

Demostracion. Es inmediato comprobar que X dotado de las operaciones definidas
es un espacio vectorial complejo, y que || - [|c es no negativa, satisface la desigualdad
triangular y homogénea en los reales. Por tanto, para comprobar que || - [|c es una

norma basta observar que dado « € Ry z := (z,y) € X¢,

He’io‘zHC = ||(cos(a)z + sin(a)y, —sin(a)z + cos(a)y)|| ¢
= sup {||cos(0)[cos(a)z + sin(a)y] + sin(f)[— sin(a)z + cos(a)y]|| : 0 < 0 < 27}
= sup{cos(6 + @)z +sin(0 + a)y : 0 < 6 < 27}

103



104 Trabajo de fin de master

= sup {|[cos(n)x + sin(n)y[| : 0 <7 < 27} = ||zl

(b) Podemos expresar de forma equivalente

Iz, y)llc = JSup ¢(x)? + ¢(y)*.

€Byxx

Demostracion. Observemos en primer lugar que dados a,b € R,

Va2 +b?> = sup acos(t)+ bsin(t).

t€[0,27]

En efecto,

N T a b .
acos(t) + bsin(t) = Va2 + b {\/m + e sm(t)}
=va?+b?sin(0 +t) < Va2 + b2,
donde hemos tomado 6 = arccos(a/va? + b?). Como ademads es posible tomar ¢ €

0, 27] tal que sin(f + t) = 1, se puede concluir la igualdad mencionada.

cos(t)

Entonces

sup /o(x)2+ é(y)2 = sup sup (cos(t)z + sin(t)p(y))
PEB x* ¢EBx« te[0,27]

= sup |[[cos(t)z +sin(t)yll = [[(z, y)llc
t€[0,27]

]

c espacio (X, ||- es isomorfo a X @ otado de la norma natural de la suma
El o (X, |I'lle X @ X dotado de | [ del

directa, ya que max{||z|, [yll} < llz.y)llc < 2] + yll. B conjunto X & {0} =

{(z,0) : x € X} es un subespacio cerrado de X que es, como espacio real, isométrico

a X bajo la aplicacion (x,0) — x. También se prueba de forma estindar que si X

es un espacio de Banach, entonces X también lo es.

—_—

(d) X ®Y es isométrico a X @Y empleando la norma del mdzimo en ambas sumas

directas.

Demostracion. Consideremos la aplicacion lineal ((x1,y1), (2, y2)) — (1, z2), (Y1, y2)).

Se tiene

1((z1, 1), (22, 92))llc = sup }maX{IICOS(t)l“l + sin(t)zs ||, [lcos(£)yr + sin(t)y2)[|}
tel0,2m

= max{ sup ||cos(t)xy + sin(t)xz||, sup ||cos(t)ys + sin(t)yg)H}
t€[0,2m] t€[0,27]

= [I((z1, 22), (41, 92)) |
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]

(e) Eziste otra aproximacion al concepto de complejificacion de un espacio normado.
Dado un espacio normado real X, se dice que un espacio vectorial complejo X es una
complejificacion de X si podemos identificar X con un subespacio de X mediante una
inyeccion lineal en R y se cumplen ciertas propiedades naturales. Puede probarse que
suponiendo estas propiedades naturales, la complejificacion de X serd unica salvo
isomorfismo. Asi, mediante esta aproximacion, la definicion anterior no es mds
que una de las posibles construcciones isomorfas posibles de una complejificacion.

Consiltese [11)] para mds informacion.

(f) Podria resultar mds natural haber definido ||(z,y)||c := \/||=||? + [|y||2. Sin embargo
esta norma es razonable (cumple ciertas propiedades naturales) para X siy solo
st X es un espacio de Hilbert. La norma || - ||c empleada fue propuesta por Angus
Ellis Taylor, y tiene la propiedad de que es la norma razonable mds pequeria de X .

Véanse [11] y [4] para una prueba de estas afirmaciones.

Sean dos espacios normados reales X, Y,y T € Z(X,Y), lineal en R. Podemos iden-
tificar X e Y con X & {0} y Y © {0} respectivamente, y plantearnos la posibilidad de una
extension lineal en C de T, definida en X y con imagen en Y.

Tal extensién, T, ha de cumplir por tanto que T'(z,0) = (T(z),0). Ademés por ser
lineal en C, necesariamente iT(x,0) = T'(i(z,0)) = T(0,z), y por otro lado iT(x,0) =

i(T(z),0) = (0,T(x)). Asi surge de forma natural la siguiente definicién.

Definiciéon D.0.3. Sean X,Y espacios normados reales, y sea T € Z(X,Y). Definimos
la complejificacion de T, T : X =Y como T(x,y) = (T(z),T(y)).

Notese que por la observacion anterior 1" es la tinica extension lineal de T'.

Por simplificacién, en adelante emplearemos la notacién X +¢.X para hacer referencia
a X, identificando (x,y) con z +iy. Dado que X es isométricoa X ® {0} ¢ X,si G C X
notaremos también por G a su imagen en X & {0}, G & {0}, y de igual forma si v € X

denotaremos también por x a su imagen, (z,0).

También adaptaremos de los niimeros complejos la notacién Re(x +iy) = z y Im(x +
iy) =y. Para z=x + iy € X, denotaremos zZ = & — iy. De la expresién equivalente de la
norma || - ||¢ estudiada se deduce que [|Z||c = ||z||c-

Proposiciéon D.0.4. Sean X,Y espacios normados reales y T € £ (X,Y). Entonces
ITllc =TIl
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Demostracion. Por ser T extension de T, se tiene ||T|| < ||T'||c. Por tanto solo hemos de

verificar que ||Tlc < ||T|:

IT(z +iy)llc = I(T(x) +iT(y)l = sup || cos(t)T(x) +sin(t)T(y)]

t€(0,27]
= sup ||T(cos(t)x + sin(t)y)]|
te[0,27]
< [T sup. | cos(t)z + sin(t)yll = [T/ (z + iy)llc.
t€(0,2m

]

Nos centraremos a continuacion en la extension de funciones multilineales y polinomios

entre espacios normados reales.

Proposicion D.0.5. Sean X, Y dos espacios normados reales, n € N, y sea M €
L("X;Y). Entonces existe una unica extension M € L("f(,f/) tal que M [x» = M,
que recibe el nombre de complejificiacion de M. Estd dada por la formula

M(29 +iaq, ..., 20 +izl) = > izyzlst(m?,...,xan). (D.1)

n
517---76ne{071}
Mas aun, M es acotada si y solo si M es acotada.

Demostracion. Esta claro que M es aditiva, homogénea sobre R y también que toda
extension compleja debe cumplir . Queda por demostrar que es homogénea para los
numeros complejos en cada coordenada. Sea a = a + i € C. De obtenemos que
para todo us, ..., u, € X, xo, 21 € X,

M (zg 4 i1, us, . . . up) = M (2o, Us, . . . up) 4+ iM (21, Uus, . . . Up).

Asi pues

M (a(zo +ix1),ug, . ..y uy) =M ((axg — Pa1) + i(Bro + axy), ug, . .., Uy)
=aM (0, Us, - . ., Up) — BM (21, us, . .., Up)
+3BM (0, Us, - . ., Uy) + iaM (21, us, . . ., Uy)
=(a+ i) M(xg, ug, . .., uy)

+ (ZOJ - 5)M($17u27 s >un)

—aM (zo + ix1, Us, . .., Up).

La afirmacién sobre la acotacién se cumple por construccién. n
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Proposiciéon D.0.6. Sean X, Y dos espacios normados reales, n € N, y sea P €
P("X;Y). Entonces existe una tnica extension P ¢ P(”X,Y/) tal que P [x = P, que

recibe el nombre de complejificacion de P. Estd dada por la formula

8 v
Pz +iy) = Z ( ok ) P("_%x, 2ky)

(2] 0\ .
i Z (_1)k< )P(n(2k+l)$,2k+ly).

Mas aun, P es acotada si y sélo si P es acotada.

Demostracion. Usando el Lema [£.0.11] combinado con la Proposicién [D.0.5 O

Para P € Z(°X,Y) la extension es trivial. De forma natural, si P(z) = Y}_, Pu(z),
P, € P(*X,Y), entonces denotamos P(z) = -7, Pi(z). Obsérvese que como consecuen-
cia directa de la Proposicion también podemos deducir que P(z) = P(z).

Teorema D.0.7. Sean X, Y dos espacios normados reales, n € N, y sea P € 2"(X;Y),
P =3}_o P, donde P, € 2(*X;Y). Entonces

1Pulle < 2" P,

Demostracion. Sea z =z +iy € X, ||zl = 1 (por lo tanto ||Z|| = 1). Para t € R definimos

—it it
f(t)="P (62 z 4+ Zz) = P(cos(t)x + sin(t)y).
De la definicién de la norma || - ||¢ se deduce que
IF@llc <P, t € R. (D.2)

Usando el Lema [4.0.11] obtenemos

n k k e(k—Zl)it ¥ n '
f( ZZ 2k Pk(lz, k—lg) — Z ezktak

k=—n

para un az € Y adecuado. Podemos ver facilmente que a_, = 2%15”(2) y a, = 2%]5,1(2)

(sumandos cuando k = n y I = n, | = 0 respectivamente). Ademds, aprovechando el

hecho de que la suma interior para k = n no contiene sumandos con los factores e 1,

—(n—1)it

e , obtenemos también a_¢,—1) = %%Pn—l(z) Y Upo1 = Tl%lf’n_l(é) (sumandos

cuando k =n — 1yl =n—1, [ = 0 respectivamente).
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A continuacién, usaremos la siguiente férmula (la suma de una serie geométrica finita):

1 2n—1 ikpm 1 k = d 2 5
- (_1)p€kTP _ para n  (mod 2n) (D.3)
n =0 0 en otro caso.
Asi
1 2n—1 T 1 2n—1 n ] -
o D 1Pf (t4pt ) = o Y (<) Y M,
2n = n 2n = M
n ) 1 2n—1 ihpr
ikt —£=
= > M= (-1)fen |
k=—n (2n p=0
) ) —int int
=e M+ eMay = ——Fu(z) + n(2)-

Combinando esto con (D.2)) obtenemos

sup [le™ " Py(2) + ™ Po(2)]|c < 2°(|P.
t€[0,27]

Tomemos ahora ﬁn(z) = u + . Por la observaciéon posterior a la Proposicion
tenemos que P,(Z) = u — iv y asi por la definicién de || - [|¢
sup |le" ™ P, (2) + e™ P, (Z)|lc = sup ||2cos(nt)u + 2sin(nt)vl|c
te[0,2m] t€[0,27]

=2 Pa(2)llc,

los cual finaliza la prueba. n



Apéndice E

Diferenciabilidad de aplicaciones

entre espacios afines

En esta seccion reflexionamos sobre la extension de la diferenciabilidad a aplicaciones

entre espacios afines, y sobre como este estudio se reduce realmente al caso estudiado.

Sean X, Y espacios afines con espacios vectoriales asociados X , Y que son normados.
Sea A C X abierto, es decir, que para cada a € A, existe h € Rtal que a+hBg C A,y
sea f: A—Y.

Decimos que f es Fréchet diferenciable en a € A si existe L € .Z ()Z' , }7) tal que
fla+h) = fla)+ L(h) +o(|[R]). (E.1)

Obsérvese que f(a + h) estd bien definido para ||A|| suficientemente pequefio por ser

A abierto. La ecuacién (E.1)) es equivalente a f(a)f(a+ 1) = L(k) + o <||i_i||) Por tanto
tomando origenes arbitrarios ox, oy en X,Y, (E.1)) se puede expresar como

\

oy f(ox + 0xb + h) — oy f(ox + oxa) — L(h) = o (||71||) :

Podemos definir g : A — ox — 17, con A —ox = {7 € X oy +7 € A}, tal
que g(7) = oy flox + & ;, con lo que el estudio de la diferenciabilidad Fréchet de f en a
es equivalente al de g en oxG. Por tanto el estudio de la diferenciabilidad Fréchet para

aplicaciones entre espacios afines se reduce al caso estudiado.

Analogamente, decimos que f es Gateaux diferenciable en a € A si existe L € & ()2 , 37)
tal que

fla+th) = f(a) + L(th) + o(t)
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Empleando un razonamiento idéntico al anterior, deducimos que el estudio de la dife-

renciabilidad Gateaux también se reduce al caso de aplicaciones entre espacios normados.



Apéndice F
Teorema del punto fijo de Banach

Definicién F.0.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una aplicacion T : X — X se dice que

es una contraccion en X si existe k € [0,1) tal que
d(T(x),T(y)) < kd(x,y) para todo z,y € X.

Llamamos a k el ratio de contraccion.

Teorema F.0.2. (Teorema del punto fijo de Banach) Sea (X, d) un espacio métrico
completo, y sea T : X — X wuna contraccion. Entonces T admite un unico punto fijo
a€ X, (es decir T(a) = a).

Demostracion. Sea k el ratio de contraccion de 7. Por la desigualdad triangular, para
todo z,y € X,

d(z,y) <d(z,T(z)) + d(T(x),T(y)) + d(T(y),y)
<d(z,T(x)) + k(d(z,y)) + d(T(y),y),

por tanto,

d(T(z),2) + d(T(y).y))

<

(F.1)

Obsérvese que si z,y son puntos fijos, esto implica que d(x,y) = 0, luego x = y. Por

tanto T tiene a lo sumo un punto fijo.

Notaremos T = T o ..o T, n € N, que por induccién es una contracciéon con ratio
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k™. Dado xy € X, si en (F.1]) reemplazamos z,y por T"(xq), T™(xo) tenemos

d(T(T" (o), T"(x0)) + d(T(T™(x0)), T™ (o)

d(T" (o), T™ (w0)) <

1—-k

_ d(T(T'(xo), T"(0)) + d(T™(T'(x0)), T™ (o)
1—k

< E"d(T(xo), o) + E™d(T(x0), xo)

- 1—-k

kn km n,m o
= ST (w0),70) 2 0

pues k < 1.

En consecuencia {T"(x()}22, es una sucesién de Cauchy en X, espacio completo, y

por tanto convergente a cierto a € X.

Ahora como T en particular es continua,

a = lim T"(zg) = lim T(T™ Y (x0)) = T(lim T" (z)) = T(a),

n—oo n—oo n—oo

lo que concluye la prueba. O
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