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Capitulo 1

Espacios Normados.
Teorema de Hahn-Banach

Este primer capitulo sobre espacios normados tiene como objetivo presentar los
elementos que constituyen la base del estudio del Anlisis Funcional. Se pretende la
familiarizacién con los conceptos de espacio normado, espacio de Banach, subespacio,
espacio cociente, espacio producto, suma directa de subespacios, espacios normados
separables. Se presentan ejemplos cldsicos de espacios normados como ¢y, ¢o, ¢, {p,
L,(R) y C[0,1].

Se presentan algunos resultados que establecen ya diferencias topoldgicas entre
espacios finito e infinito dimensionales, asi como otros que son generalizacion del

caso finito dimensional.

Se introduce la nocién de aplicacién lineal continua y de espacios de aplicacio-
nes lineales continuas. Se establecen las dos versiones del Teorema de Hahn-Banach
analitica y geométrica, las cuales apareceran como herramienta basica a lo largo del

estudio de los espacios normados.

Las referencias para este capitulo son [24], [11], [1], [18], [8], [32], [25]. En estos
mismos libros se pueden encontrar ejemplos y ejercicios que ayudaran a asimilar los

conceptos mencionados. Un buen libro de problemas de andlisis funcional es [42].

1. Espacios normados. Definiciones

En esta seccién introducimos las nociones de espacio normado y espacio de Ba-
nach. Estudiamos los conceptos de subespacio y espacio cociente. Introducimos ademas
los espacios de Banach clasicos de sucesiones ¢y y ¢,, 1 < p < 00, y los espacios de

Banach clésicos de funciones C[0,1]y L,, 1 <p < oo.



2 1. ESPACIOS NORMADOS

Si denotamos por X a un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales
(R) 6 complejos (C), decimos que una funcién no negativa || - || : X — R es una

norma en X si:

1. ||z|| > 0 para todo x € X, y ||z|| = 0 si y sblo si ||z]| = 0.
2. ||Az|| = |\l ||z]|, paratodo z € X y A€ R (6 C).
3. |z +yl| < ||=|] + ||ly||, para todos z,y € X.

Un espacio vectorial con una norma (X, || - ||) es un espacio vectorial normado.
Decimos que (X, || - ||) es un espacio normado real (complejo) si X es un espacio
vectorial real (6 complejo) y || - || verifica las anteriores condiciones.

La norma nos permite dotar a un espacio vectorial de una estructura métrica con
buenas propiedades respecto a las operaciones de suma y multiplicacién que nos dan

la estructura de espacio vectorial. En efecto, se comprueba facilmente que la funciéon
d: X x X — R, definida por

d(l‘,y):Hl’—yH, xayeX

define una métrica en X. Se hace notar que las operaciones suma y producto por
escalares son continuas con respecto a esta métrica. La topologia que se considera

en X es la inducida por esta métrica.

Seguidamente se da la nocién de subespacio normado . Si (X, || - ||) es un espacio
normado e Y C X es un subespacio vectorial de X, entonces Y es un espacio normado
con la norma restriccién de la norma || - || a Y. Este espacio se denota usualmente

por (¥, || - [ly) 6 simplemente por (¥, |- |).

Un espacio de Banach es un espacio normado (X, || - ||) tal que con la métrica
asociada a la norma es completo. Se suele decir, de forma abreviada que la norma es

completa.

Definimos a continuacién espacio cociente. Si (X, || - ||) es un espacio normado e
Y C X es un subespacio cerrado de X, consideramos el espacio vectorial cociente

X/Y, dénde cada elemento & € X/Y es la clase de equivalencia & = x+Y = {x+y :
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y € Y}. En el espacio cociente X/Y se considera la norma cociente
|2]] = nf{[|lz +yl[ - y €Y},

y se demuestra que (X/Y,]|| - ||) es un espacio normado. Se comprueba que si X es

Banach, también lo es X/Y.

2. Ejemplos de espacios clasicos de sucesiones

El ejemplo mas sencillo de espacio normado, e incluso de espacio de Banach, es el
espacio producto R™ (6 su version compleja C™) dotado con la norma euclidea || - |2,
doénde

(21, oy )2 = V21| + oo+ 202, (X1, .., z) €R™ (6 C™).

Denotamos por | - | el valor absoluto de un nimero en el caso real, y el médulo de
un numero en el caso complejo. Se hace notar que la distancia asociada a la norma
euclidea es la distancia euclidea. En general, si 1 < p < oo, la funcién || - ||, definida

sobre R™ (6 C™) como

VieiP+ .+ z,lr, sil<p<oo
s z)llp =4 V) 51
max{|z1], ..., |zn|}, sip=o0

dénde (z1, ..., z,,) € R™ (6 C"), es una norma completa en R™ (C", respectivamente).
Por tanto, (R™, ||-||,) es un espacio de Banach real para todo 1 < p < oo, y (C", ||-||,)
es un espacio de Banach complejo para todo 1 < p < co. Para demostrar que || - ||,
es una norma se hace uso de las desigualdades de Holder y Minkowski que se dan a

continuacion.

La desigualdad de Hoélder establece que para cualesquiera a = (ay,...,a,), b =
(b1, ..., bp) en R" (6 C") y 1 < p < o0, %—I— % = 1, donde convenimos que g = oo si

p =1, se verifica que

n
> laxl 1okl < Hlally [[b],-
k=1
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De la anterior desigualdad se demuestra la llamada desigualdad de Minkowski, es
decir, la desigualdad triangular para la norma ||-||, : Sia = (a1, ...,a,), b = (b1, ..., b,)

son elementos de R™ (6 C") y 1 < p < oo, entonces

[la + [, < llall, + |[6]l,

Para tener una idea geométrica de estos espacios, es interesante estudiar la forma
de su bola unidad, es decir, del conjunto By, = {z € R" : |[|z|[, < 1}, dependiendo

del parametro p.

Consideramos ahora la versién infinito dimensional de estos espacios normados.
Definimos para 1 < p < oo, los espacios normados £,(N), ¢ simplemente £, como el

conjunto de la sucesiones de niimeros reales (z;)°; tales que

o0
Z|xi|p<oo, sil<p<oo
i=1

max{|x;| : i € N} < oo, si p = oo.

Y es precisamente a partir de este valor finito como se define la norma || - ||, en cada

l,. Es decir, si x = (2;)2, € £,

(o]
x|l =) |wif” < o0, sil<p< oo,
=1

||z||0o = max{|z;| : i € N}.

Si consideramos sucesiones de niimeros complejos obtenemos analogamente los espa-

cios ¢, complejos.

Para demostrar que ¢, es un espacio vectorial, en particular que si z,y € £,
entonces x + y € £, usamos de nuevo la desigualdad de Minkowski también cierta
para infinitas coordenadas (aplicamos la anterior para las n primeras coordenadas
de z e y y pasamos al limite adecuadamente). Este mismo argumento demuestra
tambien la desigualdad triangular para || - ||,. Las demas condiciones para la norma

se comprueban de forma elemental.
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Seguidamente se demuestra, que los espacios £,, 1 < p < oo son espacios de
Banach. En efecto, se comprueba que si {z*}, es una sucesiéon de Cauchy en ¢,
entonces la sucesion de numeros reales formada por las coordenadas j-ésimas, i.e.
{mf}zozl es una sucesion de Cauchy en R (6 C, si estamos en el caso complejo), para
cada j € N, y por tanto, convergente a cierto x;. Seguidamente se prueba que si

definimos x = (z;)3°,, entonces x € ¢, y lmy_,o ||z% — z||, = 0.

A continuacién definimos el espacio normado ¢y como el subespacio de ¢, que
estd formado por los elementos z = (z;)52; tales que lim; .o x; = 0, con la norma

inducida || - || -

Igualmente se define el espacio normado ¢ como el subespacio de ¢, formado por

todas las sucesiones (z;)5°; tales que existe el lim;_,, ;, con la norma inducida ||||-

Para terminar esta seccién, definimos el espacio normado coy como el subespacio
de l., formado por los elementos z = (z;)°; tales que x; # 0 sélo en una cantidad

finita de indices, con la norma inducida || - || -

Un hecho sencillo de comprobar establece que si X es un espacio de Banach e Y es
un subespacio cerrado de X, entonces Y es un espacio de Banach. Reciprocamente,
si X e Y son espacios de Banach e Y es un subespacio de X, entonces Y es cerrado
en X. Finalmente, demostramos que ¢ y ¢y son espacios de Banach, y que ¢y no
lo es comprobando que los dos primeros son cerrados en ({u, || - ||s) pero no asi el
tercero (en el caso de cgg se puede comprobar directamente que existen sucesiones

de Cauchy no convergentes).

3. Ejemplos de espacios clasicos de funciones

Como ejemplo fundamental de espacio de funciones tenemos los llamados espacios
L,(R). En este punto debemos mencionar que serfa muy interesante dedicar una
seccién del curso a introducir los conceptos de espacio de medida, propiedades basicas

de una medida e integracion en un espacio de medida.

Se indicaran asi mismo los resultados basicos de integracion como son el Teorema

de la convergencia monotona, Teorema de Beppo Levi, el Lema de Fatouy el Teorema
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de la convergencia dominada de Lebesgque. Se da como ejemplo esencial la medida de
Lebesgue y la integral de Lebesgue en R™. Se menciona la relacion entre la integral
de Riemann y la de Lebesgue: una funcién acotada y definida en [aq, by] X [ag, bs] X
-+« X [ay, by] es integrable Riemann si y sélo si es continua excepto en un conjunto de
medida de Lebesgue nula. Si la funcién es integrable Riemann, entonces es integrable

Lebesgue y las dos integrales coinciden.

Un buen libro a consultar para profundizar en esta materia es [8]. Igualmente
los libros [7], [35] y [42] constituyen una referencia perfecta para estudiar estos

conceptos.

En este punto hemos preferido introducir los espacios L, sélo para la integral de
Lebesgue, dejando la definicién general de L,(X, %, ) para un espacio de medida
abstracto (X, X, u) para més adelante. Pretendemos con esto que se pueda entender

mas claramente estos espacios.

Definimos en primer lugar, para 1 < p < oo el espacio normado L,(R) como el
espacio formado por todas las funciones f : R — [—00, co| medibles Lebesgue (dos

funciones se consideran la misma si son iguales en casi todo punto de R) tales que
1
/ lf(@)]Pdr <oo, sil<p<oo,
0
y para p = o0 si f estd esencialmente acotada, esto es, si existe r > 0 tal que
Mz eR, [f(z)] >7r})=0.
La norma en estos espacios viene dada por

17l = ([ 1FOpa™,  sifeL®), y1<p<os
[|flloo =esssup f=if{r >0: A{zx €eR, |f(x)] >r} =0}, si f € Lo(R).

Se comprueba que efectivamente L,(R) es un espacio vectorial. De forma analoga
a los anteriores casos, la desigualdad triangular para la norma ||| - ||, se sigue de la

correspondiente versién de la desigualdad de Holder: si f € L,(R), g € L,(R), dénde
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1<p<xy %—1— % = 1, entonces el producto fg € L1]0,1] y

/leg\ <1111y gl

Se demuestra ademéas que estos espacios normados son completos, es decir, que
son espacios de Banach. Se demuestra primero un resultado general que establece
que un espacio normado X es de Banach si toda serie absolutamente convergente
es convergente, i.e. si {z,} C X y > ||z,|| < oo, entonces ) x, converge en X.
Seguidamente consideremos una serie ) f, tal que f, € L,(R) y > |[full, = M <

oo, donde 1 < p < 0o. Se definen las funciones

g, gn : R — [0700]7

9(@) =Y [fal@)], galx) =D |ful)].

Se comprueba, por el Teorema de la convergencia mondétona, que lim, ||g, ||, = ||g/|,-
Puesto que ||gnll, < > oy | fxll, < M, tenemos que g € L,(R). Esto implica que
g(z) =", |fu(x)] es finito en casi todo punto de R. A continuacién se define f(z) =
>, fu(z) si esta suma es finita y f(z) = oo si no lo es. Se observa que f € L,(R)
puesto que |f(z)| < g(z) en R. Finalmente, si llamamos s, = > ;_; f a la sucesién
de las sumas parciales de la serie que estamos considerando, entonces s, () converge a
/(@) en casi todo punto de Ry [lsa—fll, < lIsully+ 11, < 2llglly < oc. Aplicando el

Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue deducimos que lim,, ||s,,— f||, = 0.

El caso p = oo. Consideremos una sucesién de Cauchy {f,} en Lo (R). Se com-

prueba, usando la definicion de la norma del supremo, que para casi todo = € R,

|fu(x) = f(2)| < ||fn — fillso,  para todo n,m € N.

Por tanto, para casi todo x en R, la sucesién de nimeros reales { f,(z)} es convergen-
te. Si llamamos f(x) = lim,, f,(x) si tal limite existe y 0 en otro caso, se comprueba,

usando la desigualdad anterior, que f € Lo (R) y que lim, ||f, — ||l = 0.
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Se definen de forma andloga los espacios L,[0, 1] y L,[0, c0).

En este punto serfa interesante volver al concepto de espacio de medida (X, 3, i)
e integracién sobre una medida abstracta, y definir los espacios L,(X, 3, ). Se ex-
plicard que los espacios £,(N) son también un caso particular de estos, los cuales se
obtienen al considerar el espacio de media (N, P(N), i), siendo P(N) la sigma-algebra

de los subconjuntos de N, y 4 la medida de contar.

EL siguiente ejemplo que vamos a considerar es el espacio de funciones C10, 1]

definido de la siguiente manera
C10,1] ={f:[0,1] — R : f es continua en [0, 1]},

con la norma del supremo ||f||oc = sup{|f(z)| : = € [0,1]}. Se demuestra, igual
que para los casos ¢g, ls ¥ Loo(R), que C[0, 1] es un espacio normado. Una sucesién
de funciones en este espacio es convergente sii converge unifomemente. Es decir,
lim,, || f, — f|| = 0 siy sdlo si f,, converge uniformemente a f. Usando las propiedades

de la convergencia uniforme se demuestra que C[0, 1] es un espacio de Banach.

Finalmente, es interesante presentar un ejemplo de un espacio de funciones que

no sea de Banach como el espacio C|0, 1] con la norma || f|| = fol |f(t)] dt.

4. Lema de Riesz

Si X es un espacio normado, definimos Sy, la esfera unidad de X, como el conjunto
de puntos de X con norma unitaria, es decir, si || - || es la norma en X, S; = {x €
X : ||z|| = 1}. El Lema de Riesz establece que si X es un espacio normado e Y es
un subespacio cerrado y propio de X, entonces podemos encontrar elementos en la
esfera unidad de X tales que su distancia a Y esta tan cerca a uno como se quiera.

Enunciamos formalmente este resultado:

Sea X un espacio normado e 'Y wun subespacio cerrado y propio de X. Para todo

0<e <1 emiste z € 5 tal que dist(z,Y) > 1 —e¢.
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La demostracién de este resultado es un sencillo argumento geométrico. Consi-

deremos cualquier punto x de X no incluido en Y. La distancia de = a Y debe ser

positiva, pues Y es cerrado. Consideramos yy € Y tal que ||z — yo|| < %_IEY) Se
comprueba que entonces z = ||ﬁ§n verifica que dist(z,Y) > 1 — . Esto finaliza la
demostracion.

Observese que para cualquier punto = € X, la distancia dist(z,Y) = ||Z||, con-

siderando & la clase correspondiente a x en el espacio cociente X/Y', con la norma
cociente asociada. Por tanto, la demostracién anterior se puede interpretar en el es-
pacio X/Y de la siguiente forma. Puesto que Y es un subespacio cerrado y propio

de X, el espacio cociente X/Y es un espacio normado conteniendo algin elemento

no nulo. Sea & tal que ||Z]| = 1, y consideremos yo € Y tal que 1 < ||z — yo|| < .
Entonces si z = 7=, se comprueba que |2]] = dist(2,Y) > 1 —e.

Se hace notar que no siempre existe un punto z en la esfera tal que la distancia

de z a Y sea exactamente 1. Por ejemplo, en ¢y consideramos

T

Y={zx=(x,) €cp: 22720},

n
subespacio cerrado y propio de c¢y. Se puede comprobar que no existe x € 57 tal que
dist(z,Y) = 1.
Denotamos por Bj la bola unidad de X, es decir, By = {x € X : ||z|| < 1}. Una
aplicacion immediata del Lema de Riesz es la siguiente:

La bola unidad By de un espacio normado X de dimension infinita no es compacta.

Para demostrar este hecho se construye una sucesién de puntos {z,} en la esfera
unidad de X tal que dist(z,41, span(z1, ..., z,)) > 3. En particular ||z, — 2] > 1,

para todo n,m € N, y {z,,} no tiene subsucesiones convergentes.
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5. Aplicaciones lineales continuas entre espacios normados.

Isomorfismos lineales. Normas equivalentes

A continuacién vamos a considerar aplicaciones lineales continuas entre dos es-
pacios normados. El primer resultado que se considera corresponde a las diferentes
formas de caracterizar la continuidad de tales aplicaciones, condiciones algunas de
ellas aparentemente mas débiles y otras aparentemente mas fuertes. En un espacio
normado X decimos que un conjunto C' estd acotado si {||z|| : = € C'} es un con-
junto acotado en R, lo cual es equivalente a decir que C' estd incluido en M By, esto

es, la bola en el espacio X centrada en 0 de radio M, para algun M > 0.

Sean X eY dos espacios normados sobre el cuerpo K y f : X — Y wuna apli-
cacion lineal. Cada una de las siguientes condiciones es equivalente a la continuidad

de f en todos los puntos de X :

1. f es continua en 0.

2. f es Lipschitz en X, es decir, existe C' > 0 tal que ||f(z)— f(y)|| < Cllx—yl|.

3. Existe K > 0 tal que ||f(z)|| < K||z||, para todo x € X .

4. f(By) estd acotado en'Y. En los casos Z = R si X es un espacio normado
real, 0 Z = C s1 X es un espacio normado complejo, las anteriores condicio-
nes son equivalentes a

5. kerf={x e X : f(z) =0} es cerrado en X.

De lo anterior se deduce que f es continua si y sé6lo si la imagen de todo acotado en
X es acotado en Y. Esto motiva el hecho de que a las aplicaciones lineales continuas

entre espacios normados se las denomine también aplicaciones lineales acotadas.

Se hace notar que si H es un hiperplano del espacio normado X y f: X — R
una funcién lineal tal que ker f = H, entonces f es continua si y solo si H es cerrado.
En general, la condicién (5) no es equivalente a las demés. Por ejemplo, consideramos

el espacio normado

C'0,1] = {f :[0,1] — R : f es diferenciable con derivada continua en [0, 1]}
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con la norma del supremo || f||oo = sup{|f(z)|: z € [0,1]}, y la aplicacién

F :C'0,1] — C10,1]
F(f)=1rf.

El ker(F’) estd formado por el conjunto cerrado de las funciones constantes en [0, 1].
Sin embargo se puede comprobar que F' no es continua: la imagen de la sucesién

acotada {g,}, dénde g,(z) = 2™, no esta acotada.

Se dan también ejemplos de aplicaciones lineales no continuas. Este es el caso de

la aplicacién lineal

F:CO—>R

La imagen del conjunto acotado {z,}, dénde z,, = (1,...,/" .., 1,0,0,...), no es aco-

tado.

Se observa, que si X es un espacio normado infinito dimensional, existe siempre
una aplicacion lineal f : X — K no continua. Basta considerar una base algebraica
de X, formada por vectores de norma 1 y definir f sobre este conjunto de forma que
la imagen no esté acotada en el cuerpo K. En el resto de los puntos se define f por

linealidad.

Del resultado que expondremos a continuacion, relativo a espacios normados de
dimension finita, se deduce que si F': X — Y es una aplicacién lineal y X es de

dimensién finita, entonces F' es continua.

Definamos el concepto de homeomorfismo lineal (6 isomorfismo lineal). La impor-
tancia de este concepto radica en que nos permite establecer una clasificacion de los
espacios normados. Sean X e Y espacios normados sobre un cuerpo K, se dice que X
e Y son homeomorfos linealmente (6 isomorfos linealmente) si existe una biyeccién
lineal F': X — Y tal que F y la inversa F'~! son continuas. En este caso, decimos

que F' es un isomorfismo lineal .
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Se observa que F' es un isomorfismo lineal si y sélo si existen constantes positivas

m y M tales que

mlfa|lx < [[F(@)[ly < Mllz]x,

para todo x € X, dénde || - ||x v || - ||y son las normas que se consideran en X e Y,

respectivamente.

Este concepto estd intimamente ligado al de normas equivalentes. Decimos que dos
normas || - [|; ¥ || - || definidas sobre un mismo espacio vectorial X son equivalentes

si existen constantes m, M > 0 tales que
mlz]ly < |[F(z)ll2 < M{lx]]s,

para todo x € X. Equivalentemente, si la aplicacion identidad
Id: (X |- [l) — (X ] ]2)

es un isomorfismo lineal. Se comprueba que dos normas son equivalentes si y sélo
si las métricas que definen son equivalentes. De ahi la importancia de considerar
este concepto. Se hace notar que, en particular, si una de las normas es completas

entonces la otra también lo es.

Enunciamos el siguiente resultado sobre espacios normados de dimension finita:
Si X eY son espacios normados de dimension n sobre el cuerpo K, entonces X e

Y son linealmente isomorfos.

Una demostracion de este resultado es la siguiente. Comprobamos primero que la
norma considerada en Y, la cual denotaremos simplemente por ||-||, es una aplicacién
continua de Y en K. En efecto, por la desigualdad triangular, | ||z||—||y||| < ||z —yl]|.

Por otra parte, se considera la biyeccién lineal,

R:(K"|-|h) — -]

R(x1,...,xn) = T1y1 + ... + Tpln,
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dénde yi, ..., y, es una base de Y. Claramente ||R(z1,...,2z,)|| < M||(x1,...,xn)||1,
para todo (z1, ..., x,) € K", siendo M = (sup(||T'(1,0,...,0)||, ..., ]|7°(0, ..., 0, 1)||). Por
tanto, R es una aplicacién lineal continua. En particular, la imagen del compacto
St ={z = (z1,...,2,) : |lzlh = Yiy|zi| = 1} es otro compacto en (Y, || - ||).
Ademas, ||R(x)|| > 0 para todo z € S;. Por tanto, tenemos que inf(||R(x)|| : = €
S1) > 0. Existe entonces m > 0 tal que ||R(x)|| > m, para todo x € S;. En particular
||R(:%2-)|] > m, para todo z € K", de dénde deducimos la continuidad de R~!. Esto

1R

demuestra que (Y, || -||) vy (K™, |-]1) son linealmente isomorfos.

Del anterior resultado deducimos el siguiente corolario:

1. Todas las normas en un espacio normado finito dimensional son equivalentes.
En particular, todos los espacios normados de dimension finita n sobre el
cuerpo K son isomorfos (linealmente) al espacio (K™, || - ||2), ddnde || - ||z es
la norma euclidea.

2. Todos los espacios normados finito dimensionales son espacios de Banach.

3. 51'Y es un subespacio vectorial de dimension finita de un espacio normado

X, entonces Y es cerrado en X.

La siguiente caracterizacién es consecuencia del Lema de Riesz y del anterior resul-

tado para espacios normados finito dimensionales.

Sea X un espacio normado. La bola unidad de X es compacta si y solo st X es finito

dimensional.

Si X e Y son espacios normados sobre el cuerpo K consideremos L(X,Y) el
conjunto formado por todas las aplicaciones lineales (también llamados operadores
lineales) y continuos de X en Y. Este conjunto es un espacio vectorial sobre el cuerpo
K. El espacio L(X, K) se denota simplemente por X*, y se le denomina el dual de

X. Un elemento f € X* se denomina un funcional lineal continuo (6 acotado).
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Vamos a definir en L(X,Y’) una norma de la siguiente manera. Si T € L(X,Y),

Tl =sup{||T(2)I| : = € X, [[z]| <1}
=sup{||T(z)[| - » € X, ||| = 1}.

Se comprueba que || - || es efectivamente una norma sobre L(X,Y"), y que ademas,

IT]| = inf{C > 0: ||T(2)|| < C|jz||, para todo = € X}.

Para dar una idea de estos conceptos se dan algunos ejemplos:

Consideremos X = (R™, || - ||oc) € Y = (R™, || - ||s0)- Por los anteriores resultados,
sabemos que L(X,Y) es el conjunto de aplicaciones lineales de X en Y. En este caso,

se comprueba que la norma de T' € L(X,Y’) viene dada de la siguiente forma

171l = méx > laggl,
j=1n

donde (a;j) es la matriz n x m asociada a la aplicacién lineal 7'

Otro ejemplo es el siguiente. Sea X = R" con la norma || - [|,, 1 < p < o0
y sea f € X* es decir, una aplicacion lineal f : X — R. Se demuestra que si

f(1,0,...,0) = ay, ..., f(0, ..., 1) = a,, entonces la norma del funcional lineal f es

n 1
1A= (> lail ) = [|(a1, ...an) ],
i=1
dénde%—}—%:lsip>1y
I|fl| = méx{|a;| : i =1,....,n} =||(a1, ..., an)]||oo,

sip=1.
Consideremos también un ejemplo con espacios de dimension infinita. Sea X = ¢y

con la norma del supremo || - || ¥ f : ¢0 — R un funcional lineal y continuo. Se
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comprueba que ||f|| = >, |a,|, dénde f(e;) = a; para e; = (0,...,1,0.....), con 1 en
la posicion 1.
En el siguiente capitulo se desarrollard el estudio de los duales de algunos espacios.

Se establecera el concepto de isometria lineal, lo cual permite identifica ciertos duales

con espacio que ya conocemos. Por ejemplo, se identifica el dual de (R™, || - ||,) con
(R™ ] - [lq), y el dual de (co, [| - [|oo) con (€1, [[ - [|1)-

6. Teorema de Hahn-Banach. Aplicaciones

Uno de los resultados fundamentales en andlisis funcional es el Teorema de Hahn-
Banach, relativo a la extensién de un funcional lineal continuo g : ¥ — K, dénde
Y es un subespacio de un espacio normado X, a otro funcional lineal continuo
f: X — K tal que g y f tengan la misma norma. Esto corresponde a la llama-
da versiéon analitica del teorema. Estas propiedades implican, en particular, que el
dual de un espacio normado tiene una estructura suficientemente rica, la cual nos
permite ademas obtener propiedades de X a través de X*. Una de las versidnes
geométrica del Teorema de Hahn-Banach establece que si un subespacio cerrado de
X no interseca a un conjunto abierto y convexo de X, entonces existe un hiperplano

cerrado que contiene al anterior subespacio y que no interseca al abierto convexo.

Daremos en primer lugar la versién analitica de la que deduciremos la version

geométrica.

Si X es un espacio vectorial, una aplicacion p : X — R es un funcional sublineal

positivamente homogeneo si verifica

plazr) = ap(z), sizeXya>D0,

p(x+y) <plx)+ply), sizyelX.

Se observa que si, ademds, p toma valores no negativos, p(ax) = |a|p(z) para z € X,

a € K, entonces p es una seminorma en el espacio vectorial X.

La versién real del Teorema de Hahn-Banach establece :
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Sea X un espacio vectorial real e Y un subespacio vectorial de X. Sip: X — R
es un funcional sublineal positivamente homogeneo, y f 1Y — R es una aplicacion
lineal tal que f(x) < p(x), para cada x € Y. Existe entonces una extension lineal de
f a todo el espacio, la cual denotaremos por F: X — R, tal que F(x) < p(x), para
cada x € X.

La demostracion de este hecho se basa en el lema de Zorn. Se considera la coleccion

P ={(M,g): M subespacio vectorial de X, Y incluido

en M, y g: M — R extensién lineal de f}.
En P se tiene el siguiente 6rden parcial:
(M,g) < (H,h)si M C Hy h es una extensién de g.

Se comprueba que cada cadena en P tiene un conjunto maximal: Si (M, ga)acr €S
una cadena, entonces un elemento maximal de esta cadena en P es (H,h), siendo
H = UyerM,, y h viene definida como h(z) = g,(z), si © € M,. Puesto que P # 0,
por el lema de Zorn, existe un elemento maximal (M, F) en P. Si M # X existe
entonces 1 € X \ M. Se puede definir entonces una extension lineal F} : M; — R,
siendo M el espacio vectorial generado por M y xz; tal que Fi(z) < p(x), para cada
x € M. Esto prueba que (M, F') no es un elemento maximal de P, y por tanto, debe

verificarse M = X, lo cual finaliza la prueba.

Si X es un espacio normado real y el funcional sublineal positivamente homogeneo
considerado es un multiplo de la norma, tenemos el siguiente enunciado del teorema

de Hahn-Banach:

Sea X un subespacio normado real e Y un subespacio de X (no necesariamente

cerrado en X ). St f 1Y — R es un funcional lineal continuo, con norma || f||y~ en

Y™, existe entonces un funcional lineal y continuo F : X — R extension de F y tal

que ||F[| = [|/]

Basta tomar p(x) = ||z|| - || f||y para deducirlo del resultado general.

Y*.
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Consideremos ahora espacios normados complejos. Obviamente, estos también
pueden ser considerados espacios normados reales. En primer lugar, se prueba que si

f X — C es un funcional lineal continuo y definimos

Ref: X —R
Re f(z) = Re(f(z)), la parte real de f(z),

entonces Re f es un funcional lineal (real) continuo en X y se verifica que

f(z) =Ref(z) —iRe f(ix), size X y
A1l = 11 Re f1].

Enunciamos el Teorema de Hahn-Banach complejo:

Sea X un espacio normado complejo e Y un subespacio de X. Si f: Y — C es un
funcional lineal continuo, existe entonces un funcional lineal y continuo F' : X — C

extension de F tal que ||F|| = || f]

ye.
Para demostrarlo, se considera el funcional lineal (real) asociado a f, Re f: Y — R
definido anteriormente (aqui Y es considerado como espacio normado real). Por el
caso real, existe un funcional lineal (real) continuo G : X — R extensién de Re f

tal que [|G][ = [|f|

y=. Se comprueba entonces que

F:X—C
F(z) = G(z) —iG(ix), parazx € X,

es un funcional lineal continuo en X, extension de f y, puesto que Re F' = GG, tenemos
que [|F[| = [[Re F[| = |G| = || /]

Y*-

Al igual que en el caso real, el teorema de Hahn-Banach complejo podria obtenerse

también como corolario de un resultado méas general para seminormas:

Sea X un espacio vectorial complejo e Y un subespacio vectorial de X. Sip: X —
[0,00) es una seminorma en X, y f :' Y — C es una aplicacion lineal tal que

|f(z)] < p(z), para cada v € Y. Existe entonces una extension lineal de f a todo
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el espacio, la cual denotaremos por F : X — C, tal que |F(z)| < p(x), para cada
reX.

Se demuestra con un razonamiento similar al anterior y basandonos en el resultado

para espacios vectoriales reales.

Como corolario de estos teoremas, si X es un espacio normado, obtenemos:

1. Para todo x € X la norma de x se puede expresar de la siquiente forma

||| = sup{f(x) - fe X" |[fI <1}

2. i x es un elemento no nulo en X, existe un funcional f € X* tal que
g(x) = |lz|| y [lgll = 1.

3. Si xq,...,x, son n vectores linealmente independientes en X, existen funcio-
nales gi, ..., gn en X* tales que g;(x;) = 0;j.

4. SiY un subespacio cerrado de X, yx € X \Y, existe g € X* de norma 1 tal
que gly =0 y g(z) = dist(y,Y).

En el segundo caso se considera Y el subespacio generado por el vector x, y f
definido en Y como f(Ax) = A||z||, si A € K. En el tercer caso, se considera el
subespacio Y generado por todos los vectores zy, ..., z, y, para cada i, definimos f;
como fi(x;) = 0;j, y en el resto de los puntos por linealidad. En el dltimo caso, se
aplica el teorema de extension de Hahn-Banach al espacio Z generado por xz e Y y al
funcional f definido en Z por f(y+tx) = tdist(x,Y). Se comprueba que f es lineal,
7z =1y f(x) =dist(z,Y).

continua en Z, ||f|

Por tanto, si X es un espacio normado no trivial su dual ha de ser otro espacio
normado no trivial. En otras palabras, en cualquier espacio normado no trivial existen
funcionales lineales continuos no nulos. Ademads, si todos los funcionales lineales

continuos se anulan en un vector, entonces este vector es el cero.

A continuacién se dan algunos de los resultados correspondientes a la version

geométrica del teorema.
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En primer lugar, se define el funcional de Minkowski de un conjunto convexo. Sea
C un conjunto convexo en un espacio normado X que contiene al origen como un

punto interior. Se define el funcional de Minkowski de C' como
p(z) =inf{\>0: z € \C}.

Se comprueba que g es un funcional sublineal positivamente homogeneo en X y

existe m > 0 tal que p(x) < ml|z||, para todo = € X.
Tenemos el siguiente resultado de separacion:

Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto no vacio convexo y abierto de X

que contiene el origen. Si x ¢ C, existe un funcional f € X*\ {0} tal que
Re f(z) > Re f(y), para todo y € C.

Supongamos primero que X es un espacio normado real. La demostracion se basa
en considerar el funcional sublineal positivamente homogeneo p y la aplicacion lineal
f definida en el espacio unidimensional Y generado por el vector z, como g(Azx) =
Ap(z), A € R. Puesto que g(y) < p(y), para todo y € Y, por el teorema de extension
de Hahn-Banach, existe f extension lineal y continua de g a X, tal que f(y) < p(y),
para todo y € X. Se comprueba que f(y) < p(y) < 1,siy € Cy f(z)=p(z)>1,1o
que finaliza la demostracion. Para el caso complejo, se considera X como un espacio

normado real, y una vez obtenida f, se toma F(y) = f(y) —if(iy), y € X.

Supongamos que X es real y x estd en la frontera de C'. El funcional anterior f
verifica que f(z) = sup{f(y) : y € C}. A f se le llama funcional soporte y al
hiperplano afin H = {z € X : f(z) = f(x)}, hiperplano soporte. Por ejemplo si
consideramos la bola unidad de X, Bx = {z € X : ||z]| < 1}, y ||z]| = 1, f es
funcional soporte de By en x si ||f||=1y f(z) = 1.

Con una ligera modificacion en el anterior argumento se puede demostrar que si

dist(z, C') > 0, existe entonces f € X*\ {0} y a € R tal que

Re f(z) > a > sup{Re f(y); y € C}.
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Supongamos que X es real. Esto significa geométricamente que el hiperplano afin
H={xe X: f(zr) =a} “separa” C'y x, dejdndolos en los diferentes semiespacios,

H ={zeX: f(z)<a}ly H. ={z€ X : f(2) > a}, respectivamente.

De este resultado se deduce una versiéon mas general del teorema de separacion

de Hahn-Banach:

Sea X un espacio normado, A, B dos conjuntos no vacios, convexos, disjuntos en

X y A abierto. Existe entonces un funcional f € X*\ {0} y o € R tal que
Re f(b) > a > Re f(a), para todoa € A, b€ B.

Este resultado se deduce Se deduce del anterior considerando el conjunto A — B =
{a—b: a€ Aybe B}. Se comprueba que A — B es no vacio, abierto, convexo y
0 ¢ A— B (esto ultimo debido a que A y B son disjuntos). Podemos separar 0 de

A — B por un funcional f, tal que
0> Re f(a —b) =Re f(a) — Re f(b) paratodoac A, be B.

Llamamos a = inf{Re f(b) : b € B}, comprobamos que, puesto que A es abierto,

Re f(a) < «, lo cual finaliza la demostracién.

Con una ligera modificacién en la anterior demostracion, se puede comprobar que si
ademads de las mencionadas condiciones sobre A y B, se verifica que dist(A, B) > 0,

entonces existe f € X*\ {0} y o € R tal que
inf{Re f(b) : b€ B} > a > sup{Re f(a),a € A}.

Si X es real, esto significa nuevamente que los conjuntos A y B quedan totalmente
separados por el hiperplano afin H = {z € X : f(x) = a}, Ay B contenidos en los
diferentes semiespacios afines H_ ={x € X : f(z)<a}y Hy ={zx e X : f(z) >

al.
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Es interesante mencionar también que en el caso de espacios de Banach reales, el
teorema de Hahn-Banach implica que todo convexo cerrado es la interseccion de los

semiespacios que lo contienen.

Se comenta, aunque sin demostracion, el resultado de Taylor-Foguel, el cual es-
tablece que todo funcional lineal acotado definido en un subespacio de X tiene una
Unica extension a todo X preservando la norma si y sélo si la norma dual en X* es

estrictamente convexa, es decir,

H%” <1, para todo f,g € Sx- ={h € X*: ||h||=1}, f#g.

Finalmente, se dan algunos ejemplos déonde la extension no es tinica: Por ejemplo,
sea X = K? con la norma || - ||1, YV = {(z1,20) € K*: 23 =0}y f: Y — K,
f(y) = y1. Se comprueba que

Fi,Fy: X — K,
Fl(x17$2) =T + X2,

Fy(xq,x9) = 11 — 9,

son ambas extensiones lineales que conservan la norma.

Otro ejemplo se puede encontrar en C[0,1] con la norma || - ||, considerando el
subespacio Y de las funciones constantes y la funcién f : Y — R, f(y) = y(0).
Entonces, para cualquier a € [0, 1], las aplicaciones lineales continuas F, : C[0, 1] —

R, F,(z) = z(a) son todas distintas y son extensiones que conservan la norma.

7. Separabilidad

En esta seccion se introduce la nocion de espacio normado separable. Esta nocién

no es nueva puesto que corresponde al concepto de espacio métrico separable.

Se dan como ejemplos de espacios separables £,, 1 < p < 00, ¢, ¢y C[0,1]. La
demostracién de que C]0,1] es separable se comprueba por el teorema de Stone-

weierstrass, teniendo el cuenta que el conjunto de los polinomios definidos en [0, 1]
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es denso en C'[0, 1], puesto que este conjunto forma un &lgebra que separa puntos de
[0, 1] y contiene una funcién constante. Por tanto, el conjunto de los polinomios con

coeficientes racionales forma un conjunto numerable y denso en C|0, 1].

Igualmente se prueba que L,(R), 1 < p < oo es separable: Se considera S el
espacio de las combinaciones lineales finitas de funciones caracteristicas en intervalos
acotados X[as), @,b € Ry se comprueba que este conjunto es denso en (L,(R), || - [,)-
Claramente, el subespacio S tiene un conjunto denso y numerable en L,(R). Se indica
también que el espacio de las funciones continuas con soporte acotado es denso en
L,(R), lo cual se deduce aproximando con || - ||, cualquier funcién caracteristica en

un intervalo acotado por una funcién continua con soporte acotado.

Por otra parte, se da como ejemplo de espacios no separables (o, y Lo (R). En
el primer caso se considera la familia A = {(g;) : &, = £1} C f y en el segundo
caso la familia A = {x[04: t>0} C Loo(R). En ambos casos se comprueba que A no
es numerable y la distancia entre cualesquiera dos elementos de A es mayor o igual

que 1.
Un resultado interesante que podria mencionarse en esta seccién es el siguiente:

Un espacio de Banach de dimension infinita no puede tener una base algebraica

numerable.

Este resultado es consecuencia del Teorema de categoria de Baire. Si {z,} es la
base algebraica de X, entonces X = U,Y,, donde Y, = span{zy,...,z,}. Puesto
que Y, es de dimensién finita, es cerrado en X. Ademds, X es un espacio métrico
completo, y el teorema de categoria de Baire implica la existencia de un conjunto Y,,

con interior no vacio, lo cual es imposible.

Se introduce el concepto de base de Schauder. Una sucesién {x,} en un espacio
normado X es una base de Shauder si todo punto x € X se puede expresar de forma
Unica como una suma infinita ) a, x, convergente en X. Se indica que si X es
un espacio de Banach, el teorema de la aplicacién abierta (resultado que se probard
mas adelante) prueba que los funcionales lineales (f,) asociados a (), definidos

como f,(>>, anxn) = a,, son continuos. Se dan algunos ejemplos como las bases
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candnicas en ¢ y £, 1 < p < 00, en ¢ la sucesién {(1,1,1,....)} U (e,). Se menciona,
aunque sin demostracion, la base de Schauder construida por Schauder en C]0, 1]
y la base de Haar en el espacio L,[0,1], 1 < p < oo Si un espacio tiene una base
de Schauder, entonces es separable. Se indica que, sin embargo, existen espacios

normados separables que no tiene base de Schauder como prob6 Per Enflo en 1973.

8. [Espacios producto. Proyecciones. Subespacios complementados

Se da el concepto de espacio normado producto X XY de dos espacios de Banach

X e Y, con cualquiera de las normas (todas ellas equivalentes)

1z, )l = (2l + lylP)?, sip<oo

12, y)lloo = mdx ||zl [lyl], sip = o0

donde (z,y) € X x Y. Se comprueba que X x Y es un espacio de Banach si y sélo

si X e Y son espacios de Banach.

Se introduce el concepto de subespacio normado complementado. Un subespacio
Y de un espacio normado X estd complementado en X si existe otro subespacio Z
de X tal que la aplicaciéon I : Y x Z — X, I(z,y) = x +y es un isomorfismo
lineal. Se dice entonces que el espacio X es suma directa de Y y Z. En particular Y
y Z deben ser cerrados. Se comprueba que esto es equivalente a la existencia de una

proyeccién lineal continua, P: X — Y tal que P(X) =Y y P? = P.

En los siguientes capitulos se comprobard, como consecuencia del teorema de la
grafica cerrada que si Y y Z son cerrados en X y verifican que Y N Z = {0} e
Y + 7 = X, entonces X es suma directa de Y y Z.

Se comprueba, usando el teorema de Hahn-Banach que cualquier subespacio de
dimensién finita estd complementado. En efecto, si {ej,...,e,} es una base de Y,
existen funcionales continuos {fi,...f,} en X* tales que f;(e;) = ¢;;. El subespacio
cerrado Z = M7_ ker f; verificaque Y +2Z =X e YNZ = (0, vy por el resultado
mencionado, X es suma directa de Y y Z. Con un argumento similar se prueba que

cualquier subespacio cerrado de codimension finita también estd complementado.
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Se menciona que ¢y no es un espacio complementado de /.. Sin embargo, se
indica que si X es un espacio normado separable y ¢y es linealmente isomorfo a un
subespacio Y de X, entonces Y esta complementado en X, resultado que fue probado

por Sobczyk.



Capitulo 2

Espacios dual y bidual. Reflexividad
Topologias débil y débil*

En este capitulo se exponen los resultados e ideas basicos referente al dual y bidual

de un espacio normado, el concepto de reflexividad y las topologias débil y débil*.

En la primera secciéon se profundiza en el conceptos de espacio dual, calculando
explicitamente los duales en algunos casos, e indicandolo simplemente en otros, de

los espacios normados presentados en la seccién anterior.

Igualmente se introduce el concepto de espacio reflexivo, asi como las propiedades
bésicas de estabilidad de estos espacios con respecto a sus subespacios, cocientes,
dual, etc... Se establece la reflexividad o no reflexividad de los espacios ¢y, co, p,

L,(R), 1 <p<o0o,y C0,1].

Se introduce el concepto de espacio completado de un espacio normado a través

de la inyeccion canodnica de un espacio normado en su bidual.
Para estas dos secciones hemos utilizado en su mayor parte la referencia [24].

En la tercera seccién se introducen las topologias vectoriales débil y débil*. Se
establece la igualdad de estas topologias con la de la norma unicamente en el caso
finito dimensional. Se caracteriza la convergencia debil y débil* de una sucesion. Se
establece el Lema de Schur, se caracteriza la convergencia débil de sucesiones en ¢,

L,(R), 1 <p< ooy Cla,b], en algunos casos sin dar la demostracion.

Se indica que para conjuntos convexos, la adherencia débil coincide con la adheren-
cia en norma. Por tanto, se demuestra que de toda sucesion debilmente convergente
se puede conseguir una sucesion de conbinaciones lineales convexas de la anterior

convergente en norma al mismo punto.

25
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En la cuarta seccién se explican los teoremas de Alaoglu y Goldstine asi como
algunas de sus consecuencias. Este capitulo puede ser omitido y considerado en un
curso posterior de Analisis Funcional. Sin embargo, serfa interesante poder exponerlo

aunque sea de forma rapida.

Para estas dos tltimas secciones hemos utilizado en su mayor parte las referencias

[11] v [24].

1. Espacios de aplicaciones lineales continuas.

En esta seccion se vuelve a tratar el concepto de espacio dual y se dan algunos

ejemplos de los duales de espacios clasicos conocidos.

Se recuerda que si X e Y son espacios normados, en el espacio de las aplicaciones
lineales y continuas de X en Y, se considera la norma ||T|| = sup{||T(z)|| : = €
X, ||z|| = 1}. En el caso Y = K, es decir, si se considera K un espacio normado
sobre K, donde la norma es el valor absoluto o el médulo dependiendo si K es R 6
C, respectivamente, tenemos que L(X, K) se denota por X* y se llama espacio dual.
La norma ||T'|| = sup{|T'(z)| : = € X, ||z|| = 1} se suele notar por || - ||*, y se llama

norma dual.

Un argumento sencillo demuestra, que Y es un espacio de Banach si y sélo si
L(X,Y) es un espacio de Banach. Tal es el caso si Y es R 6 C. Por tanto, (X*,||-||*)

es siempre un espacio de Banach.

Una aplicaciéon del teorema de extension de Hahn-Banach demuestra que si X*
es un espacio separable, entonces X es también separable. Para demostrarlo, se elige
una sucesion {f,} densa incluida en Sy, la esfera unidad de X*, y una sucesién de
puntos {z,} en Sx tales que f,(z,) > 3. Se considera Y la adherancia del espacio
generado por los vectores {z,,}. S1 Y # X, una de las consecuencias del Teorema de
extensiéon de Hahn-Banach nos proporciona un elemento f € Sy« tal que f|y = 0. Se

comprueba que entonces || f — f,|| > % para todo n € N, lo que es una contradiccion.
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Seguidamente se define el concepto de espacios linealmente isométricos, concepto
que sera de utilidad para identificar a los duales de algunos espacios clasicos como

se vera seguidamente.

Dos espacios normados X e Y son linealmente isométricos si existe una aplicacion

lineal I : X — Y tal que ||I(z)|| = ||z|| para todo x € X.

Se dan a continuacion ejemplos de los duales de algunos de los espacios presentados

en el capitulo anterior.

Recordemos que en la seccién anterior indicabamos que el espacio dual de (R”, || -
llp), donde 1 < p < oo, se puede identificar con el conjunto de las n-tuplas (ay, ..., ay)
y si f : R" — R es lineal entonces || f|| = ||(a1, ..., an)||4, siendo f(1,0,...,0) = a,
e £0,..,0,1) =a, y ]lp + % = 1. De este modo el dual de (R™, || - ||,) es linealmente

isométrico al espacio (R™, || - ||;) v se identifica con este.
Se considera el espacio (co, || - ||s)- El dual de este espacio es isométricamente
isomorfo a (¢1,|| - ||1): se comprueba que si f : ¢¢ — R es una aplicacién lineal y

continua y e; = (0,...,1,0,...) con 1 en la posicién i, entonces

L= (cos || - [loo)™ — (€0, [ - [I1)
I(f) = (f(ea), f(e2), )

es una isometria lineal. Si f(e;) = a; y consideramos para cada natural n, z" =

(sign(ay), ..., sign(ay), 0, ...), entonces |f(z™)| = > i |a;| < ||f]], puesto que ||z"|] <
L. Por tanto Y .2, |a;| < ||f]], lo cual implica que I es continua. La inyectividad de I
se deduce del hecho de que f(z) = > .2, f(e;)z;. Por otra parte, si (b;); estd en £y, se
comprueba que la aplicacién h(z) = Y77, b; x; es lineal, continua y ||h|| < D7, |bil.

Puesto que (h(ey), h(ez),...) = (b1, ba, ...) se tiene que I es una biyeccion e isometria.

De forma similar al anterior caso se comprueba que el dual de (cg, || - ||oo) €8
isométricamente isomorfo a (¢1,]| - ||1) vy el dual de (¢1,] - ||1) es isométricamente

isomorfo a ({o, || - ||oo) ¥y como tales se identifican.
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En general, se prueba que si 1 < p < oo, el dual de (¢, |- |,) es (¢4, ] - |l4), donde
% + é =1, en el sentido de que la aplicacion
Lz (s |- M) — (g |l - M)
[(f) = (f(el)a f(€2)7 )
es una isometria lineal. Si f € (£, | - ||,)* v lamamos f(e;) = a;, se conside-
ra para cada natural n, z" = (Jai|?" sign(a1), ..., |a,|7"! sign(a,),0,...). Entonces

S adl® = f@m) <] (SR, |aiP9Y)YP para cada n natural. De esto se deduce
que ||(a1,a2,...)|lq < ||f|| ¥ por tanto I es continua. La inyectividad de I se dedu-
ce igualmente del hecho de que f(z) = Y7, f(e;) x;. Por otra parte, si (b;); es un
elemento de ¢, y consideramos la aplicacién lineal h : £, — R, h(x) => 7 b, xy,
estd bien definida y la desigualdad de Hélder implica que ||h|| < ||(b1, b2, ...)||4- Pues-
to que (h(ey), h(es),...) = (b, b, ...) de lo anterior se deduce que I es una biyeccién

e isometria.

Seguidamente se indica que el dual de (L,(R), || -[|,), 1 <p < oo, es isométrica-
mente isomorfo a (Ly(R), | - ||,), donde é + % =1 (si p =1 se entiende que ¢ = 00).

Si definimos para cada f € L,(R),

L (Lg(R), [[ - [lg) — (Lp(R), [] - [lp)"

/fg,

la desigualdad de Holder implica que I es lineal, continua e |[I(f)|| < |[f]]1-

La demostraciéon de que [ es sobreyectiva e isometria requiere tener conocimientos
previos de teoria de la medida como los teoremas de convergencia para la integral de
Lebesgue y funciones absolutamente continuas. Los teoremas de convergencia ya se
han mencionado anteriormente. Con respecto a funciones absolutamente continuas,
se menciona la caracterizacién siguiente: Una funcion F' : R — R es absolutamente
continua si y s6lo si es derivable en casi todo punto (respecto a la medida de Lebesgue)

y se puede recuperar a través de su derivada, es decir, F(z) = )+ [T F'(u) du.
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Una referencia interesante para este resultado es [35], la cual puede seguirse sin méas

que algunos conocimientos previos de la medida de Lebesgue.

Se indica sin demostracién lo siguientes resultados, los cuales seran materia de un

curso mas avanzado de Andlisis Funcional:

e Si (X, 1) es un espacio de medida abstracto, y la medida es o-finita si p = 1

6 arbitraria si 1 < p < oo, entonces L,(XA, u)* es isométricamente isomorfo a
Ly(XA, 1) ([8]).

e El dual de Cla,b] se puede identificar con el espacio de las funciones definidas
en [a,b] de variacién acotada y normalizadas (normalizada significa continua por la
derecha y con imagen 0 en a), espacio que se denota por N BV ([a, b]). La norma de
una funcién f € NBV([a,b]) es la variacién total de f en [a, b]. Una referencia para

este resultado es [24].

e En general, el dual del espacio de las funciones continuas sobre un compacto con la
norma infinito, el cual se denota por (C(K), || - ||«) se identifica con el espacio de las

medidas de Borel regulares de variaciéon acotada definidas sobre K ([8]).

2. Espacio bidual. Reflexividad.

Si X es un espacio normado, consideremos el espacio dual de X*, que usualmente
se denota por X** y se llama espacio bidual de X. Veamos que el espacio X se

considera un subespacio normado de su bidual X™**.

Sea X un espacio normado y

J: X — X
J(z)(f) = f(x), paracada fe X"

La aplicacién J es lineal. Ademads, ||J(z)|| < ||z|| para todo = € X, y por tanto
J es continua. Mas aun, J es una isometria sobre su imagen. Esto es debido a la

propiedades que se deducen del Teorema de Hahn-Banach, puesto que vimos en el
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capitulo anterior que para cualquier x € X la norma de x se puede calcular como

|zl = sup{[f ()] : f e X" [Ifll <1} =[] ()]

La aplicacion J es llamada la inyeccion canonica” de X en su bidual X**.

La inyeccion J no es en general sobreyectiva. Se introduce el concepto de espacio
reflexivo como aquel espacio X tal que la aplicacion J es una biyeccion de X en X**,

es decir, para todo T € X** existe x € X tal que T(f) = f(z) para todo f en X*.

Se indica que este es un concepto isomorfo, esto es, si X e Y son dos espacios
normados linealmente isomorfos, entonces X es reflexivo si y sélo Y es reflexivo.
Convendria aclarar en este sentido que si X e Y son linealmente isomorfos, esto
quiere decir que X e Y son el mismo espacio con dos normas equivalentes. Igualmente

los duales son el mismo espacio y la normas duales son también normas equivalentes.

Si X es de dimensién finita n, claramente X* y X** son tambien espacios normados
de dimensién n, y por tanto, J es sobreyectiva. Es decir, todo espacio de dimension

finita es reflexivo.

De los resultados hasta ahora expuestos se deduce que el bidual de ¢q es /. En

este caso J no es sobreyectiva y por tanto c¢g no es reflexivo.

Seguidamente se menciona que ¢; no es reflexivo pues su dual £, no es separable,
y por tanto el bidual de ¢; tampoco lo es. Si J fuese sobreyectiva, el bidual de ¢

seria separable, lo que es una contradiccion.
Se comprueba que para 1 < p < oo, el espacio ¢, y L,(R) es reflexivo.

Se hace notar que si J es sobreyectiva entonces X y X** son linealmente isométri-
cos. Sin embargo, esto tultimo no es suficiente para que un espacio sea reflexivo. Se
menciona el espacio de James (contruido en 1951) el cual es linealmente isométrico

a su bidual pero no es reflexivo, es decir, la aplicacién J no es sobreyectiva.

Se establecen las siguientes propiedades de estabilidad con respecto a los espacios

reflexivos:

Si X es un espacio reflexivo, entonces
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1. todo subespacio cerrado de X es reflexivo,

2. X* es reflexivo,

3. X es separable st y sélo si X* es separable.

4. si'Y es un subespacio cerrado de X, entonces el espacio cociente X/Y es

reflexivo.

En particular X es reflexivo si y solo si X* es reflexivo.

Para demostrar la primera afirmacién se considera Jy : Y — Y™ y un funcional

y** € Y*. Se define ™ € X** de la siguiente forma:
() =y (2" y), para todo 2™ € X™,

donde z*|y significa la restriccién de z* a Y, y por tanto, 2*|y es un elemento de Y*.
Puesto que X es reflexivo existe z € X tal que ™ (2*) = z*(x) para todo z* € X*.
Se comprueba finalmente que z € Y. Si x no estda en Y, por una de las consecuencias
del teorema de extensién Hahn-Banach, existe o € X* tal que 2|y =0y zf(x) = 1.
Ast, 1 = zf(x) = ™ (z*) = y*(0) = 0, lo cual es una contradiccién. Por tanto
Jy(x) = y**, v Jy es sobreyectiva.

Para probar la segunda afirmacion, se considera J : X* — X™* la inyeccion

*kkk

canénica y ™ € X**. Se comprueba que la composicién z* = 2** Jx € X*, donde
Jx es la inyeccién canénica de X en X** verifica que J(z*) = z***. En efecto, por
ser X reflexivo #** = J(z), para cierto x € X. Entonces, 2™*(z™) = 2***(Jx(z)) =

x*(z) = Jx(x)(a*) = 2™ (2*) = J(z*) (™), es decir 2** = J(z*), y J es sobreyectiva.

Para demostrar la tercera afirmacion, se observa que ya se demostrd que si X*
es separable entonces X lo es. Ademas por las hipétesis, X y X** son linealmente
isométricos, por lo que si X es separable X** es separable, y por tanto X* también

es separable, con lo que se obtiene la implicacién contraria.

Para demostrar la cuarta afirmacién se utiliza que el dual del espacio X/Y es
isométricamente isomorfo al subespacio de X*, F+ = {f € X*: f|y = 0} con la
siguiente aplicacion

[:(X)Y) — Y™+ I(g)=gor
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dénde 7 : X — X/Y es la proyeccién candnica m(x) = 7 .

Finalmente, si X* es reflexivo también lo es X** y por tanto X por ser un subes-

pacio de X**.

De los anteriores resultados se deduce en particular que ¢ no es reflexivo pues
contiene a ¢y como subespacio y este no es reflexivo. Igualmente, ¢, no es reflexivo
puesto que es el dual del espacio no reflexivo ¢;. El espacio separable L;(R) no
es reflexivo pues su dual L. (R) no es separable. Ademds de esto se deduce que
Lo (R) no es reflexivo. Finalmente se comprueba que el espacio separable C|[a, b] no
es reflexivo o bien demostrando que su dual no puede ser separable, considerando la
familia de evaluaciones en puntos (d;):ca5) C Cla,bl*, o bien comprobando que por

ejemplo ¢y es isométricamente isomorfo a un subespacio de C|a, b].

Definimos a continuacién el completado de un espacio normado. La inyeccion
canodnica J de todo espacio normado X en su bidual nos proporciona el siguiente
resultado: Todo espacio normado X es isométricamente isomorfo a un subespacio
denso de un espacto de Banach. Este espacio de Banach es tinico salvo isometrias
lineales y es el llamado el completado de X. El espacio completado de X es W C
X** subespacio cerrado del espacio de Banach X**. Se dan algunos ejemplos bésicos:
la compleccién de (coo, || - ||oo) €8 ¢o ¥ la compleccién de (C[0,1], ] - ||,) (1 < p < o0)

es el espacio L,[0, 1]. Se indica que el dual de un espacio normado es isométricamente

isomorfo al dual de su completado.

Finalizamos esta seccion con el teorema de Helly ¢ principio de reflexion local,
el cual nos asegura que si X es un espacio normado, z** € X** y F' es un subespacio

de dimensién finita de X*, existe x € X tal que

(") = 2 (z), para todo x* € F.

La demostracion se basa en considerar el espacio ortogonal I, = {x € X : z*(x) =

0, para todo z* € X*}, y el espacio de dimensién finita X/F'| . Entonces (X/F|)* =
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Fy x**|p € (X/FL)* = F*. El resultado se obtiene teniendo en cuenta que X/F|

es reflexivo.

3. Topologias débil y débil*

En esta seccion se introducen nuevas topologias en un espacio normado X y su
dual X* mas débiles que las topologias asociadas a las normas y que se llaman to-
pologias débil y débil*. Estas nociones son interesantes por muchos motivos. Uno
de ellos es debido a que las propiedades de los espacios normados, tales como la
reflexividad, quedan caracterizadas a través de estas topologias. Otro muy impor-
tante es porque constituyen las topologias més débiles en X (X*, respectivamente)
para las que cada funcional de X* (“funcional” z € X visto como elemento de X**,

repectivamente) es continuo.

Se define en un espacio normado real X la topologia débil y se denota por w de la

siguiente forma. La topologia w esta generada por la siguiente familia de conjuntos
Whiwtne(@) ={y € X+ |fily) — fi(z)| <e, paratodoi=1,.. n},

donde f, .., f, varfan en X*, x en X, nen Ny ¢ en (0,00). Para cada z € X fijo, la

familia {W, . -(x)} constituye una base de entornos de z para la topologia w*.

De igual forma la topologia w* en un espacio dual X* es la generada por la familia

de conjuntos
Warianelg) ={f € X" |2:;(f) —x:(9)] <e, paratodoi=1,...n},

donde z1, .., x, varfan en X, gen X*, nen Ny ¢ en (0,00). Y para cada g € X* fijo

la familia {W,, .. .(g)} es una base de entornos de g para la topologia w*.

Se hace notar que si X es un espacio de Banach real una base para la topo-
logia w esta formada por intersecciones finitas de semiespacios. Recordemos que un

semiespacio estd definido como H = {z € X : f(z) < a} donde f € X* y a € R.
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Se hace también observar que las topologias w y w* son Hausdorff. Efectivamente,
si f # g son dos elementos de X*, existe entonces = € X tal que f(z) # g(x).
En particular existe un nimero a € R tal que f(x) > a > g(z). Los conjuntos
w*-abiertos {h € X* : h(z) > a} y {h € X* : h(zx) < a} separan f de g.
La demostracién para la topologia débil es similar utilizando el Teorema de Hahn-
Banach dado que si z # y existe entonces un funcional no nulo f € X* con f(z—vy) #

0.

Se hace notar que los abiertos en estas topologias son abiertos en norma y por
tanto son topologias mas débiles que las topologias de las normas. Se indica que de la
definicién de topologias w y w* se deduce que, de hecho, w es la topologia inicial en
X para la familia de funciones X*, es decir es la topologia menos fina en X para la
cual las las funciones de X* son continuas. Igualmente, la topologia w* es la topologia
inicial en X* para la familia de funciones X, considerado X como subconjunto de
X,

Se demuestra lo siguiente:

Las topologias w y w* coinciden con las topologias de las normas si y solo si los

espacios considerados son de dimension finita.

Efectivamente, si X es de dimensién finita, {ey, ..., e, } una base en X y {ej, ..., "}
los funcionales lineales asociados tales que ef(e;) = d;;, entonces la expresién |z| =
sup{|ef(z)| : i =1,...,n} es una norma. Puesto que X es finito dimensional, todas
las normas en X son equivalentes, y por tanto, si denotamos por B),| a la bola unidad
de la norma | - |, para todo € > 0 existe § > 0 tal que {y € X : |ef(y) — e} (x)] <
0} Cx+ 6By C x+ e Bx. De igual forma se comprueba para la topologia w*.

Supongamos ahora que X es infinito dimensional. Se demuestra que cualquier
abierto U en la topologia w (no vacio) no es acotado en norma. Efectivamente,
podemos considerar por traslacién que 0 € U y que Wy, 4 .(0) C U. Entonces el
conjunto N = {z € X : fi(z) = Oparatodoi = 1,...,n} = N, f,'(0) C U. Si
N =N, f71(0) = 0, entonces para todo f € X* se tiene que N C ker f y esto

significa que f es combinacion lineal de fi, .., f,,. Puesto que X y por tanto X* son



3. TOPOLOGIAS DEBIL Y DEBIL* 35

infinito dimensionales N es un subespacio de dimensiéon al menos uno y por tanto

no esta acotado. (De hecho, N es un subespacio de X* de dimensién infinita).

Ademas las topologias w y w* son vectoriales: las aplicaciones suma y producto

por escalares son continuas para la topologia débil y débil*.

Para describir estas topologias en términos de convergencia en la mayoria de los
casos no nos podemos limitar sélo a convergencia de sucesiones sino a convergencia

de redes pues no son siempre topologias metrizables.

Si X es un espacio normado,

1. una red (f,) C X* converge a f € X* en la topologia w* y se denota por
fa AN f siy solo silim, fo(x) = f(x), para todo x € X .
2. Una sucesion (x,) C X converge a x € X en la topologia w y se denota por

To < x siy solo silim, f(x,) = f(x), para todo f € X*.

En el préximo capitulo se comprobara como consecuencia del Teorema de Banach-
Steinhaus (principio de acotacién uniforme) que, en el caso de sucesiones, (f,) S f
si y sélo si la sucesion (f,,) estd acotada y existe un conjunto denso M en X tal que
lim,, f,(z) = f(x), para todo € M. Igualmente, (x,) = x si y sélo si la sucesién
(x,) estd acotada y existe un conjunto denso M en X* tal que lim, f(z,) = f(z),

para todo f € M.

Aunque el concepto de convergencia de redes no resulta nuevo, puesto que en la
asignatura previa de Elementos de Geometria Diferencial y Topologia se ha estudiado,

hemos preferido centrarnos en la convergencia de sucesiones.

Se observa que, por ser la topologia de la norma mas fuerte que las topologias w
. Il w* , .
y w*, si f, — f en norma entonces f, — f. Pero el reciproco no es cierto. Por
ejemplo en ¢; consideramos la sucesién e, = (0,...,0,1,0,....) con 1 en la posicién
w* . .
n, entonces e, — 0 y sin embargo (e,) no es convergente en norma. Igualmente, si
Il w , . .
Tn, —> x en norma entonces x, — x. Pero el reciproco no es cierto. Por ejemplo en

co consideramos la sucesion e, = (0,...,0,1,0,....) con 1 en la posicién n, entonces

w. .
e, — 0y sin embargo (e,) no es convergente en norma.
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Seguidamente se dan algunos ejemplos de convergencia w en los espacios clasicos

descritos anteriormente.

En ¢; se demuestra el Lema de Schur : x, — x en {1 si y solo si x, M) x.

w . . ’

En /,, 1 < p < oo, se demuestra que z,, — x si y solo si (z,) estd acotada y
lim,, z,,(¢) = x(4), es decir, la sucesién de las coordenadas i-ésimas de x,, converge
a la coordenada i-ésima de z para todo ¢ € N. Este resultado es consecuencia de
la mencionada caracterizacion para la convergencia w de sucesiones y del hecho de
que lim,, f(z,) = f(z) para todo f € coo, subespacio denso en £;. Ademas, se hace

) w L I
observar que en estos espacios el hecho de que x,, — x no implica que z,, — x. Por
ejemplo, los elementos de la mencionada base candnica (e,) convergen débilmente a

0, pero obviamente, no convergen en norma.

En L,(R), 1 < p < oo, puesto que su dual es linealmente isométrico a L,(R),
% + % = 1, y puesto que las funciones simples con soporte acotado son densas en
L,(R), se sigue que una sucesién (f,) C L,(R) verifica que f,, — f si y solo si la

sucesion (f,) estd acotada en norma y

lyénzéf

para cada conjunto medible Lebesgue acotado E.

Se indica, aunque sin demostracién que, en el espacio de las funciones continuas
Cla, b], una sucesién de funciones f,, — f si y sélo si la sucesién (f,) estd acotada
en norma y converge puntualmente, es decir, lim,, f,(t) = f(t), para todo t € [a, b].
Se hace observar que sin embargo, el espacio generados por las evaluaciones {J; : t €

[a,b]} no es denso en el dual de C|a, b].

Un resultado interesante de mencionar, y que puede ayudar a asimilar el concepto

de topologia débil es el siguiente:

Cualquier convexo cerrado C' en un espacio normado X es w-cerrado. Por tanto,

para conjuntos convezos, la w-adherencia y la || - ||-adherencia coinciden.
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Una demostracion de este resultado es mediante el teorema de separacion de
Hahn-Banach. Si 2 ¢ C, existe un funcional f € X* no nulo tal que sup {Re f(y) :
y € C} < Re f(x). Asi, pues existe r > 0 tal que C' N Wy, (z) = 0, es decir
Cn{ye X: |fly)— f(z)] <r}=0. Puesto que W;,(z) es w-abierto, deducimos
que X \ C' es w-abierto.

En particular se tiene que la w-adherencia de la bola abierta Uy = {z € X :

|z|| < 1} es la bola cerrada Bx.

, . w o I .
Se coment6 anteriormente que x, — z no implica en general z, — . Sin

embargo, del anterior resultado se puede obtener que:

Si X es un espacio normado y x, — x en X, existen entonces combinaciones
Rl : _
convezas Yy de (z,) tales que y, — x. Es decir, para todo € > 0 existen Ay, ...\, >

0 tales que Y Ni=1y ||z =Y 0 hzil| <e.
En efecto, se considera C' la envoltura convexa y cerrada del conjunto {z, : n €

N}. Puesto que C' es convexo C" = C y deducimos que z € C.

Se menciona que, por el contrario, en espacios duales la w*-adherencia de un

convexo, puede incluir extrictamente a la || - ||-adherencia de un convexo.

Otro resultado interesante relativo a la topologia débil* es el siguiente teorema

de separacion en espacios duales:

Sea X un espacio de Banach. Si C' es un conjunto débil* cerrado convero en X*

y f € X*\ C, existe entonces x € X tal que Re f(x) > sup{Re g(z): g € C}.

Un prueba geométrica y sencilla de este hecho se puede consultar en [11].

4. Los resultados de Alaoglu y Goldstine

A continuacién se exponen los resultados de Alaoglu y Goldstine, los cuales nos
proporcionan propiedades esenciales de la estructura de los espacios normados. Se
podria pensar en incluir esta materia en un curso mas avanzado de Analisis Funcional,
y quizas las limitaciones de tiempo asi lo hagan necesario. En cualquier caso, creo

interesante familiarizarse con estas propiedades bésicas aunque sea de forma somera.
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El primero de ellos establece que (Bx+,w*) es compacto. La demostracién de este
hecho se basa en comprobar que By« es un conjunto cerrado del espacio [—1, 1]5x,
el cual por el teorema de Tychonoff, es compacto con la topologia de la convergencia

puntual.
Otro importante resultado sobre la estructura de la bola dual de X* es el siguiente:

X es separable si y solo si (Bx«,w*) es metrizable. En particular, si X es sepa-

rable, entonces X* es w*-separable.

Si X es separable y (z,,) es una sucesion densa en la esfera Sx, se define la métrica

22 (f =9)(@)l.  f.g€Bx-.

Se comprueba que la aplicacién identidad de (Bx«,w*) a (Bx+, 0) es continua. Pues-
to que es una biyeccién y, por el teorema de Alaoglu, el primer espacio es compacto
deducimos que la identidad es un homeomorfismo. Para demostrar el reciproco, si
(Bx~, w*) es metrizable, la separabilidad de X se deduce del resultado siguiente, con-
siderando X como un subespacio de (C(Bx«,w*), || - ||o), €l espacio de las funciones

continuas sobre el compacto (Bx«,w*).

Consideremos C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un compacto K con

la norma || - ||oo. Entonces C(K) es separable si y solo si K es metrizable.

El teorema de Goldstine establece para todo espacio normado X que la w*-adherencia

de Bx en X™ es Bx»«.

Puesto que (Bxs+,w") es w*-compacto, es claro que la w*-adherencia de Bx en X**
s’ . . . —w* ., .
estd incluida en Bys«. Si Bx« # Bx , por el teorema de separacién en espacios

duales mencionado al final de la seccién anterior, encontramos f € Sy« tal que
sup{Re z™*(f) : ™ € Bx+} >sup{Re f(z): x € Bx} =1,

lo que es imposible pues si ** € By« y f € Bx+, entonces |2**(f)| < 1.
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Los resultados de Alaoglu y Goldstine nos proporcionan una demostracién a la

siguiente caracterizacion de espacios reflexivos:
Un espacio normado X es reflexivo si y solo si Bx es debilmente compacto.

Si X es reflexivo, se tiene que J : (Bx,w) — (Bx+,w") es un homeomorfismo
y por el teorema de Alaoglu (Bx,w) es compacto. Reciprocamente, si (By,w) es
compacto, entonces es w*-cerrado en X**. Por el teorema de Goldstine se tiene que

J(By) = By

Las demostraciones que seguimos en los resultados de esta seccion se encuentran

en la referencia [11].






Capitulo 3

El Teorema de Banach-Steinhaus.
El Teorema de la aplicacion abierta. Aplicaciones

En este capitulo se introducen resultados esenciales como el Principio de acotacion
uniforme, el teorema de la aplicaciéon abierta y el teorema de la grafica cerrada.
Se prentende la familiarizacion con estos resultados asi como con algunas de sus
aplicaciones. Las referencias que hemos seguido han sido [11], [1], [25]. La referencia

para gran parte de las aplicaciones es [24].

1. El Teorema de Banach-Steinhaus.

En esta seccién se introduce un resultado esencial este curso como es el Teorema
de Banach-Steinhaus o principio de acotacién uniforme y uno de los més importantes

en espacios de Banach.

Antes de enunciar el principio de acotaciéon uniforme, seria interesante mencio-
nar el Teorema de Ascoli-Arzela, el cual establece que si tenemos una familia A de
aplicaciones continuas de un espacio métrico compacto K con valores en R 6 C tal
que A esta puntualmente acotada y es equicontinua para todo z € K, entonces A
estd uniformemente acotada. El resultado anterior para el caso de operadores lineales

continuos es el conocido pincipio de acotacién uniforme, el cual establece lo siguiente:

Consideremos X wun espacio de Banach, Y un espacio normado y una familia
A C L(X,Y) puntualmente acotada, es decir, para todo x € X, sup 4 4 ||A(x)]] < o0.

Entonces sup 4¢ 4 ||4|] < 0.

Seguidamente pasamos a exponer la demostracién de este resultado que resulta

ser una sencilla consecuencia del Teorema de * (Bx«, w*) metrizable sii X separable.
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( vy por tanto, X separable, entonces (X*, w*) separable). * (Byx«,w*) metrizable sii
X separable. (y por tanto, X separable, entonces (X*, w*) separable). categoria de

Baire. En efecto, para cada n € N, se define el conjunto
N, ={ze€ X : sup||lA(x)|]| < n}.
AcA

El conjunto N,, es cerrado, lo cual se puede deducir de la continuidad de cada ele-
mento A € A. Ademds, se comprueba que cada N,, es simétrico y convexo. Puesto
que para todo x € X, sup 4 ||A(2)]| < oo, se tiene que X = U, N,,. El Teorema
de categoria de Baire implica que existe ny € N tal que N, tiene interior no vacio.
Por tanto, existe 6 > 0y xg € X tal que g+ Bx C N,,,. Por la simetria de N,,, se
tiene que —xp + 0Bx C N,,. Por convexidad, é Bx C N,,. Consecuentemente, para

cada x € By, supc 4 ||A(0 2)|| < np. Es decir ||A|| < 22, para todo A € A.

Se ilustra con un ejemplo que la completitud de X es esencial. En efecto, si X = ¢y

con lo norma del supremo y f, € X* definida como
i=1

Puesto que cada x € ¢ tiene unicamente un nimero finito de coordenadas no nulas,
es claro que sup,,cy | fn(z)| < co. Sin embargo ||f,|| = n, para cada n y por tanto el

conjunto {||f.|| : n € N} no estd acotado.
Seguidamente se dan algunas consecuencias del Teorema de Banach-Steinhaus.

Sean X espacio de Banach, Y espacio normado y una sucesion de operadores
continuos A, C L(X,Y). Supongamos que para cada x € X existe el limite A(z) =
lim,, A, (z). Entonces A € L(X,Y) y ||A|| < liminf, ||A4,]||.

La linealidad de A es sencilla de comprobar. Puesto que la sucesion (A, (z)),
estda acotada para cada x € X, el Teorema de Banach-Steinhaus nos asegura que
A es continua. Ademés, si x € By, ||[A(z)|| = lim, ||4,(z)|| = liminf ||A,(x)|] <
lim inf(||A,]).



1. EL TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS. 43

El anterior resultado nos proporciona un prueba de que cualquier sucesién (f,)
en un espacio dual X* convergente en la topologia w* es acotada. En efecto, si f,
converge w*, en particular (f,(z)), es una sucesién acotada para todo = € X. Por lo
anterior el conjunto {||f,|| : n € N} estd acotado. Igualmente, se demuestra que toda
sucesion (z,,) en un espacio normado (no necesariamente de Banach) convergente en
la topologia w esta acotada. Para poder aplicar el Teorema de Banach-Steinhaus,
se considera por ejemplo, la sucesién (J(x,)), C X**. La sucesion (J(z,)), es w*
convergente en X**| y por lo anterior el conjunto {||J(z,)|| : n € N} estd acotado.
Puesto que J es una isometria sobre su imagen se tiene que ||J(z,)|| = ||zn]| ¥ se

concluye que el conjunto {||z,|| : n» € N} esta acotado.

De esto se deduce el resultado que se indicaba en la anterior seccion:

1. una sucesion (f,) C X* converge a f € X* en la topologia w* siy sdlo si (fy,)
estd acotada y existe un subconjunto denso M en X tal que lim,, f,(z) = f(z),
para todo x € M.

2. Una sucesion (z,) C X converge a x € X en la topologia w si y solo si (x,)

estd acotada y existe un subconjunto denso M en X* tal que lim, f(x,) =

f(z), para todo f € M.

La implicacién a la derecha es consecuencia del principio de acotacion uniforme. La
implicacion a la izquierda se obtiene facilmente del resultado visto en el capitulo
anterior: Sean A,, C L(X,Y), sup,cy ||An|| < 00, X espacio normado e Y espacio
de Banach. Si lim,, A,,(z) = A(z) para todo € M, y M es denso en X. Entonces,
lim,, A, (z) = A(z) para todo = € X.

En un espacio normado X, un subconjunto M C X esta w-acotado si sup{|f(z)| :
x € M} < oo para todo f € X*. En un espacio dual X*, un subconjunto M C X*
estd w*-acotado si sup{|f(z)| : f € M} < oo para todo x € X. El principio de
acotacion uniforme implica que si M C X estd w-acotado, entonces M esta acotado
en norma. Igualmente si M C X* estd w*-acotado, entonces M estd acotado en

norma.
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En particular, si X e Y son espacios normados y A : X — Y es una aplicacion
lineal, entonces A es continua si y solo si fo A € X* para todo f € Y*. Se hace
observar que si f o A es continua, entonces f o A(By) es un conjunto acotado en el
cuerpo K para todo f € Y*. Es decir, A(By) estd w-acotado en Y. Por lo anterior

A(By) esté acotado en norma.

Una aplicacion del principio de acotacién uniforme es el llamado teorema de Dun-

ford:

St X es un espacio de Banach complejo, y D es un abierto de C, consideremos
F(2)—F(20)

z2—20

todo zy € D. Entonces F' es derivable en D si y solo si x* o F : D — C es derivable

una funcion F': D — X derivable en D, es decir, existe lim,_,,, para

en D para cada x* € X*.

Otra importante aplicacién del principio de acotacion uniforme es la existencia de

series de Fourier divergentes para funciones continuas:

Existe un subconjunto denso D del espacio de Banach X = {f € C[-m, 7] :
f(m) = f(—=m)} con la norma || - ||« tal que la serie de Fourier asociada a cada

f € D es divergente.

Una referencia para estos resultados es [24], donde se pueden encontrar més apli-
caciones del principio de acotacion uniforme, como por ejemplo un criterio para apro-
ximar la integral de cualquier funcién continua en un intervalo [a, b] por las llamadas
formulas de cuadratura. Igualmente, el principio de acotaciéon uniforme proporciona
una caracterizacién de las matrices infinitas (a;j) que estan asociadas a funciones

continuas del espacio de Banach c en c.

2. El Teorema de la aplicacién abierta.

En primer lugar se define una aplicacién abierta f entre dos espacios topoldgicos
X e Y:laimagen f(U) de todo abierto U C X es abierta en Y. Se comprueba que si
X e Y son espacios normados y T € L(X,Y’), entonces T es una aplicacién abierta

sii T'(Bx) es un entorno de 0.

El Teorema de la aplicacién abierta establece lo siguiente:
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Sean X eY espacios de Banach yT € L(X,Y) sobreyectiva. Entonces T(Bx) es

un entorno de 0, es decir, T es abierta.

La demostracion de este resultado hace uso, al igual que el principio de acotacién
uniforme del teorema de categoria de Baire. Se considera V' = T'(By) y se comprueba

que es convexo y simétrico. Su adherencia V' es también convexo y simétrico. Ademas
Y =T(X)=U,nV.

Por el teorema de categoria Baire, existe xo+rBy C V, y por simetria y convexidad,

T‘By cV.

Seguidamente, se demuestra que V C 2V. Si y € V, existe ; € By tal que

ly — T(21)]] < 5. Por tanto, y — T(z1) € § By C 3V = T(5 Bx). Entonces existe
7 € §Bx tal que ||y — T(x1) — T(x2)]] < §, es decir
1

1—
B -V =T(-Bx).
YC4V (4 x)

,
y—T(x1) = Tl2) € §

Continuando de esta manera se obtiene una sucesién de puntos (z,) C X tal que
2]l < o5 e fly = T(@1) + ... + T(a)|] < 57 Se comprueba que puesto que X es
completo y la serie ) ||x,| converge, entonces T'(zg) = y, siendo zo = >z, €

2 Bx.

Del teorema de la aplicacién abierta se deducen interesantes consecuencias. Dos
normas || - ||; y || - |2 en un espacio vectorial X son comparablessi || - |1 < m] - |2 6

| - l2 < m] - |1, para alguna constante m > 0.

St X eY son espacios de Banach,

1. T € L(X,Y) es biyectiva, entonces la aplicacién inversa T~ € L(Y, X).

2. Dos normas comparables en un espacio vectorial X, con las que X es un
espacio de Banach, son equivalentes.

3. 8t M, N son dos subespacios cerrados de un espacio de Banach X tal que
M+ N=XyMnN = {0}, entonces X = M & N, donde & representa la
suma directa de M y N.
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4. Si T € L(X,Y) es sobreyectiva, entonces X/kerT e Y son linealmente

1somorfos.

La primer afirmacién se deduce de que si rBy C T(Bx), entonces rT~!(By) C

Bx, y por tanto |[T1| < 1.

La segunda, es consecuencia de que la aplicacién identidad, por ejemplo si || - ||; <
ml -2,
(X[ fl2) — (G- M)
es una biyeccion lineal continua.

la tercera afirmacién se deduce del hecho de que F': M x N — X, F(x,y) =
x + y, es siempre continua y biyectiva. Puesto que el espacio producto M x N y
X son espacios de Banach el Teorema de la aplicacion abierta implica que F' es un

isomorfismo lineal.

La cuarta afirmacién se demuestra observando que la aplicacién lineal

T: X/kerT — Y, definida como f(i) = T(x), es continua y biyectiva.

Es interesante dar algiin ejemplo donde la conclusion del teorema de la aplicacién
abierta no se tiene si la condicion X e Y espacio de Banach se omite. En efec-
to, si consideramos los espacios normados (C[0,1],] - |l«) v (C[0,1],] - |l1), donde
[fll = fol | f|. El primero es espacio de Banach, pero no asi el segundo. La aplicacién
identidad I : (C[0,1], || - ||cc) — (C[0, 1], ]| - ||l1) es continua y biyectiva. Sin embargo

I no es un isomorfismo lineal.

Considerese un espacio de Banach Y cualquiera de dimensién infinita y (24)aea
una base algebraica de Y. Consideremos el espacio X = cgpo(A) con la siguiente

norma
o] =Y lx(@), @€ ().

(X,]-]) no es completo y la aplicacién F': X — Y, F(x) = > x(«) x, es biyectiva

y continua. Sin embargo, F~! no es continua pues entonces X serfa completo.

A continuacién exponemos algunas aplicaciones clasicas del teorema de la aplica-

cion abierta que aparecen en la referencia [24].
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Una aplicaciéon que ya mencionamos al hablar de bases de Schauder es el hecho

de que las proyecciones p, : X — X,

pn(z a; €;) = Z @; €4,
i i=1

asociadas a la base de Schauder (e,,) en el espacio de Banach X son continuas. Esto
se demuestra considerando la nueva norma |z| = sup,, ||p.(2)||, = € X. Se prueba
que esta nueva norma es completa. Puesto que la identidad de (X, |-]) en (X, | - ||)
es continua, por el teorema de la aplicacion abierta se obtiene que la identidad es un

isomorfismo lineal .

Otra aplicacién es el hecho de que un reciproco del lema de Riemann-Lebesgue
no es cierto. El lema de Riemann-Lebesgue establece que si f € Li[—m, 7], entonces
sus coeficientes de Fourier que denotamos por f(n) tienden a 0 cuando |n| tiende a
infinito. Sin embargo se demuestra que existen sucesiones de nimeros {a, : n € Z}
tales que a,, — 0 cuando |n| tiende a infinito que no son los coeficientes de Fourier

de una funcion de L [—m, 7.

Otra aplicacién se obtiene en las soluciones aproximadas de ecuaciones diferen-
ciales. Consideremos un sistema de orden n, lineal y no homogeneo de ecuaciones

diferenciales ordinarias con coeficientes variables
an(t) x(”)(t) + - Fap(t) z(t) = y(t), t € |a,b],

con a; € Cla,b] y con unas determinadas condiciones iniciales, por ejemplo, z(a) =
2'(a) = --- = 2™ (a) = 0, tal que para cada y € C|a,b] existe una tnica solucién
x € Cla,b]. Se puede demostrar con el teorema de la aplicacién abierta que las

soluciones x dependen de forma continua de y.
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3. El teorema de la grafica cerrada

A continuacién, pasamos a exponer el Teorema de la gréafica cerrada.

Si F': X — Y es una funcién, la grdfica de F es el conjunto
G={(z,F(z)): z€e X} C X xY.

Si X e Y son espacios métricos y F' es continua, entonces F' tiene grafica cerrada en
X xY, es decir G es un conjunto cerrado en X x Y. El teorema de la grafica cerrada

establece lo siguiente:

Sean X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Entonces T es continua si y

solo si la grdfica de T es cerrada.

En el espacio X x Y se considera la norma ||(z,y)| = max{||z||, ||y||}. Por hipéte-
sis, se tiene que G = {(z,T(z)) : * € X} es un conjunto cerrado en X x Y. Puesto
que T es lineal, G es un subespacio cerrado de X x Y, y por tanto un espacio de

Banach con la norma producto restringida. Se considera la proyeccién
p:G— X, px,T(z)) ==x.

Se comprueba que p es continua y biyectiva. Por el teorema de la aplicacién abierta
p~ iz — (x,T(z)) es una aplicacién continua de X en G. Puesto que la proyeccién

1

q: X xY — Y, q(x,y) =y es continuay T = qop ', se concluye que T es

continua.

Se ilustra con algunos ejemplos que la condicién X e Y completos no se puede
omitir. Consideremos (C[0, 1], ||-||«), €l espacio de la funciones con derivada continua

en [0, 1] con la norma infinito, y (C0, 1], || - ||»). La aplicacién lineal

F:CY0,1] — C[0,1],  F(f)=/f

NES

no es continua, y sin embargo la grafica de F' es cerrada: Si f,, — f y F(f.) =

f LLLN g, por resultados de andlisis clasico elemental [’ = g.
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Es interesante mencionar la siguiente consecuencia del Teorema de la gréafica ce-

rrada:

Consideremos en C[0, 1] una norma |-| tal que (C[0,1],|-|) es de Banach y tal que
las evaluaciones {J; : t € [0,1]} son funcionales lineales continuos en [0, 1]. Entonces

|| v |l - loc son equivalentes. Se deduce del hecho de que la aplicacién identidad

(0L - []) — (€0, 1], ] -1)

tiene la grafica cerrada y por tanto es continua. En efecto, si f, M fvfa 1) qg,

puesto que ¢; es continua con la norma | - |, se tiene que lim, f,(t) = g(t) para todo

t € [0,1] y por tanto g = f = I(f).

Otra aplicacién es la siguiente: consideremos una norma completa en L'[—m, 7]
que hace a los funcionales correspondientes a los coeficientes de Fourier continuos
entonces esta norma es equivalente a la usual || - ||;. En efecto, se comprueba que la
aplicaciin identidad I : (L'[—7, 7], || - [1) — L'[—m, 7], || - ||) tiene grafica cerrada
pues los coeficientes de Fourier determinan a las funciones. Por tanto, I es continua
y puesto que es una biyeccion el teorema de la aplicacion abierta implica que I es

un isomorfismo lineal.

Igualmente se puede demostrar por el teorema de la grafica cerrada que una
aplicacion lineal F': X — X, siendo X el espacio ¢, ¢y 6 ¢ con la norma usual co-
rrespondiente, es continua si F' conmuta con el operador S : X — X, S(xy, 29, ...) =

(0, T, T2, )






Capitulo 4

Espacios de Hilbert

En este capitulo se proporciona el concepto de producto escalar, asi como sus
propiedades més importantes y el concepto de norma asociada a un producto escalar.
Se definen los espacios de Hilbert. Se establecen el teorema de la proyeccion sobre un
subconjunto convexo cerrado y acotado de un espacio de Hilbert, siendo el teorema
de la proyeccion ortogonal un caso particular de este para un subespacio cerrado
de un espacio de Hilbert. Del anterior deduciremos el teorema de descomposicion
de Riesz, el cual establece que un espacio de Hilbert es suma directa de cualquier
subspacio cerrado del mismo con el subespacio ortogonal correspondiente. Para estos

resultados, hemos seguido la referencia [11].

Seguidamente se demuestra el teorema de Representacién de Fréchet-Riesz, el cual
establece que, en cierta forma, un espacio de Hilbert es su propio dual para el que

hemos consultado la referencia [24].

En la tdltima seccién se consideran familias ortonormales, se recuerda el proceso
de ortogonalizacion de Gram-Schmidt conocido para el caso finito dimensional y
valido también una sucesion de vectores linealmente independientes. Se define el
concepto de base ortonormal y se establecen las propiedades més importantes de
las bases ortonormales, como es la representacion de cualquier punto del espacio
como una serie convergente »  \;e;, llamada serie de Fourier con respecto a la base
ortogonal (e;). De la representacién anterior se prueba que todo espacio de Hilbert
es linealmente isométrico a f5(I) para algiun conjunto de indices /. Finalmente se
presentan los ejemplos mds importantes de bases canénicas, como {e™ : ,n € N} en

Lo[—m, w]. Hemos seguido en esta seccién la referencia [24].

51



52 4. ESPACIOS DE HILBERT

Se presentaran ejemplos y problemas de aproximacién en espacios de Hilbert.
En [24] aparece una seleccién muy interesante de este tipo de problemas: mejor
aproximacién de una funcién de f € Ls[a, b] por un polinomio de grado prefijado 6
en general por una funciéon de un espacio cerrado prefijado, calcular el punto dentro
de un subespacio “afin” cerrado con menor norma, etc... También se podria plantear
como ejercicio algo mas tedrico y con las consiguientes indicaciones el teorema de
Miintz:. Dada una sucesion de nimeros naturales 1 < n; < ny < ---, el espacio

generado por {t",1"2, ...} es denso en Ly[0,1] si y sélo si > L = 0.
J

1. Definicién y propiedades basicas

En primer lugar se introduce el concepto de producto escalar . Si X es un espacio
vectorial sobre el cuerpo K (R é C), un producto escalar en X es una funcién

(-,) : X x X — K tales que para cualesquiera x,y,z2 € X y A € K,

1. (xz,z) >0
(x,x) =0 siy solosi z =0 (definida positiva)
2. (x+zy) =(z,y) +(z,9)
Ax,y) = A(x,y), (lineal en la primera variable),

T
3. (y,x) = (x,y) (simétrica conjugado).

Las condiciones (2) y (3) implican que si x,y,z € X y A € K, entonces

(Ty+z)=(zy)+(x,2) vy  (z,Ay)=X(z,y).

Si X es un espacio vectorial real, entonces (2) y (3) implican que (-,-) es también

lineal en la segunda variable.

El ejemplo més sencillo se puede encontrar en los espacios vectoriales de dimension

finita R™ y C", donde se define

n

<$7y>:Zx(i)ma T,y € K"

=1
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Una generalizacién de este producto escalar aparece en ¢y (real o complejo). Para

x,1y € Uy se define el producto escalar

(w,9) =Y x(i)y(i)-

00
i=1

Igualmente, en Lo(R) real o complejo se considera el producto escalar

(f,g9) = /ng, para todo f,g € Ly(R).

En todos los anteriores casos, la desigualdad de Minkowski implica que |(x,y)| <

llz||2 |ly||2, para todos x,y en el espacio correspondiente.

A continuacién se dan algunas de las propiedades basicas de un producto escalar:

1. Identidad de Polarizacion: para todos x,y € X espacio vectorial complejo,

(x,y)=-[{x+y,x+y)—(x—y,x—y) +i{r+iy,z+iy) —i{z — iy, —iy)].

N

Si X es espacio vectorial real la identidad de polarizacién es la siguiente,

(r,y) =-[v+y,z2+y) —(z—y,zv—-y)], z,y € X.

| =

2. x=0 siysolosi (z,y) =0, paratodo ye€ X.
3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Para todos z,y € X,

(7, )| < V{w,2) V(y,9).

Para demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se supone y # 0 (si y = 0 la
desigualdad es trivialemente cierta). Las propiedades del producto escalar implican

que

(z,y) (z,y) >:¢m@_K%wl

0§<x_@ﬁ;%x_<%w v,y)

El producto escalar induce una norma en el espacio vectorial X definida de la

siguiente forma

l|lz|]| = v/ (z, ), r e X.
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Las condiciones (1) y (2) correspondientes a las definicién de norma se comprueban
de forma sencilla. La desigualdad triangular se deduce de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, puesto que

Iz +yl* = ll[1* + llyll* + 2 Re (@, y) < |l=]]* + [lyll* + 2 [(z, )]
< 2l + [lyl* + 2=yl = (2]l + llyID*.

Se comprueba que en (X, | - ), el producto interior es una aplicacién continua de

X xXenK.

Asi mismo se comprueba que esta norma, definida a través de un producto escalar,

verifica la denominada igualdad del paralelogramo
Iz +yl1* + [l = ylI* = 2(||=(]* + [ly[]*)-
Lo maés sorprendente es que el reciproco también es cierto, y es el llamado teorema

de Jordan-von Neumann:

Si X un espacio normado, existe un producto escalar (-,-) en X tal que (x,x) =

|z|[? si y solo si la norma satisface la igualdad del paralelogramo.

Para demostrar este hecho, si la norma || - || verifica la igualdad del paralelogramo,
se define en el caso complejo el producto escalar asociado (recuerdese la identidad

de polarizacién):
1 2 2 . . 2 . . 2
{w,y) = 7z +yll" + llz = ylI" + dfle + ay[]” = dflo — iy]]

y en el caso real,
1 2 2
(@) = 2z +yl” = llz = yIP)-

Se comprueba que la funcién (-, -) definida de la anterior forma es un producto escalar.

Un espacio pre-Hilbert H es un espacio normado H con una norma que deriva

de un producto escalar. Si ademas la norma es completa, es decir, si X es Banach,
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entonces H es un espacio de Hilbert. En las siguientes secciones se obtienen impor-
tantes resultados relativos a espacios de Hilbert que daran idea de la rica y fructifera

estructura de estos espacios.

Se indicard que los ejemplos anteriormente mencionados (K™, | - |l2), (2, - []2) ¥
(L2(R), || -||2) son espacios de Hilbert. En efecto, en los tres casos las normas derivan
de los productos escalares considerados anteriormente. Se indica asi mismo que si

consideramos un conjunto de indices cualesquiera I, el espacio
2
(1) = {(zi)ier : Z |2]" < o0}
i
con el producto escalar

(w,y) =Y x(iy(i),  y € ),
iel
es un espacio de Hilbert, el cual es separable si solo si I es numerable.
Se indica que cualquier subespacio cerrado de un espacio de Hilbert es también

de Hilbert.

Se comprueba que si p # 2, los espacios (K™, ||-||,) 7 >2, (¢, ]]l,) ¥ Lp(R) no
son Hilbert. Igualmente C'[0, 1] no es un espacio de Hilbert. En efecto, se comprueba

que la norma || - ||, no verifica la igualdad del paralelogramo.

Se indica que el espacio (C]0, 1], - ||2) es un espacio pre-Hilbert cuyo completado

es el espacio de Hilbert (L]0, 1], || - ||2)-

2. Ortogonalidad. Teorema de la proyeccién ortogonal

En un espacio de Hilbert (6 pre-Hilbert) se puede definir el concepto de dngulo
que forman dos vectores, y por tanto el concepto de ortogonalidad. Si z,y € X \ {0},

se define el angulo 6 € [0, 7| entre = e y:

6 = arccos (Re (w,—y))

[l 1]yl
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Dos vectores = e y son ortogonales y se denota por x Ly si (x,y) = 0. Si ademds
ambos vectores tienen norma 1, entonces se llaman vectores ortonormales. Por ejem-
plo, en /5 los vectores de la base candnica son ortonormales. En Ls[—m, 7| complejo,

eznt

los vectores de la familia { A inE Z} son ortonormales. En La[m, 7] real o complejo,

los vectores de la familia {\/%7, f}’%, Cosﬁrt, e \s}%, 5\1}12%, ...} son ortonormales.

Se consideran subespacios ortogonales M y N de un espacio de Hilbert H si

cualesquiera dos elementos z € M e y € N son ortogonales.

Si F' es un subespacio del espacio de Hilbert H, se define el subespacio ortogonal

de F' como
Fr={rxecH: (z,9) =0, paratodoyc F}.

Se comprueba que F* es siempre cerrado.

Si F' es un subconjunto de un espacio normado X, se define la distancia de un
punto x a F' como dist(x, F') = inf{||x — y|| : y € F'}. Se indica que en general, no
existe un punto y € F' tal que dist(z, F') = ||z — y||.

Sin embargo, uno de los resultados mas importante relativos a los espacios de
Hilbert es el teorema de la proyeccion el cual nos proporciona una mejor aproximacion
6 punto mas cercano de cualquier subconjunto cerrado y convexo F' C H a un punto

xT.

Sea F' un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Hilbert H. Para todo
x € X existe un unico y € F tal que dist(z, F') = ||x — y||. Ademds el punto y queda

caracterizado por la condicion Re (x — y,u —y) < 0 para todo u € F.

Para demostrar este resultado se considera una sucesidn minimizante (x,), es
decir una sucesién (z,,) C F tal que ||z — x,|| = dist(x, F), la cual se prueba que
es de Cauchy. La condicién sobre y y el hecho de que es tnico se deducen de las

propiedades de una norma que viene definida por un producto escalar.

El teorema de la proyeccién para subespacios cerrados se llama teorema de la

proyeccion ortogonal:



2. ORTOGONALIDAD. TEOREMA DE LA PROYECCION ORTOGONAL 57

Sea F' un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Para todo x € X existe
un tdnico y € F tal que dist(x, F) = ||z —y||. Ademds el punto y queda caracterizado

por la condicion x —y € F*-.

El teorema de la proyeccion ortogonal nos proporciona la siguiente descomposicion

de H resultado conocido como Teorema de Riesz:

St H es un espacio de Hilbert y F' es un subespacio cerrado de H, entonces H =

F ® F*, es decir H es suma directa de F' y F*.

Claramente la aplicaciéon T': F' x F+ — H, F(z,y) = x + y es un isomorfismo
lineal entre F' x F+ y la imagen de T pues ||T(x,y)||*> = ||z||* + ||y||?. La sobreyecti-
vidad de T se deduce del hecho de que dado x € H existe y € F' mejor aproximacion

de F' a x y de que = —y es ortogonal a F'.

La aplicacién lineal y continua (de hecho de norma 1) P : H — F, definida
como P(z) =y, donde y es el punto de F' mas cercano a z, es la llamada proyeccion
ortogonal de H en F. El subespacio F* es el llamado complementario ortogonal de

F.

De lo anterior se deducird, en particular que el cociente de un espacio de Hilbert
H/F, donde F es un subespacio cerrado de H, es también un espacio de Hilbert y
H/F es linealmente isométrico a F'+. Se hace observar que de los anteriores resultados

se deduce que todo espacio cerrado en un espacio de Hilbert estd complementado.

El siguiente importante resultado en espacios de Hilbert es el llamado Teorema
de Representacion de Fréchet-Riesz el cual establece que en cierta forma un espacio

de Hilbert es su propio dual:

Si H es un espacio de Hilbert y f € H*, existe un unico x € H tal que

fy)={y,x), paratodoyeH y  [If]| =]zl

Una demostracién de este resultado se basa en el teorema de Riesz. Si f # 0, se

considera el subespacio cerrado F' = ker f. Puesto que H = F@ F*, vy F # H, existe

z € '+ de norma 1. Se comprueba que f(y) = (y, f(z) 2).
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El teorema de representacién de Fréchet-Riesz determina una aplicacién

T:H— H*

T(z)(y) = (y,z),

la cual es una isometria antilineal de H en H*. Ademaés, el dual de H es otro espacio

de Hilbert con el producto escalar

(fr9) =(T(9),T(f))-

Finalmente, la inyeccién canénica J : H — H** es sobreyectiva. Esto se demuestra
por el teorema de representacion de Fréchet-Riesz aplicado al espacio de Hilbert H*.

Por tanto, todo espacio de Hilbert es reflexivo.

3. Bases ortonormales. El sistema trigonométrico

En primer lugar se define conjunto ortonormal S C H si los vectores de S son de

norma 1 y son ortogonales entre si.

La base candnica de /5 es una familia ortonormal. El ejemplo considerado en la sec-

eznt

cién anterior en el espacio Ly[—m, 7] complejo, § = { = : n € Z} es una familia orto-

normal. En Ls[—m, 7] real o complejo, la familia S = {\/%7, C\/O%, C&Z%, s \S};L;, S\‘;‘%, o}

es ortonormal.

Seguidamente se indica que un sistema ortonormal estd formado por vectores li-
nealmente independientes, se recuerda el método de ortogonalizaciéon Gram-Schmidt
para una sucesién (x,) C H de vectores linealmente independientes. Se da como
ejemplo del proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt en Ly[—1, 1] para la su-
cesién de vectores linealmente independientes {z,(t) = t" : n € N}, la cual nos

proporciona los llamados polinomios de Legendre normalizados. Seguidamente se
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enuncia y demuestra la desigualdad de Bessel: si {x1,...,2,} es una familia de vec-

tores ortonormales en H, entonces

m

Z [z, z.) | < ||z||?, para todo x € H.

n=1
Seguidamente se prueba el Teorema de Riesz-Fischer:

Sea (x,) una sucesion ortonormal en un espacio de Hilbert H y (\,) C K. Son

equivalentes:

1. Eziste x € H tal que (x,x,) = \, para todo n,
2. > | Al? < o0,
3. >, Any, converge en H.

La importancia de las familias ortonormales aparece de forma clara en las llamadas
bases ortonormales, las cuales nos dan una representacién de cualquier vector del

espacio H como una suma infinita de vectores de esta familia.

En todo espacio de Hilbert H el lema de Zorn proporciona una familia ortonormal
maximal (e;);e; para algin conjunto de indices I que llamamos base ortonormal. Se
comprueba que el espacio generado por las combinaciones lineales finitas de (€;);er
es denso en H. En el siguiente resultado se observa de forma clara la importancia y

utilidad de las bases ortonormales:

Consideremos un espacio de Hilbert H y (e;)ic; una familia ortonormal en H.

Son equivalentes:

1. (&;)ier es una base ortonormal de H.

2. Cada v € H se puede expresar de la forma x = ),/ (z,e;) x5, donde el
conjunto de los indices {i € I : (x,e;) # 0} es contable. Esta es la llamada
serie de Fourier de x relativo a la base (€;)icr-

3. Para cada x € H, se verifica la igualdad ||z||* = Y ,c; (x,€)]?, llamada
igualdad de Parseval (igualmente, el conjunto de los indices i € I tales que
(x,e;) # 0 es contable).

4. Si x € H verifica que (x,e;) = 0 para todo e;, entonces x = 0.
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Se menciona que en el resultado anterior I es numerable si y sélo si H es separable.
Se prueba igualmente el siguiente resultado que, en particular determina que los

espacios de Hilbert separables son linealmente isométricos a £5:

Si (e;)ier €s una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, entonces H (real o
complejo) es linealmente isométrico a (1) (real 6 complejo, respectivamente) me-

diante la aplicacion
T:H — ly(I), T(x) = ((z,€;))icr-

Ademdas T conserva el producto escalar, es decir, (T(x),T(y)) = (x,y) para todos

x,y € H.

Se indica que, por tanto, los espacios fa, Ly(R), Lo[—m, 7], y en general Ls|a, b],

con a < b son todos espacios linealmente isométricos.

Finalmente se indica que la llamada “base cannonica” del /5 es una base ortonor-
mal, se demuestra que el conjunto (¢ : n € Z) es una base ortonormal en Ly[—, 7]
(complejo) y constituye uno de los ejemplos cldsicos de bases ortonormales hasta el
punto que gran parte de la teoria de espacios de Hilbert se ha desarrollado a través

de ella. En el caso real 6 complejo el conjunto

1 cost cos2t sint sin 2t

\/%7 \/%7 \/%7"'7 \/ﬂ? \/%7"'

forma una base ortonormal de Ly[—, 7]. En ambos casos se indica la serie de Fourier

S ={ }

y la igualdad de Parseval de cada funcién de Ly[—m, 7] asociada a estas bases.

Un ejemplo de base ortonormal en Ls[—1,1] es la sucesion de los polinomios de

Legendre obtenida por el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt.



Capitulo 5

Teoria espectral

Seguiremos como textos de referencia [11], [24], [16] y [4]. Este capitulo tiene co-
mo pretension hacer una breve introduccién de un tema tan amplio como es la teoria
espectral. Se esbozaran algunas de las muchas aplicaciones de la teoria espectral, las

cuales se trataran con mas profundidad en cursos posteriores.

En la primera seccion se prueba que el subconjunto de los operadores invertibles
del espacio L(X) (operadores acotados de un espacio de Banach X en X) es un
conjunto abierto. Se presenta el Teorema de Gelfand-Mazur, que prueba que si X es
un espacio de Banach complejo, entonces el espectro de T' es no vacio. Se demuestra

ademas la férmula del radio espectral.

En la segunda seccién se presentan algunas de las propiedades de los operadores
compactos: Si T" es un operador compacto ker(/ —T) es de dimensién finita, Im (I —71")
es un subespacio cerrado de X y de codimensién finita, I — T es invertible si y so6lo si
es inyectivo, 0 esta en el espectro de T'si X es de dimensién infinita, todo elemento no
nulo del espectro de T" es un autovalor de T, el espectro de T' esta formado, ademas

del 0, de un conjunto finito o una sucesién que tiende a 0.

En la seccién tercera se presentan algunas de las propiedades de operadores au-
toadjuntos en espacios de Hilbert, las cuales permitiran junto con los resultados de
las anteriores secciones las siguiente propiedades para un operador 7' compacto au-
toadjunto definido en un espacios de Hilbert: El operador T induce en el espacio
Im (T) una base ortonormal formada por autovectores de T’ asociados a autovalores
no nulos, y por tanto un espacio de Hilbert H tiene una base ortonormal formada
por autovectores de T'. Finaliza esta seccién mencionando la llamada alternativa de

Fredholm.

61
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En la referencia [24] aparecen numerosos ejemplos que ayudaran a asimilar los

resultados de este capitulo.

1. Nociones de Teoria espectral

Se considera L(X), el espacio de los operadores lineales acotados de un espacio de
Banach X en X. Se indica que, ademés de tener estructura de espacio de Banach,
tiene estructura del dlgebra de Banach no conmutativa con la composicion como la
operacion producto entre dos operadores, en el que el operador identidad de X en

X es la unidad de este algebra de Banach.

Se definen en primer lugar los operadores invertibles en L(X). Se define valor
espectral A € K (K es el cuerpo C 6 R) de un operador 7' € L(X) si A\l — T no es
un operador invertible, donde I es el operador identidad. El conjunto de todos los
valores espectrales de un operador 7' se denota por o(T') y se llama espectro de T.
La resolvente o(T) es el conjunto K \ o(7T') y los puntos de o(T") son llamados valores
requlares de T . Finalmente, si A € o(T'), el operador R(\) = (Al —T)~! se llama la

resolvente de T' para \.

Se definen los autovalores de un operator T' € L(X) como aquellos escalares A € K
que verifican que A\I —T no es inyectivo. Por tanto, el conjunto de los autovalores esta
incluido en el espectro o(7T'). Se hace notar que si el espacio X es finito dimensional
ambos conjuntos son iguales, pero esto no es cierto en general. El subespacio de
X, ker(A — T) es llamado autoespacio correspondiente al autovalor A, y cualquier

x € ker(A —T'),  # 0, es un autovector correspondiente al autovalor \.

El primer resultado que se expondra vemos corresponde a la estructura de los
operadores invertibles dentro de L(X). Se probara que si ||T|| < 1, entonces [ =T es
invertible y el operador (I—T)™' =312 T*, donde la serie converge absolutamente
en L(X). A partir de lo anterior se prueba que el conjunto C de los operadores

invertibles es un subconjunto abierto de L(X). En particular si T es invertible y
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T = S|| < |T7Y|!, entonces S es invertible y

ITHPIS =T

157 =T < - :
L= [[T=H[1ls =T

Por tanto, la aplicaciéon T — T~ es un homeomorfismo de C en C. Esto implica que
el espectro o(T") de un operador es cerrado en K. Mas atn, o(T') estd acotado por

7], porque si [A| > [|T||, entonces (\I —T)~' = X711 — ) = 3> <& Por

tanto, o(T") es compacto.

A continuacién se expone como ejemplo el caso donde dim X, en el que encontrar
el espectro de un operador T' se convierte en averiguar cuando la matriz asociada a
Al — T tiene determinante 0. Este determinante es un polinomio en X y es llamado

polinomio caracteristico.

Se expondran seguidamente el teorema de Gelfand-Mazur (1941) y la formula del
radio espectral (obtenida por Gelfand en 1941), ambos resultados sélo ciertos para el

cuerpo C.

EL teorema de Gelfand-Mazur dice lo siguiente: Si X es un espacio de Banach

complejo y T € L(X), el espectro o(T) no es vacio.

Para demostrar este resultado, se considera un funcional cualquiera f € (L(X))*

(se observa que L(X) es un espacio de Banach complejo), y se define la aplicacién

F:oT)—C
FO) = f(M=1)7)

Se comprueba que F' es una funcién holomorfa en el abierto o(7), puesto que existe
el limite limy,, ZA=EX) = £(AT — T)72). Si o(T) = 0, entonces o(T) = C y F es
una funcién entera. Ademds F' estd acotada, puesto que im0 F'(A) = 0. Por el
Teorema de Liouville, F' es constante en C, y por tanto, F' = 0. Sin embargo si se
elige, por el teorema de Hahn-Banach, f € L(X)* tal que f(T~') = ||T~!||, entonces

F(0) = f(T7') = ||T7|| # 0, se llega a una contradiccién.
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Seguidamente, se define el radio espectral de un operador Ty se denota por r(T')
ar(T)=sup{|A|: A€ c(T)}. Si X es un espacio de Banach complejoy T € L(X),

la férmula del radio espectral permite calcular r(7T') de la siguiente manera:
r(T) = lm | |77V

Para demostrar este resultado se comprueba primero que o(7") = {\": A € o(T)}.
Por tanto, ||T"|| > |A" si A € o(T) y liminf ||T"||'/™ > r(T). Para demostrar que
lim sup ||T7||*/™ < r(T), se usa el hecho de que la anterior funcién F' es holomorfa en
o(T), y por tanto, analitica en o(T). Si A > ||T||, entonces F(\) = f((A[ —T)™1) =

A=D1 =3", ’;(,anl). Por las propiedades de las series de Laurent esta serie

converge para {|A| > r(T)}. En particular {f(557)} es una sucesién acotada para
todo f € L(X)*. El principio de acotacién uniforme implica que la sucesion {5}

estd acotada para |A| > r(T).

Las demostraciones que hemos esbozado se pueden encontrar en [24]. En [11] y
[16] se dan demostraciones similares, aunque sin hacer uso de los funcionales auxi-
liares f y trabajando directamente con funciones holomorfas definidas en o(7") con

valores en L(X).

Se da algunos ejemplos en el caso real donde los anteriores resultados no sirven, por

s

Zen R?, T'(z1, x2) = (—x2,x1). Se menciona asi mismo

ejemplo el operador rotacién
que el caso de los autovalores es diferente. Incluso para K = C, existe ejemplos de

operadores que no tienen autovalores.

2. Operadores compactos. Espectro de un operador compacto

Si X e Y son espacios de Banach, un operador T' € L(X,Y') es compacto si T'(Bx)
es compacto. Se comprueban las siguientes propiedades de los operadores compactos:
T es compacto si y solo si la sucesion imagen de toda sucesion acotada en X tiene
una subsucesion convergente en Y'; si T' es compacto, entonces transforma sucesiones
débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma. Se comprueba que el

conjunto de los operadores compactos de X en Y, que denotaremos por (X, Y), es
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un subespacio normado de L(X,Y"). El espacio K(X,Y) es completo si y sblo si Y

es completo.

Un caso particular de operadores compactos son los operadores de rango finito.
Un operador 7' € L(X,Y) tiene rango finito si T(X) es un espacio de dimensién
finita. El conjunto de estos operadores se denota por F(X,Y) y forma tambien un
subespacio normado de L(X,Y"). Puesto que X e Y son espacios de Banach se prueba
por el teorema de la aplicacién abierta que si T es compacto y la imagen de T es
cerrada, entonces T tiene rango finito. Se prueba también que m C K(X,Y).
Sin embargo, no siempre esta inclusion es una igualdad. Se menciona que un espacio
de Banach Y tiene la propiedad de aprorimacion si para todo espacio de Banach X,
todo operador compacto de X en Y se puede aproximar por operadores de rango
finito. En particular si X es un espacio de Banach con una base de Schauder, como

es el caso de ¢, £, (1 < p < 00) entonces el subespacio F(X) de los operadores de

X en X de rango finito es denso en el subespacio (X)) de los operadores compactos

de X en X.

Se comprueba que si R € L(X,Y) es un operador compacto, y S € L(Xy,X),
T € L(Y, Y1), siendo X; y Y; espacios de Banach, entonces la composicion TRS es

un operador compacto de X; en Y].

Como ejemplo importante de operadores compactos se presenta los llamados ope-
radores integrales. Se considera el espacio C[0,1] y k(s,t) € C([0,1] x [0,1]). Para
cada f € C|0,1] se define

A(f)(s) = /0 (s, t)f(t)dt,  teo,1].

A es lineal, continua y ||A(f)||sc < ||k||oo- Si ahora consideramos el espacio Lo ([0, 1])
v k(s,t) € Ly([0,1]x]0, 1]), y se define de la misma forma un operador A : L,[0, 1] —
L]0, 1], entonces [|A|| < ||k||2. Se prueba que son compactos. Tales operadores en

L]0, 1] se conocen con el nombre de Hilbert-Schmidt.

A continuacion se presentan los resultados basicos de la teoria espectral en ope-

radores compactos.
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En primer lugar se prueba que si X es un espacio de Banach, y T € K(X),

entonces

1. ker(I —T) tiene dimensidn finita,
2. Im (I —T) es un subespacio cerrado de X de codimension finita.

3. El operador I — T es invertible si y solo si es inyectivo.

Los resultados (1) y (2) significan que I — T es un operador de Fredholm. Un
operador G € L(X;Y) es de Fredholm si ker G es de dimensién finita y G(X) es de

co-dimensién finita.

Finalmente, el siguiente resultado proporciona la estructura del espectro de un

operador compacto. Si T € K(X), entonces,

1. Si X es de dimension infinita, 0 € o(T).

2. SidAe€a(T)\ {0}, entonces \ es un autovalor de T.

3. o(T) = {0, A1, Aa, ...}, donde {\;} es o bien un conjunto finito (y posiblemente
vacio) o bien una sucesion que tiende a cero formada por autovalores no nulos.

Cada uno de los \; tiene un autoespacio asociado de dimension finita.

En los anteriores ejemplos de operadores integrales en C10,1] y L]0, 1], se consi-
deran los llamados kernels de Volterra, aquellas funciones k(s,t) € C([0,1] x [0,1]) é
Ly([0,1] x [0, 1]) tales que k(s,t) = 0 para s < t, el correspondiente operador integral
es llamado operador de Volterra. Una de las propiedades méas importantes de estos

operadores es que su espectro consta solo del cero.

Finalmente se establece una de las llamadas alternativa de Fredholm para un
operador compacto T" definido en un espacio de Banach X: Exactamente una de las

dos alternativas ocurre,
(1) Para cada y € X, la ecuacién T'(xz) — xz = y tiene una tunica solucién z € X.

(2) Existe una solucién no nula z € X de la ecuaciéon homogenea asociada T'(x) —

z = 0.

Si la alternativa (2) se cumple, entonces el maximo nimero de soluciones lineal-

mente independientes de la ecuacion homogenea es finita.
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En particular la anterior alternativa se aplica a las llamadas ecuaciones integrales,

estas son ecuaciones del siguiente tipo

f(s)—)\/o k(s,t)f(t)dt = g(s), 0<s<1,

donde a # 0 es un escalar. Se trata de encontrar una solucién f(t) de la anterior
ecuacién integral, donde g(t) es una funcién dada. Los espacios que se consideran son,

bien f,g € C[0,1] y k € C[0,1]xC[0,1] 6bien f,g € Ly[0,1]y k € Ls[0, 1] x Ls[0, 1].

Se comprueba que la anterior ecuacién integral tiene solucién en Ls|0, 1] precisa-

mente para aquellos g tales que fol g(t)h(t)dt =0y h verifica
1
h(s) — )\/ k(t,s)h(t)dt = 0, en casi todo punto s € [0, 1].
0

En el caso de las funciones continuas ocurre lo mismo.

Se dan como ejemplos los operadores de Volterra, en los que al no tener mas valor
espectral que el 0, se sigue por la alternativa de Fredholm que para cada A # 0y
para cada g continua (6 en Ly[0, 1]) existe una tnica solucién f que cumpla anterior

ecuacion integral.

Resolver una ecuacién integral es un problema en general muy complicado. Se
menciona que se pueden obtener aproximaciones a la solucién considerando nucleos
degenerados que aproximen al nucleo k tanto en Ls[0, 1], como en C'[0, 1]. Un nucleo
ky se dice degenerado si ki(s,t) = > u;(s)v;(t), para ciertas funciones en Ly[0, 1]

(6 C10, 1], respectivamente).

3. Operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert.

Consideremos H un espacio de Hilbert. Empezamos definiendo el operador adjunto
T* de un operador T' € L(H): El teorema de Representacién de Riesz proporciona

la existencia de un tnico operador T* € L(H) tal que

(3.1) (T(x),y) = (x, T*(y)), para todo x,y € H.
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En efecto, si se considera para cada y € H la aplicacién lineal continua ¢, 0T : x —
(T'(x),y). Por el teorema de Representacion de Riesz, existe un tnico elemento en
H que denotamos por T*(y) verificando la igualdad (3.1). Se comprueba, que por
la misma unicidad de T*(y), el operador T* es lineal. Se comprueba también que

17} = 1Tl

Por las propiedades de los operadores adjuntos se demuestra que la aplicacién
A:L(H)— L(H), T — T* es isometria, lineal si K = R y antilineal (6 conjugado-
lineal) si K = C. Se comprueba que ||TT*|| = ||T*T|| = ||T||?, T* =T, I* =1y
(ST)* = T*S*, para todos S,T € L(H). Se comprueba asi mismo que A € o(T) si y
s6lo si A € o(T*). Se indica con un ejemplo, que sin embargo, esta relacién no existe

para los autovalores de Ty T™.

Se da como ejemplo el caso finito dimensional en el que si dimH =n y L(H) se
identifica con las matrices n X n, entonces la matriz de T™ es la traspuesta la matriz
correspondiente a 1" en el caso real, y es la conjugada de la traspuesta en el caso
complejo.

En el caso de operadores integrales en L0, 1], si k(s,t) es el nucleo del operador

T, entonces k(t, s) es el nucleo del operador adjunto 7.

Se prueban las relaciones mas importantes entre 7' y su adjunto 7™, como por
ejemplo: ker T = (Im T*)*, Im T = (ker T*)*, T es invertible si solo si T* es inver-
tible y en este caso (T*)~! = (T1)*.

Un operador T € L(H) se llama autoadjunto si T = T*.

Si H es un espacio de Hilbert complejo, se prueba que para todo T € L(H)
existen operadores autoadjuntos T1, Ty en H tales que T = T + i1, siendo esta

descomposicion unica.

Seguidamente se prueba, que si T € L(H) es autoadjunto, entonces

LT = SUp)|z||<1 (T'(x), )],
2.r(T) =[T],

3. (T'(x),x) es un nimero real para todo x € H,
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4. Los autovalores de T' son reales,
5. Los autovectores asociados a diferentes autovalores son ortogonales. Por tanto

los autoespacios correpondientes a diferentes autovectores son ortogonales.

Para un operador autoadjunto 7' € L(H), se definen los niimeros

mp = mf {(T'(x),z)} vy  Mp= sup {(T(z) z)}.

[l]|=1 [|]|=1

Se prueba que o(T) C [mp, M7| y que mp, My € o(T).

En el caso finito dimensional, si H es un espacio de Hilbert real 6 complejo de
dimension n, entonces el espectro de cada operador autoadjunto esta formado por n

autovalores reales contando su multiplicidad.

4. Operadores compacto autoadjuntos en espacios de Hilbert

Denotamos por ev(7') al conjunto de los autovalores de un operator T', y H)
el autoespacio de T asociado a A. Si T' es un operador autoadjunto en L(H) con
rango finito (donde H es un espacio de Hilbert), y puesto que (Im T)* = ker T', se
observa que H = kerT @ Im T'. Ademaés, T induce en el espacio finito dimensional
Im T un operador autoadjunto e invertible cuyos autovalores son los autovalores no
nulos de T'. Usando la “diagonalizacién” estandar en el caso finito dimensional para
operadores autoadjuntos, se deduce que Im 7" es la suma directa y ortogonal de los
autoespacios de T' asociados a los autovalores no nulos, y finalmente se tiene que

H = ®xcev(r)Ha-

La pretension de esta seccion consiste en establecer un resultado de descomposi-
ciéon analogo para operadores compactos autoadjuntos en un espacio de Hilbert H.

En lo siguiente se supone que Im T no es un subespacio de dimension finita.

A partir de las anteriores secciones se prueba lo siguiente para un operador T

compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert H:

1. T tiene al menos un autovalor y max{|\| : A € ev(T)} = ||T||.
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2. ev(T) es contable, infinito, acotado, incluido en R, cuyo unico punto de acu-
mulacion es 0.

3. El autoespacio asociado a cualquier autovalor no nulo de T' tiene dimension
finita.

4. Los autoespacios de T' asociados a diferentes autovalores son ortogonales.

5. Para cada autovalor X # 0 de T, si se considera la proyeccion ortogonal

P\ : H— H),, Hy es el autoespacio correspondiente a A, entonces

T= Y AP,

Aeev(T)\{0}

(familia sumable en L(H)).
6. Im T = @xeev(m)\ {0} Har-

Para demostrar el apartado (2) evidentemente es imprescindible que Im T sea
de dimensién infinita. Ademads, se usa el hecho de que si H = G & G+ y G es un

subespacio invariante, es decir T(G) C G, entonces T(G+) C G*.

De lo anterior obtendremos que:

1. El espacio Im T tiene una base ortonormal (e,)nen formada de autovectores

de T asociados a autovalores no nulos, es decir,

T = T.e,)e ara todo x € Im T.
D (xieen,  p
neN

Esta base se obtiene considerando la unién de bases ortonormales en los
diferentes autoespacios de T" asociados a autovalores no nulos, los cuales tiene
dimensién finita.

2. Si A\, es el autovector asociado a e, la sucesién (\,) tiende a 0y

T(x) = Z An (T, €) €n, para todo x € H.

neN
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3. Si Py es la proyeccién ortogonal de H en Hy = ker T, entonces

T = Z Py\(x), para todo x € H
Aeev(T)
y H= EB)\Eev(T) H)y

4. El espacio de Hilbert H tiene una base ortonormal formada por autovectores

de T'.

Para finalizar, se considera la ecuacién de Fredholm (ul —T)(y) = x, con p € K\ {0}
y © € H. Se prueba a partir de los anteriores resultados que hay dos posibles casos,

lo cuales establecen el llamado teorema de la aternativa de Fredholm :

e 1 no es un autovalor de T. Entonces la ecuacién anterior tiene tinica solucién
_ -1

dada por y = Z/\Eev(T) (1= A)""Pi(x).

e 1 es un autovalor de T'. Entonces la ecuacién anterior tiene infinitas soluciones si

x € (ker(ul —T))*, y ninguna solucién en otro caso. En el primer caso, las soluciones

estdn dadas por y = 2 + 35 oy azu (B — A) T PA(2), con 2 € ker(ul —T).

Se da como ejemplo las soluciones en el caso de ecuaciones integrales en Ls[0, 1].
Si T es un operador integral (por tanto compacto) y autoadjunto (i.e. k(s,t) = k(t, s)
para todo s,t € [0, 1]). Consideremos A1, A, ... los autovalores de T' (con repeticiones)
y Ui, Usg, ... Una sucesion ortonormal de los autovalores correspondientes, tales que

T(u,) = A\, u, paran = 1,2, .... Entonces para cada f € L0, 1],

=3 (3o [ fitiat) w,

convergencla en Lo|uU, . €Imnas se prueba que < o0 y s1 S, es continua
ia en L0, 1]). Adems b A2 i k(s t i

entonces la anterior serie converge unifomemente y absolutamente a 7'(f) en [0, 1].

Finalmente, consideremos p # 0 y la ecuacién integral para f,g € Ls[0, 1]

£(s) — / K(s.0) () dt = g(s), s € [a,B].
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(a) Si i # A\, para todo n, entonces para cada g € L[0,1] existe una tnica

solucién f € L»[0, 1] dada por

ICRTCED S (722 [ stmar) s

(b) Si i = Aj,, .-, Aj,,, ¥ distinto de los otros autovalores, entonces existe solucién a
la anterior ecuacién integral sii g € Lo[0, 1] es ortogonal a u;,, ..., u;,,. Las soluciones

f son de la forma

An LEp—
f=g+muj +...+rpu;, +p Z (—/ g(t)un(t) dt) U,
0

1 — puA,
n?éjlawwjm [/L

donde rq, ..., r,, son escalares arbitrarios.

Las series anteriores convergen en Ls[0,1]. Si, ademds k es continua, entonces

estas series convergen uniforme y absolutamente en [0, 1].
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