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Caṕıtulo 3. El Teorema de Banach-Steinhaus.
El Teorema de la aplicación abierta. Aplicaciones 41

1. El Teorema de Banach-Steinhaus. 41
2. El Teorema de la aplicación abierta. 44
3. El teorema de la gráfica cerrada 48
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Caṕıtulo 1

Espacios Normados.
Teorema de Hahn-Banach

Este primer caṕıtulo sobre espacios normados tiene como objetivo presentar los

elementos que constituyen la base del estudio del Anlisis Funcional. Se pretende la

familiarización con los conceptos de espacio normado, espacio de Banach, subespacio,

espacio cociente, espacio producto, suma directa de subespacios, espacios normados

separables. Se presentan ejemplos clásicos de espacios normados como c00, c0, c, `p,

Lp(R) y C[0, 1].

Se presentan algunos resultados que establecen ya diferencias topológicas entre

espacios finito e infinito dimensionales, aśı como otros que son generalización del

caso finito dimensional.

Se introduce la noción de aplicación lineal continua y de espacios de aplicacio-

nes lineales continuas. Se establecen las dos versiones del Teorema de Hahn-Banach

anaĺıtica y geométrica, las cuales aparecerán como herramienta básica a lo largo del

estudio de los espacios normados.

Las referencias para este caṕıtulo son [24], [11], [1], [18], [8], [32], [25]. En estos

mismos libros se pueden encontrar ejemplos y ejercicios que ayudaran a asimilar los

conceptos mencionados. Un buen libro de problemas de análisis funcional es [42].

1. Espacios normados. Definiciones

En esta sección introducimos las nociones de espacio normado y espacio de Ba-

nach. Estudiamos los conceptos de subespacio y espacio cociente. Introducimos además

los espacios de Banach clásicos de sucesiones c0 y `p , 1 ≤ p ≤ ∞, y los espacios de

Banach clásicos de funciones C[0, 1] y Lp , 1 ≤ p ≤ ∞.
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2 1. ESPACIOS NORMADOS

Si denotamos por X a un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números reales

(R) ó complejos (C), decimos que una función no negativa || · || : X −→ R es una

norma en X si:

1. ||x|| ≥ 0 para todo x ∈ X, y ||x|| = 0 si y sólo si ||x|| = 0.

2. ||λx|| = |λ| ||x||, para todo x ∈ X y λ ∈ R ( ó C).

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||, para todos x, y ∈ X.

Un espacio vectorial con una norma (X, || · ||) es un espacio vectorial normado.

Decimos que (X, || · ||) es un espacio normado real (complejo) si X es un espacio

vectorial real (ó complejo) y || · || verifica las anteriores condiciones.

La norma nos permite dotar a un espacio vectorial de una estructura métrica con

buenas propiedades respecto a las operaciones de suma y multiplicación que nos dan

la estructura de espacio vectorial. En efecto, se comprueba fácilmente que la función

d : X ×X −→ R, definida por

d(x, y) = ||x− y||, x, y ∈ X

define una métrica en X. Se hace notar que las operaciones suma y producto por

escalares son continuas con respecto a esta métrica. La topoloǵıa que se considera

en X es la inducida por esta métrica.

Seguidamente se da la noción de subespacio normado . Si (X, || · ||) es un espacio

normado e Y ⊂ X es un subespacio vectorial de X, entonces Y es un espacio normado

con la norma restricción de la norma || · || a Y . Este espacio se denota usualmente

por (Y, || · ||Y ) ó simplemente por (Y, || · ||).

Un espacio de Banach es un espacio normado (X, || · ||) tal que con la métrica

asociada a la norma es completo. Se suele decir, de forma abreviada que la norma es

completa.

Definimos a continuación espacio cociente. Si (X, || · ||) es un espacio normado e

Y ⊂ X es un subespacio cerrado de X, consideramos el espacio vectorial cociente

X/Y , dónde cada elemento x̂ ∈ X/Y es la clase de equivalencia x̂ = x+Y = {x+y :
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y ∈ Y }. En el espacio cociente X/Y se considera la norma cociente

||x̂|| = ı́nf{||x+ y|| : y ∈ Y },

y se demuestra que (X/Y, || · ||) es un espacio normado. Se comprueba que si X es

Banach, también lo es X/Y .

2. Ejemplos de espacios clásicos de sucesiones

El ejemplo más sencillo de espacio normado, e incluso de espacio de Banach, es el

espacio producto Rn (ó su versión compleja Cn) dotado con la norma euclidea || · ||2,

dónde

||(x1, ..., xn)||2 =
√
|x1|2 + ...+ |xn|2, (x1, ..., xn) ∈ Rn ( ó Cn).

Denotamos por | · | el valor absoluto de un número en el caso real, y el módulo de

un número en el caso complejo. Se hace notar que la distancia asociada a la norma

euclidea es la distancia euclidea. En general, si 1 ≤ p ≤ ∞, la función || · ||p definida

sobre Rn (ó Cn) como

||(x1, ..., xn)||p =

{√
|x1|p + ...+ |xn|p, si 1 ≤ p <∞

máx{|x1|, ..., |xn|}, si p =∞

dónde (x1, ..., xn) ∈ Rn (ó Cn), es una norma completa en Rn (Cn, respectivamente).

Por tanto, (Rn, ||·||p) es un espacio de Banach real para todo 1 ≤ p ≤ ∞, y (Cn, ||·||p)
es un espacio de Banach complejo para todo 1 ≤ p ≤ ∞. Para demostrar que || · ||p
es una norma se hace uso de las desigualdades de Hölder y Minkowski que se dan a

continuación.

La desigualdad de Hölder establece que para cualesquiera a = (a1, ..., an), b =

(b1, ..., bn) en Rn (ó Cn) y 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
q

= 1, dónde convenimos que q = ∞ si

p = 1, se verifica que
n∑
k=1

|ak| |bk| ≤ ||a||p ||b||q.
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De la anterior desigualdad se demuestra la llamada desigualdad de Minkowski, es

decir, la desigualdad triangular para la norma ||·||p : Si a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn)

son elementos de Rn (ó Cn) y 1 ≤ p ≤ ∞, entonces

||a+ b||p ≤ ||a||p + ||b||p.

Para tener una idea geométrica de estos espacios, es interesante estudiar la forma

de su bola unidad, es decir, del conjunto B||·||p = {x ∈ Rn : ||x||p ≤ 1}, dependiendo

del parámetro p.

Consideramos ahora la versión infinito dimensional de estos espacios normados.

Definimos para 1 ≤ p ≤ ∞, los espacios normados `p(N), ó simplemente `p, como el

conjunto de la sucesiones de números reales (xi)
∞
i=1 tales que

∞∑
i=1

|xi|p <∞, si 1 ≤ p <∞

máx{|xi| : i ∈ N} <∞, si p =∞.

Y es precisamente a partir de este valor finito como se define la norma || · ||p en cada

`p. Es decir, si x = (xi)
∞
i=1 ∈ `p,

||x||p =
∞∑
i=1

|xi|p <∞, si 1 ≤ p <∞,

||x||∞ = máx{|xi| : i ∈ N}.

Si consideramos sucesiones de números complejos obtenemos análogamente los espa-

cios `p complejos.

Para demostrar que `p es un espacio vectorial, en particular que si x, y ∈ `p,

entonces x + y ∈ `p usamos de nuevo la desigualdad de Minkowski también cierta

para infinitas coordenadas (aplicamos la anterior para las n primeras coordenadas

de x e y y pasamos al ĺımite adecuadamente). Este mismo argumento demuestra

tambien la desigualdad triangular para || · ||p. Las demás condiciones para la norma

se comprueban de forma elemental.
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Seguidamente se demuestra, que los espacios `p, 1 ≤ p ≤ ∞ son espacios de

Banach. En efecto, se comprueba que si {xk}k es una sucesión de Cauchy en `p,

entonces la sucesión de números reales formada por las coordenadas j-ésimas, i.e.

{xkj}∞k=1 es una sucesión de Cauchy en R (ó C, si estamos en el caso complejo), para

cada j ∈ N, y por tanto, convergente a cierto xj . Seguidamente se prueba que si

definimos x = (xi)
∞
i=1, entonces x ∈ `p y ĺımk→∞ ||xk − x||p = 0.

A continuación definimos el espacio normado c0 como el subespacio de `∞ que

está formado por los elementos x = (xi)
∞
i=1 tales que ĺımi→∞ xi = 0, con la norma

inducida || · ||∞.

Igualmente se define el espacio normado c como el subespacio de `∞ formado por

todas las sucesiones (xi)
∞
i=1 tales que existe el ĺımi→∞ xi, con la norma inducida ||·||∞.

Para terminar esta sección, definimos el espacio normado c00 como el subespacio

de `∞ formado por los elementos x = (xi)
∞
i=1 tales que xi 6= 0 sólo en una cantidad

finita de ı́ndices, con la norma inducida || · ||∞.

Un hecho sencillo de comprobar establece que si X es un espacio de Banach e Y es

un subespacio cerrado de X, entonces Y es un espacio de Banach. Reciprocamente,

si X e Y son espacios de Banach e Y es un subespacio de X, entonces Y es cerrado

en X. Finalmente, demostramos que c y c0 son espacios de Banach, y que c00 no

lo es comprobando que los dos primeros son cerrados en (`∞, || · ||∞) pero no aśı el

tercero (en el caso de c00 se puede comprobar directamente que existen sucesiones

de Cauchy no convergentes).

3. Ejemplos de espacios clásicos de funciones

Como ejemplo fundamental de espacio de funciones tenemos los llamados espacios

Lp(R). En este punto debemos mencionar que seŕıa muy interesante dedicar una

sección del curso a introducir los conceptos de espacio de medida, propiedades básicas

de una medida e integración en un espacio de medida.

Se indicarán aśı mismo los resultados básicos de integración como son el Teorema

de la convergencia monótona, Teorema de Beppo Levi, el Lema de Fatou y el Teorema
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de la convergencia dominada de Lebesgue. Se da como ejemplo esencial la medida de

Lebesgue y la integral de Lebesgue en Rn. Se menciona la relación entre la integral

de Riemann y la de Lebesgue: una función acotada y definida en [a1, b1] × [a2, b2] ×
· · ·× [an, bn] es integrable Riemann si y sólo si es continua excepto en un conjunto de

medida de Lebesgue nula. Si la función es integrable Riemann, entonces es integrable

Lebesgue y las dos integrales coinciden.

Un buen libro a consultar para profundizar en esta materia es [8]. Igualmente

los libros [7], [35] y [42] constituyen una referencia perfecta para estudiar estos

conceptos.

En este punto hemos preferido introducir los espacios Lp sólo para la integral de

Lebesgue, dejando la definición general de Lp(X,Σ, µ) para un espacio de medida

abstracto (X,Σ, µ) para más adelante. Pretendemos con esto que se pueda entender

más claramente estos espacios.

Definimos en primer lugar, para 1 ≤ p ≤ ∞ el espacio normado Lp(R) como el

espacio formado por todas las funciones f : R −→ [−∞,∞] medibles Lebesgue (dos

funciones se consideran la misma si son iguales en casi todo punto de R) tales que∫ 1

0

|f(x)|p dx <∞, si 1 ≤ p <∞ ,

y para p =∞ si f está esencialmente acotada, esto es, si existe r ≥ 0 tal que

λ({x ∈ R, |f(x)| > r}) = 0 .

La norma en estos espacios viene dada por

||f ||p =
( ∫

R
|f(t)|p dt

)1/p
, si f ∈ Lp(R), y 1 ≤ p <∞

||f ||∞ = ess sup f ≡ ı́nf{r > 0 : λ({x ∈ R, |f(x)| > r} = 0} , si f ∈ L∞(R).

Se comprueba que efectivamente Lp(R) es un espacio vectorial. De forma análoga

a los anteriores casos, la desigualdad triangular para la norma ‖| · ||p se sigue de la

correspondiente versión de la desigualdad de Hölder: si f ∈ Lp(R), g ∈ Lq(R), dónde
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1 ≤ p ≤ ∞ y 1
p

+ 1
q

= 1, entonces el producto fg ∈ L1[0, 1] y∫
R
|fg| ≤ ||f ||p ||g||q .

Se demuestra además que estos espacios normados son completos, es decir, que

son espacios de Banach. Se demuestra primero un resultado general que establece

que un espacio normado X es de Banach si toda serie absolutamente convergente

es convergente, i.e. si {xn} ⊂ X y
∑

n ||xn|| < ∞, entonces
∑

n xn converge en X.

Seguidamente consideremos una serie
∑

n fn tal que fn ∈ Lp(R) y
∑

n ||fn||p = M <

∞, donde 1 ≤ p <∞. Se definen las funciones

g, gn : R −→ [0,∞],

g(x) =
∑
n

|fn(x)|, gn(x) =
n∑
k=1

|fk(x)|.

Se comprueba, por el Teorema de la convergencia monótona, que ĺımn ||gn||p = ||g||p.
Puesto que ||gn||p ≤

∑n
k=1 ||fk||p ≤ M , tenemos que g ∈ Lp(R). Esto implica que

g(x) =
∑

n |fn(x)| es finito en casi todo punto de R. A continuación se define f(x) =∑
n fn(x) si esta suma es finita y f(x) = ∞ si no lo es. Se observa que f ∈ Lp(R)

puesto que |f(x)| ≤ g(x) en R. Finalmente, si llamamos sn =
∑n

k=1 fk a la sucesión

de las sumas parciales de la serie que estamos considerando, entonces sn(x) converge a

f(x) en casi todo punto de R y ||sn−f ||p ≤ ||sn||p+||f ||p ≤ 2||g||p <∞. Aplicando el

Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue deducimos que ĺımn ||sn−f ||p = 0.

El caso p = ∞. Consideremos una sucesión de Cauchy {fn} en L∞(R). Se com-

prueba, usando la definición de la norma del supremo, que para casi todo x ∈ R,

|fn(x)− fm(x)| ≤ ||fn − fm||∞, para todo n,m ∈ N.

Por tanto, para casi todo x en R, la sucesión de números reales {fn(x)} es convergen-

te. Si llamamos f(x) = ĺımn fn(x) si tal ĺımite existe y 0 en otro caso, se comprueba,

usando la desigualdad anterior, que f ∈ L∞(R) y que ĺımn ||fn − f ||∞ = 0.
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Se definen de forma análoga los espacios Lp[0, 1] y Lp[0,∞).

En este punto seŕıa interesante volver al concepto de espacio de medida (X,Σ, µ)

e integración sobre una medida abstracta, y definir los espacios Lp(X,Σ, µ). Se ex-

plicará que los espacios `p(N) son también un caso particular de estos, los cuales se

obtienen al considerar el espacio de media (N,P(N), µ), siendo P(N) la sigma-álgebra

de los subconjuntos de N, y µ la medida de contar.

EL siguiente ejemplo que vamos a considerar es el espacio de funciones C[0, 1]

definido de la siguiente manera

C[0, 1] = {f : [0, 1] −→ R : f es continua en [0, 1]},

con la norma del supremo ||f ||∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}. Se demuestra, igual

que para los casos c0, `∞ y L∞(R), que C[0, 1] es un espacio normado. Una sucesión

de funciones en este espacio es convergente sii converge unifomemente. Es decir,

ĺımn ||fn−f || = 0 si y sólo si fn converge uniformemente a f . Usando las propiedades

de la convergencia uniforme se demuestra que C[0, 1] es un espacio de Banach.

Finalmente, es interesante presentar un ejemplo de un espacio de funciones que

no sea de Banach como el espacio C[0, 1] con la norma ||f || =
∫ 1

0
|f(t)| dt.

4. Lema de Riesz

Si X es un espacio normado, definimos S1, la esfera unidad de X, como el conjunto

de puntos de X con norma unitaria, es decir, si || · || es la norma en X, S1 = {x ∈
X : ||x|| = 1}. El Lema de Riesz establece que si X es un espacio normado e Y es

un subespacio cerrado y propio de X, entonces podemos encontrar elementos en la

esfera unidad de X tales que su distancia a Y está tan cerca a uno como se quiera.

Enunciamos formalmente este resultado:

Sea X un espacio normado e Y un subespacio cerrado y propio de X. Para todo

0 < ε < 1 existe z ∈ S1 tal que dist(z, Y ) ≥ 1− ε.
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La demostración de este resultado es un sencillo argumento geométrico. Consi-

deremos cualquier punto x de X no incluido en Y . La distancia de x a Y debe ser

positiva, pues Y es cerrado. Consideramos y0 ∈ Y tal que ||x − y0|| ≤ dist(x,Y )
1−ε . Se

comprueba que entonces z = x−y0
||x−y0|| verifica que dist(z, Y ) ≥ 1 − ε. Esto finaliza la

demostración.

Observese que para cualquier punto x ∈ X, la distancia dist(x, Y ) = ||x̂||, con-

siderando x̂ la clase correspondiente a x en el espacio cociente X/Y , con la norma

cociente asociada. Por tanto, la demostración anterior se puede interpretar en el es-

pacio X/Y de la siguiente forma. Puesto que Y es un subespacio cerrado y propio

de X, el espacio cociente X/Y es un espacio normado conteniendo algún elemento

no nulo. Sea x̂ tal que ||x̂|| = 1, y consideremos y0 ∈ Y tal que 1 ≤ ||x− y0|| ≤ 1
1−ε .

Entonces si z = x−y0
||x−y0|| , se comprueba que ||ẑ|| = dist(z, Y ) ≥ 1− ε.

Se hace notar que no siempre existe un punto z en la esfera tal que la distancia

de z a Y sea exactamente 1. Por ejemplo, en c0 consideramos

Y = {x = (xn) ∈ c0 :
∑
n

xn
2n

= 0},

subespacio cerrado y propio de c0. Se puede comprobar que no existe x ∈ S1 tal que

dist(x, Y ) = 1.

Denotamos por B1 la bola unidad de X, es decir, B1 = {x ∈ X : ||x|| ≤ 1}. Una

aplicación immediata del Lema de Riesz es la siguiente:

La bola unidad B1 de un espacio normado X de dimensión infinita no es compacta.

Para demostrar este hecho se construye una sucesión de puntos {xn} en la esfera

unidad de X tal que dist(xn+1, span(x1, ..., xn)) ≥ 1
2
. En particular ||xn − xm|| ≥ 1

2
,

para todo n,m ∈ N, y {xn} no tiene subsucesiones convergentes.
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5. Aplicaciones lineales continuas entre espacios normados.

Isomorfismos lineales. Normas equivalentes

A continuación vamos a considerar aplicaciones lineales continuas entre dos es-

pacios normados. El primer resultado que se considera corresponde a las diferentes

formas de caracterizar la continuidad de tales aplicaciones, condiciones algunas de

ellas aparentemente mas débiles y otras aparentemente más fuertes. En un espacio

normado X decimos que un conjunto C está acotado si {||x|| : x ∈ C} es un con-

junto acotado en R, lo cual es equivalente a decir que C está incluido en MB1, esto

es, la bola en el espacio X centrada en 0 de radio M , para algún M > 0.

Sean X e Y dos espacios normados sobre el cuerpo K y f : X −→ Y una apli-

cación lineal. Cada una de las siguientes condiciones es equivalente a la continuidad

de f en todos los puntos de X:

1. f es continua en 0.

2. f es Lipschitz en X, es decir, existe C > 0 tal que ||f(x)−f(y)|| ≤ C||x−y||.
3. Existe K > 0 tal que ||f(x)|| ≤ K||x||, para todo x ∈ X.

4. f(B1) está acotado en Y . En los casos Z = R si X es un espacio normado

real, ó Z = C si X es un espacio normado complejo, las anteriores condicio-

nes son equivalentes a

5. ker f = {x ∈ X : f(x) = 0} es cerrado en X.

De lo anterior se deduce que f es continua si y sólo si la imagen de todo acotado en

X es acotado en Y . Esto motiva el hecho de que a las aplicaciones lineales continuas

entre espacios normados se las denomine también aplicaciones lineales acotadas.

Se hace notar que si H es un hiperplano del espacio normado X y f : X −→ R
una función lineal tal que ker f = H, entonces f es continua si y sólo si H es cerrado.

En general, la condición (5) no es equivalente a las demás. Por ejemplo, consideramos

el espacio normado

C1[0, 1] = {f : [0, 1] −→ R : f es diferenciable con derivada continua en [0, 1]}
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con la norma del supremo ||f ||∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}, y la aplicación

F :C1[0, 1] −→ C[0, 1]

F (f) = f ′.

El ker(F ) está formado por el conjunto cerrado de las funciones constantes en [0, 1].

Sin embargo se puede comprobar que F no es continua: la imagen de la sucesión

acotada {gn}, dónde gn(x) = xn, no está acotada.

Se dan también ejemplos de aplicaciones lineales no continuas. Este es el caso de

la aplicación lineal

F : c0 −→ R

F (x) =
∑
n

xn.

La imagen del conjunto acotado {xn}, dónde xn = (1, ...,(n) , .., 1, 0, 0, ...), no es aco-

tado.

Se observa, que si X es un espacio normado infinito dimensional, existe siempre

una aplicación lineal f : X −→ K no continua. Basta considerar una base algebraica

de X, formada por vectores de norma 1 y definir f sobre este conjunto de forma que

la imagen no esté acotada en el cuerpo K. En el resto de los puntos se define f por

linealidad.

Del resultado que expondremos a continuación, relativo a espacios normados de

dimensión finita, se deduce que si F : X −→ Y es una aplicación lineal y X es de

dimensión finita, entonces F es continua.

Definamos el concepto de homeomorfismo lineal (ó isomorfismo lineal). La impor-

tancia de este concepto radica en que nos permite establecer una clasificación de los

espacios normados. Sean X e Y espacios normados sobre un cuerpo K, se dice que X

e Y son homeomorfos linealmente (ó isomorfos linealmente) si existe una biyección

lineal F : X −→ Y tal que F y la inversa F−1 son continuas. En este caso, decimos

que F es un isomorfismo lineal .
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Se observa que F es un isomorfismo lineal si y sólo si existen constantes positivas

m y M tales que

m||x||X ≤ ||F (x)||Y ≤M ||x||X ,

para todo x ∈ X, dónde || · ||X y || · ||Y son las normas que se consideran en X e Y ,

respectivamente.

Este concepto está ı́ntimamente ligado al de normas equivalentes. Decimos que dos

normas || · ||1 y || · ||2 definidas sobre un mismo espacio vectorial X son equivalentes

si existen constantes m,M > 0 tales que

m||x||1 ≤ ||F (x)||2 ≤M ||x||1,

para todo x ∈ X. Equivalentemente, si la aplicación identidad

Id : (X, || · ||1) −→ (X, || · ||2)

es un isomorfismo lineal. Se comprueba que dos normas son equivalentes si y sólo

si las métricas que definen son equivalentes. De ahi la importancia de considerar

este concepto. Se hace notar que, en particular, si una de las normas es completas

entonces la otra también lo es.

Enunciamos el siguiente resultado sobre espacios normados de dimensión finita:

Si X e Y son espacios normados de dimensión n sobre el cuerpo K, entonces X e

Y son linealmente isomorfos.

Una demostración de este resultado es la siguiente. Comprobamos primero que la

norma considerada en Y , la cual denotaremos simplemente por ||·||, es una aplicación

continua de Y en K. En efecto, por la desigualdad triangular, | ||x||−||y|| | ≤ ||x−y||.
Por otra parte, se considera la biyección lineal,

R : (Kn, || · ||1) −→ (Y, || · ||)

R(x1, ..., xn) = x1y1 + ...+ xnyn,
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dónde y1, ..., yn es una base de Y . Claramente ||R(x1, ..., xn)|| ≤ M ||(x1, ..., xn)||1,

para todo (x1, ..., xn) ∈ Kn, siendo M = (sup(||T (1, 0, ..., 0)||, ..., ||T (0, ..., 0, 1)||). Por

tanto, R es una aplicación lineal continua. En particular, la imagen del compacto

S1 = {x = (x1, ..., xn) : ||x||1 =
∑n

i=1 |xi| = 1} es otro compacto en (Y, || · ||).
Además, ||R(x)|| > 0 para todo x ∈ S1. Por tanto, tenemos que ı́nf(||R(x)|| : x ∈
S1) > 0. Existe entonces m > 0 tal que ||R(x)|| ≥ m, para todo x ∈ S1. En particular

||R( x
||x||1 )|| ≥ m, para todo x ∈ Kn, de dónde deducimos la continuidad de R−1. Esto

demuestra que (Y, || · ||) y (Kn, | · |1) son linealmente isomorfos.

Del anterior resultado deducimos el siguiente corolario:

1. Todas las normas en un espacio normado finito dimensional son equivalentes.

En particular, todos los espacios normados de dimensión finita n sobre el

cuerpo K son isomorfos (linealmente) al espacio (Kn, || · ||2), dónde || · ||2 es

la norma euclidea.

2. Todos los espacios normados finito dimensionales son espacios de Banach.

3. Si Y es un subespacio vectorial de dimensión finita de un espacio normado

X, entonces Y es cerrado en X.

La siguiente caracterización es consecuencia del Lema de Riesz y del anterior resul-

tado para espacios normados finito dimensionales.

Sea X un espacio normado. La bola unidad de X es compacta si y sólo si X es finito

dimensional.

Si X e Y son espacios normados sobre el cuerpo K consideremos L(X, Y ) el

conjunto formado por todas las aplicaciones lineales (también llamados operadores

lineales) y continuos de X en Y . Este conjunto es un espacio vectorial sobre el cuerpo

K. El espacio L(X,K) se denota simplemente por X∗, y se le denomina el dual de

X. Un elemento f ∈ X∗ se denomina un funcional lineal continuo (ó acotado).
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Vamos a definir en L(X, Y ) una norma de la siguiente manera. Si T ∈ L(X, Y ),

||T || = sup{||T (x)|| : x ∈ X, ||x|| ≤ 1}

= sup{||T (x)|| : x ∈ X, ||x|| = 1}.

Se comprueba que || · || es efectivamente una norma sobre L(X, Y ), y que además,

||T || = ı́nf{C > 0 : ||T (x)|| ≤ C||x||, para todo x ∈ X}.

Para dar una idea de estos conceptos se dan algunos ejemplos:

Consideremos X = (Rn, || · ||∞) e Y = (Rm, || · ||∞). Por los anteriores resultados,

sabemos que L(X, Y ) es el conjunto de aplicaciones lineales de X en Y . En este caso,

se comprueba que la norma de T ∈ L(X, Y ) viene dada de la siguiente forma

||T || = máx
1≤i≤m

∑
j=1n

|aij|,

dónde (aij) es la matriz n×m asociada a la aplicación lineal T .

Otro ejemplo es el siguiente. Sea X = Rn con la norma || · ||p, 1 ≤ p ≤ ∞
y sea f ∈ X∗, es decir, una aplicación lineal f : X −→ R. Se demuestra que si

f(1, 0, ..., 0) = a1, ..., f(0, ..., 1) = an, entonces la norma del funcional lineal f es

||f || =
( n∑
i=1

|ai|1/q
)1/q

= ||(a1, ...an)||q,

dónde 1
p

+ 1
q

= 1 si p > 1 y

||f || = máx{|ai| : i = 1, ..., n} = ||(a1, ..., an)||∞,

si p = 1.

Consideremos también un ejemplo con espacios de dimensión infinita. Sea X = c0

con la norma del supremo || · ||∞ y f : c0 −→ R un funcional lineal y continuo. Se
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comprueba que ||f || =
∑

n |an|, dónde f(ei) = ai para ei = (0, ..., 1, 0.....), con 1 en

la posición i.

En el siguiente caṕıtulo se desarrollará el estudio de los duales de algunos espacios.

Se establecerá el concepto de isometria lineal, lo cual permite identifica ciertos duales

con espacio que ya conocemos. Por ejemplo, se identifica el dual de (Rn, || · ||p) con

(Rn, || · ||q), y el dual de (c0, || · ||∞) con (`1, || · ||1).

6. Teorema de Hahn-Banach. Aplicaciones

Uno de los resultados fundamentales en análisis funcional es el Teorema de Hahn-

Banach, relativo a la extensión de un funcional lineal continuo g : Y −→ K, dónde

Y es un subespacio de un espacio normado X, a otro funcional lineal continuo

f : X −→ K tal que g y f tengan la misma norma. Esto corresponde a la llama-

da versión anaĺıtica del teorema. Estas propiedades implican, en particular, que el

dual de un espacio normado tiene una estructura suficientemente rica, la cual nos

permite además obtener propiedades de X a través de X∗. Una de las versiónes

geométrica del Teorema de Hahn-Banach establece que si un subespacio cerrado de

X no interseca a un conjunto abierto y convexo de X, entonces existe un hiperplano

cerrado que contiene al anterior subespacio y que no interseca al abierto convexo.

Daremos en primer lugar la versión anaĺıtica de la que deduciremos la versión

geométrica.

Si X es un espacio vectorial, una aplicación p : X −→ R es un funcional sublineal

positivamente homogeneo si verifica

p(αx) = αp(x), si x ∈ X y α ≥ 0,

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), si x, y ∈ X.

Se observa que si, además, p toma valores no negativos, p(αx) = |α|p(x) para x ∈ X,

α ∈ K, entonces p es una seminorma en el espacio vectorial X.

La versión real del Teorema de Hahn-Banach establece :
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Sea X un espacio vectorial real e Y un subespacio vectorial de X. Si p : X −→ R
es un funcional sublineal positivamente homogeneo, y f : Y −→ R es una aplicación

lineal tal que f(x) ≤ p(x), para cada x ∈ Y . Existe entonces una extension lineal de

f a todo el espacio, la cual denotaremos por F : X −→ R, tal que F (x) ≤ p(x), para

cada x ∈ X.

La demostración de este hecho se basa en el lema de Zorn. Se considera la colección

P = {(M, g) : M subespacio vectorial de X, Y incluido

en M, y g : M −→ R extensión lineal de f}.

En P se tiene el siguiente órden parcial:

(M, g) ≤ (H, h) si M ⊂ H y h es una extensión de g.

Se comprueba que cada cadena en P tiene un conjunto maximal: Si (Mα, gα)α∈I es

una cadena, entonces un elemento maximal de esta cadena en P es (H, h), siendo

H = ∪α∈IMα y h viene definida como h(x) = gα(x), si x ∈ Mα. Puesto que P 6= ∅,
por el lema de Zorn, existe un elemento maximal (M,F ) en P . Si M 6= X existe

entonces x1 ∈ X \M . Se puede definir entonces una extension lineal F1 : M1 −→ R,

siendo M1 el espacio vectorial generado por M y x1 tal que F1(x) ≤ p(x), para cada

x ∈M1. Esto prueba que (M,F ) no es un elemento maximal de P , y por tanto, debe

verificarse M = X, lo cual finaliza la prueba.

Si X es un espacio normado real y el funcional sublineal positivamente homogeneo

considerado es un múltiplo de la norma, tenemos el siguiente enunciado del teorema

de Hahn-Banach:

Sea X un subespacio normado real e Y un subespacio de X (no necesariamente

cerrado en X). Si f : Y −→ R es un funcional lineal continuo, con norma ||f ||Y ∗ en

Y ∗, existe entonces un funcional lineal y continuo F : X −→ R extensión de F y tal

que ||F || = ||f ||Y ∗.

Basta tomar p(x) = ||x|| · ||f ||Y para deducirlo del resultado general.
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Consideremos ahora espacios normados complejos. Obviamente, estos también

pueden ser considerados espacios normados reales. En primer lugar, se prueba que si

f : X −→ C es un funcional lineal continuo y definimos

Re f : X −→ R

Re f(x) = Re(f(x)), la parte real de f(x),

entonces Re f es un funcional lineal (real) continuo en X y se verifica que

f(x) = Re f(x)− iRe f(ix), si x ∈ X y

||f || = ||Re f ||.

Enunciamos el Teorema de Hahn-Banach complejo:

Sea X un espacio normado complejo e Y un subespacio de X. Si f : Y −→ C es un

funcional lineal continuo, existe entonces un funcional lineal y continuo F : X −→ C
extensión de F tal que ||F || = ||f ||Y ∗.

Para demostrarlo, se considera el funcional lineal (real) asociado a f , Re f : Y −→ R
definido anteriormente (aqúı Y es considerado como espacio normado real). Por el

caso real, existe un funcional lineal (real) continuo G : X −→ R extensión de Re f

tal que ||G|| = ||f ||Y ∗ . Se comprueba entonces que

F :X −→ C

F (x) = G(x)− iG(ix), para x ∈ X,

es un funcional lineal continuo en X, extensión de f y, puesto que ReF = G, tenemos

que ||F || = ||ReF || = ||G|| = ||f ||Y ∗ .

Al igual que en el caso real, el teorema de Hahn-Banach complejo podŕıa obtenerse

también como corolario de un resultado más general para seminormas:

Sea X un espacio vectorial complejo e Y un subespacio vectorial de X. Si p : X −→
[0,∞) es una seminorma en X, y f : Y −→ C es una aplicación lineal tal que

|f(x)| ≤ p(x), para cada x ∈ Y . Existe entonces una extension lineal de f a todo
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el espacio, la cual denotaremos por F : X −→ C, tal que |F (x)| ≤ p(x), para cada

x ∈ X.

Se demuestra con un razonamiento similar al anterior y basándonos en el resultado

para espacios vectoriales reales.

Como corolario de estos teoremas, si X es un espacio normado, obtenemos:

1. Para todo x ∈ X la norma de x se puede expresar de la siguiente forma

||x|| = sup{f(x) : f ∈ X∗, ||f || ≤ 1}.

2. Si x es un elemento no nulo en X, existe un funcional f ∈ X∗ tal que

g(x) = ||x|| y ||g|| = 1.

3. Si x1, ..., xn son n vectores linealmente independientes en X, existen funcio-

nales g1, ..., gn en X∗ tales que gi(xj) = δij.

4. Si Y un subespacio cerrado de X, y x ∈ X \Y , existe g ∈ X∗ de norma 1 tal

que g|Y = 0 y g(x) = dist(y, Y ).

En el segundo caso se considera Y el subespacio generado por el vector x, y f

definido en Y como f(λx) = λ||x||, si λ ∈ K. En el tercer caso, se considera el

subespacio Y generado por todos los vectores x1, ..., xn y, para cada i, definimos fi

como fi(xj) = δij, y en el resto de los puntos por linealidad. En el último caso, se

aplica el teorema de extensión de Hahn-Banach al espacio Z generado por x e Y y al

funcional f definido en Z por f(y+ tx) = t dist(x, Y ). Se comprueba que f es lineal,

continua en Z, ||f ||Z∗ = 1 y f(x) = dist(x, Y ).

Por tanto, si X es un espacio normado no trivial su dual ha de ser otro espacio

normado no trivial. En otras palabras, en cualquier espacio normado no trivial existen

funcionales lineales continuos no nulos. Además, si todos los funcionales lineales

continuos se anulan en un vector, entonces este vector es el cero.

A continuación se dan algunos de los resultados correspondientes a la versión

geométrica del teorema.
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En primer lugar, se define el funcional de Minkowski de un conjunto convexo. Sea

C un conjunto convexo en un espacio normado X que contiene al origen como un

punto interior. Se define el funcional de Minkowski de C como

µ(x) = ı́nf{λ > 0 : x ∈ λC}.

Se comprueba que µ es un funcional sublineal positivamente homogeneo en X y

existe m > 0 tal que µ(x) ≤ m||x||, para todo x ∈ X.

Tenemos el siguiente resultado de separación:

Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto no vacio convexo y abierto de X

que contiene el origen. Si x /∈ C, existe un funcional f ∈ X∗ \ {0} tal que

Re f(x) > Re f(y), para todo y ∈ C.

Supongamos primero que X es un espacio normado real. La demostración se basa

en considerar el funcional sublineal positivamente homogeneo µ y la aplicación lineal

f definida en el espacio unidimensional Y generado por el vector x, como g(λx) =

λp(x), λ ∈ R. Puesto que g(y) ≤ p(y), para todo y ∈ Y , por el teorema de extensión

de Hahn-Banach, existe f extensión lineal y continua de g a X, tal que f(y) ≤ p(y),

para todo y ∈ X. Se comprueba que f(y) ≤ p(y) < 1, si y ∈ C y f(x) = p(x) ≥ 1, lo

que finaliza la demostración. Para el caso complejo, se considera X como un espacio

normado real, y una vez obtenida f , se toma F (y) = f(y)− if(iy), y ∈ X.

Supongamos que X es real y x está en la frontera de C. El funcional anterior f

verifica que f(x) = sup{f(y) : y ∈ C}. A f se le llama funcional soporte y al

hiperplano af́ın H = {z ∈ X : f(z) = f(x)}, hiperplano soporte. Por ejemplo si

consideramos la bola unidad de X, BX = {z ∈ X : ||z|| < 1}, y ||x|| = 1, f es

funcional soporte de BX en x si ||f || = 1 y f(x) = 1.

Con una ligera modificación en el anterior argumento se puede demostrar que si

dist(x,C) > 0, existe entonces f ∈ X∗ \ {0} y α ∈ R tal que

Re f(x) > α > sup{Re f(y); y ∈ C}.
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Supongamos que X es real. Esto significa geométricamente que el hiperplano af́ın

H = {x ∈ X : f(x) = α} “separa” C y x, dejándolos en los diferentes semiespacios,

H− = {z ∈ X : f(z) < α} y H+ = {z ∈ X : f(z) > α}, respectivamente.

De este resultado se deduce una versión mas general del teorema de separación

de Hahn-Banach:

Sea X un espacio normado, A, B dos conjuntos no vacios, convexos, disjuntos en

X y A abierto. Existe entonces un funcional f ∈ X∗ \ {0} y α ∈ R tal que

Re f(b) ≥ α > Re f(a), para todo a ∈ A, b ∈ B.

Este resultado se deduce Se deduce del anterior considerando el conjunto A− B =

{a − b : a ∈ A y b ∈ B}. Se comprueba que A − B es no vacio, abierto, convexo y

0 /∈ A − B (esto último debido a que A y B son disjuntos). Podemos separar 0 de

A−B por un funcional f , tal que

0 > Re f(a− b) = Re f(a)− Re f(b) para todo a ∈ A, b ∈ B.

Llamamos α = ı́nf{Re f(b) : b ∈ B}, comprobamos que, puesto que A es abierto,

Re f(a) < α, lo cual finaliza la demostración.

Con una ligera modificación en la anterior demostración, se puede comprobar que si

además de las mencionadas condiciones sobre A y B, se verifica que dist(A,B) > 0,

entonces existe f ∈ X∗ \ {0} y α ∈ R tal que

ı́nf{Re f(b) : b ∈ B} > α > sup{Re f(a), a ∈ A}.

Si X es real, esto significa nuevamente que los conjuntos A y B quedan totalmente

separados por el hiperplano af́ın H = {x ∈ X : f(x) = α}, A y B contenidos en los

diferentes semiespacios afines H− = {x ∈ X : f(x) < α} y H+ = {x ∈ X : f(x) >

α}.
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Es interesante mencionar también que en el caso de espacios de Banach reales, el

teorema de Hahn-Banach implica que todo convexo cerrado es la intersección de los

semiespacios que lo contienen.

Se comenta, aunque sin demostración, el resultado de Taylor-Foguel, el cual es-

tablece que todo funcional lineal acotado definido en un subespacio de X tiene una

única extensión a todo X preservando la norma si y sólo si la norma dual en X∗ es

estrictamente convexa, es decir,

∥∥f + g

2

∥∥ < 1, para todo f, g ∈ SX∗ = {h ∈ X∗ : ||h|| = 1}, f 6= g.

Finalmente, se dan algunos ejemplos dónde la extensión no es única: Por ejemplo,

sea X = K2 con la norma || · ||1, Y = {(x1, x2) ∈ K2 : x2 = 0} y f : Y −→ K,

f(y) = y1. Se comprueba que

F1, F2 : X −→ K,

F1(x1, x2) = x1 + x2,

F2(x1, x2) = x1 − x2,

son ambas extensiones lineales que conservan la norma.

Otro ejemplo se puede encontrar en C[0, 1] con la norma || · ||∞, considerando el

subespacio Y de las funciones constantes y la función f : Y −→ R, f(y) = y(0).

Entonces, para cualquier a ∈ [0, 1], las aplicaciones lineales continuas Fa : C[0, 1] −→
R, Fa(x) = x(a) son todas distintas y son extensiones que conservan la norma.

7. Separabilidad

En esta sección se introduce la noción de espacio normado separable. Esta noción

no es nueva puesto que corresponde al concepto de espacio métrico separable.

Se dan como ejemplos de espacios separables `p, 1 ≤ p < ∞, c0, c y C[0, 1]. La

demostración de que C[0, 1] es separable se comprueba por el teorema de Stone-

weierstrass, teniendo el cuenta que el conjunto de los polinomios definidos en [0, 1]
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es denso en C[0, 1], puesto que este conjunto forma un álgebra que separa puntos de

[0, 1] y contiene una función constante. Por tanto, el conjunto de los polinomios con

coeficientes racionales forma un conjunto numerable y denso en C[0, 1].

Igualmente se prueba que Lp(R), 1 ≤ p < ∞ es separable: Se considera S el

espacio de las combinaciones lineales finitas de funciones caracteŕısticas en intervalos

acotados χ[a,b], a, b ∈ R y se comprueba que este conjunto es denso en (Lp(R), ‖ · ‖p).
Claramente, el subespacio S tiene un conjunto denso y numerable en Lp(R). Se indica

también que el espacio de las funciones continuas con soporte acotado es denso en

Lp(R), lo cual se deduce aproximando con ‖ · ‖p cualquier función caracteŕıstica en

un intervalo acotado por una función continua con soporte acotado.

Por otra parte, se da como ejemplo de espacios no separables `∞ y L∞(R). En

el primer caso se considera la familia A = {(εi) : εi = ±1} ⊂ `∞ y en el segundo

caso la familia A = {χ[0,t]: t>0} ⊂ L∞(R). En ambos casos se comprueba que A no

es numerable y la distancia entre cualesquiera dos elementos de A es mayor o igual

que 1.

Un resultado interesante que podŕıa mencionarse en esta sección es el siguiente:

Un espacio de Banach de dimensión infinita no puede tener una base algebraica

numerable.

Este resultado es consecuencia del Teorema de categoria de Baire. Si {xn} es la

base algebraica de X, entonces X = ∪nYn, donde Yn = span{x1, ..., xn}. Puesto

que Yn es de dimensión finita, es cerrado en X. Además, X es un espacio métrico

completo, y el teorema de categoŕıa de Baire implica la existencia de un conjunto Yn

con interior no vaćıo, lo cual es imposible.

Se introduce el concepto de base de Schauder. Una sucesión {xn} en un espacio

normado X es una base de Shauder si todo punto x ∈ X se puede expresar de forma

única como una suma infinita
∑

n an xn convergente en X. Se indica que si X es

un espacio de Banach, el teorema de la aplicación abierta (resultado que se probará

más adelante) prueba que los funcionales lineales (fn) asociados a (xn), definidos

como fn(
∑

n an xn) = an, son continuos. Se dan algunos ejemplos como las bases
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canónicas en c0 y `p, 1 ≤ p <∞, en c la sucesión {(1, 1, 1, ....)} ∪ (en). Se menciona,

aunque sin demostración, la base de Schauder construida por Schauder en C[0, 1]

y la base de Haar en el espacio Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞ Si un espacio tiene una base

de Schauder, entonces es separable. Se indica que, sin embargo, existen espacios

normados separables que no tiene base de Schauder como probó Per Enflo en 1973.

8. Espacios producto. Proyecciones. Subespacios complementados

Se da el concepto de espacio normado producto X ×Y de dos espacios de Banach

X e Y , con cualquiera de las normas (todas ellas equivalentes)

‖(x, y)‖p = (||x||p + ||y||p)1/p, si p <∞

‖(x, y)‖∞ = máx ||x||, ||y||, si p =∞

donde (x, y) ∈ X × Y . Se comprueba que X × Y es un espacio de Banach si y sólo

si X e Y son espacios de Banach.

Se introduce el concepto de subespacio normado complementado. Un subespacio

Y de un espacio normado X está complementado en X si existe otro subespacio Z

de X tal que la aplicación I : Y × Z −→ X, I(x, y) = x + y es un isomorfismo

lineal. Se dice entonces que el espacio X es suma directa de Y y Z. En particular Y

y Z deben ser cerrados. Se comprueba que esto es equivalente a la existencia de una

proyección lineal continua, P : X −→ Y tal que P (X) = Y y P 2 = P .

En los siguientes caṕıtulos se comprobará, como consecuencia del teorema de la

gráfica cerrada que si Y y Z son cerrados en X y verifican que Y ∩ Z = {0} e

Y + Z = X, entonces X es suma directa de Y y Z.

Se comprueba, usando el teorema de Hahn-Banach que cualquier subespacio de

dimensión finita está complementado. En efecto, si {e1, ..., en} es una base de Y ,

existen funcionales continuos {f1, ...fn} en X∗ tales que fj(ei) = δij. El subespacio

cerrado Z = ∩nj=1 ker fj verifica que Y + Z = X e Y ∩ Z = ∅, y por el resultado

mencionado, X es suma directa de Y y Z. Con un argumento similar se prueba que

cualquier subespacio cerrado de codimensión finita también está complementado.
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Se menciona que c0 no es un espacio complementado de `∞. Sin embargo, se

indica que si X es un espacio normado separable y c0 es linealmente isomorfo a un

subespacio Y de X, entonces Y está complementado en X, resultado que fue probado

por Sobczyk.



Caṕıtulo 2

Espacios dual y bidual. Reflexividad
Topoloǵıas débil y débil*

En este caṕıtulo se exponen los resultados e ideas básicos referente al dual y bidual

de un espacio normado, el concepto de reflexividad y las topoloǵıas débil y débil*.

En la primera sección se profundiza en el conceptos de espacio dual, calculando

explicitamente los duales en algunos casos, e indicándolo simplemente en otros, de

los espacios normados presentados en la sección anterior.

Igualmente se introduce el concepto de espacio reflexivo, aśı como las propiedades

básicas de estabilidad de estos espacios con respecto a sus subespacios, cocientes,

dual, etc... Se establece la reflexividad o no reflexividad de los espacios c00, c0, `p,

 Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞, y C[0, 1].

Se introduce el concepto de espacio completado de un espacio normado a través

de la inyección canónica de un espacio normado en su bidual.

Para estas dos secciones hemos utilizado en su mayor parte la referencia [24].

En la tercera sección se introducen las topoloǵıas vectoriales débil y débil*. Se

establece la igualdad de estas topologias con la de la norma unicamente en el caso

finito dimensional. Se caracteriza la convergencia debil y débil* de una sucesión. Se

establece el Lema de Schur, se caracteriza la convergencia débil de sucesiones en `p,

Lp(R), 1 < p <∞ y C[a, b], en algunos casos sin dar la demostración.

Se indica que para conjuntos convexos, la adherencia débil coincide con la adheren-

cia en norma. Por tanto, se demuestra que de toda sucesión debilmente convergente

se puede conseguir una sucesión de conbinaciones lineales convexas de la anterior

convergente en norma al mismo punto.

25
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En la cuarta sección se explican los teoremas de Alaoglu y Goldstine aśı como

algunas de sus consecuencias. Este caṕıtulo puede ser omitido y considerado en un

curso posterior de Análisis Funcional. Sin embargo, seŕıa interesante poder exponerlo

aunque sea de forma rápida.

Para estas dos últimas secciones hemos utilizado en su mayor parte las referencias

[11] y [24].

1. Espacios de aplicaciones lineales continuas.

En esta sección se vuelve a tratar el concepto de espacio dual y se dan algunos

ejemplos de los duales de espacios clásicos conocidos.

Se recuerda que si X e Y son espacios normados, en el espacio de las aplicaciones

lineales y continuas de X en Y , se considera la norma ||T || = sup{||T (x)|| : x ∈
X, ||x|| = 1}. En el caso Y = K, es decir, si se considera K un espacio normado

sobre K, donde la norma es el valor absoluto o el módulo dependiendo si K es R ó

C, respectivamente, tenemos que L(X,K) se denota por X∗ y se llama espacio dual.

La norma ||T || = sup{|T (x)| : x ∈ X, ||x|| = 1} se suele notar por || · ||∗, y se llama

norma dual.

Un argumento sencillo demuestra, que Y es un espacio de Banach si y sólo si

L(X, Y ) es un espacio de Banach. Tal es el caso si Y es R ó C. Por tanto, (X∗, || · ||∗)
es siempre un espacio de Banach.

Una aplicación del teorema de extensión de Hahn-Banach demuestra que si X∗

es un espacio separable, entonces X es también separable. Para demostrarlo, se elige

una sucesión {fn} densa incluida en SX∗ , la esfera unidad de X∗, y una sucesión de

puntos {xn} en SX tales que fn(xn) > 1
2
. Se considera Y la adherancia del espacio

generado por los vectores {xn}. Si Y 6= X, una de las consecuencias del Teorema de

extensión de Hahn-Banach nos proporciona un elemento f ∈ SX∗ tal que f |Y = 0. Se

comprueba que entonces ||f −fn|| ≥ 1
2

para todo n ∈ N, lo que es una contradicción.
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Seguidamente se define el concepto de espacios linealmente isométricos, concepto

que será de utilidad para identificar a los duales de algunos espacios clásicos como

se verá seguidamente.

Dos espacios normados X e Y son linealmente isométricos si existe una aplicación

lineal I : X −→ Y tal que ||I(x)|| = ||x|| para todo x ∈ X.

Se dan a continuación ejemplos de los duales de algunos de los espacios presentados

en el caṕıtulo anterior.

Recordemos que en la sección anterior indicabamos que el espacio dual de (Rn, ‖ ·
‖p), donde 1 ≤ p ≤ ∞, se puede identificar con el conjunto de las n-tuplas (a1, ..., an)

y si f : Rn −→ R es lineal entonces ||f || = ||(a1, ..., an)||q, siendo f(1, 0, ..., 0) = a1,

..., f(0, ..., 0, 1) = an y 1
p

+ 1
q

= 1. De este modo el dual de (Rn, ‖ · ‖p) es linealmente

isométrico al espacio (Rn, ‖ · ‖q) y se identifica con este.

Se considera el espacio (c0, ‖ · ‖∞). El dual de este espacio es isométricamente

isomorfo a (`1, ‖ · ‖1) : se comprueba que si f : c0 −→ R es una aplicación lineal y

continua y ei = (0, ..., 1, 0, ...) con 1 en la posición i, entonces

I : (c0, ‖ · ‖∞)∗ −→ (`1, ‖ · ‖1)

I(f) = (f(e1), f(e2), ....)

es una isometŕıa lineal. Si f(ei) = ai y consideramos para cada natural n, xn =

(sign(a1), ..., sign(an), 0, ...), entonces |f(xn)| =
∑n

i=1 |ai| ≤ ||f ||, puesto que ||xn|| ≤
1. Por tanto

∑∞
i=1 |ai| ≤ ||f ||, lo cual implica que I es continua. La inyectividad de I

se deduce del hecho de que f(x) =
∑∞

i=1 f(ei)xi. Por otra parte, si (bi)i está en `1, se

comprueba que la aplicación h(x) =
∑∞

i=1 bi xi es lineal, continua y ||h|| ≤
∑∞

i=1 |bi|.
Puesto que (h(e1), h(e2), ...) = (b1, b2, ...) se tiene que I es una biyección e isometŕıa.

De forma similar al anterior caso se comprueba que el dual de (c00, || · ||∞) es

isométricamente isomorfo a (`1, || · ||1) y el dual de (`1, ‖ · ‖1) es isométricamente

isomorfo a (`∞, ‖ · ‖∞) y como tales se identifican.
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En general, se prueba que si 1 < p <∞, el dual de (`p , ‖ · ‖p) es (`q , ‖ · ‖q), donde

1
p

+ 1
q

= 1, en el sentido de que la aplicación

I : (`p, ‖ · ‖p)∗ −→ (`q, ‖ · ‖q)

I(f) = (f(e1), f(e2), ...)

es una isometŕıa lineal. Si f ∈ (`p, ‖ · ‖p)∗ y llamamos f(ei) = ai , se conside-

ra para cada natural n, xn = (|a1|q−1 sign(a1), ..., |an|q−1 sign(an), 0, ...). Entonces∑n
i=1 |ai|q = f(xn) ≤ ||f || (

∑n
i=1 |ai|p(q−1))1/p para cada n natural. De esto se deduce

que ||(a1, a2, ...)||q ≤ ||f || y por tanto I es continua. La inyectividad de I se dedu-

ce igualmente del hecho de que f(x) =
∑∞

i=1 f(ei)xi. Por otra parte, si (bi)i es un

elemento de `q y consideramos la aplicación lineal h : `p −→ R, h(x) =
∑∞

n=1 bn xn,

está bien definida y la desigualdad de Hölder implica que ||h|| ≤ ||(b1, b2, ...)||q. Pues-

to que (h(e1), h(e2), ...) = (b1, b2, ...) de lo anterior se deduce que I es una biyección

e isometŕıa.

Seguidamente se indica que el dual de (Lp(R), ‖ · ‖p), 1 ≤ p <∞, es isométrica-

mente isomorfo a (Lq(R), ‖ · ‖q), donde 1
p

+ 1
q

= 1 (si p = 1 se entiende que q =∞).

Si definimos para cada f ∈ Lq(R) ,

I : (Lq(R), ‖ · ‖q) −→ (Lp(R), ‖ · ‖p)∗

I(f)(g) =

∫
R
f g ,

la desigualdad de Hölder implica que I es lineal, continua e ||I(f)|| ≤ ||f ||1.

La demostración de que I es sobreyectiva e isometŕıa requiere tener conocimientos

previos de teoŕıa de la medida como los teoremas de convergencia para la integral de

Lebesgue y funciones absolutamente continuas. Los teoremas de convergencia ya se

han mencionado anteriormente. Con respecto a funciones absolutamente continuas,

se menciona la caracterización siguiente: Una función F : R −→ R es absolutamente

continua si y sólo si es derivable en casi todo punto (respecto a la medida de Lebesgue)

y se puede recuperar a través de su derivada, es decir, F (x) = F (a) +
∫ x
a
F ′(u) du.
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Una referencia interesante para este resultado es [35], la cual puede seguirse sin más

que algunos conocimientos previos de la medida de Lebesgue.

Se indica sin demostración lo siguientes resultados, los cuales serán materia de un

curso más avanzado de Análisis Funcional:

• Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida abstracto, y la medida es σ-finita si p = 1

ó arbitraria si 1 < p < ∞, entonces Lp(XA, µ)∗ es isométricamente isomorfo a

Lq(XA, µ) ([8]).

• El dual de C[a, b] se puede identificar con el espacio de las funciones definidas

en [a, b] de variación acotada y normalizadas (normalizada significa continua por la

derecha y con imagen 0 en a), espacio que se denota por NBV ([a, b]). La norma de

una función f ∈ NBV ([a, b]) es la variación total de f en [a, b]. Una referencia para

este resultado es [24].

• En general, el dual del espacio de las funciones continuas sobre un compacto con la

norma infinito, el cual se denota por (C(K), ‖ · ‖∞) se identifica con el espacio de las

medidas de Borel regulares de variación acotada definidas sobre K ([8]).

2. Espacio bidual. Reflexividad.

Si X es un espacio normado, consideremos el espacio dual de X∗, que usualmente

se denota por X∗∗ y se llama espacio bidual de X. Veamos que el espacio X se

considera un subespacio normado de su bidual X∗∗.

Sea X un espacio normado y

J : X −→ X∗∗

J(x)(f) = f(x), para cada f ∈ X∗.

La aplicación J es lineal. Además, ||J(x)|| ≤ ||x|| para todo x ∈ X, y por tanto

J es continua. Más aún, J es una isometŕıa sobre su imagen. Esto es debido a la

propiedades que se deducen del Teorema de Hahn-Banach, puesto que vimos en el
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caṕıtulo anterior que para cualquier x ∈ X la norma de x se puede calcular como

||x|| = sup{|f(x)| : f ∈ X∗, ||f || ≤ 1} = ||J(x)||.

La aplicación J es llamada la ı̈nyección canónica” de X en su bidual X∗∗.

La inyección J no es en general sobreyectiva. Se introduce el concepto de espacio

reflexivo como aquel espacio X tal que la aplicación J es una biyección de X en X∗∗,

es decir, para todo T ∈ X∗∗, existe x ∈ X tal que T (f) = f(x) para todo f en X∗.

Se indica que este es un concepto isomorfo, esto es, si X e Y son dos espacios

normados linealmente isomorfos, entonces X es reflexivo si y sólo Y es reflexivo.

Convendŕıa aclarar en este sentido que si X e Y son linealmente isomorfos, esto

quiere decir que X e Y son el mismo espacio con dos normas equivalentes. Igualmente

los duales son el mismo espacio y la normas duales son también normas equivalentes.

SiX es de dimensión finita n, claramenteX∗ yX∗∗ son tambien espacios normados

de dimensión n, y por tanto, J es sobreyectiva. Es decir, todo espacio de dimensión

finita es reflexivo.

De los resultados hasta ahora expuestos se deduce que el bidual de c0 es `∞. En

este caso J no es sobreyectiva y por tanto c0 no es reflexivo.

Seguidamente se menciona que `1 no es reflexivo pues su dual `∞ no es separable,

y por tanto el bidual de `1 tampoco lo es. Si J fuese sobreyectiva, el bidual de `1

seŕıa separable, lo que es una contradicción.

Se comprueba que para 1 < p <∞ , el espacio `p y Lp(R) es reflexivo.

Se hace notar que si J es sobreyectiva entonces X y X∗∗ son linealmente isométri-

cos. Sin embargo, esto último no es suficiente para que un espacio sea reflexivo. Se

menciona el espacio de James (contruido en 1951) el cual es linealmente isométrico

a su bidual pero no es reflexivo, es decir, la aplicación J no es sobreyectiva.

Se establecen las siguientes propiedades de estabilidad con respecto a los espacios

reflexivos:

Si X es un espacio reflexivo, entonces
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1. todo subespacio cerrado de X es reflexivo,

2. X∗ es reflexivo,

3. X es separable si y sólo si X∗ es separable.

4. si Y es un subespacio cerrado de X, entonces el espacio cociente X/Y es

reflexivo.

En particular X es reflexivo si y sólo si X∗ es reflexivo.

Para demostrar la primera afirmación se considera JY : Y −→ Y ∗∗ y un funcional

y∗∗ ∈ Y ∗∗. Se define x∗∗ ∈ X∗∗ de la siguiente forma:

x∗∗(x∗) = y∗∗(x∗|Y ), para todo x∗ ∈ X∗,

donde x∗|Y significa la restricción de x∗ a Y , y por tanto, x∗|Y es un elemento de Y ∗.

Puesto que X es reflexivo existe x ∈ X tal que x∗∗(x∗) = x∗(x) para todo x∗ ∈ X∗.
Se comprueba finalmente que x ∈ Y . Si x no está en Y , por una de las consecuencias

del teorema de extensión Hahn-Banach, existe x0 ∈ X∗ tal que x∗0|Y ≡ 0 y x∗0(x) = 1.

Aśı, 1 = x∗0(x) = x∗∗(x∗) = y∗∗(0) = 0, lo cual es una contradicción. Por tanto

JY (x) = y∗∗, y JY es sobreyectiva.

Para probar la segunda afirmación, se considera J : X∗ −→ X∗∗∗ la inyección

canónica y x∗∗∗ ∈ X∗∗∗. Se comprueba que la composición x∗ = x∗∗∗ JX ∈ X∗, donde

JX es la inyección canónica de X en X∗∗, verifica que J(x∗) = x∗∗∗. En efecto, por

ser X reflexivo x∗∗ = J(x), para cierto x ∈ X. Entonces, x∗∗∗(x∗∗) = x∗∗∗(JX(x)) =

x∗(x) = JX(x)(x∗) = x∗∗(x∗) = J(x∗)(x∗∗), es decir x∗∗∗ = J(x∗), y J es sobreyectiva.

Para demostrar la tercera afirmación, se observa que ya se demostró que si X∗

es separable entonces X lo es. Además por las hipótesis, X y X∗∗ son linealmente

isométricos, por lo que si X es separable X∗∗ es separable, y por tanto X∗ también

es separable, con lo que se obtiene la implicación contraria.

Para demostrar la cuarta afirmación se utiliza que el dual del espacio X/Y es

isométricamente isomorfo al subespacio de X∗, F⊥ ≡ {f ∈ X∗ : f |Y = 0} con la

siguiente aplicación

I : (X/Y )∗ −→ Y ⊥, I(g) = g ◦ π
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dónde π : X −→ X/Y es la proyección canónica π(x) = x̂ .

Finalmente, si X∗ es reflexivo también lo es X∗∗ y por tanto X por ser un subes-

pacio de X∗∗.

De los anteriores resultados se deduce en particular que c no es reflexivo pues

contiene a c0 como subespacio y este no es reflexivo. Igualmente, `∞ no es reflexivo

puesto que es el dual del espacio no reflexivo `1. El espacio separable L1(R) no

es reflexivo pues su dual L∞(R) no es separable. Además de esto se deduce que

L∞(R) no es reflexivo. Finalmente se comprueba que el espacio separable C[a, b] no

es reflexivo o bien demostrando que su dual no puede ser separable, considerando la

familia de evaluaciones en puntos (δt)t∈[a,b] ⊂ C[a, b]∗, o bien comprobando que por

ejemplo c0 es isométricamente isomorfo a un subespacio de C[a, b].

Definimos a continuación el completado de un espacio normado. La inyección

canónica J de todo espacio normado X en su bidual nos proporciona el siguiente

resultado: Todo espacio normado X es isométricamente isomorfo a un subespacio

denso de un espacio de Banach. Este espacio de Banach es único salvo isometŕıas

lineales y es el llamado el completado de X. El espacio completado de X es J(X) ⊂
X∗∗, subespacio cerrado del espacio de Banach X∗∗. Se dan algunos ejemplos básicos:

la complección de (c00, ‖ · ‖∞) es c0 y la complección de (C[0, 1], ‖ · ‖p) (1 ≤ p <∞)

es el espacio Lp[0, 1]. Se indica que el dual de un espacio normado es isométricamente

isomorfo al dual de su completado.

Finalizamos esta sección con el teorema de Helly ó principio de reflexión local,

el cual nos asegura que si X es un espacio normado, x∗∗ ∈ X∗∗ y F es un subespacio

de dimensión finita de X∗, existe x ∈ X tal que

x∗∗(x∗) = x∗(x), para todo x∗ ∈ F.

La demostración se basa en considerar el espacio ortogonal F⊥ = {x ∈ X : x∗(x) =

0, para todo x∗ ∈ X∗}, y el espacio de dimensión finita X/F⊥. Entonces (X/F⊥)∗ =
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F y x∗∗|F ∈ (X/F⊥)∗∗ = F ∗. El resultado se obtiene teniendo en cuenta que X/F⊥

es reflexivo.

3. Topoloǵıas débil y débil*

En esta sección se introducen nuevas topoloǵıas en un espacio normado X y su

dual X∗ más débiles que las topoloǵıas asociadas a las normas y que se llaman to-

poloǵıas débil y débil*. Estas nociones son interesantes por muchos motivos. Uno

de ellos es debido a que las propiedades de los espacios normados, tales como la

reflexividad, quedan caracterizadas a través de estas topoloǵıas. Otro muy impor-

tante es porque constituyen las topoloǵıas más débiles en X (X∗, respectivamente)

para las que cada funcional de X∗ (“funcional” x ∈ X visto como elemento de X∗∗,

repectivamente) es continuo.

Se define en un espacio normado real X la topoloǵıa débil y se denota por ω de la

siguiente forma. La topoloǵıa ω está generada por la siguiente familia de conjuntos

Wf1,...,fn,ε(x) = {y ∈ X : |fi(y)− fi(x)| < ε, para todo i = 1, ..., n},

donde f1, .., fn vaŕıan en X∗, x en X, n en N y ε en (0,∞). Para cada x ∈ X fijo, la

familia {Wf1,...,fn,ε(x)} constituye una base de entornos de x para la topoloǵıa w∗.

De igual forma la topoloǵıa w∗ en un espacio dual X∗ es la generada por la familia

de conjuntos

Wx1,...,xn,ε(g) = {f ∈ X∗ : |xi(f)− xi(g)| < ε, para todo i = 1, ..., n},

donde x1, .., xn vaŕıan en X, g en X∗, n en N y ε en (0,∞). Y para cada g ∈ X∗ fijo

la familia {Wx1,...,xn,ε(g)} es una base de entornos de g para la topoloǵıa w∗.

Se hace notar que si X es un espacio de Banach real una base para la topo-

loǵıa w está formada por intersecciones finitas de semiespacios. Recordemos que un

semiespacio está definido como H = {x ∈ X : f(x) < α} donde f ∈ X∗ y α ∈ R.
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Se hace también observar que las topoloǵıas w y w∗ son Hausdorff. Efectivamente,

si f 6= g son dos elementos de X∗, existe entonces x ∈ X tal que f(x) 6= g(x).

En particular existe un número α ∈ R tal que f(x) > α > g(x). Los conjuntos

w∗-abiertos {h ∈ X∗ : h(x) > α} y {h ∈ X∗ : h(x) < α} separan f de g.

La demostración para la topoloǵıa débil es similar utilizando el Teorema de Hahn-

Banach dado que si x 6= y existe entonces un funcional no nulo f ∈ X∗ con f(x−y) 6=
0.

Se hace notar que los abiertos en estas topoloǵıas son abiertos en norma y por

tanto son topoloǵıas más débiles que las topoloǵıas de las normas. Se indica que de la

definición de topoloǵıas w y w∗ se deduce que, de hecho, w es la topologia inicial en

X para la familia de funciones X∗, es decir es la topoloǵıa menos fina en X para la

cual las las funciones de X∗ son continuas. Igualmente, la topoloǵıa w∗ es la topoloǵıa

inicial en X∗ para la familia de funciones X, considerado X como subconjunto de

X∗∗.

Se demuestra lo siguiente:

Las topoloǵıas w y w∗ coinciden con las topoloǵıas de las normas si y solo si los

espacios considerados son de dimensión finita.

Efectivamente, si X es de dimensión finita, {e1, ..., en} una base en X y {e∗1, ..., e∗n}
los funcionales lineales asociados tales que e∗i (ej) = δij, entonces la expresión |x| =

sup{|e∗i (x)| : i = 1, ..., n} es una norma. Puesto que X es finito dimensional, todas

las normas en X son equivalentes, y por tanto, si denotamos por B|·| a la bola unidad

de la norma | · |, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que {y ∈ X : |e∗i (y) − e∗i (x)| <
δ} ⊂ x+ δ B|·| ⊂ x+ εBX . De igual forma se comprueba para la topoloǵıa w∗.

Supongamos ahora que X es infinito dimensional. Se demuestra que cualquier

abierto U en la topoloǵıa w (no vaćıo) no es acotado en norma. Efectivamente,

podemos considerar por traslación que 0 ∈ U y que Wf1,...,fn,ε(0) ⊂ U . Entonces el

conjunto N = {x ∈ X : fi(x) = 0 para todo i = 1, ..., n} = ∩ni=1 f
−1
i (0) ⊂ U . Si

N = ∩ni=1 f
−1
i (0) = ∅, entonces para todo f ∈ X∗ se tiene que N ⊂ ker f y esto

significa que f es combinación lineal de f1, .., fn. Puesto que X y por tanto X∗ son
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infinito dimensionales N es un subespacio de dimensión al menos uno y por tanto

no está acotado. (De hecho, N es un subespacio de X∗ de dimensión infinita).

Además las topoloǵıas w y w∗ son vectoriales: las aplicaciones suma y producto

por escalares son continuas para la topoloǵıa débil y débil*.

Para describir estas topoloǵıas en términos de convergencia en la mayoŕıa de los

casos no nos podemos limitar sólo a convergencia de sucesiones sino a convergencia

de redes pues no son siempre topoloǵıas metrizables.

Si X es un espacio normado,

1. una red (fα) ⊂ X∗ converge a f ∈ X∗ en la topoloǵıa w∗ y se denota por

fα
w∗−→ f si y sólo si ĺımα fα(x) = f(x), para todo x ∈ X.

2. Una sucesión (xα) ⊂ X converge a x ∈ X en la topoloǵıa w y se denota por

xα
w−→ x si y sólo si ĺımα f(xα) = f(x), para todo f ∈ X∗.

En el próximo caṕıtulo se comprobará como consecuencia del Teorema de Banach-

Steinhaus (principio de acotación uniforme) que, en el caso de sucesiones, (fn)
w∗−→ f

si y sólo si la sucesión (fn) está acotada y existe un conjunto denso M en X tal que

ĺımn fn(x) = f(x), para todo x ∈ M . Igualmente, (xn)
w−→ x si y sólo si la sucesión

(xn) está acotada y existe un conjunto denso M en X∗ tal que ĺımn f(xn) = f(x),

para todo f ∈M .

Aunque el concepto de convergencia de redes no resulta nuevo, puesto que en la

asignatura previa de Elementos de Geometŕıa Diferencial y Topoloǵıa se ha estudiado,

hemos preferido centrarnos en la convergencia de sucesiones.

Se observa que, por ser la topoloǵıa de la norma mas fuerte que las topoloǵıas w

y w∗, si fn
‖·‖−→ f en norma entonces fn

w∗−→ f . Pero el rećıproco no es cierto. Por

ejemplo en `1 consideramos la sucesión en = (0, ..., 0, 1, 0, ....) con 1 en la posición

n, entonces en
w∗−→ 0 y sin embargo (en) no es convergente en norma. Igualmente, si

xn
‖·‖−→ x en norma entonces xn

w−→ x. Pero el rećıproco no es cierto. Por ejemplo en

c0 consideramos la sucesión en = (0, ..., 0, 1, 0, ....) con 1 en la posición n, entonces

en
w−→ 0 y sin embargo (en) no es convergente en norma.
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Seguidamente se dan algunos ejemplos de convergencia w en los espacios clásicos

descritos anteriormente.

En `1 se demuestra el Lema de Schur : xn
w−→ x en `1 si y solo si xn

‖·‖−→ x.

En `p, 1 < p < ∞, se demuestra que xn
w−→ x si y solo si (xn) está acotada y

ĺımn xn(i) = x(i), es decir, la sucesión de las coordenadas i-ésimas de xn converge

a la coordenada i-ésima de x para todo i ∈ N. Este resultado es consecuencia de

la mencionada caracterización para la convergencia w de sucesiones y del hecho de

que ĺımn f(xn) = f(x) para todo f ∈ c00, subespacio denso en `∗p. Además, se hace

observar que en estos espacios el hecho de que xn
w−→ x no implica que xn

‖·‖−→ x. Por

ejemplo, los elementos de la mencionada base canónica (en) convergen débilmente a

0, pero obviamente, no convergen en norma.

En Lp(R), 1 < p < ∞, puesto que su dual es linealmente isométrico a Lq(R),

1
p

+ 1
q

= 1, y puesto que las funciones simples con soporte acotado son densas en

Lq(R), se sigue que una sucesión (fn) ⊂ Lp(R) verifica que fn
w−→ f si y solo si la

sucesión (fn) está acotada en norma y

ĺım
n

∫
E

fn =

∫
E

f

para cada conjunto medible Lebesgue acotado E.

Se indica, aunque sin demostración que, en el espacio de las funciones continuas

C[a, b], una sucesión de funciones fn
w−→ f si y sólo si la sucesión (fn) está acotada

en norma y converge puntualmente, es decir, ĺımn fn(t) = f(t), para todo t ∈ [a, b].

Se hace observar que sin embargo, el espacio generados por las evaluaciones {δt : t ∈
[a, b]} no es denso en el dual de C[a, b].

Un resultado interesante de mencionar, y que puede ayudar a asimilar el concepto

de topoloǵıa débil es el siguiente:

Cualquier convexo cerrado C en un espacio normado X es w-cerrado. Por tanto,

para conjuntos convexos, la w-adherencia y la || · ||-adherencia coinciden.
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Una demostración de este resultado es mediante el teorema de separación de

Hahn-Banach. Si x 6∈ C, existe un funcional f ∈ X∗ no nulo tal que sup {Re f(y) :

y ∈ C} < Re f(x). Aśı, pues existe r > 0 tal que C ∩ Wf,r(x) = ∅, es decir

C ∩ {y ∈ X : |f(y) − f(x)| < r} = ∅. Puesto que Wf,r(x) es w-abierto, deducimos

que X \ C es w-abierto.

En particular se tiene que la w-adherencia de la bola abierta UX = {x ∈ X :

||x|| < 1} es la bola cerrada BX .

Se comentó anteriormente que xn
w−→ x no implica en general xn

‖·‖−→ x. Sin

embargo, del anterior resultado se puede obtener que:

Si X es un espacio normado y xn
w−→ x en X, existen entonces combinaciones

convexas yk de (xn) tales que yk
‖·‖−→ x. Es decir, para todo ε > 0 existen λ1, ...λn ≥

0 tales que
∑n

i=1 λi = 1 y ||x−
∑n

i=1 λixi|| < ε.

En efecto, se considera C la envoltura convexa y cerrada del conjunto {xn : n ∈
N}. Puesto que C es convexo C

w
= C y deducimos que x ∈ C.

Se menciona que, por el contrario, en espacios duales la w∗-adherencia de un

convexo, puede incluir extrictamente a la ‖ · ‖-adherencia de un convexo.

Otro resultado interesante relativo a la topoloǵıa débil* es el siguiente teorema

de separacion en espacios duales:

Sea X un espacio de Banach. Si C es un conjunto débil* cerrado convexo en X∗

y f ∈ X∗ \ C, existe entonces x ∈ X tal que Re f(x) > sup{Re g(x) : g ∈ C}.

Un prueba geométrica y sencilla de este hecho se puede consultar en [11].

4. Los resultados de Alaoglu y Goldstine

A continuación se exponen los resultados de Alaoglu y Goldstine, los cuales nos

proporcionan propiedades esenciales de la estructura de los espacios normados. Se

podŕıa pensar en incluir esta materia en un curso más avanzado de Análisis Funcional,

y quizás las limitaciones de tiempo aśı lo hagan necesario. En cualquier caso, creo

interesante familiarizarse con estas propiedades básicas aunque sea de forma somera.
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El primero de ellos establece que (BX∗ , w
∗) es compacto. La demostración de este

hecho se basa en comprobar que BX∗ es un conjunto cerrado del espacio [−1, 1]BX ,

el cual por el teorema de Tychonoff, es compacto con la topoloǵıa de la convergencia

puntual.

Otro importante resultado sobre la estructura de la bola dual de X∗ es el siguiente:

X es separable si y sólo si (BX∗ , w
∗) es metrizable. En particular, si X es sepa-

rable, entonces X∗ es w*-separable.

Si X es separable y (xn) es una sucesión densa en la esfera SX , se define la métrica

%(f, g) =
∞∑
i=1

2−i|(f − g)(xi)|, f, g ∈ BX∗ .

Se comprueba que la aplicación identidad de (BX∗ , w
∗) a (BX∗ , %) es continua. Pues-

to que es una biyección y, por el teorema de Alaoglu, el primer espacio es compacto

deducimos que la identidad es un homeomorfismo. Para demostrar el rećıproco, si

(BX∗ , w
∗) es metrizable, la separabilidad de X se deduce del resultado siguiente, con-

siderando X como un subespacio de (C(BX∗ , w
∗), ‖ · ‖∞), el espacio de las funciones

continuas sobre el compacto (BX∗ , w
∗).

Consideremos C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un compacto K con

la norma ‖ · ‖∞. Entonces C(K) es separable si y sólo si K es metrizable.

El teorema de Goldstine establece para todo espacio normado X que la w∗-adherencia

de BX en X∗∗ es BX∗∗.

Puesto que (BX∗∗ , w
∗) es w∗-compacto, es claro que la w∗-adherencia de BX en X∗∗

está incluida en BX∗∗ . Si BX∗∗ 6= BX
w∗

, por el teorema de separación en espacios

duales mencionado al final de la sección anterior, encontramos f ∈ SX∗ tal que

sup{Re x∗∗(f) : x∗∗ ∈ BX∗∗} > sup{Re f(x) : x ∈ BX} = 1,

lo que es imposible pues si x∗∗ ∈ BX∗∗ y f ∈ BX∗ , entonces |x∗∗(f)| ≤ 1.
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Los resultados de Alaoglu y Goldstine nos proporcionan una demostración a la

siguiente caracterización de espacios reflexivos:

Un espacio normado X es reflexivo si y sólo si BX es debilmente compacto.

Si X es reflexivo, se tiene que J : (BX , w) −→ (BX∗∗ , w
∗) es un homeomorfismo

y por el teorema de Alaoglu (BX , w) es compacto. Reciprocamente, si (BX , w) es

compacto, entonces es w∗-cerrado en X∗∗. Por el teorema de Goldstine se tiene que

J(BX) = BX∗∗ .

Las demostraciones que seguimos en los resultados de esta sección se encuentran

en la referencia [11].





Caṕıtulo 3

El Teorema de Banach-Steinhaus.
El Teorema de la aplicación abierta. Aplicaciones

En este caṕıtulo se introducen resultados esenciales como el Principio de acotación

uniforme, el teorema de la aplicación abierta y el teorema de la gráfica cerrada.

Se prentende la familiarización con estos resultados aśı como con algunas de sus

aplicaciones. Las referencias que hemos seguido han sido [11], [1], [25]. La referencia

para gran parte de las aplicaciones es [24].

1. El Teorema de Banach-Steinhaus.

En esta sección se introduce un resultado esencial este curso como es el Teorema

de Banach-Steinhaus o principio de acotación uniforme y uno de los más importantes

en espacios de Banach.

Antes de enunciar el principio de acotación uniforme, seŕıa interesante mencio-

nar el Teorema de Ascoli-Arzela, el cual establece que si tenemos una familia A de

aplicaciones continuas de un espacio métrico compacto K con valores en R ó C tal

que A está puntualmente acotada y es equicontinua para todo x ∈ K, entonces A
está uniformemente acotada. El resultado anterior para el caso de operadores lineales

continuos es el conocido pincipio de acotación uniforme, el cual establece lo siguiente:

Consideremos X un espacio de Banach, Y un espacio normado y una familia

A ⊂ L(X, Y ) puntualmente acotada, es decir, para todo x ∈ X, supA∈A ||A(x)|| <∞.

Entonces supA∈A ||A|| <∞.

Seguidamente pasamos a exponer la demostración de este resultado que resulta

ser una sencilla consecuencia del Teorema de * (BX∗ , w
∗) metrizable sii X separable.

41
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( y por tanto, X separable, entonces (X∗, w∗) separable). * (BX∗ , w
∗) metrizable sii

X separable. ( y por tanto, X separable, entonces (X∗, w∗) separable). categoria de

Baire. En efecto, para cada n ∈ N, se define el conjunto

Nn = {x ∈ X : sup
A∈A
||A(x)|| ≤ n}.

El conjunto Nn es cerrado, lo cual se puede deducir de la continuidad de cada ele-

mento A ∈ A. Además, se comprueba que cada Nn es simétrico y convexo. Puesto

que para todo x ∈ X, supA∈A ||A(x)|| < ∞, se tiene que X = ∪nNn. El Teorema

de categoŕıa de Baire implica que existe n0 ∈ N tal que Nn0 tiene interior no vaćıo.

Por tanto, existe δ > 0 y x0 ∈ X tal que x0 + δ BX ⊂ Nn0 . Por la simetŕıa de Nn0 se

tiene que −x0 + δBX ⊂ Nn0 . Por convexidad, δ BX ⊂ Nn0 . Consecuentemente, para

cada x ∈ BX , supA∈A ||A(δ x)|| ≤ n0. Es decir ||A|| ≤ n0

δ
, para todo A ∈ A.

Se ilustra con un ejemplo que la completitud deX es esencial. En efecto, siX = c00

con lo norma del supremo y fn ∈ X∗ definida como

fn(x) =
n∑
i=1

xi, n ∈ N.

Puesto que cada x ∈ c00 tiene unicamente un número finito de coordenadas no nulas,

es claro que supn∈N |fn(x)| <∞. Sin embargo ||fn|| = n, para cada n y por tanto el

conjunto {||fn|| : n ∈ N} no está acotado.

Seguidamente se dan algunas consecuencias del Teorema de Banach-Steinhaus.

Sean X espacio de Banach, Y espacio normado y una sucesión de operadores

continuos An ⊂ L(X, Y ). Supongamos que para cada x ∈ X existe el ĺımite A(x) =

ĺımnAn(x). Entonces A ∈ L(X, Y ) y ||A|| ≤ ĺım infn ||An||.

La linealidad de A es sencilla de comprobar. Puesto que la sucesion (An(x))n

está acotada para cada x ∈ X, el Teorema de Banach-Steinhaus nos asegura que

A es continua. Además, si x ∈ BX , ||A(x)|| = ĺımn ||An(x)|| = ĺım inf ||An(x)|| ≤
ĺım inf(||An||).
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El anterior resultado nos proporciona un prueba de que cualquier sucesión (fn)

en un espacio dual X∗ convergente en la topoloǵıa w∗ es acotada. En efecto, si fn

converge w∗, en particular (fn(x))n es una sucesión acotada para todo x ∈ X. Por lo

anterior el conjunto {||fn|| : n ∈ N} está acotado. Igualmente, se demuestra que toda

sucesión (xn) en un espacio normado (no necesariamente de Banach) convergente en

la topoloǵıa w está acotada. Para poder aplicar el Teorema de Banach-Steinhaus,

se considera por ejemplo, la sucesión (J(xn))n ⊂ X∗∗. La sucesión (J(xn))n es w∗

convergente en X∗∗, y por lo anterior el conjunto {||J(xn)|| : n ∈ N} está acotado.

Puesto que J es una isometŕıa sobre su imagen se tiene que ||J(xn)|| = ||xn|| y se

concluye que el conjunto {||xn|| : n ∈ N} está acotado.

De esto se deduce el resultado que se indicaba en la anterior sección:

1. una sucesión (fn) ⊂ X∗ converge a f ∈ X∗ en la topoloǵıa w∗ si y sólo si (fn)

está acotada y existe un subconjunto denso M en X tal que ĺımn fn(x) = f(x),

para todo x ∈M .

2. Una sucesión (xn) ⊂ X converge a x ∈ X en la topoloǵıa w si y solo si (xn)

está acotada y existe un subconjunto denso M en X∗ tal que ĺımn f(xn) =

f(x), para todo f ∈M .

La implicación a la derecha es consecuencia del principio de acotación uniforme. La

implicación a la izquierda se obtiene facilmente del resultado visto en el caṕıtulo

anterior: Sean An ⊂ L(X, Y ), supn∈N ||An|| < ∞, X espacio normado e Y espacio

de Banach. Si ĺımnAn(x) = A(x) para todo x ∈ M , y M es denso en X. Entonces,

ĺımnAn(x) = A(x) para todo x ∈ X.

En un espacio normado X, un subconjunto M ⊂ X está w-acotado si sup{|f(x)| :
x ∈ M} < ∞ para todo f ∈ X∗. En un espacio dual X∗, un subconjunto M ⊂ X∗

está w∗-acotado si sup{|f(x)| : f ∈ M} < ∞ para todo x ∈ X. El principio de

acotación uniforme implica que si M ⊂ X está w-acotado, entonces M está acotado

en norma. Igualmente si M ⊂ X∗ está w∗-acotado, entonces M está acotado en

norma.
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En particular, si X e Y son espacios normados y A : X −→ Y es una aplicación

lineal, entonces A es continua si y solo si f ◦ A ∈ X∗ para todo f ∈ Y ∗. Se hace

observar que si f ◦ A es continua, entonces f ◦ A(BX) es un conjunto acotado en el

cuerpo K para todo f ∈ Y ∗. Es decir, A(BX) está w-acotado en Y . Por lo anterior

A(BX) está acotado en norma.

Una aplicación del principio de acotación uniforme es el llamado teorema de Dun-

ford:

Si X es un espacio de Banach complejo, y D es un abierto de C, consideremos

una función F : D −→ X derivable en D, es decir, existe ĺımz→z0
F (z)−F (z0)

z−z0 para

todo z0 ∈ D. Entonces F es derivable en D si y sólo si x∗ ◦F : D −→ C es derivable

en D para cada x∗ ∈ X∗.

Otra importante aplicación del principio de acotación uniforme es la existencia de

series de Fourier divergentes para funciones continuas:

Existe un subconjunto denso D del espacio de Banach X = {f ∈ C[−π, π] :

f(π) = f(−π)} con la norma ‖ · ‖∞ tal que la serie de Fourier asociada a cada

f ∈ D es divergente.

Una referencia para estos resultados es [24], donde se pueden encontrar más apli-

caciones del principio de acotación uniforme, como por ejemplo un criterio para apro-

ximar la integral de cualquier función continua en un intervalo [a, b] por las llamadas

fórmulas de cuadratura. Igualmente, el principio de acotación uniforme proporciona

una caracterización de las matrices infinitas (aij) que están asociadas a funciones

continuas del espacio de Banach c en c.

2. El Teorema de la aplicación abierta.

En primer lugar se define una aplicación abierta f entre dos espacios topológicos

X e Y : la imagen f(U) de todo abierto U ⊂ X es abierta en Y . Se comprueba que si

X e Y son espacios normados y T ∈ L(X, Y ), entonces T es una aplicación abierta

sii T (BX) es un entorno de 0.

El Teorema de la aplicación abierta establece lo siguiente:
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Sean X e Y espacios de Banach y T ∈ L(X, Y ) sobreyectiva. Entonces T (BX) es

un entorno de 0, es decir, T es abierta.

La demostración de este resultado hace uso, al igual que el principio de acotación

uniforme del teorema de categoŕıa de Baire. Se considera V = T (BX) y se comprueba

que es convexo y simétrico. Su adherencia V es también convexo y simétrico. Además

Y = T (X) = ∪nnV.

Por el teorema de categoŕıa Baire, existe x0 +rBY ⊂ V , y por simetŕıa y convexidad,

rBY ⊂ V .

Seguidamente, se demuestra que V ⊂ 2V . Si y ∈ V , existe x1 ∈ BX tal que

||y − T (x1)|| ≤ r
2
. Por tanto, y − T (x1) ∈ r

2
BY ⊂ 1

2
V = T (1

2
BX). Entonces existe

x2 ∈ 1
2
BX tal que ||y − T (x1)− T (x2)|| ≤ r

4
, es decir

y − T (x1)− T (x2) ∈ r

4
BY ⊂

1

4
V = T (

1

4
BX).

Continuando de esta manera se obtiene una sucesión de puntos (xn) ⊂ X tal que

||xn|| ≤ 1
2n−1 e ||y − T (x1) + ... + T (xn)|| ≤ r

2n
. Se comprueba que puesto que X es

completo y la serie
∑

n ‖xn‖ converge, entonces T (x0) = y, siendo x0 =
∑

n xn ∈
2BX .

Del teorema de la aplicación abierta se deducen interesantes consecuencias. Dos

normas ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 en un espacio vectorial X son comparables si ‖ · ‖1 ≤ m‖ · ‖2 ó

‖ · ‖2 ≤ m‖ · ‖1, para alguna constante m > 0.

Si X e Y son espacios de Banach,

1. T ∈ L(X, Y ) es biyectiva, entonces la aplicación inversa T−1 ∈ L(Y,X).

2. Dos normas comparables en un espacio vectorial X, con las que X es un

espacio de Banach, son equivalentes.

3. Si M, N son dos subespacios cerrados de un espacio de Banach X tal que

M + N = X y M ∩N = {0}, entonces X = M ⊕N , donde ⊕ representa la

suma directa de M y N .
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4. Si T ∈ L(X, Y ) es sobreyectiva, entonces X/ kerT e Y son linealmente

isomorfos.

La primer afirmación se deduce de que si rBY ⊂ T (BX), entonces rT−1(BY ) ⊂
BX , y por tanto ||T−1|| ≤ 1

r
.

La segunda, es consecuencia de que la aplicación identidad, por ejemplo si ‖ ·‖1 ≤
m‖ · ‖2,

I : (X, ‖ · ‖2) −→ (X, ‖ · ‖1)

es una biyección lineal continua.

la tercera afirmación se deduce del hecho de que F : M × N −→ X, F (x, y) =

x + y, es siempre continua y biyectiva. Puesto que el espacio producto M × N y

X son espacios de Banach el Teorema de la aplicación abierta implica que F es un

isomorfismo lineal.

La cuarta afirmación se demuestra observando que la aplicación lineal

T̂ : X/ kerT −→ Y , definida como T̂ (x̂) = T (x), es continua y biyectiva.

Es interesante dar algún ejemplo donde la conclusion del teorema de la aplicación

abierta no se tiene si la condición X e Y espacio de Banach se omite. En efec-

to, si consideramos los espacios normados (C[0, 1], ‖ · ‖∞) y (C[0, 1], ‖ · ‖1), donde

‖f‖1 =
∫ 1

0
|f |. El primero es espacio de Banach, pero no aśı el segundo. La aplicación

identidad I : (C[0, 1], ‖ · ‖∞) −→ (C[0, 1], ‖ · ‖1) es continua y biyectiva. Sin embargo

I no es un isomorfismo lineal.

Considerese un espacio de Banach Y cualquiera de dimensión infinita y (xα)α∈∆

una base algebraica de Y . Consideremos el espacio X = c00(∆) con la siguiente

norma

|x| =
∑
α

|x(α)|, x ∈ c00(∆).

(X, | · |) no es completo y la aplicación F : X −→ Y , F (x) =
∑

α x(α)xα es biyectiva

y continua. Sin embargo, F−1 no es continua pues entonces X seŕıa completo.

A continuación exponemos algunas aplicaciones clásicas del teorema de la aplica-

cion abierta que aparecen en la referencia [24].
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Una aplicación que ya mencionamos al hablar de bases de Schauder es el hecho

de que las proyecciones pn : X −→ X,

pn(
∑
i

ai ei) =
n∑
i=1

ai ei,

asociadas a la base de Schauder (en) en el espacio de Banach X son continuas. Esto

se demuestra considerando la nueva norma |x| = supn ||pn(x)||, x ∈ X. Se prueba

que esta nueva norma es completa. Puesto que la identidad de (X, | · |) en (X, ‖ · ‖)
es continua, por el teorema de la aplicación abierta se obtiene que la identidad es un

isomorfismo lineal .

Otra aplicación es el hecho de que un rećıproco del lema de Riemann-Lebesgue

no es cierto. El lema de Riemann-Lebesgue establece que si f ∈ L1[−π, π], entonces

sus coeficientes de Fourier que denotamos por f̂(n) tienden a 0 cuando |n| tiende a

infinito. Sin embargo se demuestra que existen sucesiones de números {an : n ∈ Z}
tales que an → 0 cuando |n| tiende a infinito que no son los coeficientes de Fourier

de una funcion de L1[−π, π].

Otra aplicación se obtiene en las soluciones aproximadas de ecuaciones diferen-

ciales. Consideremos un sistema de orden n, lineal y no homogeneo de ecuaciones

diferenciales ordinarias con coeficientes variables

an(t)x(n)(t) + · · ·+ a0(t)x(t) = y(t), t ∈ [a, b],

con aj ∈ C[a, b] y con unas determinadas condiciones iniciales, por ejemplo, x(a) =

x′(a) = · · · = x(n)(a) = 0, tal que para cada y ∈ C[a, b] existe una única solución

x ∈ C[a, b]. Se puede demostrar con el teorema de la aplicación abierta que las

soluciones x dependen de forma continua de y.
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3. El teorema de la gráfica cerrada

A continuación, pasamos a exponer el Teorema de la gráfica cerrada.

Si F : X −→ Y es una función, la gráfica de F es el conjunto

G = {(x, F (x)) : x ∈ X} ⊂ X × Y.

Si X e Y son espacios métricos y F es continua, entonces F tiene gráfica cerrada en

X×Y , es decir G es un conjunto cerrado en X×Y . El teorema de la gráfica cerrada

establece lo siguiente:

Sean X e Y espacios de Banach y T ∈ L(X, Y ). Entonces T es continua si y

sólo si la gráfica de T es cerrada.

En el espacio X×Y se considera la norma ‖(x, y)‖ = máx{‖x‖, ‖y‖}. Por hipóte-

sis, se tiene que G = {(x, T (x)) : x ∈ X} es un conjunto cerrado en X × Y . Puesto

que T es lineal, G es un subespacio cerrado de X × Y , y por tanto un espacio de

Banach con la norma producto restringida. Se considera la proyección

p : G −→ X, p(x, T (x)) = x.

Se comprueba que p es continua y biyectiva. Por el teorema de la aplicación abierta

p−1 : x→ (x, T (x)) es una aplicación continua de X en G. Puesto que la proyección

q : X × Y −→ Y , q(x, y) = y es continua y T = q ◦ p−1 , se concluye que T es

continua.

Se ilustra con algunos ejemplos que la condición X e Y completos no se puede

omitir. Consideremos (C1[0, 1], ‖·‖∞), el espacio de la funciones con derivada continua

en [0, 1] con la norma infinito, y (C[0, 1], ‖ · ‖∞). La aplicación lineal

F : C1[0, 1] −→ C[0, 1], F (f) = f ′

no es continua, y sin embargo la gráfica de F es cerrada: Si fn
‖·‖∞−−→ f y F (fn) =

f ′n
‖·‖∞−−→ g , por resultados de análisis clásico elemental f ′ = g.
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Es interesante mencionar la siguiente consecuencia del Teorema de la gráfica ce-

rrada:

Consideremos en C[0, 1] una norma | · | tal que (C[0, 1], | · |) es de Banach y tal que

las evaluaciones {δt : t ∈ [0, 1]} son funcionales lineales continuos en [0, 1]. Entonces

| · | y ‖ · ‖∞ son equivalentes. Se deduce del hecho de que la aplicación identidad

I : (C[0, 1], ‖ · ‖) −→ (C[0, 1], | · |)

tiene la gráfica cerrada y por tanto es continua. En efecto, si fn
‖·‖∞−−→ f y fn

|·|−→ g,

puesto que δt es continua con la norma | · |, se tiene que ĺımn fn(t) = g(t) para todo

t ∈ [0, 1] y por tanto g = f = I(f).

Otra aplicación es la siguiente: consideremos una norma completa en L1[−π, π]

que hace a los funcionales correspondientes a los coeficientes de Fourier continuos

entonces esta norma es equivalente a la usual ‖ · ‖1. En efecto, se comprueba que la

aplicacíın identidad I : (L1[−π, π], ‖ · ‖1) −→ L1[−π, π], ‖ · ‖) tiene gráfica cerrada

pues los coeficientes de Fourier determinan a las funciones. Por tanto, I es continua

y puesto que es una biyección el teorema de la aplicación abierta implica que I es

un isomorfismo lineal.

Igualmente se puede demostrar por el teorema de la gráfica cerrada que una

aplicación lineal F : X −→ X, siendo X el espacio `p, c0 ó c con la norma usual co-

rrespondiente, es continua si F conmuta con el operador S : X −→ X, S(x1, x2, ...) =

(0, x1, x2, ...).





Caṕıtulo 4

Espacios de Hilbert

En este caṕıtulo se proporciona el concepto de producto escalar, aśı como sus

propiedades más importantes y el concepto de norma asociada a un producto escalar.

Se definen los espacios de Hilbert. Se establecen el teorema de la proyección sobre un

subconjunto convexo cerrado y acotado de un espacio de Hilbert, siendo el teorema

de la proyección ortogonal un caso particular de este para un subespacio cerrado

de un espacio de Hilbert. Del anterior deduciremos el teorema de descomposición

de Riesz, el cual establece que un espacio de Hilbert es suma directa de cualquier

subspacio cerrado del mismo con el subespacio ortogonal correspondiente. Para estos

resultados, hemos seguido la referencia [11].

Seguidamente se demuestra el teorema de Representación de Fréchet-Riesz, el cual

establece que, en cierta forma, un espacio de Hilbert es su propio dual para el que

hemos consultado la referencia [24].

En la última sección se consideran familias ortonormales, se recuerda el proceso

de ortogonalización de Gram-Schmidt conocido para el caso finito dimensional y

válido también una sucesión de vectores linealmente independientes. Se define el

concepto de base ortonormal y se establecen las propiedades más importantes de

las bases ortonormales, como es la representación de cualquier punto del espacio

como una serie convergente
∑
λiei, llamada serie de Fourier con respecto a la base

ortogonal (ei). De la representación anterior se prueba que todo espacio de Hilbert

es linealmente isométrico a `2(I) para algún conjunto de ı́ndices I. Finalmente se

presentan los ejemplos más importantes de bases canónicas, como {eint : , n ∈ N} en

L2[−π, π]. Hemos seguido en esta sección la referencia [24].
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Se presentarán ejemplos y problemas de aproximación en espacios de Hilbert.

En [24] aparece una selección muy interesante de este tipo de problemas: mejor

aproximación de una función de f ∈ L2[a, b] por un polinomio de grado prefijado ó

en general por una función de un espacio cerrado prefijado, calcular el punto dentro

de un subespacio “afin” cerrado con menor norma, etc... También se podŕıa plantear

como ejercicio algo más teórico y con las consiguientes indicaciones el teorema de

Müntz: Dada una sucesión de números naturales 1 ≤ n1 < n2 < · · · , el espacio

generado por {tn1 , tn2 , ...} es denso en L2[0, 1] si y sólo si
∑

j
1
nj

=∞.

1. Definición y propiedades básicas

En primer lugar se introduce el concepto de producto escalar . Si X es un espacio

vectorial sobre el cuerpo K (R ó C), un producto escalar en X es una función

〈·, ·〉 : X ×X → K tales que para cualesquiera x, y, z ∈ X y λ ∈ K,

1. 〈x, x〉 ≥ 0

〈x, x〉 = 0 si y solo si x = 0 (definida positiva)

2. 〈x+ z, y〉 = 〈x, y〉+ 〈z, y〉
y 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉, (lineal en la primera variable),

3. 〈y, x〉 = 〈x, y〉 (simétrica conjugado).

Las condiciones (2) y (3) implican que si x, y, z ∈ X y λ ∈ K, entonces

〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉 y 〈x, λ y〉 = λ 〈x, y〉.

Si X es un espacio vectorial real, entonces (2) y (3) implican que 〈·, ·〉 es también

lineal en la segunda variable.

El ejemplo más sencillo se puede encontrar en los espacios vectoriales de dimensión

finita Rn y Cn, donde se define

〈x, y〉 =
n∑
i=1

x(i) y(i), x, y ∈ Kn.
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Una generalización de este producto escalar aparece en `2 (real o complejo). Para

x, y ∈ `2 se define el producto escalar

〈x, y〉 =
∞∑
i=1

x(i) y(i).

Igualmente, en L2(R) real o complejo se considera el producto escalar

〈f, g〉 =

∫
R
f g , para todo f, g ∈ L2(R).

En todos los anteriores casos, la desigualdad de Minkowski implica que |〈x, y〉| ≤
‖x‖2 ‖y‖2, para todos x, y en el espacio correspondiente.

A continuación se dan algunas de las propiedades básicas de un producto escalar:

1. Identidad de Polarización: para todos x, y ∈ X espacio vectorial complejo,

〈x, y〉 =
1

4
[〈x+ y, x+ y〉 − 〈x− y, x− y〉+ i 〈x+ iy, x+ iy〉 − i〈x− iy, x− iy〉] .

Si X es espacio vectorial real la identidad de polarización es la siguiente,

〈x, y〉 =
1

4
[〈x+ y, x+ y〉 − 〈x− y, x− y〉] , x, y ∈ X.

2. x = 0 si y solo si 〈x, y〉 = 0, para todo y ∈ X.

3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Para todos x, y ∈ X,

|〈x, y〉| ≤
√
〈x, x〉

√
〈y, y〉.

Para demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se supone y 6= 0 (si y = 0 la

desigualdad es trivialemente cierta). Las propiedades del producto escalar implican

que

0 ≤
〈
x− 〈x, y〉
〈y, y〉

y, x− 〈x, y〉
〈y, y〉

y

〉
= 〈x, x〉 − |〈x, y〉|

2

〈y, y〉
.

El producto escalar induce una norma en el espacio vectorial X definida de la

siguiente forma

||x|| =
√
〈x, x〉, x ∈ X.
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Las condiciones (1) y (2) correspondientes a las definición de norma se comprueban

de forma sencilla. La desigualdad triangular se deduce de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, puesto que

||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2 + 2 Re 〈x, y〉 ≤ ||x||2 + ||y||2 + 2 |〈x, y〉|

≤ ||x||2 + ||y||2 + 2||x|| ||y|| = (||x||+ ||y||)2.

Se comprueba que en (X, ‖ · ‖), el producto interior es una aplicación continua de

X ×X en K.

Aśı mismo se comprueba que esta norma, definida a través de un producto escalar,

verifica la denominada igualdad del paralelogramo

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2(||x||2 + ||y||2).

Lo más sorprendente es que el rećıproco también es cierto, y es el llamado teorema

de Jordan-von Neumann:

Si X un espacio normado, existe un producto escalar 〈·, ·〉 en X tal que 〈x, x〉 =

||x||2 si y solo si la norma satisface la igualdad del paralelogramo.

Para demostrar este hecho, si la norma ‖·‖ verifica la igualdad del paralelogramo,

se define en el caso complejo el producto escalar asociado (recuerdese la identidad

de polarización):

〈x, y〉 =
1

4
(||x+ y||2 + ||x− y||2 + i||x+ iy||2 − i||x− iy||2,

y en el caso real,

〈x, y〉 =
1

4
(||x+ y||2 − ||x− y||2).

Se comprueba que la función 〈·, ·〉 definida de la anterior forma es un producto escalar.

Un espacio pre-Hilbert H es un espacio normado H con una norma que deriva

de un producto escalar. Si además la norma es completa, es decir, si X es Banach,
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entonces H es un espacio de Hilbert. En las siguientes secciones se obtienen impor-

tantes resultados relativos a espacios de Hilbert que darán idea de la rica y fructifera

estructura de estos espacios.

Se indicará que los ejemplos anteriormente mencionados (Kn, ‖ · ‖2), (`2, ‖ · ‖2) y

(L2(R), ‖ · ‖2) son espacios de Hilbert. En efecto, en los tres casos las normas derivan

de los productos escalares considerados anteriormente. Se indica aśı mismo que si

consideramos un conjunto de ı́ndices cualesquiera I, el espacio

`2(I) = {(xi)i∈I :
∑
i

|xi|2 <∞}

con el producto escalar

〈x, y〉 =
∑
i∈I

x(i)y(i), x, y ∈ `2(I),

es un espacio de Hilbert, el cual es separable si sólo si I es numerable.

Se indica que cualquier subespacio cerrado de un espacio de Hilbert es también

de Hilbert.

Se comprueba que si p 6= 2 , los espacios (Kn, ‖·‖p) n ≥ 2 , (`p, ‖·‖p) y Lp(R) no

son Hilbert. Igualmente C[0, 1] no es un espacio de Hilbert. En efecto, se comprueba

que la norma ‖ · ‖p no verifica la igualdad del paralelogramo.

Se indica que el espacio (C[0, 1], ‖ · ‖2) es un espacio pre-Hilbert cuyo completado

es el espacio de Hilbert (L2[0, 1], ‖ · ‖2).

2. Ortogonalidad. Teorema de la proyección ortogonal

En un espacio de Hilbert (ó pre-Hilbert) se puede definir el concepto de ángulo

que forman dos vectores, y por tanto el concepto de ortogonalidad. Si x, y ∈ X \{0},
se define el ángulo θ ∈ [0, π] entre x e y :

θ = arc cos

(
Re

〈x, y〉
||x|| ||y||

)
.
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Dos vectores x e y son ortogonales y se denota por x ⊥ y si 〈x, y〉 = 0. Si además

ambos vectores tienen norma 1, entonces se llaman vectores ortonormales. Por ejem-

plo, en `2 los vectores de la base canónica son ortonormales. En L2[−π, π] complejo,

los vectores de la familia { eint
√

2π
: n ∈ Z} son ortonormales. En L2[π, π] real o complejo,

los vectores de la familia { 1√
2π
, cos t√

2π
, cos 2t√

2π
, ..., sin t√

2π
, sin 2t√

2π
, ...} son ortonormales.

Se consideran subespacios ortogonales M y N de un espacio de Hilbert H si

cualesquiera dos elementos x ∈M e y ∈ N son ortogonales.

Si F es un subespacio del espacio de Hilbert H, se define el subespacio ortogonal

de F como

F⊥ = {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0, para todo y ∈ F}.

Se comprueba que F⊥ es siempre cerrado.

Si F es un subconjunto de un espacio normado X, se define la distancia de un

punto x a F como dist(x, F ) = ı́nf{||x − y|| : y ∈ F}. Se indica que en general, no

existe un punto y ∈ F tal que dist(x, F ) = ||x− y||.

Sin embargo, uno de los resultados más importante relativos a los espacios de

Hilbert es el teorema de la proyección el cual nos proporciona una mejor aproximación

ó punto más cercano de cualquier subconjunto cerrado y convexo F ⊂ H a un punto

x:

Sea F un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Hilbert H. Para todo

x ∈ X existe un único y ∈ F tal que dist(x, F ) = ||x− y||. Además el punto y queda

caracterizado por la condición Re 〈x− y, u− y〉 ≤ 0 para todo u ∈ F .

Para demostrar este resultado se considera una sucesión minimizante (xn), es

decir una sucesión (xn) ⊂ F tal que ||x − xn||
n−→ dist(x, F ), la cual se prueba que

es de Cauchy. La condición sobre y y el hecho de que es único se deducen de las

propiedades de una norma que viene definida por un producto escalar.

El teorema de la proyección para subespacios cerrados se llama teorema de la

proyección ortogonal:
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Sea F un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Para todo x ∈ X existe

un único y ∈ F tal que dist(x, F ) = ||x− y||. Además el punto y queda caracterizado

por la condición x− y ∈ F⊥.

El teorema de la proyección ortogonal nos proporciona la siguiente descomposición

de H resultado conocido como Teorema de Riesz:

Si H es un espacio de Hilbert y F es un subespacio cerrado de H, entonces H =

F ⊕ F⊥, es decir H es suma directa de F y F⊥.

Claramente la aplicación T : F × F⊥ −→ H, F (x, y) = x+ y es un isomorfismo

lineal entre F ×F⊥ y la imagen de T pues ||T (x, y)||2 = ||x||2 + ||y||2. La sobreyecti-

vidad de T se deduce del hecho de que dado x ∈ H existe y ∈ F mejor aproximación

de F a x y de que x− y es ortogonal a F .

La aplicación lineal y continua (de hecho de norma 1) P : H −→ F , definida

como P (z) = y, donde y es el punto de F más cercano a z, es la llamada proyección

ortogonal de H en F . El subespacio F⊥ es el llamado complementario ortogonal de

F .

De lo anterior se deducirá, en particular que el cociente de un espacio de Hilbert

H/F , donde F es un subespacio cerrado de H, es también un espacio de Hilbert y

H/F es linealmente isométrico a F⊥. Se hace observar que de los anteriores resultados

se deduce que todo espacio cerrado en un espacio de Hilbert está complementado.

El siguiente importante resultado en espacios de Hilbert es el llamado Teorema

de Representación de Fréchet-Riesz el cual establece que en cierta forma un espacio

de Hilbert es su propio dual:

Si H es un espacio de Hilbert y f ∈ H∗, existe un único x ∈ H tal que

f(y) = 〈y, x〉, para todo y ∈ H y ||f || = ||x||.

Una demostración de este resultado se basa en el teorema de Riesz. Si f 6= 0, se

considera el subespacio cerrado F = ker f . Puesto que H = F ⊕F⊥, y F 6= H, existe

z ∈ F⊥ de norma 1. Se comprueba que f(y) = 〈y, f(z) z〉.
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El teorema de representación de Fréchet-Riesz determina una aplicación

T : H −→ H∗

T (x)(y) = 〈y, x〉,

la cual es una isometŕıa antilineal de H en H∗. Además, el dual de H es otro espacio

de Hilbert con el producto escalar

〈f, g〉 = 〈T (g), T (f)〉.

Finalmente, la inyección canónica J : H −→ H∗∗ es sobreyectiva. Esto se demuestra

por el teorema de representación de Fréchet-Riesz aplicado al espacio de Hilbert H∗.

Por tanto, todo espacio de Hilbert es reflexivo.

3. Bases ortonormales. El sistema trigonométrico

En primer lugar se define conjunto ortonormal S ⊂ H si los vectores de S son de

norma 1 y son ortogonales entre si.

La base canónica de `2 es una familia ortonormal. El ejemplo considerado en la sec-

ción anterior en el espacio L2[−π, π] complejo, S = { eint
√

2π
: n ∈ Z} es una familia orto-

normal. En L2[−π, π] real o complejo, la familia S = { 1√
2π
, cos t√

2π
, cos 2t√

2π
, ..., sin t√

2π
, sin 2t√

2π
, ...}

es ortonormal.

Seguidamente se indica que un sistema ortonormal está formado por vectores li-

nealmente independientes, se recuerda el método de ortogonalización Gram-Schmidt

para una sucesión (xn) ⊂ H de vectores linealmente independientes. Se da como

ejemplo del proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt en L2[−1, 1] para la su-

cesión de vectores linealmente independientes {xn(t) = tn : n ∈ N}, la cual nos

proporciona los llamados polinomios de Legendre normalizados. Seguidamente se
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enuncia y demuestra la desigualdad de Bessel: si {x1, ..., xn} es una familia de vec-

tores ortonormales en H, entonces

m∑
n=1

|〈x, xn〉|2 ≤ ||x||2, para todo x ∈ H.

Seguidamente se prueba el Teorema de Riesz-Fischer:

Sea (xn) una sucesión ortonormal en un espacio de Hilbert H y (λn) ⊂ K. Son

equivalentes:

1. Existe x ∈ H tal que 〈x, xn〉 = λn para todo n,

2.
∑

n |λn|2 <∞,

3.
∑

n λnxn converge en H.

La importancia de las familias ortonormales aparece de forma clara en las llamadas

bases ortonormales, las cuales nos dan una representación de cualquier vector del

espacio H como una suma infinita de vectores de esta familia.

En todo espacio de Hilbert H el lema de Zorn proporciona una familia ortonormal

maximal (ei)i∈I para algún conjunto de ı́ndices I que llamamos base ortonormal. Se

comprueba que el espacio generado por las combinaciones lineales finitas de (ei)i∈I

es denso en H. En el siguiente resultado se observa de forma clara la importancia y

utilidad de las bases ortonormales:

Consideremos un espacio de Hilbert H y (ei)i∈I una familia ortonormal en H.

Son equivalentes:

1. (ei)i∈I es una base ortonormal de H.

2. Cada x ∈ H se puede expresar de la forma x =
∑

i∈I〈x, ei〉xi, donde el

conjunto de los ı́ndices {i ∈ I : 〈x, ei〉 6= 0} es contable. Esta es la llamada

serie de Fourier de x relativo a la base (ei)i∈I .

3. Para cada x ∈ H, se verifica la igualdad ||x||2 =
∑

i∈I |〈x, ei〉|2, llamada

igualdad de Parseval (igualmente, el conjunto de los ı́ndices i ∈ I tales que

〈x, ei〉 6= 0 es contable).

4. Si x ∈ H verifica que 〈x, ei〉 = 0 para todo ei, entonces x = 0.
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Se menciona que en el resultado anterior I es numerable si y sólo si H es separable.

Se prueba igualmente el siguiente resultado que, en particular determina que los

espacios de Hilbert separables son linealmente isométricos a `2:

Si (ei)i∈I es una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, entonces H (real o

complejo) es linealmente isométrico a `2(I) (real ó complejo, respectivamente) me-

diante la aplicación

T : H −→ `2(I), T (x) = (〈x, ei〉)i∈I .

Además T conserva el producto escalar, es decir, 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉 para todos

x, y ∈ H.

Se indica que, por tanto, los espacios `2, L2(R), L2[−π, π], y en general L2[a, b],

con a < b son todos espacios linealmente isométricos.

Finalmente se indica que la llamada “base canńonica” del `2 es una base ortonor-

mal, se demuestra que el conjunto (eint : n ∈ Z) es una base ortonormal en L2[−π, π]

(complejo) y constituye uno de los ejemplos clásicos de bases ortonormales hasta el

punto que gran parte de la teoŕıa de espacios de Hilbert se ha desarrollado a través

de ella. En el caso real ó complejo el conjunto

S = { 1√
2π
,

cos t√
2π
,
cos 2t√

2π
, ...,

sin t√
2π
,
sin 2t√

2π
, ...}

forma una base ortonormal de L2[−π, π]. En ambos casos se indica la serie de Fourier

y la igualdad de Parseval de cada función de L2[−π, π] asociada a estas bases.

Un ejemplo de base ortonormal en L2[−1, 1] es la sucesión de los polinomios de

Legendre obtenida por el proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt.



Caṕıtulo 5

Teoŕıa espectral

Seguiremos como textos de referencia [11], [24], [16] y [4]. Este caṕıtulo tiene co-

mo pretensión hacer una breve introducción de un tema tan amplio como es la teoŕıa

espectral. Se esbozarán algunas de las muchas aplicaciones de la teoŕıa espectral, las

cuales se tratarán con más profundidad en cursos posteriores.

En la primera sección se prueba que el subconjunto de los operadores invertibles

del espacio L(X) (operadores acotados de un espacio de Banach X en X) es un

conjunto abierto. Se presenta el Teorema de Gelfand-Mazur, que prueba que si X es

un espacio de Banach complejo, entonces el espectro de T es no vaćıo. Se demuestra

además la fórmula del radio espectral.

En la segunda sección se presentan algunas de las propiedades de los operadores

compactos: Si T es un operador compacto ker(I−T ) es de dimensión finita, Im (I−T )

es un subespacio cerrado de X y de codimensión finita, I−T es invertible si y sólo si

es inyectivo, 0 está en el espectro de T si X es de dimensión infinita, todo elemento no

nulo del espectro de T es un autovalor de T , el espectro de T está formado, además

del 0, de un conjunto finito o una sucesión que tiende a 0.

En la sección tercera se presentan algunas de las propiedades de operadores au-

toadjuntos en espacios de Hilbert, las cuales permitirán junto con los resultados de

las anteriores secciones las siguiente propiedades para un operador T compacto au-

toadjunto definido en un espacios de Hilbert: El operador T induce en el espacio

Im (T ) una base ortonormal formada por autovectores de T asociados a autovalores

no nulos, y por tanto un espacio de Hilbert H tiene una base ortonormal formada

por autovectores de T . Finaliza esta sección mencionando la llamada alternativa de

Fredholm.

61
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En la referencia [24] aparecen numerosos ejemplos que ayudarán a asimilar los

resultados de este caṕıtulo.

1. Nociones de Teoŕıa espectral

Se considera L(X), el espacio de los operadores lineales acotados de un espacio de

Banach X en X. Se indica que, además de tener estructura de espacio de Banach,

tiene estructura del álgebra de Banach no conmutativa con la composición como la

operación producto entre dos operadores, en el que el operador identidad de X en

X es la unidad de este álgebra de Banach.

Se definen en primer lugar los operadores invertibles en L(X). Se define valor

espectral λ ∈ K (K es el cuerpo C ó R) de un operador T ∈ L(X) si λI − T no es

un operador invertible, donde I es el operador identidad. El conjunto de todos los

valores espectrales de un operador T se denota por σ(T ) y se llama espectro de T .

La resolvente %(T ) es el conjunto K \σ(T ) y los puntos de %(T ) son llamados valores

regulares de T . Finalmente, si λ ∈ %(T ), el operador R(λ) = (λI − T )−1 se llama la

resolvente de T para λ.

Se definen los autovalores de un operator T ∈ L(X) como aquellos escalares λ ∈ K
que verifican que λI−T no es inyectivo. Por tanto, el conjunto de los autovalores está

incluido en el espectro σ(T ). Se hace notar que si el espacio X es finito dimensional

ambos conjuntos son iguales, pero esto no es cierto en general. El subespacio de

X, ker(λI − T ) es llamado autoespacio correspondiente al autovalor λ, y cualquier

x ∈ ker(λI − T ), x 6= 0, es un autovector correspondiente al autovalor λ.

El primer resultado que se expondrá vemos corresponde a la estructura de los

operadores invertibles dentro de L(X). Se probará que si ||T || < 1, entonces I−T es

invertible y el operador (I−T )−1 =
∑∞

k=0 T
k, donde la serie converge absolutamente

en L(X). A partir de lo anterior se prueba que el conjunto C de los operadores

invertibles es un subconjunto abierto de L(X). En particular si T es invertible y
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||T − S|| < ||T−1||−1, entonces S es invertible y

||S−1 − T−1|| ≤ ||T−1||2||S − T ||
1− ||T−1|| ||S − T ||

.

Por tanto, la aplicación T → T−1 es un homeomorfismo de C en C. Esto implica que

el espectro σ(T ) de un operador es cerrado en K. Más aún, σ(T ) está acotado por

||T ||, porque si |λ| > ||T ||, entonces (λI − T )−1 = λ−1(I − T
λ

)−1 =
∑∞

n=0
Tn

λn+1 . Por

tanto, σ(T ) es compacto.

A continuación se expone como ejemplo el caso donde dimX, en el que encontrar

el espectro de un operador T se convierte en averiguar cuando la matriz asociada a

λI − T tiene determinante 0. Este determinante es un polinomio en λ y es llamado

polinomio caracteŕıstico.

Se expondrán seguidamente el teorema de Gelfand-Mazur (1941) y la fórmula del

radio espectral (obtenida por Gelfand en 1941), ambos resultados sólo ciertos para el

cuerpo C.

EL teorema de Gelfand-Mazur dice lo siguiente: Si X es un espacio de Banach

complejo y T ∈ L(X), el espectro σ(T ) no es vaćıo.

Para demostrar este resultado, se considera un funcional cualquiera f ∈ (L(X))∗

(se observa que L(X) es un espacio de Banach complejo), y se define la aplicación

F : %(T ) −→ C

F (λ) = f((λI − T )−1)

Se comprueba que F es una función holomorfa en el abierto %(T ), puesto que existe

el ĺımite ĺımλ′→λ
F (λ)−F (λ′)

λ−λ′ = f((λI − T )−2). Si σ(T ) = ∅, entonces %(T ) = C y F es

una función entera. Además F está acotada, puesto que ĺım|λ|→∞ F (λ) = 0. Por el

Teorema de Liouville, F es constante en C, y por tanto, F ≡ 0. Sin embargo si se

elige, por el teorema de Hahn-Banach, f ∈ L(X)∗ tal que f(T−1) = ||T−1||, entonces

F (0) = f(T−1) = ||T−1|| 6= 0, se llega a una contradicción.
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Seguidamente, se define el radio espectral de un operador T y se denota por r(T )

a r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )}. Si X es un espacio de Banach complejo y T ∈ L(X),

la fórmula del radio espectral permite calcular r(T ) de la siguiente manera:

r(T ) = ĺım ||T n||1/n.

Para demostrar este resultado se comprueba primero que σ(T n) = {λn : λ ∈ σ(T )}.
Por tanto, ||T n|| ≥ |λ|n si λ ∈ σ(T ) y ĺım inf ||T n||1/n ≥ r(T ). Para demostrar que

ĺım sup ||T n||1/n ≤ r(T ), se usa el hecho de que la anterior función F es holomorfa en

%(T ), y por tanto, anaĺıtica en %(T ). Si λ > ||T ||, entonces F (λ) = f((λI − T )−1) =

λ−1f((I− T
λ

)−1) =
∑∞

n=0
f(Tn)
λn+1 . Por las propiedades de las series de Laurent esta serie

converge para {|λ| > r(T )}. En particular {f( Tn

λn+1 )} es una sucesión acotada para

todo f ∈ L(X)∗. El principio de acotación uniforme implica que la sucesión { Tn

λn+1}
está acotada para |λ| > r(T ).

Las demostraciones que hemos esbozado se pueden encontrar en [24]. En [11] y

[16] se dan demostraciones similares, aunque sin hacer uso de los funcionales auxi-

liares f y trabajando directamente con funciones holomorfas definidas en %(T ) con

valores en L(X).

Se da algunos ejemplos en el caso real donde los anteriores resultados no sirven, por

ejemplo el operador rotación π
2

en R2, T (x1, x2) = (−x2, x1). Se menciona aśı mismo

que el caso de los autovalores es diferente. Incluso para K = C, existe ejemplos de

operadores que no tienen autovalores.

2. Operadores compactos. Espectro de un operador compacto

Si X e Y son espacios de Banach, un operador T ∈ L(X, Y ) es compacto si T (BX)

es compacto. Se comprueban las siguientes propiedades de los operadores compactos:

T es compacto si y sólo si la sucesión imagen de toda sucesión acotada en X tiene

una subsucesión convergente en Y ; si T es compacto, entonces transforma sucesiones

débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma. Se comprueba que el

conjunto de los operadores compactos de X en Y , que denotaremos por K(X, Y ), es
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un subespacio normado de L(X, Y ). El espacio K(X, Y ) es completo si y sólo si Y

es completo.

Un caso particular de operadores compactos son los operadores de rango finito.

Un operador T ∈ L(X, Y ) tiene rango finito si T (X) es un espacio de dimensión

finita. El conjunto de estos operadores se denota por F(X, Y ) y forma tambien un

subespacio normado de L(X, Y ). Puesto que X e Y son espacios de Banach se prueba

por el teorema de la aplicación abierta que si T es compacto y la imagen de T es

cerrada, entonces T tiene rango finito. Se prueba también que F(X, Y ) ⊂ K(X, Y ).

Sin embargo, no siempre esta inclusión es una igualdad. Se menciona que un espacio

de Banach Y tiene la propiedad de aproximación si para todo espacio de Banach X,

todo operador compacto de X en Y se puede aproximar por operadores de rango

finito. En particular si X es un espacio de Banach con una base de Schauder, como

es el caso de c0, `p (1 ≤ p < ∞) entonces el subespacio F(X) de los operadores de

X en X de rango finito es denso en el subespacio K(X) de los operadores compactos

de X en X.

Se comprueba que si R ∈ L(X, Y ) es un operador compacto, y S ∈ L(X1, X),

T ∈ L(Y, Y1), siendo X1 y Y1 espacios de Banach, entonces la composición TRS es

un operador compacto de X1 en Y1.

Como ejemplo importante de operadores compactos se presenta los llamados ope-

radores integrales. Se considera el espacio C[0, 1] y k(s, t) ∈ C([0, 1] × [0, 1]). Para

cada f ∈ C[0, 1] se define

A(f)(s) =

∫ 1

0

k(s, t)f(t) dt, t ∈ [0, 1].

A es lineal, continua y ||A(f)||∞ ≤ ||k||∞. Si ahora consideramos el espacio L2([0, 1])

y k(s, t) ∈ L2([0, 1]×[0, 1]), y se define de la misma forma un operador A : L2[0, 1] −→
L2[0, 1], entonces ||A|| ≤ ||k||2. Se prueba que son compactos. Tales operadores en

L2[0, 1] se conocen con el nombre de Hilbert-Schmidt.

A continuación se presentan los resultados básicos de la teoŕıa espectral en ope-

radores compactos.
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En primer lugar se prueba que si X es un espacio de Banach, y T ∈ K(X),

entonces

1. ker(I − T ) tiene dimensión finita,

2. Im (I − T ) es un subespacio cerrado de X de codimensión finita.

3. El operador I − T es invertible si y sólo si es inyectivo.

Los resultados (1) y (2) significan que I − T es un operador de Fredholm. Un

operador G ∈ L(X;Y ) es de Fredholm si kerG es de dimensión finita y G(X) es de

co-dimensión finita.

Finalmente, el siguiente resultado proporciona la estructura del espectro de un

operador compacto. Si T ∈ K(X), entonces,

1. Si X es de dimensión infinita, 0 ∈ σ(T ).

2. Si λ ∈ σ(T ) \ {0}, entonces λ es un autovalor de T .

3. σ(T ) = {0, λ1, λ2, ...}, donde {λi} es o bien un conjunto finito (y posiblemente

vaćıo) o bien una sucesión que tiende a cero formada por autovalores no nulos.

Cada uno de los λi tiene un autoespacio asociado de dimensión finita.

En los anteriores ejemplos de operadores integrales en C[0, 1] y L2[0, 1], se consi-

deran los llamados kernels de Volterra, aquellas funciones k(s, t) ∈ C([0, 1]× [0, 1]) ó

L2([0, 1]× [0, 1]) tales que k(s, t) = 0 para s < t, el correspondiente operador integral

es llamado operador de Volterra. Una de las propiedades más importantes de estos

operadores es que su espectro consta sólo del cero.

Finalmente se establece una de las llamadas alternativa de Fredholm para un

operador compacto T definido en un espacio de Banach X: Exactamente una de las

dos alternativas ocurre,

(1) Para cada y ∈ X, la ecuación T (x)− x = y tiene una única solución x ∈ X.

(2) Existe una solución no nula x ∈ X de la ecuación homogenea asociada T (x)−
x = 0.

Si la alternativa (2) se cumple, entonces el máximo número de soluciones lineal-

mente independientes de la ecuación homogenea es finita.
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En particular la anterior alternativa se aplica a las llamadas ecuaciones integrales,

estas son ecuaciones del siguiente tipo

f(s)− λ
∫ 1

0

k(s, t)f(t) dt = g(s), 0 ≤ s ≤ 1,

donde a 6= 0 es un escalar. Se trata de encontrar una solución f(t) de la anterior

ecuación integral, donde g(t) es una función dada. Los espacios que se consideran son,

bien f, g ∈ C[0, 1] y k ∈ C[0, 1]×C[0, 1] ó bien f, g ∈ L2[0, 1] y k ∈ L2[0, 1]×L2[0, 1].

Se comprueba que la anterior ecuación integral tiene solución en L2[0, 1] precisa-

mente para aquellos g tales que
∫ 1

0
g(t)h(t) dt = 0 y h verifica

h(s)− λ
∫ 1

0

k(t, s)h(t) dt = 0, en casi todo punto s ∈ [0, 1].

En el caso de las funciones continuas ocurre lo mismo.

Se dan como ejemplos los operadores de Volterra, en los que al no tener más valor

espectral que el 0, se sigue por la alternativa de Fredholm que para cada λ 6= 0 y

para cada g continua (ó en L2[0, 1]) existe una única solución f que cumpla anterior

ecuación integral.

Resolver una ecuación integral es un problema en general muy complicado. Se

menciona que se pueden obtener aproximaciones a la solución considerando nucleos

degenerados que aproximen al nucleo k tanto en L2[0, 1], como en C[0, 1]. Un nucleo

k1 se dice degenerado si k1(s, t) =
∑n

i=1 ui(s)vi(t), para ciertas funciones en L2[0, 1]

(ó C[0, 1], respectivamente).

3. Operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert.

ConsideremosH un espacio de Hilbert. Empezamos definiendo el operador adjunto

T ∗ de un operador T ∈ L(H): El teorema de Representación de Riesz proporciona

la existencia de un único operador T ∗ ∈ L(H) tal que

(3.1) 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉, para todo x, y ∈ H.
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En efecto, si se considera para cada y ∈ H la aplicación lineal continua φy ◦ T : x→
〈T (x), y〉. Por el teorema de Representación de Riesz, existe un único elemento en

H que denotamos por T ∗(y) verificando la igualdad (3.1). Se comprueba, que por

la misma unicidad de T ∗(y), el operador T ∗ es lineal. Se comprueba también que

‖T ∗‖ = ‖T‖.

Por las propiedades de los operadores adjuntos se demuestra que la aplicación

A : L(H)→ L(H), T → T ∗ es isometŕıa, lineal si K = R y antilineal (ó conjugado-

lineal) si K = C. Se comprueba que ||TT ∗|| = ||T ∗T || = ||T ||2, T ∗∗ = T , I∗ = I y

(ST )∗ = T ∗S∗, para todos S, T ∈ L(H). Se comprueba aśı mismo que λ ∈ σ(T ) si y

sólo si λ ∈ σ(T ∗). Se indica con un ejemplo, que sin embargo, esta relación no existe

para los autovalores de T y T ∗.

Se da como ejemplo el caso finito dimensional en el que si dimH = n y L(H) se

identifica con las matrices n× n, entonces la matriz de T ∗ es la traspuesta la matriz

correspondiente a T en el caso real, y es la conjugada de la traspuesta en el caso

complejo.

En el caso de operadores integrales en L2[0, 1], si k(s, t) es el nucleo del operador

T , entonces k(t, s) es el nucleo del operador adjunto T ∗.

Se prueban las relaciones más importantes entre T y su adjunto T ∗, como por

ejemplo: kerT = (Im T ∗)⊥, Im T = (kerT ∗)⊥, T es invertible si solo si T ∗ es inver-

tible y en este caso (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Un operador T ∈ L(H) se llama autoadjunto si T = T ∗.

Si H es un espacio de Hilbert complejo, se prueba que para todo T ∈ L(H)

existen operadores autoadjuntos T1, T2 en H tales que T = T1 + iT2, siendo esta

descomposición única.

Seguidamente se prueba, que si T ∈ L(H) es autoadjunto, entonces

1. ||T || = sup||x||≤1 |〈T (x), x〉|,
2. r(T ) = ||T ||,
3. 〈T (x), x〉 es un número real para todo x ∈ H,
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4. Los autovalores de T son reales,

5. Los autovectores asociados a diferentes autovalores son ortogonales. Por tanto

los autoespacios correpondientes a diferentes autovectores son ortogonales.

Para un operador autoadjunto T ∈ L(H), se definen los números

mT = ı́nf
||x||=1

{〈T (x), x〉} y MT = sup
||x||=1

{〈T (x), x〉}.

Se prueba que σ(T ) ⊂ [mT ,MT ] y que mT , MT ∈ σ(T ).

En el caso finito dimensional, si H es un espacio de Hilbert real ó complejo de

dimensión n, entonces el espectro de cada operador autoadjunto está formado por n

autovalores reales contando su multiplicidad.

4. Operadores compacto autoadjuntos en espacios de Hilbert

Denotamos por ev(T ) al conjunto de los autovalores de un operator T , y Hλ

el autoespacio de T asociado a λ. Si T es un operador autoadjunto en L(H) con

rango finito (donde H es un espacio de Hilbert), y puesto que (Im T )⊥ = kerT , se

observa que H = kerT ⊕ Im T . Además, T induce en el espacio finito dimensional

Im T un operador autoadjunto e invertible cuyos autovalores son los autovalores no

nulos de T . Usando la “diagonalización” estandar en el caso finito dimensional para

operadores autoadjuntos, se deduce que Im T es la suma directa y ortogonal de los

autoespacios de T asociados a los autovalores no nulos, y finalmente se tiene que

H = ⊕λ∈ev(T )Hλ.

La pretensión de esta sección consiste en establecer un resultado de descomposi-

ción análogo para operadores compactos autoadjuntos en un espacio de Hilbert H.

En lo siguiente se supone que Im T no es un subespacio de dimensión finita.

A partir de las anteriores secciones se prueba lo siguiente para un operador T

compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert H:

1. T tiene al menos un autovalor y máx{|λ| : λ ∈ ev(T )} = ||T ||.



70 5. TEORÍA ESPECTRAL

2. ev(T ) es contable, infinito, acotado, incluido en R, cuyo único punto de acu-

mulación es 0.

3. El autoespacio asociado a cualquier autovalor no nulo de T tiene dimensión

finita.

4. Los autoespacios de T asociados a diferentes autovalores son ortogonales.

5. Para cada autovalor λ 6= 0 de T , si se considera la proyección ortogonal

Pλ : H → Hλ, Hλ es el autoespacio correspondiente a λ, entonces

T =
∑

λ∈ev(T )\{0}

λPλ,

(familia sumable en L(H)).

6. Im T = ⊕λ∈ev(T )\{0}Hλ.

Para demostrar el apartado (2) evidentemente es imprescindible que Im T sea

de dimensión infinita. Además, se usa el hecho de que si H = G ⊕ G⊥ y G es un

subespacio invariante, es decir T (G) ⊂ G, entonces T (G⊥) ⊂ G⊥.

De lo anterior obtendremos que:

1. El espacio Im T tiene una base ortonormal (en)n∈N formada de autovectores

de T asociados a autovalores no nulos, es decir,

x =
∑
n∈N

〈x, en〉en, para todo x ∈ Im T .

Esta base se obtiene considerando la unión de bases ortonormales en los

diferentes autoespacios de T asociados a autovalores no nulos, los cuales tiene

dimensión finita.

2. Si λn es el autovector asociado a en, la sucesión (λn) tiende a 0 y

T (x) =
∑
n∈N

λn 〈x, en〉 en, para todo x ∈ H.
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3. Si P0 es la proyección ortogonal de H en H0 = kerT , entonces

x =
∑

λ∈ev(T )

Pλ(x), para todo x ∈ H

y H = ⊕λ∈ev(T ) Hλ

4. El espacio de Hilbert H tiene una base ortonormal formada por autovectores

de T .

Para finalizar, se considera la ecuación de Fredholm (µI−T )(y) = x, con µ ∈ K \{0}
y x ∈ H. Se prueba a partir de los anteriores resultados que hay dos posibles casos,

lo cuales establecen el llamado teorema de la aternativa de Fredholm :

• µ no es un autovalor de T . Entonces la ecuación anterior tiene única solución

dada por y =
∑

λ∈ev(T )(µ− λ)−1Pλ(x).

• µ es un autovalor de T . Entonces la ecuación anterior tiene infinitas soluciones si

x ∈ (ker(µI−T ))⊥, y ninguna solución en otro caso. En el primer caso, las soluciones

están dadas por y = z +
∑

λ∈ev(T ), λ 6=µ(µ− λ)−1Pλ(x), con z ∈ ker(µI − T ).

Se da como ejemplo las soluciones en el caso de ecuaciones integrales en L2[0, 1].

Si T es un operador integral (por tanto compacto) y autoadjunto (i.e. k(s, t) = k(t, s)

para todo s, t ∈ [0, 1]). Consideremos λ1, λ2, ... los autovalores de T (con repeticiones)

y u1, u2, ... una sucesión ortonormal de los autovalores correspondientes, tales que

T (un) = λn un para n = 1, 2, .... Entonces para cada f ∈ L2[0, 1],

T (f) =
∑
n

(
λn

∫ 1

0

f(t)un(t) dt

)
un,

(convergencia en L2[0, 1]). Además se prueba que
∑

n λ
2
n <∞ y si k(s, t) es continua

entonces la anterior serie converge unifomemente y absolutamente a T (f) en [0, 1].

Finalmente, consideremos µ 6= 0 y la ecuación integral para f, g ∈ L2[0, 1]

f(s)− µ
∫ 1

0

k(s, t) f(t) dt = g(s), s ∈ [a, b].



72 5. TEORÍA ESPECTRAL

(a) Si 1
µ
6= λn, para todo n, entonces para cada g ∈ L2[0, 1] existe una única

solución f ∈ L2[0, 1] dada por

f(s) = g(s) + µ
∑
n

(
λn

1− µλn

∫ 1

0

g(t)un(t) dt

)
un(s).

(b) Si 1
µ

= λj1 , ..., λjm y distinto de los otros autovalores, entonces existe solución a

la anterior ecuación integral sii g ∈ L2[0, 1] es ortogonal a uj1 , ..., ujm . Las soluciones

f son de la forma

f = g + r1 uj1 + ...+ rm ujm + µ
∑

n6=j1,...,jm

(
λn

1− µλn

∫ 1

0

g(t)un(t) dt

)
un,

donde r1, ..., rm son escalares arbitrarios.

Las series anteriores convergen en L2[0, 1]. Si, además k es continua, entonces

estas series convergen uniforme y absolutamente en [0, 1].
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[14] A. Grothendieck, Résumé de la Théorie métrique des produits tensoriels topologiques, Bol.
Soc. Mat. Sao Paulo 8 (1956), 1-79.
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[31] G. Pólya and G. Szego, Problems and Theorems in Analysis. Springer Verlag, Die Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften, Band 193 (vol I), 216 (vol II), New York, 1972, 1976.

[32] J. D. Pryce, Basic methods of linear functional analysis, Hutchinson University Library, 1973.

[33] M. Reed y B. Simon, Methods of modern mathematical Physics I: Functional Analisis, Aca-
demic Press, New York 1980
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Índice alfabético
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fórmula de cuadratura, 44
funcional

de Minkowski, 19
sublineal positivamente homogeneo, 15

funciones
absolutamente continuas, 28

identidad
de polarización, 53

igualdad
del paralelogramo, 54
de Parseval, 59

integración en un espacio de medida, 5
integral

de Lebesgue, 6
isomorfismo lineal, 11

ker de una aplicación lineal, 10
kernel

de Volterra, 66

lema
de Riesz, 8
de Zorn, 16
de Fatou, 5
de Schur, 36

77
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