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Examen de Teoria de la Medida. Grupo A.
Septiembre, 2007

(1.25 puntos) Enuncia y demuestra el teorema de la convergencia monétona.

(1.25 puntos) Explicar si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

(a) Sip(t) = [~ %daz‘, t > 0, entonces ¢ es diferenciable y su derivada es ¢'(t) = ’et_t
1 stz <y<z+1
(b) La funcién f es integrable Lebesgue en R?, f(r) :=< -1 siz+1<y<z+2

0 en el resto

(c) Si f: R — R es una funcién medible Lebesgue y g : R — R es medible Borel,
entonces la composicion g o f es medible Lebesgue.

. (1.25 puntos) Enuncia y demuestra el teorema de Tonelli.

(1.25 puntos) Decidir si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
(a) Siuna funcién f: R — R es integrable Lebesgue en R, entonces

Iim f(z)=0 vy h’}ln f(x)d\(z) = 0.

|I‘~>OO |x|>n
(b) Consideramos el espacio de medida (R?, My,, \2) y M C R%. Si M € M,,, sus
secciones M, :={y e R: (z,y) € M} y MY :={z € R: (x,y) € M} son medibles
Lebesgue en R para todo x,y € R.

(c) Consideramos {x,} una sucesiéon de nimeros reales y definimos p en (R, B(R)) por
p =Y, 0, . Entonces dos funciones f, g : R — R son iguales en p-casi todo punto
siy sélo si f(x,) = g(x,) para cada n € N.

. (1.5 puntos) Halla

’ * n\/E 7 " Tin —azx
hrlgn/O mdm y 111£n/0 (I_E) e “dx, (> —1).

. (1.5 puntos) Consideramos el espacio de medida (R, M, A) y las sucesiones de funciones

medibles Lebesgue f,(z) = log (1 + 22) X[—nmn(z) ¥ gn(z) = Tz X(0,00) (7). Decidir si
las sucesiones de funciones {f,} v {g,} convergen o no en A-casi todo punto, medida,
media, casi uniformemente, uniformemente y en || - ||, (1 < p < c0).

. (1.5 puntos) Demostrar que para todo subconjunto A C R" existe un boreliano B de R”

tal que A C B C R" y A*(A) = A(B). /Significa esto que A\*(B \ A) = 07

. (1.5 puntos) Consideramos el espacio medible (R, M,), la funcién medible Lebesgue

fR=R, f(z)= ff;g y una sucesion de puntos distintos {x, }. Dar las descomposiciones

de Hahn y Jordan para la medida con signo

u(A):/Afd)mLi CU% ), AeM,.

2

. Es v finita? Dar la descomposicién de Lebesgue de v respecto de la medida de Lebesgue.

. (1.5 puntos) Demuestra que L4[0, 1] no es separable y que el subconjunto de las funciones

continuas en [0, 1] no es denso en L [0, 1].



Examen de Teoria de la Medida. Grupo A
Marzo, 2007

. (1 punto) Enuncia y demuestra el teorema de la convergencia dominada.
. (1 punto) Enuncia y demuestra el teorema de Fubini.

. (1.5 puntos) Demuestra que

. (1.5 puntos) Probar que todo conjunto medible Lebesgue de R™ es unién de un
conjunto boreliano de R™ y un conjunto de medida exterior de Lebesgue cero de
R™.

. (1 punto) Prueba que si f : R — R es diferenciable, entonces f’ es medible Borel.
Si f, g : R — R son diferenciables, jes h(z) := f’(%), x € R, medible Borel?

. (1.5 puntos) Considera la sucesién de funciones f,,(z) = n?e ™! z € R. Estudia
si converge en media, medida, A-c.t.p., casi uniforme, uniforme y en || - ||, (1 <
p < ).

. (1.25 puntos) Consideramos las funciones f, ¢ : R — R, f(z) = zxc(z), C
el conjunto de Cantor y g(z) = zxp(z), B=U,n([n, n+ 5] U[—n— 25, —n]).
;Son integrables Riemann y/o integrables Lebesgue?

1—x <1 x? x>0

0 e>1 YI®=3y <o

Definimos las medidas en (R, M,), v(A) = [, fd\y p(A) = [, gd), para cada
A € M,. Hallar la descomposicién de Lebesgue de v con respecto a pu.

. (1.25 puntos) Consideremos f(z) =
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Examen de Teoria de la Medida. Grupo A
Parte I
Septiembre, 2006

. (1.5 puntos) Enuncia y demuestra el teorema de la convergencia dominada.
. (1.25 puntos) Demuestra que

o

v 1 B n?+n+1
/0 (= Dlogw+ 2)dr =) ey

n=1

(1.25 puntos) Probar que todo conjunto medible Lebesgue de R es unién de un
conjunto boreliano de R™ y un conjunto de medida exterior de Lebesgue cero de
R™.

(1 punto) Prueba que si f : R — R es diferenciable, entonces f’ es medible Borel.
Si f, g : R — R son diferenciables, jes h(z) := f’(gl(x%), x € R, medible Borel?



-

Examen de Teoria de la Medida. Grupo A
Parte 11
Septiembre, 2006

(1.5 puntos) Enuncia y demuestra el teorema de Fubini.

. (1.20 puntos) Prueba que la sucesién de funciones f,(x) = n?e""l 2z € R,

converge a 0 en medida y en casi todo punto, pero no converge en media a O.

. (1.15 puntos) Consideramos las funciones f, ¢ : R — R, f(z) = axc(z), C

el conjunto de Cantor y g(z) = zxp(z), B=U,n([n, n+ 5] U[—n — 25, —n]).
.Son integrables Riemann y/o integrables Lebesgue?

(1.15 puntos) Consideramos la funcién f(z) = zsin =, z € (0,1], f(0)=0.;Es f
de variacién acotada? ;Es absolutamente continua? ;Y la funcién g(z) = 2% sin 2,
x € (0,1], ¢(0)=0?



Examen de Teoria de la Medida. Grupo A
Parte I
Febrero, 2007

. (1 punto Enuncia y demuestra el teorema de la convergencia dominada.
g
1=,

(1 punto) Decidir si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

(a) Consideremos (X,.A) un espacio medible y M C P(X) tal que (M) = A.
Dos medidas p y v definidas en (X,.A) son iguales si y sélo si coinciden en
M.

(b) A C R es medible Lebesgue si y sélo si existe un G5 B C R tal que \*(A) =
A(B).

(c) Consideremos el espacio de medida (R?, My,, o) y M C R%. Si M € M,,,
sus secciones M, :={y € R: (z,y) € M} y MY :={x € R: (x,y) € M}
son medibles Lebesgue en R.

. (1.35 puntos) Demuestra que para todo a € [—1, 1]

o n—1

sint a
d\(t) = E )
/(0700) et —a (*) — n?+1

. (1.35 puntos)

(i) Consideramos F' la funcién singular de Cantor (definida como 0 en (—o00,0) y
como 1 en (1,00), y la medida pp de Lebesgue-Stieltjes definida en (R, B(R))
y asociada a F'. Dar las descomposiciones de Hahn y Jordan para la medida
con signo v = pup — -, 013 definida en (R, B(R)).

(ii) Consideramos una funciéon f : R — R integrable Lebesgue y la medida
definida en (R, M,), v(A) = [, fdX. Dar la descomposicién de Lebesgue de
la medida con signo v + v (v la definida en el apartado anterior) respecto de
la medida de Lebesgue.

. (1.30 puntos) Consideremos un espacio de medida (X, A,u) v 1 < p, ¢ < o©

conjugados. Probar que si {f,} converge a f en L,(X, A, i, R) y {g,,} converge a
gen L,(X, A, p,R), entonces {f,g,} converge a fg en L,(X, A, u,R). Indicacién:
Utiliza la desigualdad de Holder.
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Examen de Teoria de la Medida. Grupo A
Parte 11
Febrero, 2007

(1 punto) Enuncia el teorema de descomposicién de Lebesgue y demuestralo para
el caso que la medida a descomponer sea finita.

(1 punto) Decidir si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
(a) Una funcién f : R — R es medible Lebesgue si y sélo si para toda funcién
continua g : R — R la composicién g o f es medible Lebesgue.

(b) Si C' € My, (subconjuntos medibles Lebesgue de [0, 1}), la funcién carac-
teristica x¢ es integrable Riemann si y sélo si A(C') = 0.

(c) Consideremos en un espacio de medida (X, .A, ) una sucesién de funciones
fo i X — [0,00). Si h’mninf fndu =0, existe una subsucesién { fy, }x

convergente a 0 en p-casi todo punto.

. (1.40 puntos) Consideremos el espacio de medida (R, My, \) y las sucesiones de

TL2£E

funciones medibles Lebesgue f,() = ne™ " X(0,00)(%) ¥ gn(x) = sinx X[—pnn) ().
Decidir si las sucesiones de funciones {f,} v {g,} convergen o no en A-casi todo
punto, medida, media, casi uniformemente, uniformemente y en ||-|[, (1 < p < 00).

. (1.40 puntos) Consideremos (X, A, pt) un espacio de medida o-finita y una funcién

f:X —[0,00) A-medible.

(i) Prueba que el conjunto E = {(z,t) : = € X, t € [0,00), f(x) >t} € AX
B(R).

(ii) Demuestra que

wxNE) = [ fan= [ ulte e X @) 2 i)

. (1.20 puntos) Considerar f : [0,1] — R una funcién continua con derivada con-

tinua en (0,1). Para cualquier ¢ > 0 definimos el conjunto A. := {x € (0,1) :
|f(x)] < e} (abierto por ser f’ continua en (0,1)). Probar que \*(f(A.)) < e.



Examen de Teoria de la Medida. Grupo A
Parte 1
Febrero, 2006

1. (1.30 puntos) Enuncia y demuestra el teorema de la convergencia dominada.

2. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:
(a) (0.80 puntos) Si f: R — [—00,400] es una funcién medible Lebesgue, jes
g(z) = f(2z + 1) medible Lebesgue?
(b) (0.90 puntos) Sea (X,.A, ) un espacio de medida, f : X — [0, +o0] una
funcién A-medible y una sucesién {A,}, C A tal que A, C A, 41, para todo
n € N. jEs cierta la igualdad siguiente?

/ fdu:h'm/ fdpu.

Y en el caso {A,}, C A vy A, D A,iq, para todo n € N, jes cierta la
igualdad siguiente?

/ fdu:h'm/ fdpu.

(c) (0.80 puntos) {Qué condicién debe cumplir C' C [0, 1] para que la funcién
caracteristica yc sea integrable Riemann en [0, 1]?

3. (1.25 puntos) Consideremos la funcién f : [0,00) — R, f(z) = e * cos+/x.
Justifica, utilizando los resultados de convergencia para la integral, la igualdad
siguiente:

= n!
/[0700) fdx=> (-1) Bt

n=0

Indicacion: Utiliza la serie de Taylor de la funciéon coseno en 0.

KKKk ok sk sk sk sk skosk ok okokokoskosk sk kok >k

NOTA. Se puede usar (sin probar) que para todo A C R medible Lebesgue y
r,s € R, el conjunto rA+s={ra+s: a € A} es medible Lebesgue.



Examen de Teoria de la Medida. Grupo A
Parte 11
Febrero, 2006

1. (1.30 puntos) Si f € Li([a,b], My,R) y definimos F(z) := [, fd\, para
x € |a, b], sabemos que F'(x) = f(x) en A-c.t.p. z € [a,b]. Dar la demostracién de
este resultado para el caso f acotada.

2. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:
(a) (0.80 puntos) Sea (R, B(R), i) siendo p la medida de Lebesgue-Stieltjes aso-
ciada a la funcién F(x) = [z] (parte entera de z). ;Qué funciones
f R — R son u-integrables?
(b) (0.80 puntos) Consideremos una sucesioén de funciones { f,,} C Li(R)NLy(R) y
f € Li(R)NLy(R) tales que lim,, || fr,— f||1 = 0. {Es cierto que lim,, || f,— f||2 =
07
(c) (0.80 puntos) Sean 1 < p < oo y (X, A, ) un espacio de medida. Si {f,}, C
Ly(X,A ) v feLyX, A ) son tales que lim, ||f, — f||, = 0, jconverge
{fn} a f en medida?
3. (1.25) Consideramos f(z,y) = m en el conjunto A = (0,00) x (0, 00).
Calcula [, fdXy, y deduce que

00 1 2
/ 8L gp— T,
0

2 —1 4



Ejercicio de Teoria de la Medida. Grupo A
Diciembre, 2005

1. Contesta razonadamente a las siguientes cuestiones:
(a) Si f : R — R es medible Lebesgue y g : R — R es continua, / Es go f
medible Lebesgue?
(b) Sea (X, A, 1) un espacio de medida y f: X — [0,00) una funcién .A-medible
e integrable. ;Es

v:A—[0,00)

A—v(A /fdu

es una medida en (X, .A4)?7
(c) Sean f,g: R — R tales que f es medible Borel y f = g en A-casi todo punto.
. Es g medible Borel?
(d) Demuestra que para cualquier subconjunto A C R™ existe un boreliano B de
R™ tal que A C By A\(B) = A*(A). ;Significa esto que \*(B\ A) = 07
2. Demostrar la igualdad

* sin(ax) =«
dx = —_— € R.
/o er—1 " ; n? + a?’ ¢

Indicacion: xl ;=" T Desarrollar # como una serie geométrica para

z € (0,00) y utilizar que |siny| < |y| para todo y € R.

3. Estudiar si las siguientes funciones f : [0,1] — R y ¢ : R — R son integrables
Lebesgue o Riemann.

f) = {% siax = § p,q € N, (fraccién irreducible), x € [0, 1]
0

si x es un irracional en [0,1] 6 z =0

X[n,n+1) ( )
n=1

5. Demuestra que:

< nx
lim ———dr =0.
n /0 1+ n3a3
Indicacién: Puede serte tutil la siguiente desigualdad ab <

b= vndx3.

“+b,paraa:1y



