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Abstract

In 1972, Ivar Ekeland obtained a variational principle (V.P.) which has been a key step to
obtain some geometric properties of Banach spaces and several fixed point theorems. Throughout this
work, we will review and study this result and other variational principles like the Stegall’s V.P., the
Deville, Godefroy and Zizler’s V.P., the Borwein-Preiss V.P. and some of their many applications. We
will also study several parametric variational principles (P.V.P.) by P. Georgiev, L. Vesely, R. Deville,
A. Prochéazka, ... From these results alternative proofs on Nash equilibriums, a parametric version of
the Karush-Kuhn-Tucker theorem, several properties of convex sets and convex functions, etc... are

obtained. Finally, we will briefly introduce the vector-valued variational principles.

Keywords: variational principle, Dirichlet problem, smooth variational principle, Hamilton-Jacobi
equations, parametric variational principle, Nash equilibriums, vector-valued variational principle,

perturbed equilibrium principles.

2000 Mathematics Subject Classification: 46B20, 46N10, 46T99, 49J50, 49125, 58 E30.

Resumen

En 1972, Ivar Ekeland obtuvo un principio variacional (P.V.) que ha sido un paso clave para
obtener algunas propiedades geométricas de espacios de Banach y algunos teoremas de punto fijo.
A través de este trabajo, revisaremos y estudiaremos este resultado y otros principios variacionales
como el P.V. de Stegall, el P.V. de Deville, Godefroy y Zizler, el P.V. de Borwein-Preiss y algunas de
sus muchas aplicaciones. También estudiaremos varios principios variacionales paramétricos (P.V.P.)
de Georgiev, L. Vesely, R. Deville, A. Prochézka, ... Se obtienen de estos resultados varias pruebas
alternativas sobre equilibrios de Nash, una versiéon paramétrica del Teorema de Karush-Kuhn-Tucker,
varias propiedades de conjuntos convexos y funciones convexas, etc... Por tltimo, introduciremos

brevemente los principios variacionales con valores vectoriales.
Palabras clave: principio variacional, problema de Dirichlet, principio variacional suave, ecuaciones
de Hamilton-Jacobi, principio variacional paramétrico, equilibrios de Nash, principio variacional con

valores vectoriales, principios perturbados para equilibrios.
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Capitulo 0

Introduccion

0.1. Motivacidon

Una funcién semicontinua inferiormente sobre un conjunto no compacto puede no alcanzar un
minimo. En términos generales, lo que se consigue afirmar con un principio variacional es que dada
una funcién semicontinua inferiormente con valores en la recta real extendida y acotada inferiormente,
anadiendo una pequena perturbacion, entonces podemos alcanzar un minimo. Dependiendo de las

hipétesis, se puede conseguir que la funcién de perturbaciéon tenga ciertas propiedades.

En el capitulo 1, analizaremos algunos principios variacionales clasicos. Estudiaremos varias
pruebas alternativas de algunos teoremas clasicos mediante el principio variacional de Ekeland y el de
Stegall. También veremos algunas caracterizaciones importantes como la completitud de un espacio
métrico y otras para puntos soporte y funcionales soporte. Asimismo, expondremos los principios
variacionales de Borwein-Preiss y Deville-Godefroy-Zizler, con los que se pueden obtener buenas
propiedades de convexidad, resultados para la geometria en espacios de Banach y probar la existencia

de soluciones (de viscosidad) para las ecuaciones de Hamilton-Jacobi.

En el capitulo 2, estudiaremos como parametrizar algunos principios variacionales del capitulo
anterior y sus consecuencias como varios teoremas sobre la existencia de equilibrios de Nash, ciertas
propiedades de analisis convexo o una version paramétrica del Teorema de Karush-Kuhn-Tucker. En el
capitulo 3, haremos una introduccién sobre como extender estos resultados para funciones con valores

vectoriales y algunas aplicaciones relacionadas con la existencia de puntos de equilibrio vectoriales.

En general, veremos que los principios variacionales tienen aplicaciones en multitud de ramas

matematicas como anélisis matemético, matematica aplicada, mateméaticas financieras, ...
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0.2. Notacion

A lo largo del trabajo, denotaremos

= un conjunto de escalares por K, que puede ser real (R) o complejo (C),

» Ry :={zeR: x>0},

(o)
sil§p<oo,€p::{(:nn)CK: Z:rn]p<oo} y

n=1

loo 1= {(:cn) C K : sup|z,| < oo}.
neN

Dado un espacio métrico (X, d), denotaremos:

» Bx :={x € X : d(z,0) <1} (la bola unidad cerrada de X centrada en el origen),
» By :={z € X : d(z,0) < 1} (la bola unidad abierta de X centrada en el origen),
B,(y) :={z € X : d(z,y) < p} (la bola cerrada de radio p centrada en y € X),
ép(y) ={x € X : d(z,y) < p} (la bola abierta de radio p centrada en y € X),

» B,(A):={x € X : d(A,z) <p} (la p-ampliacion de A),

» Sx :={zx € X,: d(z,0) =1} (la esfera unidad de X centrada en el origen),

» S,(y) :={x € X,: d(z,y) = p} (la esfera de radio p centrada en y € X),

» dada una funcion, f: X - RU{£oo}, dom(f) :={zr e X : —oco < f(z) < +o0} y

» dada una funcion, f: X - RU{zxoo}, cont(f) := {z € dom(f) : f es continua en x}.

En un espacio de Banach (X, || - ||),

» dado A C X, denotaremos core(A) :={a € X : U AMA—a)= X},
A>0

» si una sucesion (z,) C X converge en la topologia débil a z € X, se denotara por Lxy

. ., . L1 - , w*
» si una sucesion (z)) C X* converge en la topologia débil* a z* € X*, se denotara por z; — z*.
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0.3. Preliminares

En esta seccién, se expondran algunos conceptos y resultados bésicos que se utilizaran a lo largo
del trabajo. Se supondra que el lector estd familiarizado con éstos y, por tanto, no se ahondara en

ellos. Pueden consultarse los libros [Bre|, [FHHMZ|, [Phe| y [Evans| para verlos con méas detalle.

Salvo que se indique lo contrario, supondremos que (X, d) es un espacio métrico en toda la seccion

y, a lo largo de todo el trabajo, se supondréa que todo espacio topologico es de Hausdorff.
Definicién 0.3.1. Decimos que la funcion f: X — [—o00,400] es propia si dom(f) # (.

Definiciéon 0.3.2. Decimos que la funcion f: X — [—o00,+00] es semicontinua inferiormente
(s.c.i.) en xg si para cada € > 0, existe un entorno Uy, C X de xq tal que f(xo) < f(x)+ &, para
todo x € Uy,. Decimos que f es semicontinua superiormente (s.c.s.) en xo si —f es s.c.i. en
xo. Si f es s.c.i. (s.c.s.) en todos los puntos de un subconjunto A C X, decimos que f es s.c.i. (s.c.s.

respectivamente) en A.
Proposicion 0.3.3. Sea f: X — |—o0, +0o0]. Son equivalentes:

1. f ess.c.i;

2. dado v € X, lir?jlﬁgjnff(y) > f(x);

3. dado x € X y (x,) C X tal que x,, = x, lfﬁglff(xn) > f(z);
4. epi(f) es cerrado en X x R;
5

. para cada X € R, el conjunto de subnivel {x € X : f(x) < A} es cerrado.
Ademds,

= st f1 y fo son s.c.i., entonces f1 + fo es s.c.i.;

w i (fi)ier es una familia de funciones s.c.i., entonces la envolvente superior, f(x) := sup fi(zx),
el
también es s.c.i.;

w 51 X es compacto y f es s.c.i., entonces f alcanza su cota inferior sobre X .
Definicién 0.3.4. Sea X un espacio de Banach e Y C X un subconjunto convexo. Decimos que la

funcion f:Y — R es cuasi-convezxa si para cada o € R, el conjunto de subnivel {x € Y : f(x) < A}

€S CoOnvexo.

Proposicion 0.3.5. Sean X un espacio de Banach, Y C X un subconjunto convexo y f: Y — R.
[ es cuasi-conveza si, y solo si, f(Ax + (1 — N)y) < max{f(x), f(y)}, para cada z,y € Y, X € [0, 1].
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Definicién 0.3.6. Sean X, Y espacios de Banach, U C X un subconjunto abierto, f: U — Y una
aplicacion y x € U un punto. Decimos que f es Gdteaux diferenciable en x si existe una aplicacion
L: X =Y tal que

|G eh) = 1) - 20

30, para cada h € X

t£0

St ademds este limite es uniforme para h € Bx, decimos que f es Fréchet diferenciable en x. Cuando el
operador L existe, se suele denotar por f'(x) y se le llama derivada Gateauz (respectivamente Fréchet)
enx. Si f tiene derivada Gateaux (Fréchet) en todo punto de U, decimos que f es Gateaux diferenciable
(Fréchet diferenciable) en U. En particular, cuando Y =R, entonces

o fa+th) = f(a)

t—0 t ’

f'(@)(h) =

cuando este limite existe.

Definicién 0.3.7. Sea X un espacio de Banach. Definimos la subdiferencial de una funcién convexa
f: X - RU{+00} en z € dom(f) como

Of(z) :={a" € X* : f(y) - f(x) 22" (y —x),Vy € X}

Observacion 0.3.8. Si f es propia, se sigue que xg es un minimo global de f si, y solo si, 0 € Jf(xo).

Si ademds f es continua en un abierto convexo U C X, entonces Of(x) # 0, para todo x € U.

Proposicion 0.3.9. Sea X un espacio de Banach y U C X un abierto convexo. Si f: U — R es

converxa, continua y Fréchet diferenciable (o Gateaur diferenciable) en xq, entonces Of(xo) = {f'(z0)}-
Observacion 0.3.10. Dado x € dom(f + g), se tiene que Of(x) + dg(z) C O(f + g)(x).
Si anadimos algunas condiciones mas, se puede obtener la igualdad.

Teorema 0.3.11. Sea X un espacio de Banach. Si las funciones f,g: X — R U {400} son propias,

converas, s.c.i. y existe un punto x € dom(f + g) y una de ellas es continua, entonces
Of(x) + dg(x) = 9(f + g)(x), para todo x € dom(f + g).

Proposicion 0.3.12. Sean X un espacio de Banach y f: X — RU {400} una funcion continua y
convezxa en un subconjunto abierto y convexo D C X. Entonces, la aplicacion subdiferencial x — O f(x)
es s.c.s. tal y como se define para funciones multivaluadas (véase Definicion 2.1.1) con la topologia de

la norma en X y la topologia débil* en X*.

Definicién 0.3.13. Sea X un espacio de Banach. Dado £ > 0, definimos la £-subdiferencial de una
funcion convera f: X — RU {+oo} en x € dom(f) como

Oef(x) :={z" € X7 : f(y) — f(x) + &= a"(y —x),Vy € X}.
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Observacion 0.3.14. Si 0 < & < &, entonces Og, f(x) C Og, f(x). Si f es s.c.i. y convezxa en X,
entonces Og f(x) # 0, para todo x € dom(f).

Proposicion 0.3.15. Sean f y g dos funciones definidas en un subconjunto abierto U de un espacio de
Banach X. Supongamos que f es convexa, g es Fréchet diferenciable (Gdteaux diferenciable), f(x) <
g(x) para todo x € U y que f(xg) = g(xo) en algin xo € U. Entonces f es Fréchet diferenciable

(Gateaur diferenciable respectivamente) en .

Definicién 0.3.16. Decimos que un subconjunto de un espacio topoldgico es Gs-denso si es denso e

interseccion numerable de abiertos.

Proposicion 0.3.17. Sea f una funcion continua y convexa definida en un abierto convero de un
espacio de Banach X. Entonces el conjunto de todos los puntos donde f es Fréchet diferenciable

(posiblemente vacio) es un conjunto Gs-denso en X.

Definicién 0.3.18. Un espacio de Banach X es Asplund (débil-Asplund) si toda funcion continua
y convezxa, definida en un abierto convero U C X no wacio, es Fréchet diferenciable (Gdteauz

diferenciable) en un subconjunto Gs-denso de U.

Teorema 0.3.19. Un espacio de Banach X es Asplund si, y sélo si, para todo subespacio separable,

Y C X, se tiene que Y* también es separable.

Teorema 0.3.20. Si X un espacio de Banach separable, entonces X admite una norma Giteaux

diferenciable.

Teorema 0.3.21. Si X es un espacio de Banach tal que X* es separable o reflexivo, entonces X

admite una norma Fréchet diferenciable.

Definicién 0.3.22. Sea X un espacio de Banach. Decimos que f: X — R, f £ 0, es una funcion

meseta si sop(f) ={z € X : f(z) # 0} es acotado y no vacio.

Proposicion 0.3.23. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces X* es separable si, y sdlo si,

X admite una funcidn meseta lipschitziana y tiene derivada Fréchet continua.

Definicién 0.3.24. Sea S es un subconjunto convero de un espacio normado real X. Un funcional no

nulo, ¢ € X*, es un funcional soporte para S y un punto, x € S, es un punto soporte de S si
¢(z) = sup .
s

Definicién 0.3.25. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto K C X es un cono convexo si

AK + uK = K, para todo A\, u > 0. Ademds, si contiene al origen, diremos que es puntiaguado.

Lema 0.3.26. (Lema del hiperplano paralelo) Sean X un espacio de Banach real, f,g € Sx+ y &€ >0
tales que |f(x)| < € para cada x € ker g N Bx. Entonces, o bien ||f — g|| < 2&, o bien || f + g|| < 2€.
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Lema 0.3.27. Sea z € £, con 1 <1 < 00, Y sea w; 50 en ¢,. Entonces:

lim sup ||z + will; = |[[[; + lim sup ||wi]}7.
1—00 1—00

Teorema 0.3.28. (Teorema del punto fijo de Schauder) Sea K un subconjunto compacto, convexo y

no vacio de un espacio de Banach. Entonces toda funcion f: K — K continua tiene un punto fijo.

Proposicion 0.3.29. Sean f una funcion convexa en un subconjunto abierto convero de un espacio

de Banach X y xg € X. Entonces f es continua en xq si, y solo si, f es localmente lipschtziana en xg.

Teorema 0.3.30. Sean X un espacio de Banach y f: X — RU {400} una funcion s.c.i. y conveza.
Entonces core(dom(f)) = int(dom(f)).

Teorema 0.3.31. Sead € X y sea f: X — RU {400} una funcion convexa. Si se verifica alguna de
estas dos condiciones:
» T € core(dom(f)) y f es s.c.i.
» T € cont(f).
Entonces,
f(Z,d) = max{z*(d) : =* € Of(z)}.

donde f'(Z,d) = lim flz+td) — f(z)

t—0+ t

es la derivada direccional de f en T segun el vector d.

Definicién 0.3.32. Dado un espacio topoldgico X, se dice que una familia de subconjuntos ® := {U; C
X : i€ I} eslocalmente finita si, para todo punto x € X, se tiene que existe un abierto U > x de

X tal que interseca con sdlo un nidmero finito de subconjuntos pertenecientes a P.

Definiciéon 0.3.33. Un espacio topoldgico se dice que es paracompacto si cualquiera de sus

recubrimientos por abiertos tiene un refinamiento localmente finito.
Proposicion 0.3.34. Todo espacio métrico es paracompacto.
Proposicion 0.3.35. Todo espacio paracompacto es normal.

Definicién 0.3.36. Sea X un espacio topoldgico. Una particion de la unidad de clase C* en X es
una familia de funciones de clase C¥, {p;: X — [0,1] : i € I}, tales que:

(i) @i estd definida en X y sus valores pertenecen a [0, 1], para cada i € I;

(i) {sopi}ticr es una familia localmente finita;

(111) > @i(x) =1, para cada x € X.
el
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Definicion 0.3.37. Sea U = {U; : i € I} un recubrimiento por abiertos de un espacio de Banach X.
Decimos que una particion de la unidad, {¢; : © € I} estd subordinada a U si para cada i € I, existe
U; € U tal que sopy; C Uj.

Definicién 0.3.38. Decimos que un espacio de Banach X admite particiones de la unidad de
clase C*, si para todo recubrimiento U de abiertos de X, existe una particion de la unidad de clase C*

subordinada o U.
Proposicién 0.3.39. Dado un espacio topoldgico X, son equivalentes:

= X es paracompacto.

= Para cada recubrimiento abierto U de X, existe una particion de la unidad localmente finita

subordinada a U.

Para cada recubrimiento abierto U de X, existe una particion de la unidad subordinada a U.

Para definir los espacios de Sobolev usaremos la notaciéon multi-indice. Dados x = (z1,...,x,) €

R™ y una n-tupla, o = (a1,...,a,), con a; € NU {0} para cada i =1,...,n, denotaremos:

n
ol = 3 e,
i=1

(07

— 01
=it T,y
Hlal
ozt ... dxpn

También se necesitan algunos conceptos previos. Dado un conjunto abierto, Q C R",

L

n 0%

» se denota por D(Q2) al conjunto de todas las funciones f:  — K con soporte compacto e

infinitamente diferenciables, y

= decimos que una funciéon g:  — K es la a-ésima derivada parcial en el sentido de las

distribuciones de una funcién f: Q2 — K, si verifica

/ godxr = (—1)'0“ / fO%@dx, para todo ¢ € D(R).
Q Q

Esta funcion es tnica y la denotaremos por g = D f.
Definicién 0.3.40. Usando la notacion anterior, decimos que los conjuntos

WEP(Q) .= {f € LP(Q) : D*f € LP(Q), para todo |o| < k}

son los espacios de Sobolev, para k =0,1,... y 1 <p < 400. Estan dotados de la norma
v
Z/Daf(xﬂpdx , 811 <p<oo,
HfHW’V’P(Q) = o] <k Q
méx essup | D f(z)], st p = +00.

o<k zeq
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También se llaman espacios de Sobolev a los conjuntos Wok’p, que se definen como la clausura de D(2)

con la norma || - [lykr(q)-
Algunas propiedades de los espacios de Sobolev son:

= WHP(Q) es un subespacio vectorial de LP(Q) y (WFP(Q), || - [ wr.nr(a)) es un espacio de Banach.
» Si k=0, entonces WOP(Q) = LP(Q).

Si1<p<oo, WEP(Q) es separable y, si 1 < p < 0o, WFP(Q) es reflexivo.

Si p = 2, se denota H*(Q) := Wk2(Q) y es espacio de Hilbert con el producto interior

(fs9) e () = (D*f, Dg) 12(0)-
Anélogamente, se denota HE () := W0k’2(Q).
Definicién 0.3.41. Dados un conjunto abierto y acotado U C R™ y k € NU {400}, decimos que U

tiene frontera C* si para todo punto de su frontera, x € OU, existe p > 0 y una funcion de clase C*,

v: R = R, tales que (renombrando vy reorientando las coordenadas si es necesario)
UNBy(z) ={x € By(x) : x> y(21,...,Tn-1)}
Igualmente, se dice que OU es analitica si en la definicion anterior v es analitica.

Definicién 0.3.42. Sean (X, || - ||x) v (Y,|| - |ly) dos espacios normados tales que X C Y. Si la
aplicacion i: X =Y tal que i(x) = x es continua diremos que X CY es una inclusion continua y

se denotard por X — Y. Si ademds i es compacta, diremos que X — Y es una inclusion compacta.

Teorema 0.3.43. (Inclusiones de Sobolev) Sea Q un abierto de R™ con frontera C! y denotemos el

n,
conjugado de p por p* = P Se verifican las siquientes condiciones:
n

= 5i 1 < p<n, entonces la inclusion WHP(Q2) — L4(Q) es continua para todo 1 < q < p*,

= sip=n, entonces la inclusion WHP(Q) < L4(2) es continua para todo 1 < ¢ < o0, y

= sip > n, entonces la inclusion WIP(Q) < L>¥(Q) es continua.
Teorema 0.3.44. (Rellich-Kondrachov) Con las mismas hipdtesis del teorema anterior, se verifica
también que

» sil < p < n, setiene ademds que WP(Q) — L(Q) es una inclusion compacta para todo

1<qg<p*.

Proposicion 0.3.45. Sean Q un abierto de R™ y1 < p < 400, entonces la inclusion Wol’p(Q) — LP(Q)

es compacta. Ademds, si Q tiene frontera C', entonces la inclusion WP(Q) < LP(Q) es compacta.

Lema 0.3.46. Sea Q un abierto de R" y sea 2 < p < 4+00. Entonces, la funcion ¢: LP(2) — R dada
por Y(u) = / |ulP, tiene derivada Fréchet y viene dada por ' (u)(h) = p/ |ulP~2uh.
Q Q



Capitulo 1

Principios variacionales clasicos

En 1972, Ivar Ekeland publicé en [Ekel| un principio variacional (P.V.) que posteriormente
daria lugar a multitud de aplicaciones en muchas ramas de las matematicas: anélisis matemético,
matematica aplicada, mateméticas financieras, geometria diferencial, ... La prueba original del P.V.
de Ekeland esta inspirada en la del Teorema de Bishop-Phelps [BiPh, 1961], en la cual se usa el Lema
de Zorn. Estudiaremos pruebas alternativas de algunos teoremas conocidos que se realizan gracias a
este resultado como el propio Teorema de Bishop-Phelps (son resultados equivalentes), el Teorema del
Paso de la Montana (1973) o el Teorema del Punto Fijo de Banach (1922) y algunos teoremas que lo
generalizan como el Refinamiento de Clarke (1978). Ademéas, M. Fabian prob6 que el P.V. de Ekeland
puede deducirse del Teorema de Bishop-Phelps, probando asi la equivalencia de ambos resultados.

También cabe mencionar que nos permitird caracterizar la completitud de los espacios métricos.

Posteriormente a este teorema, en 1978, Charles P. Stegall publico en [Stel| otro principio
variacional muy usado. Este resultado tiene la ventaja de que la funcién de perturbaciéon que
emplea es lineal, sin embargo, necesita que se verifique la propiedad de Radon-Nikodym para poder
usarlo. Nos permitird caracterizar los puntos fuertemente expuestos y los funcionales que exponen
fuertemente a conjuntos que verifican ciertas condiciones. También nos permitird dar una prueba

alternativa del clésico Teorema de Pitt, el cual se suele probar utilizando la teoria de bases de Schauder.

En 1987, J. M. Borwein y D. Preiss probaron un P.V. suave, denominado asi porque devuelve
una funciéon de perturbacion que es diferenciable si la norma del espacio de Banach donde se
trabaja también es diferenciable. Este resultado tiene muchas aplicaciones para la diferenciabilidad
y subdiferenciabilidad de funciones convexas. En 1993, Robert Deville, Gilles Godefroy y Vaclav Zizler
publicaron otro P.V. suave con muchas aplicaciones. Veremos algunas de éstas y estudiaremos algunos

resultados sobre soluciones de viscosidad para las ecuaciones de Hamilton-Jacobi.

15
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1.1. Principio variacional de Ekeland

El Principio variacional (P.V.) de Ekeland lo probé el matematico francés Ivar Ekeland en un
articulo publicado en francés por la Academia de Ciencias de Paris en 1972, [Ekel]. Dos anos maés
tarde, se publicod en inglés por la revista Journal of Mathematical Analysis and Applications, [Eke2|.
Lo que afirma es que, dada una funcién semicontinua inferiormente definida en un espacio métrico
completo con valores en R U {400} y un punto cercano a su infimo, entonces admite perturbaciones
arbitrariamente pequenas (por traslaciones de la norma) que hacen que dicho punto funcione como
un minimo. Teniendo en cuenta que estas funciones no alcanzan un minimo necesariamente, este

resultado nos da muchas aplicaciones a distintos campos.

Geométricamente, podemos interpretar este resultado de la siguiente manera: dado & > 0
podemos encontrar un punto x; en el cual el valor de la funcién esté cerca del infimo y el grafo
de f esta por encima del cono cerrado K¢ ,, = {(z,t) € X xR : t < —&d(z,21)}.

1.1.1. Resultado principal
Teorema 1.1.1. (Principio variacional de Ekeland, 1972) [Ekel], [Eke2] (véase también [FHHMZ]).
Sea (X,d) un espacio métrico completo y p: X — R U {+oo} una funcién propia, s.c.i. y acotada

inferiormente. Sean § >0 y € > 0. Si xy € X wverifica p(xy) < ig{fgp + > entonces existe 1 € X tal

que

1. p(x1) + Ed(z0, 1) < w(x0);

0
2. d(fl)l,l‘o) S E,‘

3. o(xy) — Ed(x, 1) < p(x), para todo x € X\{x1}.

Demostracion:

Haremos la prueba para el caso en que X sea un espacio de Banach (para espacios métricos completos
se prueba de forma similar). Sea Kg := {(z,t) € X xR : ¢t < —&d(z,0)} un cono cerrado. Definiremos

por induccion una sucesion {y,}o2, C X que converge a x. Sean
Ey := epi(p) N ((a;o,cp(xo)) + Kg), yo:=x0 y bop:={teR: (z,t) € Ep}.
. )
Elegimos y1 € X tal que (y1,¢(41)) € (90, #(30)) + Ke ¥ ¢(91) < bo + 55 Sea

E, = epi(p) N ((yn, o(yn)) + Kg) para todo n € N.
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En general, definido y,, elegimos y,+1 € X tal que (yn-‘rla‘p(yn-i-l)) S (ymso(yn)) + Kg y
0 )

O(Yn+1) < by + nz donde b, :=inf{t € R : (z,t) € E,}.

Por construccion, tenemos que (yn+1 — Yny P(Ynt1) — @(yn)) € Kg, paratodon > 0. Entonces

©(Yn+1) — ¢(Yn) < —Ed(Yn+1,Yn) 0, equivalentemente

() = (ns1) = Ed(ns1,9a) = 0, para todo n > 0. (1.1)
Luego

©(Yn) > ©(Yn+1), para todo n > 0. (1.2)

También tenemos por construcciéon que (ynﬂ, cp(yn+1)) S (yn, cp(yn)) + Kg, para todo n > 0. Entonces

(Yn+1, 2(Wnt1)) + Ke C (yn, 0(yn)) + Ke + Ke = (yn, (yn)) + Kg, lo que implica que Eny1 C E, y,
por tanto,

by, < byi1, paran > 0. (1.3)

Luego, como ¢(y,) € E,, se tiene que b, < ¢(y,), para todo n > 1. Entonces

)
bn (1%) b1 < @(Yn+1) (1%) ©(yn) < bp1 + on+l (1%) bn+1 + ont1 para todo n > 1.

1) < 1)
2n+1 — 2n+1’

Por consiguiente, 0 < ¢(yn) — ©(Un+1) < bpnt1 — @(Ynt1) + para todo n > 1. Como

0 0
Ed(Yn+1,Yn) < ©(Wn) — ©(Un+1) < PRES entonces d(Yn+1,Yn) < Sony1) Para todo n > 1. Por tanto,
{yn}>2 1 C X es convergente, pues es de Cauchy y X es completo.

Llamemos z1 := lim y, y veamos que este punto verifica las tesis del teorema.
n—oo
L. Como @(ynt1) < ¢(yn) ¥y ¢ es sci, entonces p(z1) < lm o(y.) < o(y) = ¢(z0).

Ademas, por (1.1), p(z0) — ¢(yn) = w(yo) — ¢(y1) + e(y1) — e(y2) + ... — @(yn-1) + ©(yn) =
E(d(yo,y1) + d(y1,y2) + -« - + d(Yn-1,yn)) = Ed(x0,yn), para todo n > 0. Luego si n — oo, entonces
por continuidad, ¢(xg) — ¢(x1) > Ed(x1, x0).

— )
2. d(Yn,Yn+1) < #Yn) gw(ynﬂ) < Sontl’ para todon > 0. En consecuencia, d(yn,zo) =
1 1
9 7 on+1
Ao, yn) < d(yo,y1) + dyr,42) + ... + dlyn—1.yn) < 2B+ E+.. . +5) = 2 (212*) =
2
)
% (1 - 2%) Asi, tomando n — oo, como y,, — x1, se tiene que d(x1,xg) < e

3. De forma analoga que antes, dados n, k > 1, obtenemos que ((Yn+k: P(Un+k))) € (Yn, (yn)) + Ke.
Entonces @(yn+k) = ¢(yn) < —Ed(Yntr,yn) ¥ como @ es s.ci, @(21) = @(yn) < 1 () — @(yn) <
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—&d(x1,xy). Luego (:cl, cp(ml)) € (yn, cp(yn)) + K¢, para todon > 0y, por tanto,

(z1,9(z1)) + Ke C (yn, 0(yn)) + Ke + Ke = (yn, ¢(yn)) + K¢, para todo n > 0.

Falta ver que para todo x € X,z # =z, se tiene que (x,p(z)) ¢ (acl,cp(xl)) + Kg, lo cual
implicarfa que (z — z1,(z) — p(21)) ¢ K¢y, por tanto, (z) — p(x1) > —Ed(z,x1). Si existe € X
tal que (Z, (%)) € (21, (1)) + K¢, entonces (Z, (&) € (Yn, ¢(yn)) + Ke, para todo n > 0.

Luego ¢(Z)—p(yn) < —Ed(Z, yn), 0 equivalentemente, @(y,)—p(Z) > EA(Z, yn) > 0. Asi, o(y,) >

N - 5 -
©(Z), para todo n > 0. Entonces b, < ¢(Z) < ¢o(yn) < bp—1 + ontl (133) by, +

Y haciendo n — oo, se obtiene que ¢(Z) = ¢(z1). Por tanto, 0 = ¢(Z) — p(x1) < —E&d(z1,Z) y

ot para todon > 1.

T =ux. ]

1.1.2. Aplicaciones geométricas

En esta subseccién estudiaremos algunas consecuencias geométricas del P.V. de Ekeland y otros

teoremas muy conocidos dentro del anélisis funcional.

Corolario 1.1.2. (Sucesiones minimizantes de Palais-Smale) [FHHMZ].
Dado X un espacio de Banach y p: X — R una funcion continua, Gateauz diferenciable y acotada

inferiormente. Entonces existe {xn}neny C X tal que lim ¢(zy,) = inf p(x) y lim ||De(x,)|| = 0.
n—o00 reX n—00

Demostracion:

0 1
Sean 0, = &, = % > (. Para cada n € N, escogemos y,, € X tal que p(y,) < fgl(fgo + ?n = igl(fcp + o
n
Aplicando el P.V. de Ekeland, existe z,, € X tal que

On,
n — 4n §7:1>
[ Z,
1
pzn) < 9(2) + Enlle — 2all = p(2) + —flz — 20, 2 € X. (1.4)

Eligiendo x = y,, en (1.4), tenemos que
1 1 , 3
p(en) < oyn) + —llyn —anll < @lyn) + — < e+ .

3
Consideremos la sucesion constante (ay,) tal que a,, = igl(f ¢y la sucesion (by,) tal que by, := igl(f o+ o
n

Tenemos que lim a, = lim b, = inf ¢ y, como a,, < ¢(z,) < b,, entonces lim (x,) = inf p.
n— 00 n—00 X n—o00 X

Si escogemos 1=z, —th en (1.4), donde t > 0y ||h|| < 1, tenemos que (zy,) < @(z, —th)+ 1| —th|],
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_eleazth)—plea) < |1

n

luego ¢(zn) — @(xy — th) < L|h||, para todo n € N. Entonces
iy £ =) = te) Tl

t—0+ t

y, por tanto,

. Haciendo el cambio de variable ¢t = —¢, tenemos que:

— 1lim p(zn + th)N_ ¢(zn) — lm p(zn + th) — p(xn) < M
t—0— —t t—0- t n

Como ¢ es Gateaux diferenciable, entonces el limite (lateral) anterior coincide con Dy(xy,)(h).

Por tanto, Dy(zy,)(h) < @ y, como Dy(x,,) es lineal, Dp(zy,) (ﬁ) < %, para todon € Ny para todo
||kl < 1. En particular, se verifica la desigualdad anterior cambiando h por —h. Asi Dy(x,) <”:—ZH> =
—Doy(zy) <||hT||> < 1o, equivalentemente, Dy(;,) (ﬁ) > —1. Por tanto,

1 h 1

—— <D — ) < —.

2 < oeten) (i) <5
Sea h = ﬁ Entonces ‘D(p xn)(h)’ < i n € N, donde |hll = 1. Luego | De(z,)| =
sup |Do(x,)(h)] < —=. En consecuencia, lim ||[Dg(z,)| < lim = = 0 y, por tanto,
lim_ || Dgp(a,)|| = N
n—oo

En 1958, el norteamericano Victor Klee plante6 la siguiente pregunta: jtodo subconjunto cerrado,
convexo y acotado de un espacio de Banach debe tener un punto soporte? En 1961, los americanos
Errett Bishop y Robert Ralph Phelps probaron que la conjetura de Klee era cierta en espacios de
Banach reales y también para la bola unidad de espacios de Banach complejos (si S es un subconjunto
de un espacio de Banach complejo X, diremos que ¢ € X*\{0} es un funcional soporte para Sy x € S
es un punto soporte de S si verifican que |p(z)| = sug lo(y)])-

ye

Teorema 1.1.3. (Bishop-Phelps, 1961) [BiPh| (véase también [FHHMZ]).
Sean X un espacio de Banach real y ) # C C X cerrado, convero y acotado. Entonces el conjunto de
funciones continuas y lineales que alcanzan su mdximo en C es denso en X*. En particular, el conjunto

de funciones continuas y lineales que alcanzan su norma (i.e., un mdzimo en Bx ) es denso en X*.

Demostracion:
Sean f € X* y £ > 0 arbitrarios. Definimos f: X — R U {+o0} tal que

= { —f(z), stz el

fle) = oo, siz¢C

Notese que f estd acotada inferiormente, ya que C es acotado y f € X*. Ademas, f es
s.ci., porque dado r € R, {z € X : f(x) < r} = Cn{z € X : —f(x) < r} es
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cerrado por ser interseccion de cerrados ({z € X : —f(z) < r} es cerrado por ser —f
continua). Por el P.V. de Ekeland, existe z1 € X tal que f(z1) — &||lz — z1| < f(z), para todo
z € X\{z1}. Por tanto, z; € C por como hemos definido f, luego

flx) + €z — 2| > f(z), z € C\{z1}. (1.5)
Definimos los siguientes conjuntos cerrados y convexos:
» Kii={(z,t) eXxR:2eC y t< f(x)}

= Ky == {(z,t) € X xR : 2 € X y t > f(z1) + &[|lz — 21 }. Notese que su interior es
Ky={(zt)e XxR:z€X y t> f(x1) +&|lz — x|} #0.

Entonces, K1 N Ky =0y K1 N Ky = {(z1, f(21))} (por (1.5)). Aplicando el Teorema de Hahn-Banach,
obtenemos que existe (g,7) € (£ x R)* = E* x R, con g # 0, de forma que, para 8 := g(z1) + rf(z1),

g(x)+rt < B, si(x,t) € K, (1.6)

g(x) +rt > B, si(x,t) € Ks. (1.7)

Se tiene que 7 > 0. En efecto, si r < 0, tenemos que g(x)+rt > [ para todo (z,t) € Ks. Pero entonces,
g(a) +rt — —00 > f,

lo cual es imposible. Si r = 0, entonces g(x) > 3, para todo x € X. Fijado xzp € X, tenemos que
g(xo) > By g(—x0) = —g(x9) > B. Luego g = 0 y, por tanto, (g,r) = 0, lo cual es imposible. Asi,

podemos definir h := —g y dividiendo las ecuaciones (1.6) y (1.7), obtenemos que
T

h(z)+t <= =h(x1)+ f(z1), si (z,t) € Ky, (1.8)

Sl 2™

h(z)+t>==h(x1) + f(x1), si (z,t) € K. (1.9)

Si x € C, entonces (z, f(z)) € K1y h(z) + f(z) < h(z1) + f(z1). Luego h + f tiene un maximo en C.
Falta ver que ||h|| < &. Dado = € X, entonces (z, f(z1) + E||lx — z1]|) € K2 y, por (1.9),

h(z) + f(z1) + Ellz — 21|l = h(z1) + f(21).

Luego h(zx1 — z) < &||x1 — || y, por tanto, ||h| < E. O

En 1977, el belga Jean Bourgain probé que el resultado era valido para espacios de Banach
complejos que tuvieran la propiedad de Radon-Nikodym (definicién (1.3.3)), considerando que las
funciones alcanzan su méximo en médulo. La pregunta natural era si el resultado seguia siendo valido sin
esta propiedad, pero, en 2000, el ruso Victor Lomonosov dio un contraejemplo para espacios de Banach
complejos en general en |Lo|. Veamos una extension muy importante del Teorema de Bishop-Phelps,

probado en 1970 por el hiingaro Béla Bollobas en [Boll|.
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Teorema 1.1.4. (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds, 1970) [Boll]
2

&
Sea X un espacio de Banach y sean xo € Sx, fo € Sx+ y |fo(vo) —1| <6 := — (0 < & < 1). Entonces
existen x1 € Sx y fi1 € Sx+ tales que fi(x1) =1, ||fo— fill <€ y [|lxo — 1] < E.

Demostracion:

Como las funciones lineales estan determinadas por sus partes reales y la aplicacion f — Re f es una

isometria, podemos suponer que X es un espacio de Banach real. Definimos

(1 2)

Sea la relacion binaria R sobre By tal que 2Ry < ||z — y|| < kfo(y — x). Veamos que es una relacion

de orden, dados x,y, z € Bx:

» Reflexiva: 2Rz ya que ||z — z|| =0 < kfo(z —x) = 0.

» Antisimétrica: Si 2Ry e yRx, entonces kfo(y —z) > ||z — y|| < kfo(z —y), luego z = y.

» Transitiva: Si 2Ry e yRz, entonces ||z — z|| < ||z — y|| + |ly — z|| < kfo(z — ), luego zR=z.
Sean By := {x € Bx : xgRz}y K una cadena arbitraria de (By, R). Como lared {fo(z) : z € (K,R)}
esté acotada y es creciente, por como hemos definido R converge a su supremo y ademas es una red de
Cauchy. Como X es Banach, la red converge a un punto y € By, el cual serd una cota superior para

K. Como K es arbitrario, aplicando el Lema de Zorn, existe un maximal x; de (Bp, R). En particular,

como zgRxq,

2 1 E
||.TUO—.CI}1H < kfo(.fvl —.CL'(]) < k(l—fo(:to)) < /€5§ <1+5> 1_5(5: 5_¢ < €.

Sean los conjuntos

C .= %BX N ker fo

D:=conv(BxUC)={ty+(1—-t)z : y,2€ BxUC,0<t <1}
={ty+(1—-t)z: ye Bx,z€C,0<t<1}.

Veamos que x1 ¢ int D. Si no fuera asi, existirian y; € Bx, 21 € C, 0 < s < t < 1 tales que
x1 = sy1 + (t — s)z1. Como fo(xg) >0y xoRxy entonces fo(xo) < fo(z1) = sfolyr) + (t —s)fo(z1) =
sfo(y1) < fo(y1). Por tanto, fo(wo) < fo(y1), luego

folyr —21) = (1 = 8) fo(y1) > (1 — ) fo(wo) > 0. (1.10)
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Asi,

o=l < (1= )+ (1= )3 < (1=) (14 5 ) = K1 = ) fo(ao RIS

Luego x1Ry; y al ser 1 un maximal, se tiene que x; = y1, lo que contradice (1.10). Por tanto,

x1 ¢ int D. Por otro lado, como int D # (), por el Teorema de Hahn-Banach existe f; € Sx+ tal que
sup f1 = fi(z1).
D

Tenemos que z1 € By, luego 1 = sup f1 < sup f1 = fi(z1) < 1y, consecuentemente, fi(z1) =1 =
Bx D
2
|z1||. Como fi(x) < 1, para todo x € C' = —Bx N ker fy, podemos aplicar el Lema del hiperplano
paralelo (Lema 0.3.26) obteniendo, o bien que || fo + fi]| < &, o bien que || fo — f1]| < £. El primer caso

no puede darse ya que al ser £ < 1,

[fo+ fill = (fo+ fi)(@1) =2+ (fo— fi)(z) 22— [fo— fil 22-E > €.

En consecuencia, || fo — fil| < €. O

Observacioén 1.1.5. El Teorema anterior es dptimo en el sentido de que no se pueden mejorar las

constantes que se usan. Para cada 0 < €& < 1, existen un espacio de Banach X, un punto x € Sx y un
2

&
funcional f € Sx« tales que f(x) =1— s pero siy €Sx, g €Sx+ yg(y) =1, entonces ||f —g|| > &
oflz—yl=¢€.

Demostracion:

Transformemos R? en un espacio de Banach real mediante la siguiente bola unidad,
B:={(z,y) : -1<z+(1-&y<1,-1<y<1} (1.11)

Consideremos la siguiente funcién f definida en B tal que

f(x,y):§x+(1—‘5:>y:§(x+(1_5)y>+(1—5>y.

AT
(1.11) 2 2 y(ﬁl)2 2 '

flz,y) <
£ I £ £
ry) > —=+(1+Z)y > —Z—-(1-2) =-1.
it y)(mn 2 ( 2>y(1.n> 2 ( 2>

Por tanto, ||f|| < 1. Ademas, como f(€,1) = 1, entonces ||f|| = 1. Escojamos x = (0,1), asi
2

Por un lado,

Por otro lado,

&
flx)=1— - Dada g € Sx~ tal que ||f—g|| < &, entonces, por el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobés,
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g debe alcanzar su supremo en el mismo punto que f, en (£, 1), luego [|(0,1) — (€,1)|| = £. Asi, para

cada y € Sx tal que g(y) =1, se tiene que ||z —y|| > €&. O

A continuacién, veremos un teorema importante sobre la subdiferenciabilidad de funciones
convexas. Cabe destacar que en 1983, M. Fabian probé en [Fa] que el P.V. de Ekeland y el siguiente
teorema pueden deducirse a partir del Teorema de Bishop-Phelps, probando que ambos resultados son

equivalentes.

Teorema 1.1.6. (Teorema de Br¢ndsted-Rockafellar, 1965) [BrRo| (véase también [Phe]).
Sean X un espacio de Banach y f: X — RU {400} una funcion s.c.i. y convera. Entonces, dado un
punto xo € dom(f), £ >0, A >0y xf € 0 f(x0), existen x € dom(f) y x* € X* tales que

(a) x* € Of(x);
<

(b) [l = o
(¢) [la* = zg] < A.

)

€
A

En particular, dom(0f) es denso en dom(f).

Demostracion:

Se verifica que zj(z — zo) < f(x) — f(zo) + &, para todo z € X, ya que zj € O f(xp). Sea g: X —
R U {400} una funcion dada por
g(x) = f(z) — x5(x), para todo z € X.

Tenemos que g es propia, s.c.i. y dom(g) = dom(f). Ademés, como de la desigualdad anterior se tiene
que (f — () (xo) < (f — () (x) + &, para todo z € X, entonces g(zg) < i?(fg + &. Aplicando el P.V.
de Ekeland a g, obtenemos un punto z € X tal que
(1) g(2) + Allzo — 2|l < g(z0):
&
@) 2~ aoll < &
(3) g(x) + A||lx — z|| > g(z), para todo = € X.
Sea h: X — R U {+o0} una funcién continua definida por
h(z) = M|z — z||, para todo = € X.
La desigualdad (3) y el Teorema 0.3.11 implican que 0 € (g + h)(z) = 9g(z) + Oh(z). Asi, existe
z* € 0g(z) = 0f(z) — x§ tal que —z* € Oh(z). Notese que
Oh(z) ={z" € X* : 2*(x — 2z) < h(z) — h(z), para todo x € X}
={z" e X" : z"(x — z) < A||x — z||, para todo x € X}
={z" e X" : ||z"]| < A}
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Sean z* := 2" + x( y x := z, entonces

(a) % € Of (x);

£
(b) [lz —zoll = llz — 2oll <
(©) [la* —agll = llz"] < A;
como querfamos probar. O

Teorema 1.1.7. Sea X wun espacio de Banach. Si ¢ es una funcion meseta continua y Gdteaux

diferenciable en X, entonces span{¢’(xz) : z € X} = X*.

Demostracion:

Definamos una funciéon ¢: X — R U {+oo} dada por

1 .
o) = B@) si b(x) # 0;
+oo, sib(z)=0.

Fijemos f € X* y £ > 0. Comprobemos que ¢ — f verifica las hipdtesis del P.V. de Ekeland.
» Claramente, ¢(x) > 0 para todo = € X, luego ¢ — f esta acotada inferiormente.
= Veamos que ¢ es s.c.i. Dado r € R, entonces
0, sir <0.

lreX p@)<r}= {xeX:bgiw)Sr}a sir >0,

Luego {z € X : ¢(x) < r} es cerrado para todo r € R, lo que coimplica que ¢ es s.c.i. y, por

tanto, p — f es s.c.i.

Aplicando el P.V. de Ekeland, obtenemos un punto zy € X tal que

p(@) — f(2) = lao) — f(z0) — ]l — aoll, para todo « € X,
y equivalentemente,

o) — @(xo) > f(z) — f(z0) — &||lx — 20]|, para todo z € X,

De esta desigualdad se deduce que ¢(zg) es finito, ya que existen puntos donde b es no nula.

Consideremos v € Sy y ¢t > 0. Entonces,

o+ 1v) — plao) _ fltv) _ Etllo]] _
t -t t

flv)=¢.
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Como p(xg) # 400, tenemos que b(xp) # 0 y asi ¢ es Gateaux diferenciable en zy. Por tanto,

o)) = lim PETIV O 5 iy g

Como v es arbitrario, entonces
f(v) — ¢'(x0)(v) < & para todo v € Sy.

*2[)/(1‘0)
b3 (zo0)

d(f,span{b'(z) : v € E}) <E&.

Luego ||f — ¢'(z0)] < €. Como ¢'(z9) = , entonces

Finalmente, como £ > 0 es arbitrario, se obtiene el resultado. ]

Corolario 1.1.8. Si X es un espacio de Banach separable y admite una funcion meseta b € C*(X,R),
entonces X* es separable. En general, si X es un espacio de Banach y admite y admite una funcion
meseta b € C*(X,R), se tiene que dens(X*) = dens(X), donde dens(X) denota la densidad de X (es

decir, la menor cardinalidad de un subconjunto denso en X ).

Demostracion:

Para la segunda afirmacion, supondremos que X es separable (el caso general es similar). Sea
D = {z, : n € N} un conjunto denso en X. Como b': X — X* es continua, entonces
Y(X) = V(D) c V(D). Por el Teorema anterior, E* = 3pant/(X) C spanb/ (D), luego
dens(E*) > dens(E) y como para todo espacio de Banach se tiene que dens(E*) < dens(F),

hemos concluido. O

Veamos otras aplicaciones geométricas mediante unos conjuntos llamados pétalos y gotas. Una
aplicacién muy interesante de éstos, es que a partir de ellos se obtienen resultados equivalentes al P.V.
de Ekeland, como se puede comprobar en [H| y [Gog]. En concreto, veremos que el Teorema del Pétalo

de Penot y el Teorema de la Gota de Danes se pueden obtener mediante el P.V. de Ekeland.

Definicién 1.1.9. Sea X un espacio de Banach y sean a,b € X. Dado v > 0, decimos que
Py(a,b) = {o € X ¢ ylla— | + |z — bl < [Ib— all}

es un pétalo asociado a v,a y b.

Observacion 1.1.10. Cada pétalo es convexo.
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Demostracion:

Dados z,y € Py[a,b] y A € [0, 1], tenemos que

Ya = Az + (1 =Nyl +[[(Az + (1 = A)y) = bll < A(ylla — =[] 4[|z = bl]) + (1 = A)(vlla = yll + [ly — bl])
< mix{y[la —z|| + [lz = b, vlla =yl + [ly — oIl}
< [lb = all

Por tanto, Az + (1 — Ny € Py(a,b). O

Teorema 1.1.11. (Teorema del Pétalo de Penot, 1986) [Pen| (véase también [BZ]).

Sea X un espacio de Banach y sea S C X cerrado. Sean a € S, b€ X\S, r € (0,d(S,b)) yt=||b—a.
2

Entonces, existe y € SN Py(a,b) con ||y —al < —(t —r) tal que Py(y,b) NS = {y}.
Y

0, sizels,
+oo, sixz ¢S,
es la funcion indicatriz extendida. Entonces f(a) = |la = b|| =t < t+ ||z = 0| —r = f(x) +t —

Demostracién: Consideremos la funcion f(z) := ||z —b|| 4+ 1g(x), donde 1g(z) =

r, para todo x € S. Por tanto,
f(a) <1’réff+t—7“

Aplicando el P.V. de Ekeland a f(z) con § = 2(t —r) y £ = -, obtenemos que existe y € S verificando
L f(y) + Ella—yll < f(a). Por lo que |ly = bl| +yla —y[| < [la —b]| y, por tanto, y € P,(a,b).
2
2. |ly—af < ¢ = ;(75—7")-

3. f(x)+&llz—y| > f(y), para todo x € S\{y}. Luego [lx—b||+7[z—yll > [ly—0l, para cada z €
S\{y}. Asi, obtenemos que Py(a,b)NS ={y}. O

Definicién 1.1.12. Sean X un espacio de Banach, C C X convexo ya € X.

Llamamos gota asociada al punto a y C al conjunto:
[a,C] :=conv({a} UC)={a+t(c—a) : ce C,t€]0,1]}

Obviamente, cada gota es convexa.

Veamos previamente un lema que relaciona los pétalos con las gotas.

-7

Lema 1.1.13. /BZ] Sean X un espacio de Banach, a,b € X y~ € (0,1). Llamemos n := ||a—Dbl| e
Y

Entonces

By(b) C Py(a,b)

y, consecuentemente, [a, By(b)] C Py(a,b).
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Demostracion:

1—
Sea x € By (b), entonces ||z —b|| <n = ||a—b|\1+7’7 ¥, equivalentemente, (1+7)[|z—b| < [[b—al|(1—7).
gl
Asi,
16— all = ~(llx = bll + b — al]) + [l = bl = yllz — all + [lz - b].

Luego x € P,(a,b). La consecuencia se sigue de la convexidad de los pétalos y de que a € Py(a,b). 0O

Teorema 1.1.14. (Teorema de la Gota de Danes, 1972) [Dan| (véase también [BZ]).
Sea X un espacio de Banach y sea S C X cerrado. Supongamos b € X\S yr € (0,d(S,b)). Entonces,
dado € > 0, existe y € S satisfaciendo ||y —b|| < d(S,b) + & tal que [y, B,(b)] N S = {y}.

Demostracion:

Escogemos a € S tal que |la—b|| < d(S,b)+E y v :=

”Z:Z”;: € (0,1). Se sigue del Teorema del Pétalo

que existe y € SN Py(a,b) tal que Py(y,b) NS = {y}. Ademas, y € 95, ya que en caso contrario,

existe 0 < p < |ly — b|| 1 7 suficientemente pequenio tal que B,(y) C Sy [y, B,(b)] C Py(y,b). Pero,

por convexidad, {y} € B,(y) N [y, B,(b)] C SN Py(y,b), lo cual no es posible.

Ademas, como y € P,(a,b), entonces |y — b|| < [la — b|| < d(S,y) + £. Despejando r de la
1—
definicion de v, obtenemos que r = ||a — le_Firy y por el Lema 1.1.13, [y, B, (b)] C P,(y,b). Por tanto,
Y
v, B-0)] NS ={y}. U

1.1.3. Aplicaciones a Teoremas de Punto Fijo

El P.V. de Ekeland puede usarse para probar algunos Teoremas de punto fijo de forma alternativa.
Comenzaremos por un teorema clasico, probado por el célebre matematico polaco Stefan Banach en

1922. La prueba variacional que veremos a continuacion es debida a Ekeland ([Eke3], 1979).

Teorema 1.1.15. (Teorema del Punto Fijo de Banach, 1922) [Banach/
Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea f: X — X una aplicacion contractiva. Entonces, f tiene

un unico punto fijo.

Demostracion:

Sea g(z) := d(x, f(x)) y k la constante de contraccién de f. Aplicando el P.V. de Ekeland a g con
0 <& < 1—k, obtenemos un y € X tal que g(z) + £d(x,y) > g(y), para todo = € X, es decir,

d(z, f(z)) + Ed(z,y) > d(y, f(y)), para todo z € X.

En particular, si escogemos = = f(y), entonces

Ay, f(y) < d(f), f(fW)) +Ed(y, f(y) < kd(y, f(y)) + Ed(y, f(y)).
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Por tanto, (1 — k — &)d(y, f(y)) < 0. Como 0 < £ < 1 — k, necesariamente la desigualdad anterior
vale 0, luego y = f(y), por lo que y es un punto fijo. Si hubiera otro punto fijo, z € X, entonces
d(y,z) = d(f(y),f(z)) < kd(y,z) y, despejando, (1 — k‘)d(y, z) < 0. Como 0 < k < 1, necesariamente

z =y, por lo que el punto fijo es Gnico. O

Veamos a continuacion el Refinamiento de Clarke. Para ello, veremos previamente los conceptos

de segmento y el de contracciéon direccional.

Definiciéon 1.1.16. Sean (X,d) un espacio métrico y z,y € X. Llamamos segmento entre x e y al

conjunto

[,y :={z€ X : d(z,2) +d(z,y) =d(z,y)}.

Definiciéon 1.1.17. Sean (X,d) un espacio métrico y f: X — X una aplicacion. Diremos que f es

una contraccion direccional si:
1. f es continua.

2. Eziste k € (0,1) de forma que para cada x € X, conx # f(x), se tiene un punto z € [z, f(z)] \{z}
tal que d(f(x), f(2)) < kd(z, 2).

A k la llamaremos constante de contraccion direccional. Se verifica que toda contraccidn direccional es

una contraccion.

El Refinamiento de Clarke generaliza el Teorema del Punto Fijo de Banach al dar condiciones
més débiles. Se pueden encontrar ejemplos de contracciones direccionales que tienen un punto fijo y

no son aplicaciones contractivas (|BZ], pag. 17).

Teorema 1.1.18. (Refinamiento de Clarke, 1978) [Cl] (véase también [BZ]).
Sean (X, d) un espacio métrico completo y f: X — X una contraccion direccional. Entonces f admite

un punto fijo.

Demostracion:

Sea k la constante de contracciéon direccional de f. Sea ¢g: X — R una funciéon tal que g(z) :=
d(a:, f(a:)), continua y acotada inferiormente por 0. Aplicando el P.V. de Ekeland, a g con 0 < & < 1—k,
obtenemos un y € X tal que g(y) < g(x) + Ed(z,y), para todo x € X, es decir,

d(y,f(y)) < d(:v,f(:v)) + &d(z,y), para todo = € X. (1.12)

Si y = f(y), hemos terminado. En otro caso, como f es una contraccion direccional, existe z €

[y, f(¥)] \{y} tal que
d(f(2), f(y)) < kd(z,y). (1.13)
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Escogiendo x = z € [y, f(y)] \{vy}, d(y,f(y)) = d(y,z) + d(z,f(y)) (lgm)d(z,f(z)) + Ed(z,y). Por
tanto,

d(y,z) < d(z,f(z)) — d(z,f(y)) +5d(y,z) < d(f(y),f(z)) + Ed(y, 2) (1§13)(k: —|—5)d(y,z).

Consecuentemente, (1 —k — &)d(y, z) < 0. Como 0 < £ < 1 — k, necesariamente z = y, lo cual es una

contradiccién. O

Por 1ltimo, veremos el Teorema de punto fijo de Caristi-Kirk. Para ello, daremos previamente algunos

conceptos basicos sobre multifunciones.

Llamamos multifuncién o funcién multivaluada a una aplicacién definida en X que toma valores

en 2" y la denotaremos por F': X 3 Y.

El dominio de una multifunciéon serda dom F := {z € X : F(x) # 0}.

Se dice que z es un punto fijo de F si z € F(z).

Se define la grafica de F' como Gr(F) := {(z,y) € X xY : y € F(z)}.

El Teorema del Punto Fijo de Caristi-Kirk es otro resultado que generaliza el Teorema del Punto
Fijo de Banach. Pueden verse algunas aplicaciones en |[DoKi| o que es un resultado equivalente a la
completitud del espacio (|[West|, 1977).

Teorema 1.1.19. (Teorema del Punto Fijo de Caristi-Kirk, 1975) [CaKi] (véase también [BZ]).
Sea (X,d) un espacio métrico completo y f: X — R U {400} una funcion propia s.c.i. y acotada

inferiormente. Supongamos que F: X = X es una multifuncion con grdfica cerrada tal que

fy) < f(x) —d(z,y), para cada (x,y) € Gr(F).

Entonces F tiene un punto fijo, §, para el cual se verifica ademds que F(3) = {y}.

Demostracién:

1
Definimos una distancia sobre X x X tal que p((xl, Y1), (22, yg)) = d(xl, x2)+d(y1, yg). Seal < € < 3
y g: X x X = RU{+o0} tal que g(z,y) := f(z) — (1 = E)d(x,y) + Lau(p)(z,y), donde

(o) 0, si(z,y) € Gr(F)
Gr(F) (T, Y 400, si(z,y) ¢ Gr(F)

Asi, g es una funcion acotada inferiormente ya que, dados (z,y) € Gr(F),

g(z,y) = f(x) = (1 = E)d(z,y) > f(z) — d(z,y) > f(y)
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y f estda acotada inferiormente. Aplicando el Principio Variacional de Ekeland a g, obtenemos un
(Z,7) € X x X tal que

9(2,9) < g(z,y) +Ep((z,y), (Z,7)), para todo (z,y) € X x X.

Por tanto, si (z,y) € Gr(F),

F(8) = (1= £)d(7,5) < f(2) = (1 = E)d(w.y) + €(d(2,7) +d(y,7) ). (1.14)
Supongamos Z € F (7). Escogiendo (z,y) = (7, 2) en (1.14) tenemos que
F(3) = (1= )d(7,5) < £@) — (1 - )d(5,2) +£(d(5,7) + d(2,) ). (1.15)

Por tanto, teniendo en cuenta que por hipotesis f(7) < f(z) — d(:i‘, gj), obtenemos

0< f(z) — f(§) —d(z,7) (55)(25 —1)d(y,%).

Como 0 < 2€ < 1, se tiene que § = Z. Luego F(g) = {y}. O

1.1.4. La equivalencia con la completitud del espacio

Una aplicacién muy interesante del Principio Variacional de Ekeland, es que nos permite

caracterizar la completitud de un espacio métrico.

Teorema 1.1.20. [BZ] Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces X es completo si, y sdlo si, para cada

funcion f: X = RU {400} s.c.i., acotada inferiormente y € > 0, existe y € X satisfaciendo que

) <iif+ée

fy) < f(z) + Ed(x,y), para todo z € X.

Demostracion:

Si X es completo, entonces podemos aplicar el P.V. de Ekeland, obteniendo asi el resultado.

Sea (x;) una sucesion de Cauchy. Entonces la funcion f(z) := Zlgglo d(x;,z) estd bien definida
(porque (d(z,z;))ien es una sucesion de Cauchy) y es no negativa. Como la funcion distancia es
lipschitziana respecto a x, f es continua. Por otro lado, fgl(f f =0, ya que f(z;) = 0 cuando j — oo.

Dado 0 < £ < 1, por hipotesis podemos elegir y € X tal que
f(y) §5+1'£1(ff:5

fly) < f(x) + Ed(z,y), para todo z € X.

Escogiendo = z; cuando j — oo, obtenemos que f(y) < £f(y) y, necesariamente, f(y) = 0 ya que
0 < &€ < 1. Por tanto, lim z; = y. O
1—00



1.2. TEOREMA DEL PASO DE LA MONTANA 31

1.2. Teorema del Paso de la montana

El Teorema del Paso de la montana es un resultado importante para el estudio de soluciones
miultiples de ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Su nombre proviene de una interesante
interpretacién geométrica: supongamos una cuenca rodeada por montanas. Para ir de un punto de la
cuenca a otro fuera de las montanas que la rodean, uno debe seguir un camino que atraviese la cresta
de la montana. Cada camino tendréa un punto donde la altura serd maxima. Intuitivamente, podemos
imaginar que entre todos los caminos posibles, debe haber alguno que tenga la menor altura maxima
posible. El punto donde se alcance la menor maxima, debe ser un punto silla. De hecho, a lo largo de
este camino, dicho punto tiene la maxima altura y a la vez tiene la menor altura en la cresta de la

montana. Ademas, bajo ciertas condiciones, serd un punto critico.

Para establecer este resultado, necesitaremos definir lo que llamaremos caminos o pasos. Sea
X un espacio de Banach y sea C(]0, 1], X) el espacio de Banach de las funciones continuas z: [0, 1] — X
con la norma del supremo ||z||s. Dados a,b € X, definimos el conjunto de caminos desde a hasta b

Ccomo

I'(a,b) :={z €C(]0,1],X) : z(0) =ay z(1l) = b}.

Observacion 1.2.1. I'(a,b) es un espacio de Banach ya que es un subespacio vectorial cerrado del
espacio de Banach (C([0,1], X), ] - |loo)-

Demostracion:

Si {zn}22, C I'(a,b) es una sucesion que converge con la norma || - [|o a € C([0, 1], X), entonces
{zn} converge uniformemente a x. Por tanto z,,(0) = z(0) = a y z,(1) = z(1) = b para cada n € N.
Luego x € I'(a, b). O

La siguiente definicién nos ayudara a caracterizar la cresta de la montana.

Definicién 1.2.2. Sea X un espacio de Banach y sea S un subconjunto cerrado de X. Decimos que

S separa dos puntos a y b en X si éstos pertenecen a componentes conexas disjuntas de X\S.

1.2.1. Resultado principal

El Teorema del Paso de la montafa fue probado por Antonio Ambrosetti y Paul H. Rabinowitz
en 1973 en [AmRa| mediante otras técnicas diferentes a las que usaremos. La prueba que veremos tiene
especial interés ya que obtiene el resultado a partir del P.V. de Ekeland y esta basada en un articulo
del francés Nassif Ghoussoub y del britanico David Preiss de 1989, (|[GP]).
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Teorema 1.2.3. (Teorema del Paso de la montana aproximado, 1989) [GP| (véase también [BZ])
Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, sean a,b € X y sea f: X — R una funcion continua y Géteaux
diferenciable cuya derivada Gateauz, f': X — X* es continua con la topologia de la norma en X y la
topologia débil* en X*. Definimos

= inf : t)).
¢ xelf‘rza,b) tren[(z)iﬁ{} f(SC( ))

Supongamos que S es un subconjunto cerrado de X tal que S C {x € X : f(x) >c} y S separa a y b.
Entonces existe una sucesion (x;) C X tal que:
1. lim d(S,z;) = 0.
1— 00

2. lim f(z;) =c.

i—00

3. lim || f'(xs)]| = 0.

i—00

Demostracion:

Como S separa a y b, podemos encontrar dos abiertos disjuntos U y V tales que X\S =UUV,a €U
1
ybe V. Fijemos 0 < £ < 5 min(1,d(S,a),d(S,b)). Probaremos la existencia de un punto z¢ € X tal

que

)
i) e< flzg) <c+ 152.

w

i) d(S,ze) < 3.

i) I (ze)l < S¢.

Sea un camino Z € I'(a,b) tal que
52
max{f(z(t)) : t€[0,1]} <c+ e (1.16)
Definimos
a:=sup{t € [0,1] : z(t) e U y d(S,z(t)) > £},
B :=mf{t €[0,1] : z(t) € V y d(S,z(t)) > E}.

De esta forma, se tiene que d(S,Z(t)) < & para todo t € (o, ). Sea h: X — R definida como
h(v) := Eméx(0,€ —d(S,v)) para todo v € X. Como I'(Z(«), Z(5)) es cerrado en C([0, 1], X'), podemos
definir la funcion ¢: I'(z(«), z(8)) — R tal que

o(x) == max{f(z(t)) + h(z(t)) : t €[0,1]}.
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Notese que 0 < h(v) < &2, para todo v € X, y que soph C {v € X : d(S,v) < £}. Ademas, para
cada x € I'(Z(a),Z(5)) tenemos que z([0,1]) NS # 0, ya que z(0) = Z(a) € U,z(1) = z(B) € V y
X\S =UUV. Se sigue que para todo = € I'(Z(«), Z(5)),

o(x) > max{f(z(t)) + h(z(t)) : t €[0,1] y z(t) € S} > ¢ + £2,

luego
fnf >c+ &2 1.17
I'(z(a),3(8)) 7= (L17)
Por otra parte, sea z € I'(Z(«), Z(B)) definida como z(t) := Z(a + (5 — «)) para t € [0,1]. Entonces
) _ _ &2 5 582
o(z) <max{f(z(t)) +h(z(t)) : t€[0,1]} < | c+ Rl Ef=c+ - (1.18)

Por tanto,
2

z) < inf + —.
°(2) F(i’(a)af(ﬁ))w 4

La funcion ¢ cumple las condiciones requeridas para poder aplicar P.V. de Ekeland sobre I'(Z(«), Z(3)).

Asi, encontramos un camino y € I'(Z(«), Z(8)) tal que

p(y) < ¢(2), (1.19)
ly -zl <&, (1.20)
p(x) > ply) — Sl — gl para cada € T(F(a), 7(3)). (121)

Sea M C [0, 1] formado por todos los puntos donde (f + h) oy alcanza su méaximo en [0, 1]. Veamos

que existe t € M tal que || f'(¢)|| < gé’. Definimos
Z:={vecC(0,1],X) : v <1ywv(0)=v(1) =0} (1.22)

Notese previamente, que para cada v € Z, si & = vs + y, con s > 0, se tiene que x € I'(Z(«), 2(8)) v,

sustituyendo en (1.21), obtenemos que

_guyﬂ < lim inf ey + 81;) —oy) _ hgégf ; tl;rl[g>1<]{(f +h)(y(t) + sv(t)} — Eé’ﬁ{(f + h) (y(t))}] .
(1.23)

Por un lado, como d(S, y(t) + sv(t)) > d(S,y(t)) — d(y(t), y(t) + sv(t)) > d(S,y(t)) — s||v|| para todo
€ [0,1], entonces h(y(t) + sv(t)) =& 1;1[6&)(} (0,€ —d(S,y(t) + sv(t)) <& max] (0,€ —d(S,y(t)) +

te[0,1
Esllv]l = h(y(t)) + Es|v||. Por tanto,

h(y(t) + sv(t)) < h(y(t)) + Es||v||, para todo t € [0,1]. (1.24)
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Por otro lado, aplicando el Teorema del Valor Medio tenemos que f(y(t) + sv(t)) — f(y(t)) =
f'(est)(sv(t)) = sf'(cse)(v(t)), donde ¢4 es un punto intermedio entre y(t) e y(t) 4+ sv(t). Por tanto,

SO0 _ e o+ 290 e - o) + LU G)e0)
(1.25)

s s
Por la compacidad de las im4genes de y y v, y la continuidad || - || — w* de f’, se puede comprobar que

111% m[(z)lx |f'(cst) — f'(y(t))| = 0. Entonces, podemos dominar la desigualdad (1.23), mediante (1.24) y
s—0te

(1.25), de la siguiente forma:

=Sl < i ot L ((F + 1) (0(0) + 5 GOV O)} — m {7+ W)} | + . (126
Sean k := (f + h) oy, L := f'(y)(v) y m una funcién continua sobre C([0, 1]) definida por

m(z) := max x(t). Asi, por (1.26),
t€[0,1]

3€ m(k + sl) — m(k)

——||1/|| < lim inf
s—07F

. (1.27)

La funciéon m es convexa, pues dados A € [0,1] y z,y € C([0,1]), tenemos que m(Azx + (1 — N)y) =
m[glﬁ(]{)\x(t)—i- (1-Nyt)} < )\%éﬁix—k(l —-)) ]%éﬁcy = Am(x)+(1—A)h(y). Entonces, su subdiferencial
te ) 3 )

se puede caracterizar de la siguiente manera ([IL]):
om(z) = {p : p es una medida de probabilidad de Radon con soporte en M(x)},

donde

M(z) :={t€[0,1] : z(t) =m(z) = tren[amlc}x(t)}

Asi, se sigue de (1.27) y del Teorema (0.3.31) que:
3E m(k + sl) —m(k)

——||V|| < lim inf < max{(u,l) : peom(k)} = max{/f v)dp : pe om(k )}
(1.27) s—0F s (0.3.31)

Por un teorema minimax estandar (ver [BD]), tenemos que:

3E
_2(132)1I;fmax{/f v)du : u € om(k), VEI}—maxmf{/f (v)du : ,ueam(k:),Z/EI}
(1.28)
Fijado t € (0, 1), definimos Z(¢t) := {v(t) : v € T} = Bx. Entonces,
inf f'(y(t))(v(t)) = inf f(yt)(®)= if f(y@)(w) =~ sup f(yt)(w)=—[Ffy®)l

vel v(t)eL(t) weBx w€BXx
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Luego fnf f(y(®))(v(t)) = ~I|f(y(8)) ]| ¥ por (1.28),

——maxmf{/f Vdp : € om(k), Z/EI}SIDELX{/mff( V(W) - ,ueﬁm(k:)}

vel

—mox{ = 170l e om®} < min (1O mx{ [ dn s e omti |

te M (k)

Puesto que cada p es una medida de probabilidad,

_%< min {—Hf( )}

teM (k

3E _
Entonces, de la desigualdad anterior obtenemos que ||f'(y(¢¥))| < ~ Dara todo t € M(k).

3&
Sea xg = y(t). Entonces |f'(xz¢g)] < - satisfaciendo iii.). Veamos que zg satisface i.) y ii.).

Para i.), tenemos que

5}
c+& < inf < f(y(@®) + h(y(t) = < p(z) < e+ —=.
(1.17) F(i(a),i(ﬁ))(p J®) v(H) =) (1.19)@( )(1.18) 4

2
Puesto que 0 < h < &2 entonces ¢ < f(zg) < ¢+ R satisfaciendo asi i.). Veamos que

méx k(t) > max{k(0), k(1)}. Por un lado,

(0.1
52
R =W 2 L &>t
Por otro lado,
HO) = S0(0) + hu(0) = F(3(@) + hiae)) = F7@) < e+
y o
k(1) = fy(1)) + h(y(1)) = f(2(B)) + h(2(B)) = f(2(8)) W0 +

Asi, obtenemos que M (k) N {0,1} = (. Por tanto, ¢ € (0,1). Como teniamos que z = Z(a + t(8 — «))
y d(S,z(t)) < & para todo t € (a,f3), entonces d(S,z(t)) = d(S,z(a + t(8 — «))) < &. Luego
E 3
d(S,ze) = d(S,y(t)) < d(S,z(t)) + d(z(), y(ﬂ) < 5 +t5 =50 satisfaciendo ii.). O
Con este teorema podemos afirmar la existencia de una sucesion (x;) tal que (f’(z;)) converge a 0.

Para poder asegurar la existencia de un punto critico para f, necesitamos adicionalmente la condicién

de Palais-Smale (|PS]).
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Definiciéon 1.2.4. Sean X un espacio de Banach, S C X y f: X — R wuna funcion Gdteaux
diferenciable. Decimos que f satisface la condicion de Palais-Smale en torno a S en el nivel ¢
si para toda sucesion (x;) C X que verifique las tesis del Teorema del Paso de la montana (i.e.,

lim d(S,z;) =0, lim f(z;) =c y lUm ||f'(x;)|| = 0) tiene una subsucesion convergente.
1—00 1—00 1—00

Como consecuencia del teorema anterior, obtenemos el Teorema del Paso de la montana.

Corolario 1.2.5. (Teorema del Paso de la montana, 1973)

Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, sean a,b € X y sea f: X — R una funcion continua y Géteaux
diferenciable cuya derivada Gateauz, f': X — X* es continua con la topologia de la norma en X y la
topologia débil* en X*. Definimos

= Inf A t)).
O ety iz FE)

Supongamos que S es un subconjunto cerrado de X tal que S C{x € X : f(z) > c} y S separa a y b.
Entonces existe & € S tal que f(z) =c y f'(z) = 0.

1.2.2. Aplicaciones al Problema de Dirichlet

En las referencias [Am| y [Ra| podemos encontrar numerosas aplicaciones del Teorema del Paso de
la montafia. En particular, es una buena herramienta para obtener la existencia y multiples resultados
sobre soluciones de ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Consideremos el Problema de Dirichlet
para ecuaciones semilineales elipticas de la forma

{ —A(x(y)) = F'(=(y)), y€Q, (1.29)

z(y) =0, y € 04,
donde € es un abierto de RY, z € C%(Q,R), F: C?(Q,R) — R es una funcién no lineal y A es el
operador laplaciano. Consideraremos el espacio de Sobolev X = H&(Q) y las soluciones en el sentido

de las distribuciones. Entonces las soluciones de (1.29) corresponden a los puntos criticos del funcional
f: HY(Q) — R tal que

1
fa) = 5llellt = | Flatw)iy, o € H3(©)
donde la norma || - [|; denota la norma de H}(£2). Para ilustrarlo, consideremos el caso en el que

F(x(y)) = lz(y)P,x € Hy(Q)

N-1
donde 2 < p < 2% := 2m. Claramente, el Problema de Dirichlet tiene la solucién trivial z = 0.
Usaremos el Teorema del Paso de la montana para demostrar que al menos tiene una soluciéon no
trivial. Gracias a la condicién 2 < p < 2*, por el Teorema (0.3.44), tenemos que H () — LP(Q) es

una inclusion compacta (Definicion (0.3.42)), es decir, que lleva subconjuntos cerrados y acotados de
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HZ(Q) a subconjuntos compactos de LP(2). Asi, por las inclusiones de Sobolev (Teorema (0.3.43)),
f(z) = r para algin r > 0 sobre la esfera unidad Sy1(q). Obviamente, f(0) = 0. Ademés, fijando

x # 0, tenemos que
1
ft2) = 5 0all = [ law)ldy, 5 .

t—+o0

Luego existe b = tx tal que f(b) < 0, lo cual implica que f satisface las condiciones geométricas del

Teorema del Paso de la montana con a := 0, b:=tx y 5 := Sy (q).

Para probar que f tiene un punto critico sobre S comprobaremos la condicién de Palais-Smale.

Sea (x;) C X una sucesion tal que
flz)) —=cy fl(x;) —0. (1.30)

Primero, obtendremos una acotacion de la sucesion (x;). Por un lado, para i suficientemente grande se

tiene que f’(z;)(x;) < E||xi||1, luego por el Lema 0.3.46,

p/Qlﬂci(y)lpdy < lzillf + Ellzill1. (1.31)

Por otro lado, como f(x;) esta acotada, existe una constante k tal que, para ¢ suficientemente grande,

k
@) = gl = [ lato)Pa < (1.32)

y, por consiguiente,
|@M%Sk+2/Nm@wwy (133)
Q

Por tanto, de (1.31) y (1.33) se obtiene para i suficientemente grande que
2 2
il < &+ ];Hl‘z'H% + I;SH%'HL
Asi, para i suficientemente grande,
2 2
(1= 2) ol = Z€lfely < k.
p p

Como p > 2, se sigue que ||z;||1 esta acotada. Al ser HZ (Q) reflexivo, podemos suponer que (z;) converge
a 7 en la topologia débil de H}(£2) (pasando a una subsucesion si es necesario). Como HE () < LP(€2)
es una inclusién compacta, podemos suponer que (z;) converge en norma en la topologia LP(2). Por
otro lado, como f'(z;) — 0 (por (1.30)), se puede comprobar que (z;) converge en norma a T en la

topologia de H(f2) y, por tanto, f'(z) = 0, obteniendo asi un punto critico.
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1.3. Principio variacional de Stegall

Este resultado fue probado por Charles Patrick Stegall en 1978, en [Stel| (véase también
[Ste2]). Si anadimos la propiedad de Radon-Nikodym a las condiciones del P.V. de Ekeland, podemos
conseguir una funcién de perturbaciéon z* € X* tal que f 4 z* alcance un minimo fuerte sobre X.

Veremos después algunas aplicaciones donde se aprovecha la linealidad de z*.
Salvo que se indique lo contrario, supondremos que X es un espacio de Banach en toda la seccién.

1.3.1. Resultados previos sobre minimos fuertes y rebanadas

Para desarrollar esta subseccion, utilizaremos los libros [BZ|, [FHHMZ]| y [Phe].

Definicion 1.3.1. Sea A C X no vacio. Para o > 0 y z* € X*, llamamos rebanada de A al conjunto
S(x*,A,a) : ={x € A : z"(x) >supz” — a}.
A

Dada una funcion f: A — RU{+oo} acotada superiormente en A, podemos generalizar este concepto

considerando

S(f,A,a)={xecA: f(z) >81j‘pf—oz}.

Definicién 1.3.2. Sea A C X no vacio. Decimos que ) # A C es dentable si dado £ > 0, existen
¥ € X* ya>0 tales que 0 < diam S(z*, A, o) < €.

Definiciéon 1.3.3. Decimos que A C X tiene la propiedad de Radon-Nikodym (o RNP) si todo

subconjunto no vacio y acotado de A es dentable.

Observacion 1.3.4. Esta no es la definicion original de la RNP, pero es equivalente. La original puede

verse en [FHHMZ], donde podemos ver otra caracterizacion:
X es Asplund si, y solo si X* tiene la RNP.

En particular, los espacios reflexivos o espacios duales separables (como ¢1) tienen la RNP.

Definiciéon 1.3.5. Sean A C X un subconjunto no vacio y f: A — R U {+oc} una funcion acotada

inferiormente. Decimos que x € A es un minimo fuerte de f sobre A si:
i) f(z) = f%ff.

ii) Dada (x,) C A tal que f(xy) = f(x), entonces ||x — x| — 0.
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Veamos algunos resultados que usaremos més adelante para probar el P.V. de Stegall.

Proposicion 1.3.6. Sea A C X un subconjunto cerrado. A es dentable si, y sdlo si, dado € > 0, existe
z € A tal que x ¢ conv(A\Bg(z)).

Demostracion:

Supongamos que A es dentable. Fijemos £ > 0, entonces existen z* € X* y a > 0 tales
que diam S(z*,A,a) < &. Sea x € S(x*,A,«a), entonces (A\Bg(z)) N S(z*,4,a) = 0 (si no
fuera asi, tendriamos que diam S(z*,A,«) > &). Por tanto, (A\Bg(z)) < (A\S(z*, A,a)) y
conv(A\Bg(z)) C conv(A\S(z*, A, ) C X\S(z*, A, ). Luego = ¢ conv(A\Bg(z)).

Supongamos que dado £ > 0, existe x € A tal que z ¢ conv(A\Bg(x)). Por la primera
forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach, existe z* € X* y o € R tales que

sup 2" < a < x*(x).
A\Bg ()

Entonces {y € A : z*(y) > a} es una rebanada de A con diametro menor o igual que 2&. O]

Proposicion 1.3.7. Sean A C X wun subconjunto cerrado y no vacio y f: A — R U {+o0} una
funcion s.c.i. y acotada inferiormente en A. Entonces, [ alcanza un minimo fuerte si, y sdélo si,
lim diam S(—f, A, a) = 0.

a—0t

Demostracioén:

Noétese previamente que,

S(—f,A,a)={zcA: —f(x) >Sljp(—f)—a}:{$€A : —f(x) >—1’%ff—oz}
={recA: f(x)<1'gff+oz}.

Supongamos que f alcanza un minimo fuerte en x € A. Entonces f(x) = ir}‘f f ydada (z,) C A
tal que f(zn) — f(z), se tiene que ||z, — x| — 0. Por reducciéon al absurdo, supongamos que existe
una sucesiéon de niimeros positivos, (a;) tal que a;,, — 07 y Tllggo diam S(—f, A, ay,) > € > 0. Entonces
existen dos suciones (x,,), (y,) C A tales que x,,yn € S(—f, A, ), para cada n € N, con ||z, — yn|| >
£ >0,paracadan € N,y (f($n)) y (f(yn)) monotonas decrecientes (si fuera necesario, tomando una
subsucesion). Por tanto,

lim f(z,) < 12ff + nlggo Oy = 1rf11ff

n—oo

25, S o) < B g o = BT
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Luego f(z) = lim f(x,) = lim f(y,). Como z es minimo fuerte, entonces ||z, — z|| — 0y
n n—oo
1yn = @[l = 0. Pero [|zn — ynll < llon — 2 + |2 — ynll = 0, luego [lzn — ynll = [z — y|, lo cual es una
contradiccion.
Supongamos que h’m+ diam S(—f,A,a) = 0. Sea () una sucesion decreciente de nimeros
a—0

positivos tal que «, — 07 y sea (z,) C A una sucesion tal que z, € S(—f, A, a,), para
cada n € N. Entonces f(x,) < inff + a, — inf f y, por consiguiente, f(z,) — inf f. Como
A n—oo A n—oo A

h'rn+ diam S(—f, A, a) = 0, la sucesion {z,}7°; es de Cauchy y, por tanto, convergente a z € A. Al
a—0

ser f s.c.i., tenemos que f(Z) < lim inf f(x,) = inf f.
n—00 A

Veamos que Z es unico. Si existe otra sucesion (y,) C A tal que lim f(y,) = igff, usando el
n—oo
mismo razonamiento que antes, existe § € A tal que lim y, = ¥ y, por tanto, f(y) = i%ff. Puesto
n—o0
que Z,y € S(—f, A, a), para todo o > 0, se tiene que = y. En consecuencia, existe un tnico z € A

tal que = € ﬂ S(—f, A, o) y, dada una sucesion (z,) C A tal que f(z,) = f(Z) = irflef, entonces
n>1
zn — &. Asi, f tiene un minimo fuerte sobre A en Z. O

Lema 1.3.8. Sea X un espacio de Banach y sea A C Bx no vacio. Supongamos que f: A — RU{+o0}

estd acotada superiormente en A. Entonces para cada o > 0, tenemos que S(f +z*, A, 8) C S(f, A, )
«

si ||lx*]] < 5 Y 0<p<a-—2|z*.

Demostracion:
Dado z € S(f + z*, A, ), entonces f(x) 4+ z*(x) > sup(f +2*) — 5 > supf—|z*|| — 5. Luego
A ACBx A

fl@) >sup f—[la*]| = f—a™(x) > —supf=2[z"[| =B =supf—2|a"| -+ 2]z = sup f —a
A Tz€ACBx A A A

Bx
Por tanto, S(f + z*, A, B) C S(f, A, ). O

Lema 1.3.9. Sea X un espacio de Banach y sea (A;)ien una sucesion de subconjuntos de X

(enventualmente) no vacios. Supongamos que existen € > 0 y A > 0 tales que para cada i € N, si

A
z € conv(4;) ey € X, se tiene que d(conv(A;i11\Be(y)), z) < 5 Entonces,

A= ﬂ U conv(A;) es no vacio y no dentable.

i=175>i
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Demostracion:

4\
Veamos que A # () y ademas que para cada i € N, conv(4;) C B4>\( ) ={r e X : dAzx) < o b
Por hipotesis, existe 7 € N tal que A; # (), luego tenemos un x € Conv(Ai). Aplicando nuevamente la

2
hipotesis, existe x1 € conv(A;41) tal que ||z — z1]| < o Analogamente, existe xo € conv(A;42) tal

que ||z1 — x| < Py Por un razonamiento inductivo, existe zj € conv(A4;,x) tal que
2\
|k — a1l < ivks bara cada k=0,1,2,...
> — 2\ 4\ S
Entonces Z lxg — x|l < Z 2% = 51 Luego Z(azk — Tj41) converge a un elemento y € X y
k=0 k=0 k=0

. . 4\ S N

por la desigualdad triangular, ||y| < o Por otro lado, y = kzo(xk — Tpi1) = n%gnoo kzo(xk — Tpy1) =

lim (xg—xz1)+(x1—22)+. ..+ (T —Tms1) = xo—2, donde z := lim z,,4;. Por la forma de construir
m—r0o0 m—0o0

o0 i A A A Adema A
{xr}72,, se sigue que z € A = ﬂ Uconv( ), luego A # (). Ademas, como |ly|| = ||zg — z|| < 2S¢
i=1j>i
tiene que xg € Bax (A). Puesto que xp es un punto arbitrario de conv(4;), se tiene
27/

conv(A;) C Bu(A), i € N. (1.34)

2t

Veamos ahora que A no es dentable. Por la Proposicion 1.3.6, basta ver que para todo x € A, se cumple

5
<5 Como z € L;J conv(A;), para
J=t

4\

que A C conv(A\Beg (z)). Sean x € A arbitrario y k € N tal que ok
2

cada i € N, tenemos que si i > k, existen j > 7 e y; € conv(4;) tales que ||z —y;|| < 5 Por hipotesis,

2\

A 2)
d(conv(Aj1\Be(x)),y;) < 5 <o . Entonces existe z; € conv(A;1\Be(z)) tal que |ly; — 2| < = 57

2

Podemos escribir z; como una combinacién convexa finita,
p
zZp = E Anln,
n=1

P
donde p € N,Z)\n =1y u, € Aj1\Bg(x), n = 1,...,p. Por otro lado, A;11\Bg(x) C

n=1
4/\
conv(Aj11) C B_an (A) C Baa(A). Entonces existe vy, € A tal que [|u, —vp|| < —, n=1,...,p.
(1 34) 27+l 2 2t
P4 4)\
Sea w; 1= zzl)mvn Se tiene que ||z; — w;|| < Z:l)\ nlltn — v < Z)\ o = o . Asi,
n n

A2X 4N TA
o= will < ll = wll + s — =il + 1z — il < 5+ 52+ 25 = o=
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Como ||up, — || > &, n=1,...,p (u, ¢ Be(x)), entonces
4\ ahn £
T N
A
Luego v, € A\Be(z), n=1,...,p y w; € conv(A\Bg (z)). Por otro lado, hm |z —w;]| < hm noop =
2 2

0, lo que implica que x € conv(A\Be (x)). Por tanto, A no es dentable. D
2

Lema 1.3.10. Sean X un espacio de Banach y A C X un subconjunto no vacio, cerrado y acotado.
Supongamos que para todo € > 0 y para toda funcion f: A — RU{+o00} s.c.i. y acotada inferiormente
en A, existe z* € X*, con ||z*|| < &, y a > 0 tales que diam S(—(f + z*), A, a) < 2E. Entonces, para
toda funcion f: A — RU {400} s.c.i. y acotada inferiormente en A, eziste x* € X* tal que ||z*|| < &

y [+ x* alcanza un minimo fuerte en A.

Demostracion: Supongamos sin pérdida de generalidad que A C Bx y que 0 < £ < 1. Sea ag := 1.

Por hipotesis, existe zj € X y 0 < a3 < 1 tales que |z7|| < 5 Y diamS; < &, donde S; :=

&
S(—(f +27),A,a1). Aplicando la hipotesis a f + 2] y & := 153, existe 25 € X* y0<ap <y <1
tales que ||z3|| < & y diam Sy < 2&;, donde Sy := (—(f + 2] + 23), A, az). Continuando con este

proceso por induccién, obtenemos las sucesiones

£ >0, 0<a;<1, zfeX*, ,:_s< (f—l—Zxk),A,ai>

tales que para cada ¢ € N,

&7}

& = EW’ H$;k|| < &_1, diamS; <2&_1, a; < ;1.

Por un lado,

o0
*
P

punto z* € X * Por otro lado, como gz — 0, entonces diam S; — 0.

< Z llxi || < Z&-,l = EZ Zz_l < EZ 5 = E. Luego Za:;‘ converge a un
=1 ; =1 i=1

=1

Veamos que f + z* alcanza un minimo fuerte. Por la Proposicion 1.3.7, tenemos que probar

que Hm+ diam S(—(f + z%), A,a) = 0. Como diam S; — 0, es suficiente con probar que dado i € N,
a—0

existe a > 0 tal que S(—(f + z%), A, ) C S;. Para ello, definimos w} := Z xy, ¢ € N. Entonces
k=i+1

i
f—i—m*:f+2x,’;+w;‘. Como
k=1

o

o0 oo
ap_q 1 1 Q
lwil < Y2 ekl € Y2 = <8 Y o = Eaigs <
k=i+1 k=i+1 k=i+1
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si escogemos 0 < o < a; — 2||wy||, por el Lema 1.3.8 obtenemos que

S(—(f+2"),Aa) CcS(—(f+2"—w)),Aa;)=S;. O

1.3.2. Resultado principal

Teorema 1.3.11. (Principio variacional de Stegall, 1978) [Stel] (véase también [Ste2] y [BZ]).
Sea X un espacio de Banach. Sea C C X mno wacio, cerrado, acotado, convexo, con la propiedad de
Radon-Nikodym y sea f: C — R U {+o0} una funcion s.c.i. y acotada inferiormente. Entonces, dado

E >0, existe v* € X* tal que ||z*|| < & y f + x* alcanza un minimo fuerte sobre C.

Demostracion:

Por el Lema 1.3.10, basta con probar que dado £ > 0 arbitrario, existe z* € X* con ||z*|| < €y
a > 0 tales que diam S(—(f 4+ z*,C, «)) < 2€. Por reduccion al absurdo, supongamos que para todo
xz* € X* con ||z*|| < € y para cada a > 0, tenemos que diam S(—(f +z*),C, ) > 2€. Para todo i € N,

A; ;:U{s <—(f+x*),(7, 41> || <5—21Z.}.

1
Para i suficientemente grande, £ — 5 > 0, por lo que A; # (), luego (A;) es una sucesion de conjuntos

definimos

5 . . .
(eventualmente) no vacios. Sea A := 3 y comprobemos que se satisfacen la hipotesis del Lema 1.3.9

con la sucesion (4;). Veamos que dado y € X, se tiene que

A
conv(A;) C conv(A;+1\Be(y)) + ?BX'

A
Por reduccion al absurdo, si existe x € A; tal que para algin y € X,z ¢ conv(A;+1\Bs(y)) + ?BX,

por el Teorema de Hahn-Banach, existe y* € X*, con ||y*|| = 1, tal que

A
Yy (r) < Inf  yF— —. 1.35
(@) Aiy1\Be (y) 2 ( )
C € A;, existe z* € X* I *H<€—lt1 €S (—(f+2%),0,L). Sea z* := a*+ L
omo z € A;, existe x con ||z 5 tal que & 27),C, 35)- Sea 2" := 2"+ 5 y”,
1 1 .
entonces |[z*|| < ||z*| + it ly*|| < &€ - 5t oo = & — ST Por tanto, por la definiciéon de A;;1,

tenemos que S (—( f+25,C, 41%) C Ai11. Teniendo en cuenta la afirmaciéon que hemos obtenido por

reduccién al absurdo y que ||z*|| < & obtenemos que S (—(f + 2*),C, ;1) & Be(y). Luego existe

1
z € C\Bg(y) tal que —f(z) — 2*(z) > sgp(—f —2%) — ZiF1 Yo Por tanto,

f(z) +2%(2) <1’rclf(f+z*)—|—ﬁ. (1.36)
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A
A’, GA B 135, * < ’f *—*< * — 1
sf, 2 € Ait1\Be(y) y por (1.35), y*(z) < A Y T sy (2) = 53, por lo que
)\ *
5 <y*(z —x). (1.37)
1
Como z € S (—(f + z*), A, %) y z € C, obtenemos que — f(x) — z*(x) > sgp(—f —z¥) — e luego
* , « 1 . 1
flx)+z (x)<1réf(f+x )—I—Eﬁf(z)—i-x (Z)—i_ﬂ' (1.38)
Usando (1.36) y (1.38):
* ]' z. * 1
FE) 427 () gy () = ) +27() <, (7 +27)+
, . 1 1
= HCl’f f +x + ﬁy + W
* 1 *
< fl@)+z (m)‘}'ﬁy (93)4'@
. 11, 1
(138) f(z) +x%(2) + z + Sir1Y (z) + yrEsE
Consecuentemente,
1, 11 5
sy (2= 2) < 5+ o =
. 5 A o
Por tanto, y*(z — x) < 31 = 50 lo cual entra en contradiccion con (1.37).
oo S
Por consiguiente podemos aplicar el Lema 1.3.9, luego A := ﬂ UconV(Aj) es no vacio y no

i=15>i
dentable. Pero A C C'y esté acotado, luego C no tiene la propiedad de Radon-Nikodym, lo cual es

una contradiccién. O

Veamos a continuaciéon una variante de este resultado, muy ttil en aplicaciones.

Corolario 1.3.12. (M. Fabian, 1983) [Fa] Sean X wun espacio de Banach con la propiedad de
Radon-Nikodym y f: X — R U {400} una funcion s.c.i. Supongamos que existen a > 0 y b € R
tales que f(x) > allz|| 4+ b, para todo x € X. Entonces, dado £ > 0, existe x* € X* tal que ||z*]| <& y

f+x* alcanza un minimo fuerte sobre X.

Demostracioén:

Como podemos reemplazar f por f — b, podemos suponer que b = 0. Nétese que si z* € X* con

a
l|lx*|| < > entonces para todo x € X,

* * * a a
f(@) +2%(z) 2 allz|| + 27(z) 2 allz]] — [lz"|[[lz]| = allz]| - ] = S]] (1.39)
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2
Sea r := f(f(O) + 1). Aplicando el P.V. de Stegall a f restringida a la bola rByx, con 0 < £ < g,
a

tenemos que existe z* € X* tal que ||2*|| < £ y f+ 2* alcanza un minimo fuerte en z € rByx.

Queda ver que T es un minimo fuerte de f + x* en X. Si z € X es tal que

f(@) +a*(x) < f(2) +27(7) = Wf (f +27) < f(0) +27(0) = f(0),

rBx

entonces gHwH < f(z) + 2% (x) < f(0) y, por tanto,
(1.39)

2
]l < = f(0) <.
a
Luego x € rBx y f(z)+ 2*(x) = f(Z) + «*(Z). Por ser x € X arbitrario, entonces
f(@) + 2™ (z) = fuf(f +27).
Dada (z;) C X tal que f(z;)+2*(x;) — f(Z)+2*(Z), tenemos que para todo ¢ suficientemente grande,
f(acz) + x*(.%'@) < f(O) + 1.
Asi,

Slaill < flas) +a"(@) < f(0) +1.
(1.39)

2

Luego ||z;|| < =(f(0) + 1) = r, para ¢ suficientemente grande. Por tanto, (x;) C rBx (eventualmente).
a

Como T es un minimo fuerte de f + z* restringido a rBx y f(z;) + =*(x;) — f(Z) + 2*(Z), entonces

||lx; — || = 0. Luego Z es un minimo fuerte de f + z*: X — R. O

1.3.3. Aplicaciones

Para desarrollar esta subseccion, utilizaremos [BZ|, |Phe|, [Stel| y [Ste2]. En primer lugar,
caracterizaremos los conjuntos que tengan la propiedad de Radon-Nikodym. Previamente veremos

algunos resultados sobre puntos fuertemente expuestos.

Definicién 1.3.13. Sea X un espacio de Banach y sea C' C X cerrado y convexo. Decimos que x € C

estd expuesto por z* € X* o que x* expone a C en x si x*(x) = supx™ > x*(y), para todo y € C\{z}.
C

Definicién 1.3.14. Sea X un espacio de Banach y sea C C X cerrado y convexo. Decimos que x € C
estd fuertemente expuesto por x* € X* o que x* expone fuertemente a C en z si dada (x,) C C

tal que x*(x,) — supz™, se tiene que |z, — x| — 0.
C
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Observacion 1.3.15. Si x* expone fuertemente a C en x, entonces x* expone a C en x.

Demostracion:

Sea (z,) C C tal que z*(x,) — supz”. Entonces, por ser z un punto fuertemente expuesto por z*,
se tiene que x, — z y, por continuidad, que z*(z,) — z*(z). Luego z*(z) = nh_{glo ¥ (xy) = sgp x*.
Si existe & tal que z*(Z) = supa™, definimos (y,) C C tal que y, = & (eventualmente). Entonces
Yn — T y por continuidad w*?yn) — ¢*(Z) = supz”. Por tanto, ||y, — x| — 0 y por continuidad
lyn — || = ||Z — z||, luego T = =, por lo que = esC:'miCO. O

Proposicion 1.3.16. Sean X un espacio de Banach, C C X un subconjunto convexo y cerrado vy

x* € X* un funcional acotado superiormente en C. El punto x € C estd fuertemente expuesto por x*

si, y solo si, para todo o > 0, se verifica que x € S(z*,C,a) y Hm+ diam S(z*,C,a) = 0.
a—0

Demostracion:

Supongamos que x € C esta fuertemente expuesto por z* € C. Entonces, dada (z,) C C
tal que x*(x,) — supz®, se tiene que |z, — z|| — 0. Luego —z*(x,) — —a*(x) = iréf(—x*) (por
C

continuidad). Asi, x es un minimo fuerte de —x* en C y por la Proposicién 1.3.7, tenemos que

a—0t
para todo a > 0. Por tanto, z € S(z*, C, ) para todo a > 0.

lim diam S(z*,C,a) = 0. Por continuidad, z*(z,) — x*(x) = supz”. Entonces z*(z) > supz* — «
C C

Supongamos que existe un punto x € C tal que para cada a > 0 se verifica z € S(z*,C,a) y

&111%1+ diam S(z*,C, ) = 0. Sea (o) C R tal que o, — 07. Como = € S(z*,C, avy,), para cada n € N,

entonces z*(z) > sup z* — oy, — sup z*. Luego x*(x) = sup ¥, o equivalentemente, —z*(x) = inf(—z").
C C C

Dada una sucesion (z,) C C tal que z*(z,) — supz”, entonces —z*(z,) — frclf(—x*). Como
C

h’m+ diam S(z*,C,a) = 0, por (1.3.7), —z* alcanza un minimo fuerte. Ademas, es tnico (en caso
a—0

contrario, Hm+ diam S(z*, C, ) > 0), luego dicho punto es x. Por tanto, ||z, — z|| — 0. O
a—0

Teorema 1.3.17. Sean X un espacio de Banach y C C X convexo, cerrado, acotado, no vacio y con
la propiedad de Radon-Nikodym. Entonces C es la envoltura convexa cerrada de sus puntos fuertemente

expuestos y los funcionales que exponen fuertemente a C constituyen un subconjunto Gg-denso de X*.

Demostracion:

Probaremos primero la segunda afirmacién. Para cada i € N, definimos el conjunto

1
Gi:= {x* € X* : diam S(z*,C,a) < -, para algin a > 0} .
i
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oo

Sea G := ﬂ G;. Siy* € Gy, por el Lema 1.3.8, existe un entorno abierto de y* que esta contenido en
i=1

G, por lo que es abierto en X*. Aplicando el P.V. de Stegall a todo elemento f € X*, obtenemos que

G; es un conjunto denso en X*. Asi, por el Teorema de Categoria de Baire, entonces G es Gg-denso en
X*. Si x* expone fuertemente a C, entonces define rebanadas de didmetro arbitrariamente pequerfio,
por lo que z* € G. Reciprocamente, si * € G, entonces definird una sucesiéon de rebanadas encajadas
de C, (S(z*, C,ay)), cuyos diametros convergen a 0. Sus clausuras se intersecan en un punto de C' que

esté fuertemente expuesto por x*.

Probemos la primera afirmacion. Sea D la envoltura convexa cerrada de los puntos fuertemente
expuestos de C. Por reduccién al absurdo, supongamos D # C'. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe
x* € X* tal que

supz® < sup z™.
D C
Como los funcionales soporte son continuos en norma sobre X*, existe un funcional en el conjunto

denso de G para el cual se mantiene la desigualdad, contradiciendo la definicién de D. O

De aqui obtenemos el resultado que caracteriza los conjuntos con la Propiedad de Radon-Nikodym.

Corolario 1.3.18. Sea X un espacio de Banach. Entonces, X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
si, y sdlo si, todo subconjunto cerrado convexo y acotado de X es la envoltura convezra cerrada de sus

puntos fuertemente expuestos.

Demostracion:

Supongamos que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym. Entonces cada subconjunto cerrado,
convexo y acotado de X hereda la propiedad de Radon-Nikodym y aplicando el teorema anterior,

obtenemos el resultado que queremos probar.

Supongamos que todo subconjunto cerrado, convexo y acotado de X es la envoltura convexa
cerrada de sus puntos fuertemente expuestos. Para ver que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym,
tenemos que ver que todo subconjunto no vacio y acotado de X es dentable. Sea A C X no vacio y
acotado (arbitrario) y denotemos K := conv(A). Entonces K # (} y, por hipotesis, existe un punto de
K donde algin funcional expone fuertemente a K en dicho punto. Asi, dado £ > 0, existen z* € X* y

a > 0 tales que
S(a*,K,a) ={z € K : 2"(x) >supz” —a} # 0y diamS(z*, K,a) < £.
K

Por un lado, A esta contenido en {z € X : x*(z) < supz*}, el cual es convexo y cerrado. Entonces,
A

K =convA Cconv{zr e X : z*(x) <supz*} ={zr e X : 2% (x) <supz'}.
A A
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Luego z*(z) < sup z*, para todo « € K, y, por tanto,
A
supz® = supz”. (1.40)
A K

Finalmente, S(:c*,A,oz)( = ){ﬂs €A a"(z) >supaz” —a} C {x € K : z"(x) > supz™ — a} v,
1.40 K K
consecuentemente,

diam S(z*, A, a) < diam S(z*, K, o) < €£. (1.41)

Luego A es dentable y, por tanto, X tiene la propiedad de Radon-Nikodym. ]

Probemos a continuacion el teorema de Pitt mediante el P.V. de Stegall. Este teorema es un
resultado clasico sobre la compacidad de operadores lineales acotados entre espacios ¢, y suele probarse
utilizando la teoria de bases de Schauder (véase [FHHMZ|). La prueba variacional que daremos esta
extraida de |FaZi|, publicada en 2003, y |BZ].

Teorema 1.3.19. (Teorema de Pitt)

Sean 1 <p < q < +oo. SiT: L, — {, es un operador lineal y acotado, entonces T' es compacto.

Demostracion: Definimos la funcion f: 4, — R tal que f(z) := |z||§ — [|[Tz|5. Si ||z|lq es

suficientemente grande, tenemos que f(z) > ||z||q, ya que T esta acotado y
f(@) = [lzl|§ = [Tz} = l<l[g([=]§ = [IT]").

Luego f esta acotada en cualquier bola. Por tanto, podemos aplicar el Corolario 1.3.12 de Fabian y

encontrar un punto x € £, y un funcional z* € £ tales que
f(x+h)— f(z) —2*(h) > 0, para cada h € {,.
Asi, z*(—h) > f(x) — f(z + h), luego z*(h) > f(x) — f(z — h), para cada h € {,. Por tanto,
fx+h)+ f(x—h)—2f(x) >0, para cada h € {,.
Entonces,
a4+ B2+l = 2 = 22 = |T(a + )+ [T — )| — 2T ], para cada h € 4,

Sea (x;) una sucesion acotada en {,. Por ser ¢, reflexivo, escogiendo una subsucesion si es necesario,
. 1. . 1—00
podemos asumir que (z;) converge débilmente a algtin y € ¢,. Veamos entonces que || Tz; — Ty|| — 0.

En efecto, sustituyendo h = t(z; — y) en la tltima desigualdad, obtenemos que

[+ t(zi = yll§ + 1z =tz = y)ll§ = 202§ = T2 + 4T (@i — y)|I; + 1Tz — T (zi — y)ll; — 2[| T[]}
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para todo i € Ny t > 0. Usando el Lema 0.3.27, si z € £, con 1 < r < 00, y w; — 0 en £, entonces

lim sup ||z + wil; = |[2[7. + lim sup |[wi]};,
1—00 1—00

luego tenemos que
lim sup ||x £ t(x; — y)||§ = [l + t* lim sup ||z; — y|§

1—>00 i—»00
y
lim sup [|[Tx £tT (x; — y)|[5 = [|Tz||) + " lim sup || T (x; — y)[5.
1—00 1—>00
Asi,

2t? lim sup ||z — y||§ > 2t lim sup || T(z; — y)||b, para todo ¢ > 0.
] 1—00

1—00

Dividiendo por 2t en ambos lados de la desigualdad y aplicando la desigualdad triangular,

tT7P m sup([|@sllq + [lyllg)? = lim sup ||T'(z; — y)||}, para todo t > 0.

1— 00 1—00
Por tanto, como (z;) es una sucesion acotada en ¢, haciendo ¢ — 0, obtenemos que

1—00
O

1T (i = y)llp — 0.
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1.4. Principio variacional de Borwein-Preiss

Un problema que surge del P.V. de Ekeland al aplicarlo a una funciéon suave, f, es que la funcion
f()+|I(:) +21]| puede no ser suave. Los britanicos Jonathan Michael Borwein y David Preiss fueron los
primeros en dar unas condiciones para solucionar este problema, dando lugar al principio variacional
que lleva su nombre y siendo el primero de los llamados principios variacionales suaves. En esta seccion

veremos una prueba adaptada de Li y Shi [LiSh| (la original se puede ver en el articulo original [BP]).

Definiciéon 1.4.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que una funcion continua p: X x X —

[0, +00] es un funcion de tipo gauge en un espacio métrico completo si verifica
i) p(z,x) =0, para todo x € X,
ii) Dado € > 0, existe § > 0 tal que si p(z,y) < 0 para z,y € X, entonces d(z,y) < .

Teorema 1.4.2. (Principio Variacional de Borwein-Preiss, 1987) [BP/, [LiSh] (véase también [BZ]).
Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea f: X — R U {+oo} una funcion s.c.i. y acotada
inferiormente. Supongamos que p es una funcion de tipo gauge y que (0;)32, es una sucesion de nimeros
positivos. Si € > 0 y z € X satisfacen que f(z) < igl(ff + &, entonces existe y € X y una sucesion
{z;} C X tales que

1. p(z,y) < 55 y p(zi,y) , para todo i € N.
0

< —
— 2ty

2 )+ dipy,z:) < f(2).

i=0
3. f(x) + Z(Sip(:c,xi) > f(y) + Zéip(y,:ni), para todo x € X\{y}.
i=0 i=0

Demostracion: Definimos las sucesiones (z;) y (S;) inductivamente. Sean

zo:=2y So:={z € X : f(z)+ dop(x,z0) < f(z0)},
el cual es no vacio (ya que z € Sp) y es cerrado porque f y p(+,zp) son s.c.i. Luego tenemos que
dop(z,x0) < f(zo) — f(x) < f(z) — igl(ff < &, para todo = € Sp. (1.42)

1€

De forma similar, escogemos z1 € Sy tal que f(x1) + dop(x1,x0) < insf [f(z) + dop(x, x0)] + 55
x€So 0

y definimos

Sy:={x €Sy : f(x)+ dop(x,z0) + hp(x,x1) < f(z1) + dop(x1,20)} .
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En general, supongamos que hemos definido x; y S;, para j = 0,1,...,7 — 1 satisfaciendo
Jj—1 Jj—1 5(5
Fla) + > owplag,zp) < zefgljfil 2)+ Y okl zp) | + ﬁ (1.43)
k=0 k=0
y
J Jj—1
Sj = {x €Sj—1: fla)+ Z(Skp(a:,xk) < flzj)+ Z(Skp(a:,xk)} . (1.44)
k=0 k=0
i—1 5 _
Escogemos z; € S;_1 tal que f(a:z)—i—z dpp(xi, xp) < mf )+ Z(Skp T, x)) "y definimos
P z€ 2%50
i—1
S; = {1: €S5;1: )+ Zékp x,x) < fla;) + Zékp xz,xk)} (1.45)
k=0 k=0
Notese que para cada i € N, S; es cerrado y no vacio. Por tanto, para todo x € S;,
i—1 i—1
dip(z, xi) < [f(xz‘) + Z5kp(93i,$k)] — | f@)+ ) bkpla, l‘k)]
k=0 k=0
i—1
< i) + opp(xi, )| — Inf )+ Opp(x, x
< [f(l’) kZO kP( k)] Lot Z kP( k]
Ed;
< —.
A
Es decir,
plx,z;) < 25(; para todo x € S;. (1.46)

Como p es una funcion de tipo gauge, la desigualdad anterior implica que diam(S;) — 0. Como ademés

X es completo y (.5;) es una sucesion decreciente de cerrados no vacios, entonces por (1.42) y (1.46),
o0

existe un unico y € [ S;, satisfaciendo la condicion 1. Ademas, lim x; — y. Dado = # y, tenemos
=0 1—+00

oo
que z ¢ () S; y, por tanto, para algin j € N:

j—1
+Z5kpx xg) > f(z +Z§kpxxk)>fx] —i—Zékp (xj,xk). (1.47)
= k=0 k=0
o
Teniendo en cuenta que y € ﬂ S; v la forma de cada conjunto S;, obtenemos que si ¢ > j > 1, entonces
i=0
j—1 g—1
F(2) = flxo) = flag)+ Y wp(g,r) > fzg) + D dkplag, zr)
k=0 k=0
) + Zékp k) o FW)+ Zékp Y, Tk), (1.48)

k=0 k=0
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verificando asi la condicion 2. del enunciado. Combinando (1.47) y (1.48), obtenemos la condicion 3.,

00 7j—1 00
F@)+ Y okpla,x) > f(x) + D rp(zan) > Fy) + Y 6kply, ap). O
k=0 k=0 k=0

Corolario 1.4.3. [BP] [LiSh] Sean (X, || -||) un espacio de Banach y f: X — RU{+o00} una funcion
s.c.i. y acotada inferiormente. Sean A >0 yp>1. 51 E >0 y z € X satisfacen que f(z) < fgl(ff + &,

entonces existe y € X, (x;) C X, con 1 = 2z, y una funcion ¢, : X = R de la forma

9]
pp(x) =) pillw — i,
=1

(0.)
donde p; > 0, para cada i € N y Z’“i =1, tales que
i=1

1. ||z —yll <A, para todo i € N.
&
2 W)+ 5eey) < f(2).

3. f(z) + %(pp(x) > fy) + %cpp(y), para todo v € X\{y}.

Ademds, si || - || es Fréchet diferenciable (Gateauz diferenciable), entonces @, también lo es para p > 1.
Eu:
Demostracion: Basta elegir p(x,y) := ||z — y||P, do := ENP y §; := %, para cada 7 € N. Aplicando

el Principio Variacional de Borwein-Preiss, obtenemos que

&
(a) p(zi,y) = ||z —y||P < g < AP, entonces ||z; —y|| < A, para todo i =1,2,...
0

() 1)+ 3 dinlysw) = F) + 5 > plly — wilP = F0) + rp(v) < S(2)
i=1 =1

(©) F(a) + 3 dupe, ) = J(x) + o5 D palle —all? = (@) + Sgple) > Fw)+ D dunly, ) =
=1 =1 =1

£ £
=W+ ;mlly — @ill” = f(y) + 15 ¢p(v), para todo z € X\{y}. O

Gracias a este resultado, el P.V. de Borwein-Preiss se considera un principio variacional suave,
pues si la norma del espacio de Banach es diferenciable (salvo en 0), entonces la funcion ¢, también lo
serd para p > 1. Para p = 1 obtenemos una forma equivalente al P.V. de Ekeland, con lo cual vemos

claramente que el P.V. de Borwein-Preiss generaliza al de Ekeland.
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1.5. Principio variacional de Deville-Godefroy-Zizler

Posteriormente al P.V. de Borwein-Preiss, en 1993, los franceses Robert Deville y Gilles Godefroy
junto con el checo Vaclav Zizler, dieron un resultado equivalente que era sustancialmente méas simple.
Es interesante ver como en la prueba se aplica el Teorema de Categoria de Baire, el cual nos dice que
en un espacio métrico completo toda interseccién numerable de conjuntos densos y abiertos es también

densa. Durante esta seccion seguiremos [FHHMZ|, [DGZ2| y [DGZ3]. Veamos un par de lemas previos.

Lema 1.5.1. Sea X un espacio de Banach y consideremos el subespacio Y := {h: X — R : h es
acotada, Lipschitz y Fréchet diferenciable (Gateaux diferenciable)}. Si |||y := ||h|loo +||F']| 0, entonces
(Y, |l - ly) es un espacio de Banach.

Demostracion:

|| ||y verifica las propiedades de una norma trivialmente. Probaremos que Y es completo. Sea (h,) una

oo oo

sucesion de Y tal que Y _ |||y < 0o. Por una parte, |hnlloc < [|hnlly,n € N, luego Y~ [[n oo < o0
n=1 n=1

El espacio de las funciones acotadas lipschitzianas es Banach, por lo que existe h € Y tal que

N
h— nz::l hn| = 0. (1.49)

oo
Por otra parte, ||h),|lcc < ||hnl|ly, para cadan € N, por tanto ZHh;LHOO < o0. El espacio de las

n=1
funciones acotadas que van de X a L(X,R) con la norma || - || también es Banach, luego existe
h: X — L(X,R) acotada tal que
N
h— ! . :
> h, 0 (1.50)
n=1 0o

(Nota: h!, es acotada por la lipschitzianidad de h,,, para todo n € N). Aplicando el Criterio de

convergencia uniforme, por (1.49) y (1.50), entonces h es diferenciable y tenemos que h’ = h. Por

tanto,
N N N
/! / i
h= hol| == hal| +|n =DM, 2 0+0=0.
n=1 Y n=1 00 n=1 )

Luego Y es completo. O

Lema 1.5.2. Sea X un espacio de Banach. Sib: X — R es una meseta Fréchet diferenciable (Gateaux
diferenciable) y Lipschitz entonces para todo € > 0, existe otra meseta bg : X — R tal que ||bglloc <
€. [bslloe < & y sopbe C Be(0).
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Demostracion: Como b es una funcién meseta, su soporte estd acotado, luego existe § > 0 tal

que sopb C Bs(0). Como b es lipschitziana, entonces b’ estd acotada y podemos definir M := 1 +

max{||b|| oo, %Hb’”oo}. Definamos

& 0
be: X — R tal que bg(z) := Mb <gzn> .
Tenemos que bg # 0 ya que b §é 0. Ademas,
£
(i) [be(@) = 5[ (g2)| < IbHoo Tl [bloc = €,z € X, Tuego [[bgloc < &;
- / E I ||p / g / !
(i) [Ibe(@)ll = §7¢ [0 (82)[| < Hb oo < Wi [V]loc = €, 2 € X, luego [|be[loc < &;

(iii) como sopb C Bs(0), entonces sop bg = %sop bC %B(;(O) = Be(0). O

Teorema 1.5.3. (Principio variacional de Deville-Godefroy-Zizler, 1993) [DGZ2] ([FHHMZ]).

Sea X wun espacio de Banach que admite una funcion meseta lipschitziana y Fréchet diferenciable
(Gateauz diferenciable). Sea f: X — R U {+o0} wuna funcion s.c.i. y acotada inferiormente.
Entonces, dado € > 0, eziste g: X — R lipschitziana y Fréchet diferenciable (Gateaux diferenciable

respectivamente) tal que
2.) f — g alcanza un minimo fuerte sobre X.

Demostracion:

La haremos para el caso Fréchet. Sea Y := {h: X — R : h es acotada, Lipschitz y Fréchet
diferenciable}, dotado de la norma ||hlly := ||h]|co + ||F/]|cc- Por el Lema 1.5.1, (Y,]| - ||) es espacio

de Banach. Definimos para cada n € N,
1
Uy, = {g €Y : existe zg € X con f(xo) — g(zo) < mf{(f — g)(z) : ||z — zo| > n}} .
Veamos que cada U, es abierto en Y. Dada g € Uy, definimos o := inf{(f — g)(z) : ||z —zo[| > 1} >
f(zo) — g(zo) y € = (= (f(20) — g(w0))). Veamos que Be(g) C Uy,. Dada § € Be(g), tenemos que
. - 1 , 1 ) ~ 1
f{(f = 9)(@) + llz = woll = =} > mf{(f —g)(2) : |lo — 2ol = ~} +inf{(g — g)(2) : llw — o] = -}
~ 1
> a—llg—glly > a—g(a—(f(z0) — g(0)))

= 2o+ X(f(w0) - 9(e0)) > f(z0) — g(w0).

3 3<

Luego g € U,, por lo que éste es abierto.
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Sea b: X — R una meseta Fréchet diferenciable y Lipschitz. Por el Lema 1.5.2, para £ > 0 existe otra
funcion meseta bg: X — R tal que ||bglloc < &, ||b%]| < € ¥ sopbe C Bg(0). Veamos que cada U, es
denso en Y. Como bg(0) > 0, existe zg € X tal que

F(@o) = g(zo) < ff(f — g) + be(0).

Si definimos v(z) := bg(x — 2), tenemos que v(z) = 0 cuando ||z — xo|| > L. Luego

(o) — glo) — vlawo) < f(f — g) < ME(F(x) — gla) — o) : flo — 0]l > 1},

Por tanto, g +v € Uy v ||v]ly = |[belly < 2€. Asi, Uy, es denso en Y. Por el Teorema de Categoria de

Baire, G := m U, es denso en Y.
neN

Veamos que dada g € GG, f — g tiene un minimo. Dado n € N, como g € U, existe z,, € X tal que
. 1
fl@n) = g(zn) <inf{f(z) —g(2) : |lo —zal = ~}.

Por tanto, si m > n, entonces |2, — z,| < 2. En efecto, si ||zn, — 2| > %, entonces

f(@n) = g(en) <inf{f(z) —g(z) : [z —znll = %} < flem) = g(zm)- (1.51)

Pero 1 > L luego [|zm — 25| > L vy asi,

f(@m) = g(em) < mf{f(x) = g(z) : lz —zm| > %} < f@n) = g(zn),

lo cual entra en contradiccion con (1.51). Por tanto, {xy,}2°; es una sucesion de Cauchy y como X es

espacio de Banach, x,, — 29 € X. Definimos
, 1
an = mf{(f — g)(2) : |l — 2] 2 ~}-
Como f — g es semicontinua inferiormente,
f(z()) - 9(20) < lim l,nff(wn) - g(xn) < lim inf a,.

Por tanto, dado y € X, y # 2o, existe ng € N tal que ||z, — y| > %, para cada n > ng. Entonces

an < f(y) — g(y), para cada n > ng y, consecuentemente,

f(20) — g(20) < liminfa, < f(y) — g(y)-

Asf zp es un minimo de f — g sobre X y ademas es un minimo fuerte. En efecto, si no fuera cierto,

existiria (z,) C X tal que

f(zn) — g(zn) = f(20) — 9(20) ¥ |l2n — 20| = € > 0.
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Por tanto, existe N € N tal que ||zy — 2z,]| > 4, para todo n € N. Pero

F(20) = 9(z0) < flan) — glan) < WE{F) — 9(a) : 2 —anll = 1)

< f(zn) — g(zn), para todo n € N,

lo cual es una contradiccion (porque f(z,) — g(2zn) — f(x0) — g(x0)). Luego zp es un minimo fuerte de
f — g sobre X. O

Teorema 1.5.4. Sea X un espacio de Banach que admite una funcion meseta b € C"™(X,R) tal que
1]l00s 1|0y - - -5 160™]|oe < 00. Sea f: X — RU {+oo} una semicontinua inferiormente y acotada
inferiormente. Entonces dado € > 0, existe g € C™(X,R) tal que

1.) llgllee < & llg'llo0 < &, 119" [loe < &5
2.) f — g alcanza un minimo fuerte sobre X.

Demostracion:

Basta considerar el espacio de Banach Y := {g € C"(X,R) : ¢,¢,...,9"™ son acotadas}, dotado de

la norma ||g|ly := |g]lec + |¢lcc + - - - + |9 |0, ¥ seguir los pasos de la demostracion anterior. O
Observacion 1.5.5. Ndtese que en ambos teoremas es equivalente escribir la sequnda afirmacion como
2.) f+ g alcanza su minimo fuerte sobre X.

Basta con reemplazar —g por g.

Observacioén 1.5.6. En la prueba original del P.V. de Deville-Godefroy-Zizler se utiliza un espacio
de funciones mds general. Sea (),| - ||y) el espacio de Banach de las funciones reales, continuas y

acotadas en X tal que
(1) I lloo < I+ 1y
(i) Y contiene una funcion meseta;
(iit) si g € Y, entonces g(a-) € Y para todo a > 0;

(w) sige Y ey e X definimos T,g: X — R tal que 1,g9(x) = g(x — y). Entonces 7yg € Y y
Imyglly = lglly para todo y € X.

Observacion 1.5.7. Se desprende de la demostracion que
G:={g€Y : f+ g alcanza su minimo fuerte sobre X}

es un subconjunto Gs-denso en'Y, ya que es denso en Y e interseccion numerable de abiertos de Y .
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1.5.1. Aplicaciones a la Geometria en espacios de Banach

Los principios variacionales suaves son herramientas muy eficientes para estudiar la
diferenciabilidad en espacios de Banach. Después del siguiente lema, veremos un corolario del P.V.
de Deville-Godefroy-Zizler que permite dar una condicién suficiente para los espacios de Asplund
(Definicion 0.3.18).

Lema 1.5.8. [DGZ3] Sean X un espacio de Banach y U C X un abierto convexo. Supongamos que

f: U —= R es convexa y continua. Entonces

(i) f es Fréchet diferenciable en x € U si, y sdlo si,

i &R+ f@—h) —2f(z)
|Ih]|—0 [|A]]

(ii) f es Gateauz diferenciable en x € U si, y sdlo si,

It f(z+th)+ f(xz —th) —2f(x)
tg]% t

=0, para todo h € X.

Demostracion:

Probaremos (i) ((ii) se prueba de forma similar a (i)):
Supongamos que f es Gateaux diferenciable en x € U. Entonces
flath)+ flo—h) =2f(x) _ (flx+h) = fl@) = f@)h)  fla=h) = f@) = f@)(=h) im0

= — 0.
il Al il

Supongamos que ||flLl|/|In0 flath)+ fH(l:”CL\_ h) —2f(z)
—

fly) — f(x) > 2*(y — ), paratodoy € X} y, por ser f convexa y continua, entonces Jf(z) # (.
Consideremos z* € df(z). Como f(x + h) — f(z) > «*(h) y f(z — h) — f(x) > x*(—h) para todo
h € X, entonces

= 0. Recordemos que 0f(z) = {z* € X* :

oo f@+h) = fla) =" (h)

fla+h) - f(x) + flz —h) - f(2) |rI130
- 7]

— 0.
IRl

<

Luego f'(x) = x*, por lo que f es Fréchet diferenciable en x. O

Definicion 1.5.9. Un espacio de Banach X se dice que es un espacio de diferenciabilidad Gdateaux
(EDG) si toda funcion continua y convexa, definida en un abierto convexo U C X no vacio, es Fréchet

diferenciable en un subconjunto denso de U.

Corolario 1.5.10. [FHHMZ] Sea X un espacio de Banach que admite una funcion meseta lipschitziana
Fréchet diferenciable (Gateauz diferenciable), entonces toda funcion convexa y continua definida en un
subcongunto abierto convexo de X es Fréchet diferenciable (Gateaux diferenciable respectivamente) en

un conjunto denso de su dominio. En particular, X es un espacio de Asplund (EDG respectivamente).
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Demostracion:

Sea f una funcion convexa y continua definida en un abierto convexo U C X y sea xg € U. Por la
continuidad de f, podemos elegir 6 > 0 tal que —f(x) > —f(xg) — 1, para todo x € 1-2)’5(330) Cc U. Por
el Lema 1.5.2, podemos construir una funciéon meseta lipschitziana y Fréchet diferenciable (Gateaux
diferenciable respectivamente) b: X — [0,1] tal que sop(b) C Bs(zo) y b(ao) # 0. Definimos la funcion
¢: X - RU{+o0} dada por

1
—f(@)+ b o b(z) # 0;
+00, si b(z) = 0.
Comprobemos que ¢ cumple las hipotesis del P.V. de Deville-Godefroy-Zizler.

= Veamos que ¢ estd acotada inferiormente. Si # € X\Bs(zo), como sop(b) C Bs(xg), entonces

@ > —f(wo) — 1.

‘ .

¢(z) = +00. Si 2 € Bs(zg), como 0 < b(z) < 1, entonces ¢(z) = —f(x) +

S

Por tanto, ¢ esta acotada inferiormente.
» Veamos que ¢ es s.c.i. Dada una sucesion (z,) C X que converge a z € X, probaremos que
p(z) < h’nil’nfgp(zn). Si b(z) # 0, entonces existe N € N tal que b(z,) # 0 para todo n > N.
n oo
Como z € Bs(zg) ¥ (2n)n>nN C Bs(zo), entonces

I nooo 1

sy S G+ gy = ele)

o(2n) = —f(2n) +

por la continuidad de f y % en z. Si b(z) = 0, entonces p(z) = +o0. Si existe ng € N tal que
b(z,) = 0 para todo n > ng, entonces lim inf, o ¢(z,) = 4+00. En caso contrario, existe una
subsucesion (zn;)72; C (2n)p2y tal que b(2p,) # 0 (por lo que zy; € Bs(x0)) para todo j € Ny
b(zn) = 0 para todo n € N\{n; : j € N}. Entonces z = lim j — 0oz, € Bs(wo) y

1 J—00
P(zn;) = —f(2n;) + — 100
i 77 bz,
ya que (f(zn;))j>1 converge a f(z) y (b(2n,))j>1 converge a b(z) = 0. Por tanto,

lim inf,, 00 @(2,) = +o00.

Por el Principio variacional de Deville-Godefroy-Zizler, existe g: X — R lipschitziana y Fréchet

diferenciable (Gateaux diferenciable respectivamente) tal que ¢ — g tiene un minimo x; € X, luego
o(x) — g(x) = ¢(x1) — g(1), para todo x € X.

Como ¢ es finita en algin punto, por ejemplo en zg, entonces p(z1) es finito, x1 € Bs(xo) v b(z1) # 0.
Por tanto, existe p > 0 tal que b(xz) # 0y
1

—f(ﬂf)‘Fm

—g(x) > f(z1) + — g(x1), para todo x € B,(x1). (1.52)

1
b(z1)
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Llamemos v := % Por (1.52) tenemos que
(Y(z1+h) =3(21)) = (9(x1 + h) — g(x1)) = f(z1 + h) = f(21)

(v(z1 = h) =~(x1)) = (9(x1 = h) —g(21)) = f(z1 —h) = f(z1),
donde h pertenece a un entorno de 0 de radio suficientemente pequeno. Asi,
flar+h) + fler = h) —2f(21)

172

< [v(@1 +h) —v(21 = h) - 27(361)‘}%—” lg(z1 + h) + g(x1 — h) — 2g(x1) Il

0<

0.

Esto prueba el resultado para el caso Fréchet por el Lema 1.5.8 (para el caso Gateaux, se prueba

analogamente escogiendo th en lugar de h y haciendo que t — 0). O

Observacion 1.5.11. También se puede probar que si X es un espacio de Banach que admite una

funcion meseta lipschitziana Gateaur diferenciable, entonces X es un espacio Asplund débil. [DGZ1]

Corolario 1.5.12. [FHHMZ| Sea X un espacio de Banach separable. St X* es separable, entonces toda
funcion continua y convexa definida en un subconjunto abierto convexo de X es Fréchet diferenciable

en todo punto de un conjunto Gs-denso en X.

Demostracion:

Sean U un subconjunto abierto convexo de X, g € X y f: U — R una funcién continua y convexa. Por
la convexidad de f, existe § > 0 tal que f es lipschitziana en ég(xo) (Proposiciéon 0.3.29). Definimos
una funcion ¢: X — RU {400} dada por

o(z) = { —f(x), sixze Bs(xo);

o0, en otro caso.

Por la Proposicion 0.3.23, existe una funcién meseta no negativa definida en X con derivada Fréchet

continua tal que b(zo) > f(zo) y b(z) = 0 si & ¢ Bs(z0). Se puede comprobar que b+ ¢ es s.c.i. y
2

acotada inferiormente. Por el P.V. de Deville-Godefroy-Zizler, existe una funciéon g: X — R Fréchet

diferenciable tal que b + ¢ + ¢ alcanza un minimo zy. Por tanto, para todo = € X,
b(z) + () + g(x) = b(20) + ¢(20) + 9(20)-

Claramente zg € ég(xo), ya que en caso contrario ¢(zp) = +o0o. En un entorno U de zp tenemos que
b(z) — f(z) + g(x) > b(20) — f(20) + g(20),

luego
f(z) < b(z) + g(x) = b(20) + f(20) — 9(20)-
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Definamos h: U — R tal que h(x) = b(x) + g(x) — b(z0) + f(20) — g(20). Entonces f(z) < h(z) para
todo z € Uy f(z0) = h(z0). Entonces, por la Proposicion 0.3.15, f es Fréchet diferenciable en zj vy,

por la Proposicién 0.3.17, obtenemos la conclusién deseada. O

Observacion 1.5.13. El reciproco también es cierto. Puede verse en [FHHMZ, Teorema 8.6].
Veamos otro resultado analogo para la diferenciabilidad Gateaux.

Corolario 1.5.14. [FHHMZ] Sea X un espacio de Banach separable, entonces toda funcion continua
y convexa definida en un subconjunto abierto convexo de X es Gdteaux diferenciable en todo punto de

un conjunto Gg-denso en X.

Demostracioén:

Haremos un esquema de la demostraciéon. Al igual que en el caso Fréchet, el P.V. de
Deville-Godefroy-Zizler implica que para toda funcién convexa y continua f es Gateaux diferenciable
en un conjunto denso de puntos. De la convexidad de f, obtenemos que el conjunto de todos los puntos
de f es Gateaux diferenciable es m , donde

n,meN

Gnm = {:c € X : existe 6 > 0 tal que f(z + dzy,) — f(x — dxm) — 2f(z) < 5}.
n

Cada Gy, es abierto en X y asi el conjunto de todos los puntos donde f es Gateaux diferenciable es
un conjunto Gg-denso. O
1.5.2. Aplicaciones a las ecuaciones de Hamilton-Jacobi en espacios de Banach

Las ecuaciones de primer orden de Hamilton-Jacobi en el caso estacionario son de la forma
H(z,u(x), Du(z)) =0
y en el caso de evolucion son de la forma
H(t,z,u(t,x), Du(t,x)) = 0.

Al funcional H lo llamaremos hamiltoniano o funciéon hamiltoniana. El problema consiste en
encontrar la existencia y unicidad de una solucién global de estas ecuaciones bajo ciertas condiciones
sobre H. A continuacién, veremos algunos resultados conocidos que pueden demostrarse mediante
principios variacionales suaves (|DG, Seccion 4]), mediante los cuales resolveremos el problema bajo

ciertas condiciones generales.
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Definicién 1.5.15. Sea X un espacio de Banach y ¢: X — R U {+oc0} una funcion arbitraria. Si

z € dom(yp), definimos la subdiferencial de ¢ en x al conjunto

D p(z) ={g'(x) : g€ CHX,R) y @ — g tiene un minimo local en x}
y la superdiferencial de p en x al conjunto

D p(z) = {¢'(z) : g € CLH(X,R) y @ — g tiene un mdwimo local en x},

donde g’ denota la derivada Fréchet de g. Si x ¢ dom(yp), entonces D™ p(x) = DT ¢(x) = 0. Decimos
que ¢ es subdiferenciable (superdiferenciable) en x si D™ p(x) # 0 (DT ¢(x) # 0 respectivamente).

Proposicion 1.5.16. Si X es un espacio de Banach, p: X — RU {400} es una funcion arbitraria y
z € dom(yp), se verifica,

1. D~ ¢(x) y DT p(x) son convexos y cerrados en la topologia de la norma;

2. st @ es convexa, D~ p(x) = 0p(x) (Definicion 0.5.7);

3. si D~ p(x) y DV p(x) son ambos no vacios, entonces ¢ es Fréchet diferenciable en x y D™ p(z) =

D¥p(z) = {¢'(x)}.

Teorema 1.5.17. Si X es un espacio de Banach que admite una funcion meseta lipschitziana de clase

Cl, o: X - RU{+oo} es una funcién arbitraria, x € dom(p) yp € X*, se verifica,

1. pe D™ p(x) si, y solo si, lim inf plz+h) — (@) — p(h) > 0;
RE 172

2. ¢ es diferenciable en x si, y sdlo si, D™ p(z) = DT o(z) = {¢'(2)}.

Teorema 1.5.18. (Minimizacion de la suma de dos funciones) Sea X es un espacio de Banach que
admite una funcion meseta lipschitziana de clase C* y sean uy,uz: X — RU{+oo} dos funciones s.c.i.

y acotadas inferiormente tales que h’n% inf{u(z1) + ua(x2) : |21 — 2| < n} < +o00. Entonces, para
n—

cada € > 0, existen x1,x0 € X, p1 € D™ ui(x1) y p2 € D™ ug(x2) tales que
(1) llzr = 22l|(1 + lIpall + [Ip2l)) < &;

(2) llpr +p2ll <E;

(8) ui(x1) + ug(we) < 71711%1'11{"{u1(y) +uz(z) : |ly—z|| <n}+E.

Corolario 1.5.19. Si X es un espacio de Banach que admite una funcion meseta lipschitziana de

clase C1 y ¢: X — RU {400} es s.c.i., entonces o es subdiferenciable en un conjunto denso.
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Definicion 1.5.20. Sean uy,uz: X — RU {+o0} dos funciones s.c.i. Decimos que un par (u1,uz) es
localmente uniformemente semicontinuo inferiormente (l.u.s.c.i.) si, para todo x € X y para

toda funcion uniformemente continua p: X x X — R, existe r > 0 tal que,

yelgf(x)m(y) +uz(y) + oy, y) = %fg(l)inf{m(y) +u2(2) +¢(y,2) |y — 2| <n, y,2 € Br(z)}.
Teorema 1.5.21. Sea X un espacio de Banach que admite una funcion meseta lipschitziana de clase
C! y sean ui,ug: X — R U {400} dos funciones s.c.i. Supongamos que (u1,uz) es Lu.s.c.i. Dados
xo € X yp € D™ (u1 + uz)(xp), se tiene que, para cada € > 0, existen x1,x2 € X,p1 € D7 ui(x1) y
p2 € D™ ug(xwe) tales que

(1) [Jzr — zo| < &, ||z — xol| < € y |l — 22f|([[p1]] + [Ip2]) < &;
(2) Jur(w1) —ui(xo)| < € y ua(wa) — ua(wo)| < &;
(3) |lp1 +p2 —pl <€.

En la Definicién 1.5.15, si reemplazamos la derivada Fréchet por la derivada Gateaux se pueden

obtener resultados muy similares.

Teorema 1.5.22. (Teorema de valor medio para funciones subdiferenciables). Sea U un subconjunto
abierto y convexo de un espacio de Banach X y sea ¢: U — R una funcion continua y Gdteaux
subdiferenciable. Supongamos que existen M > 0 tal que para todo x € U, existe p € D™ p(x) con
Ilpll < M. Entonces ¢ es lipschitziana.

Corolario 1.5.23. (Desigualdad del valor medio). Sea X un espacio de Banach que admite una funcion
meseta lipschitziana de clase C* y sea p: [0,T[xX — R una funcién s.c.i. y acotada inferiormente.

Supongamos que para todo x € X, p(0,x) > 0 y fijemos (to, o) €]0,T[ xX. Entonces, para todo € > 0,

$lto, o)

existe (t,x) €10,T[xX y (a,p) € D™ ¢(t,x) tal que a < Vyeylpl <&
0

Veamos a continuacion el Principto del mdrimo para ecuaciones estacionarias de primer orden
de Hamilton-Jacobi. Sea ) un subconjunto abierto y acotado de R y sea H: {2 x R™ — R una funcién

continua arbitraria. Consideremos la siguiente ecuacién de Hamilton-Jacobi:

{ u(x) + H(xz, Du(x)) =0, para todo x € Q, (1)

u(z) =0, para todo x € 0f).

Definiciéon 1.5.24. Una funcion u: X — R es una solucion cldsica de (HJ1) si u es continua en
Q, diferenciable en Q y verifica que u(z) + H(z, Du(x)) = 0 para todo x € Q.
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Analicemos si el principio del maximo tiene soluciones clasicas. Sea u € C(2) N C*() una

subsolucioén clésica, es decir,

u(z) + H(z, Du(z)) <0, para todo z € €,
u(z) <0, para todo x € 010,

y sea v € C(Q) N CL(2) una supersolucion clasica, es decir,

v(z) + H(z, Dv(z)) > 0, para todo z € €,
v(z) >0, para todo x € 99Q.

Supongamos que sup(u — v) > 0. Por el Teorema de Weierstrass, existe zg €  tal que (u — v)(zg) =
Q

méx(u — v) > sup(u —v) > 0. Como (u — v)(x) < 0 para todo x € 92, entonces xg € Q 'y
Q Q
(u—v)(xg) = méix(u — ).

Por tanto, D(u — v)(xg) = 0, lo que implica por linealidad que Du(zg) = Duv(xg). Asi,
como u(zg) + H(zo, Du(zg)) < 0 y wv(zo) + H(z, Dv(zo)) = v(zo) + H(z, Du(xg)) > 0, tenemos

restando que u(zg) — v(zp) < 0, lo cual es una contradiccion. En consecuencia, sup(u —v) < 0y, por
Q

consiguiente, u(z) < v(z), para todo x € €.

En el caso de que el dominio €2 sea no acotado o de dimensién infinita, si v y v estan acotadas,
se puede probar andlogamente este resultado usando un principio variacional en lugar del Teorema de
Weierstrass aunque es necesario establecer algunas hipdtesis més restrictivas sobre el hamiltoniano H
para calcular H (zo, Du(zo)) — H(xo, Dv(zg)).

En general, estas ecuaciones no tienen soluciones clésicas. Por ello, veremos a continuacién otro

tipo de soluciones que nos permitiran resolver estas ecuaciones bajo algunas hipétesis generales.

Definicién 1.5.25. Una funcion u: X — R es una subsolucion de viscosidad de (HJ1) si u es

s.c.s. y, para todo x € X y todo p € DV u(x),
u(z) + H(xz,p) <0.

La funcion u es una supersolucion de viscosidad de (HJ1) siu es s.c.i. y, para todo x € X y todo
p € D™ u(x),
u(z) + H(z,p) = 0.

Diremos que u es una solucion de viscosidad de (HJ1) si u es al mismo tiempo subsolucion de

viscosidad de (HJ1)y supersolucion de viscosidad de (HJ1).



64 CAPITULO 1. PRINCIPIOS VARIACIONALES CLASICOS

Diremos que un hamiltoniano H: X x X* — R continuo satisface la condicion (H1) si verifica que
|H (21,p) = H(x2,p)| = 0 cuando [lz1 — zo|[(|[pl] + 1) = 0,

|H(x,p1) — H(x,p2)| — 0 cuando ||p; — p2| — 0.

Si H es uniformemente continua, entonces H satisface la condicion (H1). A continuacién probaremos

la unicidad de una solucion de viscosidad continua y acotada u: X — R de la ecuacion (HJ1).

Teorema 1.5.26. /DG, Teorema 6.1] Sean X un espacio de Banach que admite una funcion meseta
lipschitziana de clase C' yu,v: X — R dos funciones acotadas. Supongamos que H es un hamiltoniano
que satisface (H1). Si u es una subsolucion de viscosidad de (HJ1) y v es una supersolucion de
viscosidad de (HJ1), entonces u(x) < v(z),Vr € X.

Demostracion:

Fijemos £ > 0. Las funciones v y —u son s.c.i. y acotadas, luego por el Teorema 1.5.18, existen

11,79 € X y p1 € DVu(xy),p2 € D™ v(x2) tales que

(1) llzr = 22l|(1 + [[pall + [lp2ll) < &;

(2) llp1 —pell < &;

(3) v(wa) —u(wr) < lim inffo(y) —u(z) =y —2ll <np+&.

La condicion (3) implica que v(z2) —u(z1) < inf{v(z) —u(z) : v € X}+&. Como u es una subsolucion
de viscosidad de u + H(z, Du) = 0, tenemos que u(x1) + H(z1,p1) < 0. Como v es una supersolucion

de viscosidad de v + H(x, Dv) = 0, tenemos que v(x2) + H(z2,p2) > 0. Consecuentemente,

igl(f(v —u) > v(xe) —u(xy) — €
> H(z1,p1) — H(z2,p2) = €
= H(z1,p1) — H(x2,p1) + H(x2,p1) — H(w2,p2) — €. (1.53)

De (1) sabemos que [|z1 — z2||(1 + [|p1]]) < &, luego H(x1,p1) — H(z2,p1) — 0 cuando & — 0 por
(H1). De (2) sabemos que |[p1 — p2|| < &, luego H(z2,p1) — H(x2,p2) — 0 cuando £ > 0 por (H1)

nuevamente. Teniendo en cuenta esto y (1.53), obtenemos que
inf(v —u) > 0.
uf(v —u) >

Luego v(z) > u(x) para todo z € X. O



1.5. PRINCIPIO VARIACIONAL DE DEVILLE-GODEFROY-ZIZLER 65

Estudiemos ahora el Principio del mdximo para ecuaciones de Hamilton-Jacobi parabdlicas.
Nuestro objetivo es probar la unicidad de una solucién de viscosidad uniformemente continua

u: Ry X X — R de la siguiente ecuacion de evolucion:

{ up + H(x,uy) =0, (HJ2)

u(0,x) = ug(x),

donde ug: X — R es la condicién inicial, para la cual suponemos que esta acotada y es uniformemente

continua.

Definicién 1.5.27. Decimos que una funcion u: Ry x X — R es una subsolucion de viscosidad de
(HJ2) si u es s.c.s. y, para todo (t,x) € X y todo (a,p) € DT u(t, ),

{ a+ H(z,p) <0,
u(0,2) < up(x).

La funcion u es una supersolucion de viscosidad de (HJ2) si u es s.c.i. y, para todo (t,x) € X y todo
(a,p) € D~ u(t, z),

a+ H(z,p) >0,

w(0,2) > ug().
Diremos que u es una solucion de viscosidad de (HJ2) si u es al mismo tiempo subsolucion de

viscosidad de (HJ2) y supersolucion de viscosidad de (HJ2).
Veamos un teorema similar al anterior para (HJ2).

Teorema 1.5.28. [DG, Teorema 6.2] Sean X un espacio de Banach que admite una funcion meseta
lipschitziana de clase C' y u,v: Ry x X — R dos funciones uniformemente continuas. Supongamos
que H es un hamiltoniano que satisface (H1). Si u es una subsolucion de viscosidad de (HJ2) y v es

una supersolucion de viscosidad de (HJ2), entonces u(z) < v(z),Vz € X.

Demostracion:

Fijemos una constante 7" > 0 finita y supongamos que : %I[lf X(v—u) < (0 para llegar a una contradiccion.
0,7 x

Como u es subsolucion de viscosidad y v es supersolucion de viscosidad, entonces v(0,x) — u(0,z) >
up(x) —up(x) = 0 para todo x € X. Asi, como la funcién v —wu es uniformemente continua y no negativa
en {0} x X, esta acotada inferiormente en [0, 7 x X. Entonces, existe (to,zo) €]0,T[ xX tal que

(v—u)(to,x0) < Mmf (v—u)+ET y (v—u)(to,zo) <O0. (1.54)
0,7 x X

Por el Corolario 1.5.23, existen (¢,x) €]0,T[xX y (a,p) € D™ (v — u)(t, z) tales que

— t
a< (““2(”0) +E vy |l <€ (1.55)
0
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Por el Teorema 1.5.21 aplicado a las funciones u; = v y ug = —u, existen (t1, 1), (t2,z2) €]0,T[ xX

y (a1,p1) € D™ (t1,21), (az,p2) € DT u(ta, z2) tales que
(1) [lz1 — ol < &;

(2) lpr —p2—pll<€ylar —az—al <&;

(3) (lpall + laa] + [[p2ll + laz)) (lJz1 — 2|l + [t1 — t2]) < €.

La funcién u es una subsolucion de viscosidad de u; + H(x, u;) = 0, luego as < H(x2,p2) vy la funciéon

v es una supersolucion de viscosidad de vy + H(z,v,) = 0, luego a; > —H (z1,p1). Consecuentemente,

1 (v —u)(to, x0) (v —u)(to, x0)
— f — -~ > £ 1.56
T [0,:1FI[1xX(U v) (1?4) T ~ to (1.56)
> a—2E>a; —ay—3E > —H(xy,p1) + H(ze,p2) — 3E. (1.57)
(1755) @)

Obsérvese que (3) implica que (||p1|| + ||p2]])||x1 — z2]] < &. De forma anéloga al caso estacionario,

como H satisface (H1), haciendo que & tienda a 0, tenemos que

1
— inf (v—wu)>0,
T [0,T[><X< )2
lo cual es una contradiccién con lo que habiamos supuesto al principio. ]

Estudiaremos a continuacién la unicidad para las ecuaciones de Hamilton-Jacobi de sequndo orden.

Definiciéon 1.5.29. Sea X wun espacio de Banach y ¢: X — R U {+oc} una funcion. Llamamos

subdiferencial de segundo orden de ¢ en x € X al conjunto

D*~p(z) = {(¢'(x),¢"(x)) : g €C*X,R) y o — g tiene un minimo local en x}.
Llamamos superdiferencial de segundo orden de ¢ en x € X al conjunto

D*>Vo(x) = {(¢'(z),¢"(x)) : g€ C*X,R) y ¢ — g tiene un mdzimo local en x}.
El siguiente teorema nos sera de gran utilidad, ya que trabajaremos en dimensién finita.

Teorema 1.5.30. (Deville-El Haddad) [DG, Teorema 4.5].
Sean u1,us: R® — R dos funciones s.c.i. Supongamos que xo y (p, Q) € D>~ (u1 + u2)(xg) son dados.
Entonces, para todo € > 0, existen x1,x2 € R", (p1,Q1) € D> ui(z1) y (p2, Q2) € D> us(x2) tales

que

(i) |z1 — zol| < € y [|x2 — 20| < E;
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(ii) Jur(w1) —ui(xo)| < € y ua(wa) — ua(wo)| < &;

(i) ||[p1 +p2—pl| <E y||Q1+Q2— Q| <€&.

Mas adelante, veremos como usar este teorema para probar la unicidad de soluciones de
viscosidad para ecuaciones de Hamilton-Jacobi de segundo orden. Consideraremos la siguiente ecuacién

estacionaria:

u+ H(z,u, Du, D*u) = 0, (HJ3)
donde H es un hamiltoniano uniformemente continuo.

Definiciéon 1.5.31. Una funcion u: R" — R es una subsolucion de viscosidad de (HJ3) si u es
s.c.s. y, para todo x € R™ y todo (p, Q) € D>V u(x),

u(@) + H(z,p, Q) < 0.

La funcidn u es una supersolucion de viscosidad de (HJ3) siwu es s.c.i. y, para todo x € R™ y todo
(p, Q) € D> u(x),
u(@) + H(z,p,Q) > 0.

Diremos que u es solucion de viscosidad de (HJ3) siu es al mismo tiempo subsolucion de viscosidad
de (HJ3) y supersolucion de viscosidad de (HJ3).

Teorema 1.5.32. [DG, Teorema 6.3] Sean u,v: R™ — R dos funciones acotadas. Si u es una
subsolucion de wviscosidad de (HJ3) y v es una supersolucion de wviscosidad de (HJ3), entonces
u(z) < wv(zx) para todo x € R™.

Demostracion:

Fijemos £ > 0. La funcién u — v es s.c.s. y acotada superiormente, luego por el Teorema 1.5.4, tenemos
que existen 79 € R"y (p, Q) € D* T (u—v)(xo) tales que ||p|| < &,]|Q| < € y (u—v)(z0) > sup(u—v)—E.
Aplicando el Teorema 1.5.30 con u3 = v y uz = —u, existen z1,79 € R" (p1,Q1) € D> v(w1) y
(p2, Q2) € D*>Fu(xs) tales que

(1) llz1 = zoll < €y |lw2 — x| < &;
(ii) |v(z1) —v(zo)| < €y |u(wo) — ulxe)| < &;

(iii) [lp1+p2—p| <Ey Q1+ Q2— Q| <E.
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La funcién u es una subsolucion de viscosidad de u+ H (z, Du, D*u) = 0, luego u(x2) + H (2, p2, Q2) <
0. La funcién v es una supersolucion de viscosidad de v + H(wz, Dv, D?>v) = 0, luego v(x1) +
H(x1,p1,Q1) > 0. Consecuentemente,
sup(u —v) < (u—v)(zo) + € = u(ze) — v(x1) + (u(xo) — u(z2) — V(X0) + V(27)) + &
(§) u(r2) —v(21) + 38 < —H(x2,p2, Q2) + H(x1,p1,Q1) + 3E.
(13

Ademas,

1 = wall < [lz1 = zoll + [lzo — 2 5%
1
[p2 — p1ll < llp2 —p1 —pll +[Ipll < 2¢&;
(#i2)
Q2 — Q1 < [[@2 — Q1 — Q[ + Q] (.<..) 2€.
217
Usando la continuidad uniforme de H (lo es por definicion de (HJ3)) y haciendo que £ tienda a 0,

obtenemos entonces que sup(u — v) < 0. O

Es posible extender estos resultados para ecuaciones parabolicas de Hamilton-Jacobi de segundo
orden o para algunas clases de funciones no acotadas. Para terminar este capitulo, nos centraremos
en el estudio de la existencia de soluciones de viscosidad para ecuaciones de Hamilton-Jacobi bajo
condiciones mas generales. Emulando al método clasico de Perron para funciones armoénicas, dadas
una subsolucién de viscosidad y una supersoluciéon de viscosidad, ug y vg, probaremos bajo ciertas
condiciones que existe una funcién u tal que ug < u < vy, verificando caracteristicas que nos permitiran

probar la existencia de una solucién de viscosidad.

Definicién 1.5.33. Si Q es un subconjunto abierto de un espacio de Banach X y u: Q2 — R es una

funcidn, llamamos envoltura semicontinua superiormente de u a la funcion
u* :=inf{v : v € C(QR) y v(x) > u(x) para todo x € Q}
y envoltura semicontinua inferiormente de u a la funcion

us :=sup{v : v € C(Q,R) y v(x) < u(x) para todo x € N}.

Necesitaremos previamente un teorema preliminar y un lema.

Teorema 1.5.34. [DG, Teorema 4.7]. Sea X un espacio de Banach que admite una funcion meseta

lipschitziana de clase C. Sea S una familia localmente uniformemente acotada de funciones s.c.s.
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definidas en X que tienen valores reales. Sea u* la envoltura semicontinua superiormente de la funcion
uw(z) = inf{g(z) : g€ S}. Siz € X y p € DTu*(z), entonces existen unas sucesiones (r,) C X,
(on) C S y (pn) tal que p, € DYy (zy) que verifican que

(a) (x) converge a x;
() (pn(n)) converge a u*(z);
(c) (pn) converge a p.

Lema 1.5.35. Sean X un espacio de Banach que admite una funcion meseta lipschitziana de clase
Ct, Q un subconjunto abierto de X y H: Q x R x X* — R una funcién continua. Sea S una familia
de funciones localmente uniformemente acotadas superiormente que son subsoluciones de viscosidad
de H(xz,u,Du) = 0 en Q. Sea v := {w : w € S}. Entonces, u* es una subsolucion de viscosidad de
H(x,u,Du) =0 en Q.

Demostracion:

Sea z € Qy p € DTu*(z). Por el Teorema 1.5.34, existen unas sucesiones (x,,) C Q, (u,) C Sy (pn)

tal que p, € DV u,(z,) que verifican que
(a) (zp) converge a x;
(b) (un(zy)) converge a u*(z);

(¢c) (pn) converge a p.

Como u,, es una subsolucion de viscosidad de H(z,u, Du) = 0 en Q, entonces H(xy, un(xy),pn) =
0. Como H es continua, entonces H(2n,tn(zn),pn) — H(z,u*(z),p) = 0. Por tanto, u* es una

subsolucion de viscosidad de H(x,u, Du) =0en Q. O

Observacion 1.5.36. En particular, cuando S = {ui,us}, obtenemos que el supremo de dos
subsoluciones viscosidad de H(x,u,Du) = 0 en Q es también una subsolucion de wviscosidad de

H(x,u,Du) =0 en Q.

Teorema 1.5.37. /DG, Teorema 6.4] Sean X un espacio de Banach que admite una funcion meseta
lipschitziana de clase Ct,  un subconjunto abierto de X y H: Q2 x R x X* — R una funcion continua.
Sean ug una subsolucion de viscosidad y vy supersolucion de viscosidad de H(x,u, Du) =0 en Q tales

que up(z) < vo(x) para todo x € Q. Entonces existe una funcion u: Q@ — R tal que
(1) uo(z) < u(x) < wvo(z) para todo x € Q;

(2) u* es una subsolucion de viscosidad de H(x,u, Du) en ;
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(3) us es una supersolucion de viscosidad de H(x,u, Du) en €.

Demostracioén:

Definimos el conjunto
S={w: X >R :up<w<1vy y w es una subsolucion de viscosidad de H(x,u, Du) =0 en Q}

yseau :=sup{w : w € S§}. Por el Lema 1.5.35, u*, es una subsolucion de viscosidad de H(x,u, Du) = 0
en 2. Probemos ahora que u, es una supersolucion de H(x,u, Du) = 0 en . Si no fuera asi, existiria

zo €  y una funciéon g € C1(X,R) tales que
(1) ux(z0) — g(x0) =0y us(x) — g(x) > 0 para todo = € Q,
(it) H (o, us(0), g (20)) < 0.

Obsérvese que necesariamente g(zg) < vo(xo). De hecho, si g(xg) > vo(z0), como g(z) < u(z) < vo(x)
para todo = € , entonces g(zg) = u«(z9) = vo(zp). Por tanto, (vo — g)(x) > 0 para todo z € Q y
(vo — g)(x0) = 0, lo cual implica que xg es un minimo de vy — g. Por otro lado, vy es una supersolucion

de viscosidad de H(x,u, Du) = 0 en 2, luego H (o, vo(x0), ¢ (z0)) > 0, lo que contradice (ii).

Por la continuidad de H y ¢’ y el Lema 1.5.2, existe § > 0 tal que égg(xo) C  y una funcién
meseta b: X — R tal que sop(b) C Bj(z), b(zg) > 0 y que satisface que

H(z,g(x) + b(z), ¢ (z) + V' (x)) < 0 para todo 2 € Bas(xo)

g(x) + b(z) < wvo(z) para todo z € Q.

Notese que esto se verificasi 0 > 0y [|b]|co ¥ ||V||co sOn suficientemente pequenos (porque g(xo) < v(xo)

y g(z) < wv(x) para todo x € Q). Definimos ahora una funcion w: Q@ — R tal que

w(z) = { max{g(z) + b(z),u(x)}, size€ §25£x0)7
U(.Z'), six € Q\BQ(;<1'O).

Por el Lema 1.5.35, w es una subsolucion de viscosidad de H(z,u, Du) = 0 en Q := Bas(x). Por
otro lado, si x € Qg := Q\B;s(x0), entonces w(x) = u(z). Por tanto, w es también una subsolucion de
viscosidad de H (z,u, Du) = 0 en 3. Como € y Q2 son abiertos, w es una subsolucion de viscosidad
de H(z,u,Du) =0 en Q = Oy UQy. Ademés, como up(z) < w(z) < vg(x), tenemos que w(z) < u(z),
para todo = € Q. Pero u(z) > w(z) > g(x) + b(x) en Bs(zo), lo cual implica que u,(z) > g(z) + b(x)
en Bs(xo), y esto contradice el hecho de que uy () = g(xo). O
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Modificando ligeramente esta prueba, también podemos obtener un resultado anélogo para
ecuaciones de Hamilton-Jacobi en espacios de Banach que admitan una funcién meseta lipschitziana

de clase C2.

Corolario 1.5.38. /DG, Corolario 6.1] Sean X un espacio de Banach que admite una funcion meseta
lipschitziana de clase C', Q un subconjunto abierto de X y H: Q x R x X* — R un hamiltoniano

continuo que satisface la condicion (H1), es decir, que verifica que
|H (x1,p) — H(x2,p)| = 0 cuando |[z1 — waf/(|lpll +1) = 0,

|H(x,p1) — H(x,p2)| = 0 cuando ||p1 — p2|| — 0.

Supongamos ademds que la funcion ®: X — R tal que ®(x) = H(z,0) estd acotada. Entonces existe
una unica funcion acotada u: X — R tal que u es una solucion de viscosidad de uw+ H(x, Du) =0 en

Q.

Demostracion:

Por hipotesis, existen unas constantes m y M tales que m < H(z,0) < M para todo z € €.
Luego tenemos que las funciones constantes iguales a —m y —M son respectivamente supersolucion
de viscosidad y subsolucion de viscosidad de H(z,u, Du) = 0 en Q. Por el Teorema 1.5.37, existe
una funciéon u: 2 — R tal que —M < u < —m en Q y u* es una subsolucién de viscosidad y
us es una supersolucion de viscosidad de H(x,u, Du) = 0 respectivamente. Asi, u estd acotada vy,
consecuentemente, u, y u* también estan acotadas. Por el Teorema 1.5.26, tenemos que u* < u,. Pero
por definicién tenemos que uy, < u < u*, luego ©v = u* = u, es una solucién de viscosidad continua
de (HJ1). Si hubiese otra solucion de viscosidad acotada de (HJ1), v, entonces seria subsolucion y
supersolucion de viscosidad de (HJ1), al igual que u. Por tanto, por el Teorema 1.5.26 tenemos que

u(z) < v(x) < u(z) para todo x € Q, luego u = v, probando asi la unicidad de w. O
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Capitulo 2

Principios variacionales paramétricos

En 2001, Pando G. Georgiev public6 una versiéon paramétrica del Principio variacional de
Ekeland en [G2|, probando que bajo ciertas condiciones, el punto minimo de la funciéon perturbada
podia escogerse de forma que dependiera continuamente de un parametro. De esta forma, como
veremos més adelante, se obtienen algunos resultados para obtener equilibrios de Nash en dimensién

infinita y para problemas de minimax.

Posteriormente, en 2005, Georgiev dio en [G1] otra version paramétrica de un principio
variacional que también hemos visto, el de Borwein-Preiss. Este principio generaliza el que publicé
anteriormente en 2001 y permite obtener un mayor ntimero de resultados. De esta forma, se obtienen
también resultados para obtener equilibrios de Nash, asi como otras aplicaciones para desigualdades
variacionales (véase [G3]). También cabe destacar una version paramétrica del conocido Teorema de

Karush-Kuhn-Tucker, la cual veremos més adelante.

Mas adelante, en 2009, Libor Vesely publico en [Ves| una version paramétrica ligeramente
modificada del principio variacional de Borwein-Preiss. Con esta nueva versiéon se consigue probar de
forma alternativa algunas propiedades de subdiferenciales de funciones convexas y otras propiedades
soporte para conjuntos convexos. Ese mismo ano, Robert Deville y Antonin Prochézka parametrizaron

en [DP] el Principio variacional de Deville-Godefroy-Zizler.
Veremos a continuacién, que es muy comin para las pruebas usar multifunciones y el Teorema

de Seleccién de Michael con algunas modificaciones particulares para cada principio variacional

paramétrico.

73
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2.1. Principio variacional paramétrico de Ekeland

El Principio variacional paramétrico (P.V.P.) de Ekeland fue publicado en 2001 por Pando
G. Georgiev. El resultado es anélogo al P.V. clasico de Ekeland, pero en esta version la funcion de

perturbacion puede elegirse de forma que sélo dependa continuamente de un parametro.

2.1.1. Resultados previos sobre multifunciones y conos convexos

Previamente, veremos algunos conceptos sobre multifunciones que nos seran muy tutiles mas

adelante (ya vimos algunas definiciones basicas para el Teorema de Caristi-Kirk en la pagina 29).

Definicién 2.1.1. Dada una multifuncion F: X = M, donde X es un espacio topolégico y (M,d) es

un espacio métrico, se dice que
» F es semicontinua superiormente (s.c.s.) enxg € X si para cada abierto V- O F(xg), existe
un abierto U 3 xg tal que F(x) CV para cada x € U;

» F' es semicontinua inferiormente (s.c.i.) en xo € X si para cada abierto V tal que V N
F(zo) # 0, existe un abierto U 3 xg tal que F(x) NV # 0 para cada x € U;

F' es continua en xg € X si es s.c.s. y S.c.i. en xq;

» F' es Hausdorff semicontinua superiormente (H.-s.c.s.) en xy € X si para todo € > 0,
existe un abierto U 3 xg tal que F(z) C {z € M : d(z, F(z0)) < £}, para cada x € U;

F es Hausdorff semicontinua inferiormente (H.-s.c.i.) en xg € X si para todo € > 0,
existe un abierto U 3 g tal que F(zg) C {z € M : d(z,F(x)) < &}, para cada x € U;

= F' es Hausdorff continua en xq si es H.-s.c.s. y H.-s.c.i. en xg.

Observacion 2.1.2. Dado Y un espacio de Banach real, denotamos por BCC(Y') el espacio métrico

de los subconjuntos convexos, cerrados, acotados y no vacios de Y dotado de la métrica de Hausdorff,

h(A, B) := méx {sup d(a, B),sup d(b, A)} .
acA beB

Entonces, la multifuncion F: X — BCC(Y) es Hausdorff continua si, y sélo si, es una aplicacion

continua entre los espacios X y (BCC(Y'), h). Ademds, se verifican también las siguientes implicaciones:
m 51 ' es H.-s.c.i., entonces I es s.c.i.;
m 51 F es s.c.s., entonces F' es H.-s.c.s.

Definicién 2.1.3. Sean X, Y espacios topoldgicos. Decimos que la multifuncion F: X =Y tiene una
seleccion f: X =Y si f(x) € F(x), para cada x € X.
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La prueba del siguiente teorema puede verse en [Mich| o en [FHHMZ, Teorema 7.53].

Teorema 2.1.4. (Teorema de seleccion de Michael, 1956)
Sean X un espacio topoldgico paracompacto e Y un espacio de Banach. Sea F': X =Y una multifuncion

s.c.i. con valores cerrados, converos y no vacios. Entonces F' tiene una seleccion continua.
La prueba del siguiente resultado puede verse en [BIPi, Proposicion 2.3].

Lema 2.1.5. Sean X wun espacio topoldgico paracompacto, Y un espacio de Banach y F': X = Y,
G: X =Y multifunciones Hausdorff continuas con valores cerrados y convexos. Definimos H: X =3Y
tal que H(z) := F(x) N G(x). Siint H(x) # 0 para todo x € X, entonces H es Hausdorff continua.

Veamos ahora otros conceptos sobre conos convexos en espacios de Banach.

Definiciéon 2.1.6. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto K C X es un cono convexo si

AK + uK = K, para todo A\, u > 0. Ademds, si contiene al origen, diremos que es puntiaguado.

Definiciéon 2.1.7. Sea C un cono convexo y cerrado en un espacio de Banach (X, || - ||). Diremos que

C es un cono fuertemente puntiaguado si existe | € Bx+ tal que:
(i) supl = 0.
C
(i) Para cada sucesion {c,} C C tal que l(cy) — 0, se tiene que ¢, — 0.
Definicién 2.1.8. Sean X un espacio de Banach y Z C X un subconjunto, llamamos

(i) el conjunto de los puntos débilmente eficientes de Z con respecto a C' a

WEPc(Z) :={2€Z : int(z+C)NZ =0};

(ii) el conjunto de los puntos eficientes de Z con respecto a C a

EPc(Z):={2€Z: (:+C)NZ={2}};

(iii) el conjunto de los puntos fuertemente eficientes de Z con respecto a C a

SEPc(Z):={yeZ: (y+C)NZ={y},
y para cada {z,} C (y + C) tal que d(zn, Z) — 0, se tiene que z, — y}.

Definicién 2.1.9. Sea X un espacio de Banach y Z C X. Diremos que Z estd fuertemente acotado
respecto a C' si existen z € Z y € > 0 tales que el conjunto (z + C) N (Z + EBx) estd acotado.
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Proposicion 2.1.10. [G2] Sean X wun espacio de Banach, C C X wun cono convexo, fuertemente
puntiagudo, cuyo interior es no vacio y Z C X un subconjunto convexo y fuertemente acotado respecto
a C. Entonces, para caday € Z y para cada € > 0, el conjunto (y + C) N (Z 4+ EBx) estd acotado.

Veamos un resultado importante sobre selecciones continuas extremales.

Teorema 2.1.11. [G2] Sean X wun espacio topoldgico paracompacto, Y wun espacio de Banach y
F: X =Y una multifuncion Hausdorff continua con wvalores cerrados, convexos y no vacios. Sea
C' un cono convexo, cerrado, fuertemente puntiagudo cuyo interior es no vacio. Supongamos que para

cada © € X, F(x) estd fuertemente acotado respecto a C. Entonces se verifica que
(i) la multifuncion WEP¢(F(+)) tiene una seleccion continua;

(ii) siy': X — Y es una seleccion continua de F, entonces (y'(-) + C) N WEPq(F(-)) tiene una
seleccion continua;

(111) si para cada x € X, F(x) estd fuertemente acotado respecto a Cg = |J (ACNSx + EBx),
A>0

entonces (y'(-) + Cg) NSEP¢ F(+) tiene una seleccion continua.
Demostraciéon:
Denotemos D = C N Sx y H := kerl. Veamos que d(H,D) > 0. Por reduccion al
absurdo, supongamos que existe (b,) C D tal que d(b,,H) — 0. Dado = € H arbitrario,
—l(by) = |l(bn)| = |l(by, — x)| < ||by, — z||. Luego 0 < —I(by,) < d(by, H), de donde deducimos que

l(by,) — 0y como (b,) C C, entonces b, — 0. Pero entonces (b,) ¢ Sx, lo que es una contradiccion.

1 -
Por tanto, sea & > 0 tal que £ < id(H’ D) y consideremos el conjunto cerrado Cg := |J {\D + EBx}.
A>0
Se comprueba facilmente que Cg es un cono fuertemente puntiagudo.

Sean {&€,}22 1, {1721, {E/}>2 , sucesiones de ntmeros positivos que convergen a 0 tales que
o0

o0
S &y D & convergeny E,—1 < &, + EE),, para cada n > 2.
n=1 n=1

Dados un escalar «, un subconjunto A C X y = € X, denotaremos aA := {aa : a € A}y

1

A—z:={a—x : a € A}.Dadoe € D, por como0 < £ < §d(H, D), tenemos que Bg(e) = e+EBx C C.
Por las propiedades de los conos, para todo § > 0, tenemos que d(e + EBx) C 6C = C. Por tanto,
para todo & > 0,

SEBx C C — de. (2.1)

A continuacion, definiremos por inducciéon las multifunciones: Hy,, F,, : X =2 Y tales que
Hy(z) = (F(2) + £nBx) N {yn-1(x) — Epe+ C},

Fu(x) ={y € Hn(x) : l(y) < infl(Hy(2)) + &5},
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donde y,—1 : X — Y es una seleccién continua de F,,_1. En efecto, en primer lugar definimos Fy := F,
que verifica por hipo6tesis que es semicontinua inferiormente y que sus imagenes son convexas, cerradas
y no vacias. Supongamos que F,,_1 es semicontinua inferiormente y que sus imégenes son convexas,
cerradas y no vacfas para n > 1. Por el Teorema de Seleccién de Michael, existe una seleccion continua
de Fy—1, yp—1 (sim = 1, yo = /). Por la Proposicion 2.1.10, H,, esta acotada. Es inmediato, por

definicién, que Fj, tiene imagenes cerradas y convexas.

Veamos que F), es semicontinua inferiormente. Dados zo y « > 0, se tiene que int Hy,(zq) # 0.
En efecto, si int Hy(xo) = 0, entonces por (2.1) tenemos que y,—1(z) + E,EBx C yn—1(x) — ELe+ C,
luego int ((F(xo) + E.Bx) N (yn—1(x0) + ST’LSBX)) = 0, luego &, + EE/, < &E,-1, lo cual contradice
nuestra eleccion anterior de &, y &/,. De la Proposicion 2.1.10 se sigue, en particular, que H,, (o) esta
acotado y, como int Hy(zg) # (), se tiene que int Fy,(xg) # 0. Dado 2y € F,(xq), existe 21 € int f,(x0)
tal que
llz0 — 21| <

Entonces, [(z1) < inf l(Hy(x0)) + &, Seay € (0,inf l(H,(x)) + &/ —1(21)). Por la continuidad de y,—1
y F se sigue por el Lema 2.1.5 que H,, es Hausdorff continua. Luego existe § > 0 tal que

H,(x) C{z : I(z) > infI(Hy(z0)) — 7}
y 21 € H,(z) para cada x € Bs(xg). Por consiguiente,

inf I(Hy(z)) > inf l(H,(z0)) —

I(z1) < Infl(Hp(x0)) + E — v < inf I(H,(x)) + &),

para cada = € Bs(xg). Consecuentemente, z; € Fy(x) para cada & € Bj(zg), lo cual prueba la

semicontinuidad inferior de F}, en x(, por lo que F}, esta bien definido para todo n € N.

Para todo x € X y todo z € Hy,(z), tenemos que z = y,_1(z) + £/ e + ¢, para algtn ¢ € C. Asi,

o1 (2) — 2) = E41(e) — 1(e) > EL(e). (2.2)
SizekerlyxeSx, —l(z)=|l(z)]=|l(x—2)| <|z—z|, luego —I(z) < d(z,kerl). Por otro lado,
si escogemos (z,) C Sx tal que n:L_1||l|| = nL—i—l < |l(xy)| y un punto y = z — ll((xi))xn € kerl,
entonces
o= o1 < ;5 anl < 23] = =" i)

Haciendo n — oo y escogiendo el infimo sobre y € kerl, se tiene que —I(x) > d(z,kerl). Por tanto,
d(x,kerl) = —l(x). Sea s := inf{|lz—y|| : z € D,y € 71(0)}, dados z € C'y r > 0 tales que [(z) > —r,
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1
entonces —— € D ys<d <x,kerl> = ———l(z) < L, por lo cual ||z] < " Por consiguiente,
[l ] [l ] s
dados z € X y z € H,(z), de (2.2) obtenemos que
El(e . 28" (e
lyn—1(z) = z|| < —"S() y diam H,(z) < —7";(). (2.3)
De (2.3), para z = yn(x), obtenemos que (yn(z))?>,; es una sucesiéon de Cauchy. Si v(z) es

su limite, tenemos que es uniforme con respecto de x, es decir, y, converge uniformenete sobre X

a v, luego v es una aplicacion continua. Como y,(z) € F(x)+&,Bx, entonces v(x) € F(x), parax € X.

Veamos que (v(z) + intC) N F(z) = ( para cada € X. Si no fuera asi, existirfa
z € (v(z) +intC) N F(x) para algin = € X. Entonces para n € N suficientemente grande, el
segmento de extremos z y 3(v(z) + z) esta contenido en H,(z) y, por consiguiente, diam H,(z) no
converge a 0, lo cual entra en contradicciéon con (2.3). Asi, v(z) es un punto débilmente eficiente de
(¥/() + C) N F(a).

Si para cada © € X, F(x) esta fuertemente acotado con respecto a Cg para algin £ > 0,
entonces reemplazando C' por Cg en la prueba realizada se concluye que la multifuncién
(v'(-) + Cg) N WEP(¢, (F(-)) tiene una seleccion continua. Por tltimo, se comprueba facilmente
que WEP¢, (F(-)) C SEP¢(F(+)), lo cual completa la prueba. O

A partir de este resultado, se prueba la existencia de una seleccion continua que toma valores en

los puntos soporte de un conjunto convexo cerrado, los cuales existen por el Teorema de Bishop-Phelps.

Corolario 2.1.12. [G2] Sean X un espacio topoldgico paracompacto, Y wun espacio de Banach y
F: X =Y una multifuncion Hausdorff continua con valores cerrados, convezos, acotados y no vacios.
Entonces para todo € > 0 y para todo | € Y™, existe una seleccion continua de la multifuncion
Fg: X =Y definida por
Fle(x) ={y € F(z) : 32" € Be(l) : 2*(y) = I}];l(a))(x*}
€T
En particular, las multifunciones que asignan a cada x € X los puntos soporte y los puntos de la

frontera de F(x) tienen selecciones continuas.
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2.1.2. Resultado principal

Ahora ya tenemos todas las herramientas necesarias para ver el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.1.13. (Principio variacional paramétrico de Ekeland; Georgiev, 2001) [G2]
Sean E un espacio de Banach, X un espacio topoldgico paracompacto e Y C E un subconjunto cerrado

y convezxo. Sea f: X XY — R una funcidn tal que

(a) la familia de funciones ®(-) := {f(-,y) : y € Y} es equicontinua, es decir, dado € > 0, existe

0 > 0 tal que si d(z1,x2) < 9, entonces sup |f(x1,y) — f(x2,y)| < E.
yeyY

(b) f(x,-) es convexa y s.c.i. para cada x € X.

(¢c) inf f(x,y) > —o0, para cada x € X.
yey

FEntonces,

(1) dado € > 0, existe una aplicacion continua yo: X — Y tal que
J (@, yo(x)) = minf(z,y) + Elly — yo(@)]}, = € X.

Si, ademds [ es continua, entonces tenemos la siguiente propiedad de localizacion:
(1°) Para toda aplicacion continua y' : X =Y, para todo E;X >0 y 0<§ <&, existe una aplicacion

&
continua yo: X =Y tal que f(x,yo(x)) = Hll;r/l flz,y) + XHy —yo(2)||| , para todo z € X, y
ye

(2) si f(z,y/(2)) < inf f(z,2) +& =3, entonces ||y (z) — yo()l| < A,

(3) yo(x) es el minimo fuerte en (1’) para cada x € X (i.e., toda sucesion minimizante en (1°) es

convergente).

Demostracion:

Consideremos el cono

C:={(x,—t) : t >0,tA > (E = 0)||z|} € E xR,

La multifuncién F': X = Y x R definida por

F(z)=epif(z,") :={(y,t) e ExXR : t > f(z,y)}

es H-s.c.i. y H-s.c.s. por la hipétesis (a), luego es Hausdorff continua. Ademaés, por la hipotesis (b), F
tiene valores cerrados y convexos. En el caso de que f sea continua, la aplicaciéon s: X — Y x R dada

por

s(z) = (' (2), f(z,y'(x))) € F ()
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es una seleccion continua de F'. Entonces, podemos aplicar el Teorema 2.1.11 (ii), obteniendo asi una
seleccion continua (yo, o) de la aplicacion (s(-) + C)NWEP¢(F(+)). Luego, para todo x € X, tenemos
por la definicion de WEP&(F(+)) que int ((yg(:ﬁ),ro(x)) + C’) Nepif(z,:) =0y ro(x) = f(z,yo(x)).

Asi, verificamos (1),

(e = rofe) =iy | £ + E5 2 = (]

Como (yo(z),ro(x)) € (s(z) + C), para cada = € X, si f(x,y'(x)) < in)f(f(x,z) + & — 4, entonces
zE
necesariamente ||y'(z) — yo(x)|| < A (verificandose (2)).
Sea (y,) sucesion minimizante para la funcion ga(z,-), donde ga2(z,y) = f(z,y) + XHy —yo(z)]||.

Sigi(z,y) = f(z,y) + ?Hy — yo(x)||, tenemos que
f(@,y0(x)) < g1(w,yn) < g2(z,yn) — f(z,90(7)).

o
Asi, 92(,g) — 1, 5m) = Sl = 90| = 0, por lo que (3) queda probado. T

2.1.3. Aplicaciones

En el siguiente teorema, estableceremos la existencia de un equilibrio de Nash mediante
perturbaciones, cuando uno de los conjuntos que forman el dominio de las funciones convexas no es

compacto. Puede considerarse una generalizacion del Teorema minimax de Sion (|Sion]).

Notacién: Dados Xi,..., X, subconjuntos de los espacios de Banach Ei,..., E, respectivamente,

denotaremos
s X=Xy xXox .. x X, yo=(x1,...,25),
s F=F1 x Ey x...x E,,
n X =Xy x X x Xy x Xpya—; = (21,0, Ti—1, Tig1,---,Tpn), para cada i =1,... n.

Teorema 2.1.14. [G2] Sea X1 un subconjunto cerrado, acotado, convero y no vacio de un espacio de
Banach E1 y sean Xo, ..., X, subconjuntos compactos, convexos y no vacios de los espacios de Banach

Es, ... By, respectivamente. Supongamos que las funciones f;: X — R, i =1,...,n verifican que,
(a) fijado x—; € X_;, fi(x1,. ., Ti—1, Tit1,...,Tpn) €S convexa y s.c.i. en X;, i =1,...,n;

(b) la familia de funciones {fi(...,x;,...) : ®; € X;} es equicontinua en X_;,i=1,...,n.
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Entonces, para cada € > 0, eziste un punto T = (Z1,...,T,) que es un equilibrio de Nash para las
funciones fi(z) + E|lx; — Zil|,i = 1,...,n, es decir,

fi(.fl, R 77 P ,:ﬁn) < fi(fl, ey T 1T Tt 1y - - ,i‘n) + EHJJZ — jz”, para todo x; € X;, i =1,...,n.
Demostracion:

Por el Teorema 2.1.13, existe una aplicacién continua y;: X_; — X; tal que

filw, o yi(@=g), .. mn) < filx) + Ellzs — 2],

para todo x € X y para cada i = 1,...,n. Sean las aplicaciones continuas ¢;: X_1 — X_1 tales que

vi(x_1) = (yi(x_1), T2, ..., Tic1, Tig1,- -5 Tn),

para cada i = 2,3,...,n. Consideremos la aplicacion ®: X_; — X_; definida por ®(x_;) =
(y2(w2(x=1))s -, yn(n(z—1))), la cual es continua por ser composicién de aplicaciones continuas.
Por el Teorema del punto fijo de Schauder, ® tiene un punto fijo z_1 = (Zg,...,Ty), es decir ®(T_1) =

(y2(02(T-1))s -, yn(on(T-1))) = T-1 = (T2,...,Ty). Si definimos Z; := y1(Z_1), obtenemos que

Zi = yi(e(Z-1)) = vi(n1(T-1), Z2, . - ., Tie1, Tig1, - - -, Tn) = Yi(T—i),

para todo 7 = 2,...,n. Por tanto, fi(i’l,. . .,yi(i‘_i),fn) = fi(jla .. .,fi,fn) < fi(i'la ey Ly ,CCn) -+
Ellz; — ||, para todo z; € X;,i=1,...,n. O

El siguiente teorema es una extension del P.V. de Ekeland para problemas de minimax.

Teorema 2.1.15. [G2] Sean E; y Ey espacios de Banach, X C Ey e Y C E3 subconjuntos cerrados no

vacios e Y convexo y acotado. Sea f: X XY — R una funcion que verifica las siguientes propiedades:
(a) la familia de funciones ¢(-) := {f(-,y) : y € Y} es equicontinua;
(b) f(x,-) es continua y concava para cada x € X;

(c) sup f(x,y) < +o0, para todo x € X ;
yey

d) inf sup f(z,y) > —o0.
(@) i sup f(.9)

Sean £1,E9, A\, 0 >0y’ € X,y €Y tales que

(e) sup f(2',y) < inf sup f(z,y) + &1;
yeY zeX yey

f) f&',y) > Sup f@'y) — &.

ye



]2 CAPITULO 2. PRINCIPIOS VARIACIONALES PARAMETRICOS

Entonces existe una aplicacion continua §: X — Y y un punto xo € X tales que para yo := y(xo),
.5 & . & & _ .
(9) si &= £+ Zdiam Y y fola,) i= (o) + e = aoll = Ty = (@) se tiene que

xo, = max fo(xp,y) = minsu T,Y);
f2(z0,90) i fa(z0,y) rexy&)]‘é( Y)

(h) o es el minimo fuerte de la funcion sup fo(-,y) e yo es el mdzimo fuerte de la funcion fa(xg,-);
yey

(1) l|lwo =2l <Ay |y = woll < A2+ [|5(2") — G(zo)l-

Demostracion:

Sea § > 0 tal que f(2/,y’) > sup f(2/,y) — E2 + 6. Por el P.V.P. de Ekeland aplicado a la funcion — f
yey
con y'(x) =y’ para todo z € X, existe una aplicacion continua : X — Y tal que:

L. fla,j(2)) = méx {f(w,y) ey, gmn} para cada z € X,
yey )\2

2. si f(z,y') > sup f(z,y) — E + 4§, entonces ||y — g(z)| < Az,
yey

3. y(x) es el maximo fuerte de la funcion fi(z,-) = f(x,-) — —2H -—7(z)|| sobre Y para cada x € X.

Por (e), podemos encontrar £ < & tal que sup f(2/,y) < inf sup f(z,y) + &|. Entonces,
yeY zeX yey

& - &y ..
sup fi(z',y) < sup f(2',y) < inf sup {f1(x,y) + 2y — gl )H}+51 < Inf sup fi(z,y)+ +52 diam Y +£7.
yey yey zeX yey )\2 yEY )\2
Sean e e
& =22diamY + & y & = ZdiamY +&.
/\2 )\2

Por el P.V.P. de Ekeland, existe xy € By, (z') tal que

, &
min ¢ sup fi(z,y) + {Hlz — zol| p = = sup fi(zo,y),
zeX | yey A1 yey

lo cual prueba (g). Ademas, si f(x,y") > sup f(z,y) — 2 + 0, tenfamos por 2. que ||y — §(z)|| < A2,
yey
con lo cual, hemos verificado también (i). Sea (z,,) una sucesion minimizante de la funcién ¢: X — R

definida por
plz) = max fo(z,y).
Consideremos las funciones 1, p2: X — R, definidas por
& 1
p1(z) == o) + /\fllx —zoll, p2(x) == p(x) + Tllw — @ol|.
Entonces, ¢(20) < 91() < ¢2(n) = ¢(20), luego @a(wn) — @1 (n) = 2 — o] = 0, o que

prueba (h) y completa la prueba del teorema. O
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2.2. Principio variacional paramétrico de Borwein-Preiss I

En 2005, Pando G. Georgiev publicé un articulo donde ofrecia una versiéon paramétrica de otro
P.V. que hemos estudiado anteriormente, el de Borwein-Preiss. Este P.V.P. establece que, dada una
funcién convexa que depende de un parametro y que cumple ciertas hipotesis, entonces tiene una
perturbacion convexa y diferenciable tal que su punto minimo depende continuamente de un parametro.
Ello da lugar a miltiples aplicaciones, entre las cuales veremos otro teorema que nos da la existencia de
un equilibrio de Nash y una versién paramétrica de un teorema muy usado en Investigacion Operativa,

el de Karush-Kuhn-Tucker. Esta tltima aplicacién da lugar a un P.V.P. sujeto a restricciones.

2.2.1. Preliminares

El siguiente lema es muy utilizado dentro del anélisis variacional.

Lema 2.2.1. [G1] Sean X un espacio topoldgico paracompacto, E un espacio de Banach e Y C E un
subconjunto cerrado, convexo y mo vacio. Supongamos que F: X =2Y es una multifuncion s.c.i. con
valores convexos y no vacios, que £: X — R es una funcion continua y que f: X XY - R, g: X - R

satisfacen que
(i) la funcion f(x,-) es cuasi-convera para cada x € X ;
(i) la funcion f(-,y) es s.c.s. para caday € Y;

(iii) g es s.c.i. y, si Fe: X =Y es una multifuncion tal que Fg(z) = (F(z) +E(x)Bg)NY, entonces
g(x) > inf{f(z,y) : y € Fe(x)} > —o0, para cada x € X.

Entonces:
(a) Fg tiene una seleccion pg: X — 'Y tal que f(x,pe(x)) < g(x) + E(x), para todo x € X.

(b) Si F(x) es abierto para todo x € X, entonces F tiene una seleccion pg: X — Y tal que
f(z,ps(x)) < g(z) + E(x), para todo x € X.

Demostracion:

(a) y (b) se prueban de forma similar, por lo que solo probaremos (a). Para ello, dado y € Y, definimos
Sy:={zreX :yeFe(x) flz,y) <glz)+E(x)}.

Por la semicontinuidad inferior de F', la continuidad de £ y las hipotesis (ii) y (iii), obtenemos que

Sy es abierto. Por (iii) se obtiene que |J S, = X. Al ser X es paracompacto, existe un refinamiento
yey
localmente finito {U;}ic; del recubrimiento {Sy},cy. Sea {¢;}icr una particion continua de la unidad,



]4 CAPITULO 2. PRINCIPIOS VARIACIONALES PARAMETRICOS

subordinada a este recubrimiento. Asi, para cada i € I, podemos escoger y; € Y tal que sop ¢; C Sy, .

Definiendo la funcién continua ¢g: X — Y tal que

pe(r) = ¢i(x)yi € Fe(x), para todo x € X,
i€l

obtenemos la seleccién continua de Fe que buscabamos. O

A la funcién ¢g del lema anterior, se le llama seleccidon continua £-aproximada de F. Este lema
es una potente herramienta para probar algunos teoremas minimax como el de Ky Fan (Teorema
2.3, |G1]). Lo usaremos en esta seccién para probar el P.V.P. de Borwein-Preiss y algunas de sus

aplicaciones.

2.2.2. Resultado principal

Teorema 2.2.2. (Principio variacional paramétrico de Borwein-Preiss, 2005) [G1]
Supongamos que X es un espacio topoldgico paracompacto, que Y es un subconjunto convezo, cerrado

y no vacio de un espacio de Banach y que f: X XY — R es una funcion que satisface las condiciones:
(1) para cada x € X, la funcion f(z,-) es conveza, s.c.i. y,

(1.1) siY estd acotado, entonces inf f(x,Y) > —oo;

(1.2) si'Y no estd acotado, entonces, para algin entorno abierto U de x, inf f(U,Y) > —oo;
(2) para todo y €Y, la funcion f(-,y) es s.c.s.;

(3) la familia de funciones {f(-,y) : y € Yo} es equi-s.c.i. para cada subconjunto acotado Yo C Y, es
decir, para cada xo € X yy > 0, existe un conjunto abierto U 3 x tal que f(xo,y) — f(z,y) <~
para todo x € U ey € Yy.

Sean £: X = Ry eyg: X — Y aplicaciones continuas tales que
fz,yo(z)) <inf f(z,Y) + E(x), para todo x € X.

Entonces para todo p > 1,a > 0 y toda funcion continua A\: X — Ry, existen una aplicacion continua
v: X =Y, una sucesion de aplicaciones continuas y,: X — Y y una sucesion de aplicaciones continuas

con valores reales vy, : X — Ry tales que y,(x) converge uniformemente sobre x € X a v(x) y
lv(z) — yo(z)|| < Mx), para todo z € X, (2.4)
F(@,0(@) + Alw,0(2)) < f(2,y) + Alz,y), para todo z € X,y € Y, (2.5)

donde Ae,) = 5% o)y = @7 o) = S 0) para 20,y o) = 1.
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Demostracion:
Sean &, up y vp funciones definidas en X con imagenes en R, tales que &(x) = E(z), po(x) =
Elx)+ & AP
W = W. Consideramos las sucesiones de funciones {vp }n>1, {tn}tn>1, {Atn>0 y
1-— &
{&€n}n>1 definidas en X y con imégenes en Ry tales que v, (x) = ;ﬁ](x), tn(z) = Wyn(x),
= x

gn(x)'+'gn+1(x)
fin ()

An(z) = (

56(x)
2a

1
) p, En(z) = B(2)27%", donde B: X — R, es una funcion continua tal que
1
A\
&@+B@V>p<1 (2.6)

< )ézv;—l’%( E(@) + a2

Esta funcion existe ya que basta con escoger S(x) con valores suficientemente pequenos para verificar

la desigualdad. Entonces, para cada x € X se verifica que
E@) + 5 Ma)P _E(@)+5

vo(@) = Mz E4+a &) +a €(0.1),
S vn(@) = voa) + (1 —10(2) 3 = =1,
n=0 n=1

Eo(z) + &1(x)
fo(z)

y

Ao(z) = <

para cada n > 1,

(G &N g\
An( )__ ( Nn($) > N ((5 x -+»a)yn(x) A( )

=(W%&@Tg%_m@ﬁémw:(

:(wwv A().

an+1q
De esta forma, se tiene que

D () =
n=0

B =

r 1
/-
Ba
eliES
+v
[N]fe) +
s
SIG
+
N
>
Q
&
S~—
~_
=
[\
N
~
=
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| ] =
[\)
L
~
i
S~—
1
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/-
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+v
o|Q =+
N
S |-
+
N
Ut
NS
S
S~—
N—
S
[\
e
~
FH
—
[
—~
S~—



86 CAPITULO 2. PRINCIPIOS VARIACIONALES PARAMETRICOS

Y haciendo uso de la desigualdad (2.6),
Z An(x) < A(z), para todo = € X. (2.7)
n=0

Consideremos las funciones fo = f, fi: X x Y — R tal que fi(z,y) = folz,y) + po(x)|ly — yol/P
y la multifuncion F: X = Y tal que F(z) = Y, para todo x € X. Aplicando el Lema 2.2.1 a
g1: X — R tal que gi(x) = inf fi(x,Y), obtenemos una aplicaciéon continua y;: X — Y tal que
fi(z,y1(z)) < inf fi(x,Y) + & (x), para todo z € X. A continuacion, aplicando el Lema 2.2.1 a
gn: X — R tal que g,(xz) = inf f,(x,Y) para n = 2,3,..., podemos definir inductivamente una
sucesion de funciones f,: X X Y — R y una sucesién de aplicaciones continuas y,: X — Y tales que

para cada n > 0, verifican

frr1(@,y) = falz,y) + (@) [ly — yn(2)]P, (2.8)
fn (m,yn(m)) < inf f(z,Y) + &, (x), para cada x € X. (2.9)

Veamos que podemos utilizar el Lema 2.2.1. Las condiciones (i) y (i¢) se cumplen por las hipotesis (1) y
(2) y para comprobar (iii), basta por (1) con comprobar que g, es s.c.i. para cada n > 0. Supongamos
que Y no esta acotado. Dados zp € X y v > 0, fijamos 29 € Y. Como f, (-, 29) es s.c.s. e y,, es continua
en x, existe un entorno abierto U de zg tal que f,(x, z0) < fn(xo,20) + 7, para cada x € U, e y,(U)

esté acotado. Definimos
Y, = U L,(x), donde L,(x) ={y €Y : fu(z,y) < in}f/ fu(z,2) + v} (2.10)
zelU €
Fijado n > 1, probaremos que Y, esta acotado por reduccion al absurdo. Supongamos que existen dos

sucesiones {zmn}2°_; C U y {zm}0_ tal que zp, € Lp(zm) CY y ||2m|| — oo. Entonces

7

—00 f) fn(xmy Zm) :8) fn—l(xmy Zm) + Hn—l(xm)HZm - yn—l(xm)

(2.

< inf fn(xma Z) +9< fn(xma ZO) +< fn(ZUOv ZO) + 2’7-
(2.10) 2€Y

Por tanto,
fn(xmazm) < fn(x0720)+2’}/- (2.11)

Pero {tin—1(m)}m>1 C Ry, {fn—1(@m, 2m) }m>1 esté acotada inferiormente por (1.2) y, como yp,—1(U)
esté acotado, entonces ||zm — Yn—1(%m)|| = 1zmll = |yn-1(zm)|| —=° +o0. Por consiguiente,

Jo(@ms 2m) = fn-1(Tms 2m) + pn—1(Tm) || 2m — yn—l(mm)"pmjo +00,

lo que contradice (2.11). Luego Y, esta acotado, lo cual garantiza que la familia de funciones ®(-) :=

{lly = ()|IP : y € Y} es equi-Lipschitz, es decir, existe M > 0 tal que

ly — z1||” = ||y — z2||P| < M||z1 — z2| para todo 1,22 € X,y € Y,,.
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Gracias a la equi-lipschitzianidad y la hipotesis (3), existe un entorno abierto Uy C U de z¢ tal que
fn(x07y) - fn(xyy) <7, para todo y € Yy, x € Us. (2'12)

Dado x € Uy, escogemos y, € L,(x). Entonces tenemos que
gn(x0) = gn(x) = Inf fo(zo,y) — inf fo(z,y) < fulwo,4e) = ful2,92) +7 < 27,
yey yey (2.10) (2.12)

lo cual prueba que g es s.c.i. cuando Y no esta acotado (si Y esta acotado, se puede escoger U; como
antes para Y en lugar de Y,, y repetir el razonamiento para probar que g es s.c.i.). Por tanto, el uso
del Lema 2.2.1 era correcto. Asi, obtenemos que

Hn(@)[yn1(2) = yn(@)I" = It (@ yng1 (@) = Fu(@, g1 (2))

28) (fat1(@, Yn41(2)) = far1 (@, 90 (@) + (fo(2, yn (@) — ful@, ynt1(z)))

<Eny1(x) + En(x).

1
Por tanto, [afa) = gn(e)] < (S L) 0), ko
Mn(x)
m—1 m—1
e (@) — @ < 3 Isrss — sri(@) < 3 Ansi(a). (2.13)
=0 1=0

Entonces, por (2.7) y la continuidad de las funciones \;,i > 0, se sigue que {yn(z)}n>0 €s una sucesion
de Cauchy que converge uniformemente en un entorno U, de = a v(x), para cada € X, lo cual implica

que la aplicacion v: X — Y es continua. Si m — oo y n = 0 en (2.13), se tiene por (2.7) que
o
lv(z) —yo(@)[| <D < A=),
i=0

lo cual prueba (2.4). Veamos ahora que, para cada € X, v(z) es un punto minimo de la funcion

fla,) = f, )+ m@) () = yr()]7.
k=0
Notese que
f@) = fil@, )+ Y m@ ) =@ = o = falz ) + D m(@)[() = yr()]P- (2.14)
k=1 k=n

Dado v > 0 y € X, entonces f(z,-) es s.c.i. por la hipotesis (1), luego f(x, -) es s.c.i. Por tanto,
existe d > 0 tal que

f(z,v(z)) < f(z,y) + —, para todo y € Bs(v(z)). (2.15)

w2
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Sea n suficientemente grande tal que para cada z € X,

s En(z) = B(x)272 < %

v |yn(z) —v(x)]| <0 ({yn(z)} converge uniformemente a v(z)), y

= 5 @) a@) — @) P = F @) =l ) < 2.

k=n+1

Entonces, dado y € Y,

fa,0(@) (2115) F ynl)) + % (@, yn(@)) + Zuk Myn(@) — yr (@)l + %
(2.14) In(z,yn()) +k§luk(x)”yn(x) —yr(z)||P + 3

i

(2.9) 3

+ % < falzy)+v < fla,y) +.
(2.14)

Con lo cual, f(z,v(z)) < f(z,y) + 7, probando asi (2.5) y el teorema. [

Observacion 2.2.3. Dado € > 0, si reemplazamos en el teorema la funcion A(x,y) por A(z,y) +
Elly — v(x)||P, se obtiene que v(x) es un minimo fuerte de la funcion de perturbacion, es decir, toda

sucesion minimizante converge a v(x).

Demostracion:

Si no fuera asi, existirfa una sucesion {y,} C Y tal que A(x,y,) + E|lyn — v(@)|| = A(z,v(z)) ¥
lyn — v(x)|| > & > 0 para cada n € N. Pero entonces A(x,y,) + E||yn — v(2)| > Alx,y,) + E2 >
A(x,v(z)) +&E? > Az, v(z)) para cada n € N, lo cual es una contradiccion. [

Observacion 2.2.4. Sip =1, obtenemos una version paramétrica del P.V. de Ekeland en la cual las

sucesiones minimizantes son convergentes.

2.2.3. Aplicaciones

De forma similar al P.V.P. de Ekeland, podemos establecer la existencia de un equilibrio
de Nash para funciones convexas mediante perturbarciones arbitrariamente pequenas, convexas y
diferenciables, cuando el dominio de una de las variables no es compacto. Ademas, también podemos

probar la existencia de soluciones para una desigualdad variacional relacionada.
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Notacién: Dados Xi,..., X, subconjuntos de los espacios de Banach Ei,..., E, respectivamente,
denotaremos

s X=X xXox .. x X, yo=(21,...,29).

s F=F xFEyx...x FE,.

n X =X x X x Xy x Xpyax—; = (1,0, Ti—1, Tig1,---,Tn), para cada i =1,... n.

Teorema 2.2.5. [G1] Sea X1 un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de un espacio de Banach Eq
) ) Y 14
y sean Xa, ..., X, subespacios compactos, convexos y no vacios de los espacios de Banach FEs, ... E,

respectivamente. Supongamos que las funciones f;: E — R, i =1,...,n verifican que
(a) fi estd acotada inferiormente, i =1,...,n;

(b) fygado x_; € X_i, fi(x1,... i1, Tiy1,...,%n) €s convexa en X;, i =1,...,n;
(¢) fgado x; € X;, fi(-..,xi,...) ess.c.s.en Xy, i =2,...,n;

(d) la familia de funciones {fi(..., i, ...) : x; € X;} es equi-s.c.i. en X_;.

Dado un subconjunto Y C X1 arbitrario,

(e) fijado x1 € X1, fi(z1,...) es s.c.s. en X_1;

(f) la familia de funciones {fi(x1,...), : x1 € X1} es equi-s.c.i. en X_j.

Entonces, dado £ > 0, existen puntos T; € X; y funciones convezas b;: X; — R,1=1,...,n tales que
(1) b; es lipschitziana y Lip(b;)) < &, i =2,...,n;

(2) by es lipschitziana en todos los subconjuntos acotados de Xi y, en un entorno de Z1, Lip(b1) < &;

(3) b; es diferenciable si la norma de E; es diferenciable en E;\{0}, i=1,...,n;

7

(4) el punto & = (Z1,...,ZTy) es un equilibrio de Nash para las funciones fi(x) + b;i(z;),i = 1,...n,

es decir, para todo x; € X; y para cada i =1,...,n,
fi(Z1, o B 1, B, i1, -, ) + 0i(T) < fi( @1, Bim1, T, Tig1, -4, Tn) + bi(w); (2.16)

(5) si todas las funciones f; son idénticas, f; = f, para cada i = 1,...,n; f es Fréchet diferenciable

en X. Si ademds todas las normas de E; son Fréchet diferenciables en E;\{0}, entonces
(f'(z)+¥(2))(x — &) >0, para todo x € X, (2.17)

donde V' (z) = (b} (Z1),...b,,(Zy)).
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Demostracion:

Aplicando el P.V.P. de Borwein-Preiss para cada funcién f;, i = 1,..., n, existe una aplicaciéon continua

yi: X_; — X; y una funcién continua A;: X — R tales que

(fi +A) (@155 i1, Y (T i), Tig1s -, 00) < (fi + A) (w1, .., 7)), para todo z; € Xji=1,...,n.
(2.18)
Ademas, se desprende del P.V.P. de Borwein-Preiss que A; es de la forma (2.5). Si las funciones

escogidas que hacen el papel de A en este P.V.P. tienen valores suficientementes grandes, entonces
= A, es lipschitziana respecto a la variable z; en X; con Lip(A;) < &,i=2,...,n;
» A; es lipschitziana en los subconjuntos acotados de X7 y, en un entorno de Z1, Lip(A;) < &;
» A, es diferenciable si la norma es diferenciable en F;\{0}, i =1,...,n.

Definimos las aplicaciones ¢;: X_1 — X_; tales que

vi(x_1) = (y1(z=1), @2, -y i1, i1,y ooy X)), T =2,..., 0.
Como X_1 es un conjunto compacto y convexo y la aplicacion composiciéon ®: X 1 — X_; tal que
O(z-1) = (y2 (2(2-1)),- - ayn(‘Pn(x—l)))

es continua, por el Teorema del punto fijo de Schauder, ® tiene un punto fijo z_; = (Z2,...,T,). Asi,
O(r_1) = (3/2 (p2(2-1)), -, (@n(i‘—l))) =71 = (T2,...,7,), luego

T; = yi(api(i_l)) = yi(yl(i_l),ig, ey L1, it 1y - - - ,.fn), para cada i = 2,...,n.
Por tanto, si definimos z; := y;(Z_1), obtenemos
Z; = yi(T_;), paracadai=2,...,n. (2.19)

Si definimos b;: X; — R tal que b;(x;) = A(Z1,...,Ti—1, %, Tit1, .., Tn), entonces, a partir de (2.18)
y (2.19), obtenemos para todo x; € X; y para cada i =1,...,n,
Jil@1, o B0, B4, T, - -, T) + 05(T) < fi @1, Tim1, @4, Tig1s - -+ ) + by(4).

Hemos probado (1), (2), (3) y (4). Falta por ver (5). Supongamos que f = f;,i =1,...,n. Como fy

b; son Fréchet diferenciables y convexas en X;, i = 1,...,n, entonces por la Proposicion (0.3.9),

(fa, (&) 4+ 03(wi)) (i — Ti) 2f(T1, ... Tim1, Tiy Tig1, - - - Tn) + bi(w;)

— f(Z1, - Ti1, T, Tig1, - Tp) — bi(T5) (%0,
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por tanto,
(f2, (&) 4+ bj(ws))(ws — T;) > 0, para cada i =1,2,...,n. (2.20)
Y sumando en (2.20) para i = 1,...,n, obtenemos (5),
(f'() +V(2))(x — &) > 0, para todo z € X,
donde b'(z) = (b (Z1),...b),(Zn)). O
A continuaciéon veremos una version paramétrica del Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, en el

que estableceremos una dependencia continua de los multiplicadores de Lagrange de un problema de

minimizacién con restricciones respecto de un parametro. Previamente, daremos unas condiciones:
(H,) Py X son espacios topologicos paracompactos.

Hp) E es un espacio de Banach y C' C F es un conjunto cerrado, convexo y no vacio; dado & > 0,
p
Co:=CH+ & Bg.

(H.) Las funciones f,g;: P x Cy — R,i = 1,...,n son continuas y convexas respecto a la segunda

variable, definida en Cy. Denotaremos ¢(p, x) := (g1(p, z), ..., gn(p, )).
(Hg) Las familias de funciones {f(-,z) : z € Co},{gi(-,z) : ® € Cp},i=1,...,n, son equicontinuas.
(H.) La multifuncion C: P — 2¢ tiene valores cerrados, convexo y no vacios, es s.c.i. y es H-s.c.s.
(Hy) El conjunto X (p) = {x € C(p) : gi(p,x) <0,i=1,...,n} es no vacio para todo p € P.
Cuando se satisfagan estas condiciones, diremos que se satisface la hipotesis (H).

Consideraremos el siguiente problema de minimizacion parametrizado, (P):

(P) min f(p,x), para cadap € P
zeCo

s.a x € X(p).
donde s.a denota sujeto a.

Teorema 2.2.6. (Teorema paramétrico de Karush-Kuhn-Tucker, 2005) [G1] Asumamos que la
hipdtesis (H) se satisface y que la norma del espacio de Banach E es diferenciable en E\{0}.
Supongamos que las funciones E,A: X — Ry y v: X — R son continuas y que dados o > 0 y

q > 1, entonces se verifica

A(p)
2¢51-1°

0<7(p) < (2.21)

Sean f(p,-),gi(p,-),i = 1,...,n funciones acotadas en u(p)+3)\(p)§E para todo p € P y toda aplicacion

continua u: P — C que satisfaga
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= u(p) € Xy (p) :=={z € C(p) +7(p)Bg : g:i(p,x) <0,i=1,....n} y
= f(p,u(p)) < inf f(p,x)+E(p), para todo p € P.
zeXy(p
Entonces, existe una seleccion v de C, unas aplicaciones continuas p: P — Ry y r: P — RY

(denotaremos r(p) := (ri(p),...,rn(p))) y una funcion continua K: P — R, tales que
(A) para todo p € P se satisfacen

(i) |(u(p), r(p)|l = 1, u(p) > 0,7i(p) > 0,3 =1,...,n;
(ii) ri(p)gi(p,u(p)) = 0,i=1,...,n
(i1i) |lv(p) — u(p)|l < A(p);

() La funcion p(p)f(p,x) +

-

ri(p)gi(p, x) + A(p, x) alcanza su minimo sobre C(p) en v(p);

=1

(v) —AlL(p,v(p)) € xL(p,v(p), 1u(p),r(p), K(p)), donde L es una funcion tal que

L(p,z, p,r, K) = pf(p,x +Zn p)gi(p,x) + Kd(C(p),z),

0. L es la subdiferencial de L con respecto a la segunda variable, A es una funcion tal que

Zuz () — 2|7,

A(p,-) es una funcion convexa y Fréchet dzferencmble y A(+, z) es una funcion continua; p;: P —

R4 son funciones tales que

E(p) + a+ K(p)y(p)

#Z(p) = )\(p)q Vi(p)a para i > 0,
o0
y vi,xi: P — Cy son aplicaciones continuas tales que > vi(p) = 1 y xi(p) converge
i=0

uniformemente en p € P a v(p).

(B) Si u(p) # 0 parap € Py C P, entonces v(p) es una solucion del siguiente problema de minimizacion:
it 00.5)+ 3 )s) sl e oo € By

s.a x € X(p).

A la seleccion v de C la llamaremos aplicaciéon solucidn, a la funcion L la llamaremos funcién de

Lagrange y a las aplicaciones continuas p y r las llamaremos multiplicadores de Lagrange.
Observacion 2.2.7. La afirmacion (B) da lugar a un P.V.P. de Borwein-Preiss con restriciones.

La prueba de este teorema puede verse en |G1], asi como algunas condiciones suficientes para que se

cumplan algunas de sus hipoétesis.
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2.3. Principio variacional paramétrico de Borwein-Preiss 11

En esta secciéon veremos otra version del P.V.P. de Borwein-Preiss que dio el italiano Libor Vesely
en 2009 y que esta basada en una pequenia modificacion del resultado que vimos de Georgiev. Dadas las
condiciones del Teorema (2.2.2), el nuevo elemento principal sera que tendremos la posibilidad de tener
que yo(x) = yn(x) = v(x), para todo & que pertenezca a un subconjunto Xy C X cerrado y discreto,
en el cual yo(z) minimiza la funcion f(z,-). Posteriormente, obtendremos algunas propiedades soporte
para conjuntos convexos y varios resultados para las subdiferenciales de funciones convexas. Estas
propiedades soporte para conjuntos convexos fueron probadas mediante otras técnicas por el propio

Vesely junto con Di Bernardi el mismo ano 2009 en [BV].

2.3.1. Preliminares

Veamos previamente un lema similar al Lema 2.2.1 que es el que nos permitira modificar el P.V.P.
visto en la seccion anterior. La principal diferencia es la posibilidad de fijar los valores de la funcién

que extendemos, ¢, en un subconjunto cerrado y discreto de X.

Lema 2.3.1. [Ves| Sean X un espacio topoldgico paracompacto, Y un espacio de Banach, Xo C X un
subconjunto cerrado y discreto en X y D CY un subconjunto convero y no vacio. Supongamos que las
funciones f: X XY — (—o0,+00], £: X — (0,+0), g: X — R y ¢: Xo — D verifican que

(1.) para cada x € X, la funcion f(x,-) es convera y s.c.i. con dom(f(x,-)) = D;

(2.) para cada y € D, la funcion f(-,y) es continua en X;

(3.) € es continua;

(4.) g es s.c.i. y g(x) > inf f(x, D) > —o0 para todo x € X ;

(5.) flz,¢(x)) < g(x) + E(x) para todo x € Xy.

Entonces, ¢ admite una extension continua, : X — D tal que
flz,9(x)) < g(z) + E(x) para todo x € X. (2.22)

Demostracion:

Si x € X, entonces definimos y, := ¢(x); si z € X\Xp, podemos fijar por (4.) un punto y, € D tal
que f(x,y,) < g(x) + E(x). Asi, para cada x € X, podemos escoger un entorno abierto de z, U, tal
que U, N Xy C {z} (por ser Xy discreto) y, por (4.) y por continuidad,

f(t,yz) < g(t) + E(t), para todo t € U,.
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Como X es paracompacto, existe un refinamiento localmente finito, {V;};e; de un recubrimiento
{Us}zex, y una particion de la unidad continua {p;},cs subordinada a este refinamiento. Para cada
J € J, fijemos z; € X tal que V; C Uy,. Entonces la aplicaciéon ¢: X — D, dada por
P(@) = pi(@)ys;,

jeJ
es continua y satisface por (1.) que f(z,@(x)) < > pj(x) f(x,yz;) < g(x) 4+ E(x) (de hecho, p;(z) >0

jeJ
implica que = € Uy,, lo cual significa que f(x,y;;) < g(z) + &£(z)). Ademas, si u € Xo y pj(u) > 0,
entonces u € Uy, N Xo C {;}, asf yz; = yu = ¢(u). Por tanto, 4(u) = p(u) para todo u € Xy, por lo

que @ es una extension continua de . O
Observacion 2.3.2. Si D es cerrado y Xg = 0, tenemos un caso particular del Lema 2.2.1.

Observacion 2.3.3. Se puede suprimir la hipdtesis de que Xo sea discreto si suponemos que X es

metrizable, f’XxD es continua para todo punto de Xo X D y ¢ es continua en Xg.

La prueba de esta observacion puede verse en |Ves, Apéndice A|

2.3.2. Resultado principal

Teorema 2.3.4. (Principio variacional paramétrico de Borwein-Preiss; Vesely, 2009) [Ves]

Sean X un espacio topoldgico paracompacto, Y un espacio de Banach, Xo C X un subconjunto cerrado
y discreto en X y D CY un subconjunto convexo y no vacio. Supongamos que las funciones f: X XY —
(—o0, 400, £: X — (0,+00), yo: X = D y ¢: Xg — D verifican que

(1.) para cada x € X, la funcion f(x,-) es convexa y s.c.i. con dom(f(z,-)) = D;

(2.) para cada y € D, la funcion f(-,y) es continua en X;

(3.) & es continua;

(4.) yo es continua y satisface que yO‘XO =;

(5.) f(z,yo(z)) < inf f(z, D)+ E(x), para todo v € X;

(6.) o bien D es acotado e inf f(x, D) > —oc0 para cada x € X, o bien cada punto x € X tiene un
entorno abierto O tal que inf f(O x D) > —oo;

(7.) para cada subconjunto acotado Dy C D, la familia de funciones ® := {f(-,y) : y € Do} es

equicontinua en X.

Entonces, dadas dos funciones A\, ac: X — (0,400), existen dos aplicacionesv: X — D y A: X XY —
R tales que
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(a) v es continua y U}XO = @,

(b) para cada x € X, la funcion f(x,-) + A(z,-) alcanza su minimo (sobre Y ) en v(x);
E(x)+alz) X

(c) Az,y) = No? Zovn(:z:)Hy — yn(2)||?, donde yp: X — D y v,: X — (0,4+00) son
n=
o
continuas, yn|X0 =, yn converge localmente uniformemente a v y > vy(x) =1;
n=0

(d) ||v(z) — yn(x)]| < A(z) para todo z € X yn € NU{0}.

Ademds, si €, X\ y « son constantes, la convergencia en (c) es uniforme en X y las funciones vy,

podemos escogerlas de forma que sean constantes.

La prueba es casi idéntica a la del Teorema 2.2.2, utilizando el Lema (2.3.1) en lugar del Lema

(2.2.1). Por ello, la omitiremos (puede verse en [Ves, Teorema 1.3.]).

Observacion 2.3.5. Andlogamente al lema anterior, se puede suprimir la hipdtesis de que Xy sea
discreto si suponemos que X es metrizable, f‘XxD es continua para todo punto de Xo x D y ¢ es

continua en Xg.

2.3.3. Resultados para las subdiferenciales de funciones convexas

Previamente, recordemos algunas cosas que usaremos en esta seccién. Dados Y un espacio de

Banach y h: Y — (—o0, +00] una funciéon propia, convexa y s.c.i., denotaremos:

» D(0h) := {z € dom(h) : Oh(x) # 0} (dominio efectivo de Oh), y

» R(Oh) := |J {0h(z)} (rango de Oh).
xe€dom(h)

La conjungada de Fenchel de h es la funcion h*: Y* — (—o0, 00| propia, convexa y w*-s.c.i.

dada por h*(y*) = sup(y* — h). Asi, dom(h*) = {y* € Y* : h — y* esta acotada inferiormente}. Por el
Y
teorema de Br¢ndsted-Rockafellar, se tiene que R(0h) es un subconjunto denso del conjunto convexo
dom(h*). Se puede comprobar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
= R(Oh) es un conjunto finito.
» dom(h*) es un conjunto unitario.
s R(Oh) es un conjunto unitario.
» dom(h) =Y yhe Y™
Recordemos también el siguiente lema conocido.

Lema 2.3.6. Sea h una funcion con valores finitos, conveza y s.c.i. en un intervalo compacto |c, 5] C

R. Entonces h es continua en [, f3].
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Proposicion 2.3.7. [Ves/ Sean Y un espacio de Banach, h: Y — (—oo,+0o0] una funcién propia,
convera y s.c.i. y € > 0 una constante. Sean (xg,x§) y (z1,27) dos puntos de Gr(0h). Entonces existe

una funcion continua yo: [0,1] — dom(h) tal que yo(i) = x; parai=0,1y
[h— (1 = t)azg — tx7](yo(t)) < inf[h — (1 — t)ag — t27](Y) + & para todo t € [0,1]. (2.23)
Ademdas, para cada una de tales yo y cada X\ > 0, existe v: [0,1] — dom(h) y v*: [0,1] — Y™ tales que
(i) v(i) = x; yv* (i) =z} parai=0,1;
(i1) v*(t) € Oh(v(t)) para todo t € [0,1];
(1it) |Jo(t) —yo(t)|| < A y [[v*(t) — (1 — )z — ta|| < %, para todo t € [0,1];
(iv) v es continua;

(v) siY admite una norma Gateux diferenciable (Fréchet diferenciable), entonces v* es w*-continua

(respectivamente, continua,).

Demostracion:

Usaremos el Lema 2.3.1 y el Teorema 2.3.4. Para ello, definimos los conjuntos
X =10,1], Xo = {0,1}, D = dom(h),
y las funciones ¢: Xog — Dy f:[0,1] X Y — (—o00, +00] definidas por
(i) = x; parai =0, 1;

f(ty) = [h— (1 =t)zg — tai](y).
Consideremos la funcién g: [0,1] — (—o0, +00] definida por
g(t) = inf f(¢,D)
—inf f(1,Y) = —sup(—f(1, V) = —sup[(1 — 1) + ta} — B(y) = —h* (1 — 1) + 1),
Y
donde h* es la conjugada de Fenchel, la cual es convexa y propia. Como h es s.c.i. por hipoétesis,
entonces h* es s.c.i. y, por el Lema 2.3.6, g es continua. Ademés, como (xg,zj) € Gr(dh), entonces

xo € Oh(zg). Se tiene que
(h— 23)(9) > (h — 25)(z0), ¥y € Y. (2.24)

Luego
1(0,0(0)) = J(0.20) = [h ~ ail(z0) = il F(0,Y) = g(0).

Analogamente, como (z1,z7) € Gr(0h), se tiene que

(L)) = [h —a1](z1) = inf f(1,Y) = g(1).
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Asi podemos aplicar el Lema 2.3.1, obteniendo una funcion yg: [0,1] — D que extiende a la funcion ¢
de X9 ={0,1} a X = [0, 1]. Por tanto,

[h— (1 =)z — tx}](yo(t)) < inf[h — (1 — t)ag — t27](Y) + & para todo t € [0, 1].

Ademas, dado A > 0, aplicamos el P.V.P. (2.3.4) con £(t) = £ = a > 0 para obtener las aplicaciones
v: [0,1] = Dy A:[0,1] x Y — R definidas por

v(i) = x;, parai=0,1;
A(t,y) )\2 Zvn”y yn ()%, (2.25)

donde v es continua (satisfaciendo (iv)), Z vp = 15 yp(i) = x4, para ¢ = 0,1 y n > 0; y,, converge

uniformente a v en X = [0,1]; ||v(t) — yn(t )H < A, paran > 0;y f(t,-) + A(t,-) alcanza su minimo en
v(t). Por esto altimo y el Teorema (0.3.11), como f(t,v(t)) = [h— (1 —t)z§ — tx]](v(t)), tenemos que
0 € Oh(v(t)) — (1 —t)x§ — ta] + O[A(t, -)](v(t)). Asi, para todo t € [0, 1], existe df € I[A(t,-)](v(t)) tal
que

v (t) == (1 — t)ay + ta] — di € Oh(v(t)), (2.26)

lo cual satisface (ii). Dado y € Y, observamos que si ||y — v(t)|| < A, entonces

[y = v @1 = lya(®) = 0@ 1 = (ly = g O + llya () = vO1) -y = v @l = lyn(t) — 0@
(t

(
< (ly =yl + [lyn(t) —v@®O[)lly —v@)|l
< (lly =v@®I + 2[[v(®) = yn O ly — v(®) ||
< 3y —v(®)]]- (2.27)
Asi, como io: v, = 1, aplicando (2.27) obtenemos que
n=0
26 | 6
2063 =860 5, 3 S on(lo = @1 =@~ | < Tl =00

Como di € J[A(L,-)](v(t)), se tiene que [di(y — v(t))| < |A(L,y) — A, v(t))| < %Hy —v(®) y; por

tanto,
% 65
[0*(t) = (1 = t)xg —tx1|| HdtH

satisfaciendo asi (iii).
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Ahora supongamos que Y admite una norma Géateaux diferenciable (Fréchet diferenciable).
Entonces los términos de las serie (2.25) son Géateaux diferenciables (respectivamente, Fréchet
diferenciables) en todos los puntos de Y. Derivando la norma, obtenemos la correspondiente serie

de derivadas
4€ & ,
w2 2 vnlly = yn @I 11 17y = yn(6) (2.28)

n=0
que converge uniformemente para (t,y) € [0,1] x Yy, donde Yy es un subconjunto acotado
arbitrario de Y. Ademés, la suma (2.28) coincide con la derivada Gateaux [A(¢t, )] (y) v,
como los términos de (2.28) son w*-continuos (respectivamente, continuos), la aplicacion
(t,y) — [A(t,-)])(y) también es w*-continua (respectivamente, continua). En consecuencia, la
aplicacion v*(t) = (1 — t)af — tz — [A(¢, )] (v(t)) también lo es, satisfaciendo (v).

|2 = 0. Asi, incluso si Y

28 X
Notese que para ¢ = 0, 1, se tiene que A(i,v(i)) = 2 > vpllv(id) — yn (i)
n=0

no admite una norma Gateaux diferenciable, A(7, -) es Fréchet diferenciable en v (i) con [A(4, )] (v(i)) =

0. Consecuentemente, v*(i) = (1 — i)z + iz] — 0 =z}, para i = 0, 1, probando (i). O

Observacion 2.3.8. Notese que la desigualdad (2.23) es equivalente a decir que (1 — t)xf + ta] €

Osh(yo(t)). Ast, la sequnda parte de la proposicion anterior puede verse como un teorema paramétrico
del Teorema de Br¢nsted-Rockafellar (Teorema (1.1.6)).

Observacion 2.3.9. Dados T y S espacios topoldgicos y F: T = S una funcidon multivaluada con
valores no vacios, es conocido que F es s.c.s. en T si, y sdlo si, para todo C C S conjunto cerrado, la
imagen inversa F~1(C) :={x € T : F(x)NC # 0} es cerrada. Supongamos que los valores de F son
ademds conezxos. Entonces, si T es conexo, se tiene que F(T') también lo es. De hecho, si Cy y Cy son
conjuntos cerrados tales que F(T) N C1 N Cy =0, como las imdgenes de F son conezas, esto implica
que para todo t € T, F(t) estd contenido, o bien en C1, o bien en Co. Asi los conjuntos F~1(C1) y

F~YCy) son cerrados, disjuntos y cubren T .

Proposicion 2.3.10. Sea Y un espacio vectorial normado, h: Y — (—o00,400] una funcién conveza
y B C X* un subconjunto w*-compacto. Entonces la funcion multivaluada y — B N Oh(y) es s.c.s. en

la topologia de la norma en D(Oh) y en la topologia débil* en X*.

Demostracion:

Primero, observemos que h es lipschitziana en su dominio efectivo, es decir, en A := (0h)~*(B). En

efecto, si u,v € A, u* € BN Oh(u), v: € BNOh(v) y L := sup ||b*|, tenemos por la definicion
b*eB

de subdiferencial que h(u) — h(v) < u*(u —v) y que h(v) — h(u) < v*(v — u) y, consecuentemente
[h(u) = h(v)] < Lflu = of.
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Por la semicontinuidad superior de la funcién multivaluada y — B N Oh(y) en a € A, existe un
conjunto w*-abierto, W, que contiene a B N dh(a), una sucesion {a,} de A convergente a a y una
sucesion de funcionales {2} tal que z;, € [B N Oh(an)]\W, para cada n € N. Sea {z},_} una subred
de {z}} tal que Ty et e B\W. Como h| 4 es lispchitziana, en particular es continua y podemos
utilizar limites en la definicion de 0h(ay.,) para obtener z* € dh(a) C W, lo que es una contradiccion

(ya que x* ¢ W). O

Teorema 2.3.11. [Ves/ Sean Y un espacio de Banach y h:Y — R U {400} una funcion conveza,

propia, S.c.i. que no es una funcion afin y no todos sus valores son finitos. Entonces,

(a) la interseccion de D(Oh) con cualquier conjunto abierto convezro es arcoconexo;

(b) R(Oh) es c-denso en dom(h*), es decir, todo conjunto abierto que interseque con dom(h*) contiene

al menos una cantidad ¢ de elementos de R(Oh), donde c es el cardinal del continuo;

(c) st 'Y admite wuna mnorma Fréchet diferenciable, entonces Gr(Oh) es arcoconero en
Y- 1) x Y51 - |) vy R(Oh) es localmente arcoconexo;

(d) si 'Y admite wuna norma Gdteauxr diferenciable, entonces Gr(0h) es arcoconexo en

(Y* || - 1]) x (Y*,w*) y R(Oh) es localmente w*-arcoconezxo.

Demostracion:

Sean (xg,z) v (21,27) dos elementos distintos de Gr(dh), lo cual implica que
(h— 5)(@0) < (h — 25)(y), para todo y € dom(h);
(h—27)(z1) < (h—27)(y), para todo y € dom(h).
Por tanto, dado t € [0, 1], haciendo una combinaciéon convexa de ambas desigualdades, obtenemos que
(1= 1)(h — ) (w0) + t(h — a})(21) < (h— (1 — 1)z — ta})(y), para todo y € dom(h).
Como t es arbitrario y h es convexa,
h((1 = t)zo + tz1) — (1 — t)aj(zo) — taf(z1) < (h— (1 —t)ag — ta])(Y), para todo t € [0,1].
Luego existe p € R tal que
tnf[h — (1 — t)af — tz7](Y) > p, para todo t € [0, 1].

Definimos yo: [0,1] — dom(h) una funcion dada por yo(t) = (1 — t)zo + tz1. Como yp(0) = zo e

yo(1) = z1, utilizando el Lema 2.3.6, se tiene que

h(yo(t)) — (1 = t)x5(yo(t)) — 7 (yo(t)) < méx h([wo, 21]) +méx{|lzg, [|=7]|} - méx{|lzoll, [lz1]]} < +oo.
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Definimos
q = h([zo, x1]) +max{||25|l, 27|} - méx{||zol, z1]|} < +o0.

Dado € > 0 tal que ¢ < p+ &, la funcion yo satisface la desigualdad (2.23) de la Proposicion
2.3.7. Sea V' C Y un conjunto abierto convexo al cual pertenecen xg y x1. Sea A > 0 tal que
[zo,z1] + ABy C V. Aplicando la segunda parte de la Proposicion 2.3.7, obtenemos una funcion
continua v: [0, 1] — dom(h) tal que v(¢t) € V N D(0h) para todo t € [0, 1], lo cual prueba (a).

Si Y admite una norma Gateaux diferenciable (Fréchet diferenciable), entonces la aplicacion
®: [0,1] — dom(h) x Y* definida por ®(t) = (v(t),v*(t)), para todo t € [0,1], define una curva

*

(Il - | x w*)-continua (continua respectivamente) en Gr(0h) con extremos en (z;, x}),i = 0,1, lo cual

prueba la primera parte de (c¢) y (d).

Sea U C Y™ un subconjunto abierto convexo que interseca con dom(h*). Por el Teorema de
Br¢nsted-Rockafellar (Teorema 1.1.6) podemos elegir (zg,z§) v (x1,2]) de forma que z y z] son
distintos y pertenecen a U. Sea p > 0 tal que B := [z§, ]| + pBy+ C U. Aplicando la segunda parte
de la Proposicion 2.3.7 con A > g, tenemos que v*(t) € BNoh(v(t)), para todo t € [0, 1]. Como B es
w*-compacto y h es convexa, ent(f)nces por la Proposicion 2.3.10 la funcion multivaluada y — BNoh(y)
es s.c.s. en la topologia de la norma en D(0h) y en la topologia débil* en X*. Por la Observacion 2.3.9,
entonces el conjunto

W= [J [Bnon(u(t))]
te[0,1]
es w*-conexo, esta contenido en U (ya que W C B C U) y contiene dos puntos distintos z§ y 7.
Consecuentemente, el cardinal de W es al menos continuo (de hecho, para un y € Y adecuado, se
puede obtener que y(W) es un intervalo no degenerado en R). Como v*(¢) € U para todo t € [0, 1], se
verifica también la segunda parte de (c) y (d). O

Es conocido (Teoremas 0.3.20 y 0.3.21) que un espacio de Banach Y admite una norma Fréchet
diferenciable (Gateaux diferenciable) si Y* es separable o reflexivo (si Y es separable respectivamente).

Como consecuencia obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.12. Sean Y un espacio de Banach y h: Y — R U {+o00} una funcién convexa, propia
y s.c.i. Entonces,

(a) D(Oh) es arcoconexo y localmente arcoconezo;

(b) R(Oh) o bien es unitario, o bien tiene al menos el cardinal del continuo;

(c) st Y™ es separable o reflexivo, entonces R(Oh) es arcoconero y localmente arcoconezo;

(d) si'Y es separable, entonces R(Oh) es w*-arcoconezo y || - ||-localmente w*-arcoconezo.
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2.3.4. Algunas propiedades soporte de conjuntos convexos

Veamos previamente la notacién que vamos a usar. Dado C' un subconjunto cerrado, convexo,

propio y no vacio de un espacio de Banach Y, denotaremos

» QO) :={y* €Y* : supy* < +o0} y Q(C) :=Q(C) N Sy+;

C
= B(C) = {y* € Y*\{0} : y*(c) = supy* para algin c € C'} y %1(C) :=3(C) N Sy+;
C
= sop(C) := {c € C : y*(c) =supy* para algin y* € Y*\{0}};
C

donde > (C) y sop(C) son los conjuntos de los funcionales soporte de C' y los puntos soporte de C
respectivamente. Recordemos que por el Teorema de Bishop-Phelps, sop(C) es denso en 9C, la frontera
de C,y >>,(C) es denso en Q;(C).

Observamos que ©(C) es un cono convexo y A - X(C) = X(C) para todo A > 0. Ademas, se tiene

que las siguientes condiciones son equivalentes:
» Q;(C) es finito;

dimQ(C) = 1;

» ¥;(C) es finito;

C contiene un hiperplano.

Si se cumple una de las condiciones anteriores, el conjunto ;(C) = 3;(C) contiene a lo sumo dos
elementos (uno si C' es un semiespacio cerrado y dos si C' es un hiperplano cerrado o una banda entre

dos hiperplanos cerrados paralelos) y sop(C) = 9C.

Lema 2.3.13. [Ves/ Sea W C Y* un subconjunto w*-conexo tal que dimspan(W) > 1 y

0 ¢ comv™ (W). Entonces, el conjunto

tiene al menos la cardinalidad del continuo.

Demostracion:

Si u* € W, podemos elegir x € Y\{0} tal que u*(x) > 0 (si u*(x) < 0, basta con escoger —z en lugar
1

de z). Ademaés, dado A > 0 tal que u*(z) > Y tenemos que u*(Ar) = Au*(x) > 1. Luego si u* € W,

existe z € Y'\{0} tal que u*(z) > 1. Consideremos la aplicacion ¢: Y* — Y* dada por

Ou) = iy €Y
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la cual es continua (en la topologia débil* en Y*). Asi, (W) es un subconjunto w*-conexo de z~1(1).
El conjunto ¢(W) contiene al menos dos puntos ya que W contiene al menos dos elementos linealmente
independientes y, consecuentemente, ¢(W) tiene al menos la cardinalidad del continuo. Consideremos
la aplicacion v: z~1(1) — W; dada por

y*

V(Y =

1yl

que es inyectiva en z~!(1). De esta forma, el conjunto Wy = 1(¢(W)) tiene al menos la cardinalidad

del continuo. O

Para estudiar la siguiente aplicacién, introduciremos previamente algo de notacién. Dados
dos elementos z,y de un espacio normado, denotaremos por [z,y] el segmento cerrado conv{z,y}.
Recordemos una funcion utilizada en el Teorema del Pétalo de Penot (Teorema 1.1.11). Dado un
conjunto convexo cerrado en un espacio de Banach, C C Y, la funcién 1¢: Y — {0, +oco} que viene

definida por

- 0, siyeC,
le(y) = :
+oo, siy ¢ C,
se llama funcién indicatriz y es s.c.i. y convexa. Notese que dla(y) = {z* € Y* : 2%(z —y) <

lo(2) — 1e(y),Vz € Y}. Dado (y,y*) € Y x Y*, se tiene que y* € d1¢(y) si, y solo si, y*(y) = sgp y*.

*

y
ly*|

Por tanto, si ademés y* # 0, tenemos que y € sop(C) y € ¥q1(C).

Teorema 2.3.14. [Ves/ Sea C' un subconjunto no vacio, propio, cerrado y convexo de un espacio de

Banach Y. Si C no contiene ningin hiperplano, entonces
(a) sop(C) es arcoconezo;

(b) 31(C) es c-denso, es decir, todo conjunto abierto que interseque con ¥1(C') contiene al menos una

cantidad ¢ de elementos de ¥1(C), donde c es el cardinal del continuo;

(c) st Y admite una norma Fréchet diferenciable, entonces ¥1(C) es arcoconexo y localmente

arcoconexo.

Demostracion:

Sean xg, x1 € sop(C) y xf, ] € £1(C) tales que xi(xo) = supzy y z7(z1) = supx}. Supongamos
C C

6
que zj; # —x7. Entonces 0 ¢ [z§,x]] v existe A > 0 tal que 0 ¢ B := [z, z]] + XBY*. Aplicando la
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Proposicion 2.3.7 con £ = 1y h = 1¢, obtenemos dos funciones v: [0,1] — C y v*: [0,1] — Y* tales
que
v*(t) € By v*(t)(v(t)) = supv™(t)(-), para todo t € [0, 1],
C

v es continua, vg = xg,v1 = 1,v"(0) = zf y v*(1) = 1. Ademaés, si Y admite una norma Fréchet

diferenciable, entonces v* también es continua y podemos definir una curva ®: [0,1] — Y* dada por

*
t
a(t) = 10
[o* (@)l
que es continua y conecta zj y x] en X1(C) ya que ®(i) = T (@] = xf, para i = 0,1 (Notese que
lzf|| =1 ya que z} € ¥1(C)).
Supongamos ahora que zf; = —zj. Fijemos z* € X;(C) tal que z* # =zj. Si elegimos un

elemento z € sop(C) tal que z*(z) = sup z* y aplicamos la primera parte de esta prueba para (z,z*) y
C

(xi,2F), 1 =0,1, obtenemos (a) y que X(C) es arcoconexo.

Probemos (b). Sea U un conjunto relativamente abierto en Sy« que interseca con 21 (C). Podemos

suponer que el conjunto abierto U= RyU = {\u* : A >0, u* € U} es convexo (si no fuera asi,

sustuimos U por un subconjunto apropiado que si verifica esta propiedad). Supongamos que zy y x}
6 -

han sido escogidos de forma que z; # —x7. Podemos elegir A > 0 tal que 0 ¢ B := [z, a:’{]—kXBy* cU.

Entonces, de la prueba del Teorema 2.3.11 se desprende que el conjunto

W .= U [Bﬂaic(v(t))]

te[0,1]

u*

el

TR W} esta contenido en 31 (C')NU vy, por el Lema 2.3.13,

vt (1)
[o* (@)

es w*-conexo. El conjunto Wy := {

W tiene al menos la cardinalidad del continuo, probando (b). Ademés, como

€ U para todo

t € [0, 1], obtenemos también que ¥1(C) es localmente arcoconexo. O

Observacion 2.3.15. De la prueba del apartado (c) de este teorema, se desprende que el conjunto
sop1 (C) := {(y,y") € sop(C) x X1 (C) : y*(y) = Sgpy*}
es arcoconexo siempre y cuando Y admita una norma Fréchet diferenciable.

El Teorema 2.3.14 no afirma que sop(C') sea localmente arcoconexo. Para probar este resultado,

necesitaremos el siguiente lema y la siguiente observacion.
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Lema 2.3.16. [Ves| Sean E un espacio vectorial normado, xog € Sg y § > 0. Entonces, existe § =
O(E,xz9,0) > 0 tal que

d(0, [zo,y]) > 6, para todo y € Sg tal que |y + zo|| > 0.

Demostracion:

Consideremos una aplicaciéon F': B — Sg tal que para cada z € Bg asigna el unico F(z) € Sg tal
que z € [zg, F(2)]. Como —xp € Sg y 0 € [—x¢, z¢], entonces F(0) = —x( por unicidad. Si escogemos
{Zn}nen € Bp, tal que z,, — 0, tenemos que z,, € [0, F(zn)] v F(xn) € Sg, para todo n € N. Entonces,
existe {A,} C (0,1) tales que

Tn = AZo + (1 — A\p) F(zy,), para todo n € N.

Como z, — 0, entonces

Ao + (1 = A\p) F () — 0. (2.29)
Por la continuidad de || - ||, entonces [[Apzo + (1 — A\p)F(zy)|| — 0. Aplicando la desigualdad
triangular, como ||zo|| = ||F(x,)| = 1 para todo n € N, entonces | A,||zol — (1 — X)) || F'(z0)]| | =

1
’ 20, —1 ’ < |Anxo+ (1 = Ap) F(xy)|| — 0. Por tanto A\, — 3V sustituyendo en (2.29), obtenemos que
F(x,) — —x9 = F(0). Por tanto, F' es continua en 0.

Al ser F continua en 0 y F(0) = —zp, existe § > 0 tal que ||[F(z) + xo|| < 0 si ||z]] < 6. O
equivalentemente, ||z|| > 0, si ||F(z) 4+ zo]| > 6. Como F(Bg) contiene un entorno de —zo en Sg,

entonces podemos concluir que d(0, [zg,y]) > 0 siy € Sg y ||y + zo| > . O

Observacion 2.3.17. Sea M un espacio métrico tal que para cada x € M, existe a > 0 de forma que,
para todo £ > 0 suficientemente pequenio, cualquier punto de Bg(:E) puede ser conectado con x por una
curva continua contenida en Bag(a:) Entonces M es localmente arcoconexo. De hecho, dado x € M,

los conjuntos
{y € M tal que existe v: [0,1] — Bg(z) continua con v(0) = x, v(1) =y}, € > 0,
son abiertos, arcoconexos y forman una base de entornos de x.

Teorema 2.3.18. [Ves] Sean Y un espacio de Banach y C C'Y un subconjunto no vacio, cerrado y

convezo. Entonces, sop(C) es localmente arcoconexo.

Demostracion:

Supongamos que C' no contiene un hiperplano (si lo contiene, la afirmacion del teorema es obvia).

Fijamos z € sop(C) y x € Sy~ tales que zj(xg) = sup x§. Si xj(xo) = fgf x{, entonces x; es constante
C
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en C'y, consecuentemente, sop(C) = C es localmente arcoconexo. Supongamos que x{(zg) > igf xp-
Por continuidad, existe § > 0 tal que
x*(x) > igfx* si ||z —xol] <9, |[z" —xgp|l <6 y x* € Sy-.
Sea 0 < £ < 6. Supongamos que z; € sop(C) N Be(zo) y x% € Sy~ tales que x%(x1) = supz*. Como
C
(—z7) (1) = igf(—x’f), tenemos que ||z} +z§|| = [|[(—xF)—z§|| > 0 por como hemos definido 0. Entonces
d(0, [x5, x7]) > 0 para 6 = 0(Y™, x(,0) > 0 (2.30)
por el Lema 2.3.16.
Sea la funcién yp: [0,1] — C definida por yo(t) = (1 — t)xo + tx1. Dado t € [0, 1], como x; €

l%g(mo), se tiene que |lyo(t)—xzo|| = t||z1—z0|| <tE <& v |yo(t)—z1|| = (1—=t)||xo—2x1]] < (1—t)E < €.

Consecuentemente,
[(1 = )25 + 7] (yo(t) = (L — t)xj(wo) + o] (z1) + (1 — )25 (yo(t) — zo) + 2] (yo(t) — 21)
= (1 - t)supaj + ¢supai + (1 - t)a5 (yo(t) — wo) + o (yo(t) — 1)
> (1 —t)supzy+tsupa] — (1 — )€ —t&
C C

> sgp[(l —t)xy +tx]] — &, para todo t € [0, 1].
Por tanto,
—[(@ = )z + ta7] (yo (1)) < frclf —[(1 —t)xy + ta] + &, para todo t € [0, 1]. (2.31)
Consideremos la funcién indicatriz 1¢, la cual, como y(t) € C, verifica por (2.31) que

1o — (1 —t)ag — tai](vo(t)) < fI}}f[ic — (1 —t)zy — tz]] + €, para todo t € [0, 1].

Aplicando la Proposiciéon 2.3.7 con A = ——, obtenemos las aplicaciones v: [0,1] = C' y v*: [0,1] — Y*

0
tales que v es continua, v(0) = zg,v(1) = 21,v*(t)(v(t)) = supv*()( - ), [[v(t) — yo(B)]| < A = % y
C
6

E 0
lo*(t) — (1 —t)af —taF| < S = g para todo ¢ € [0,1]. Entonces aplicando la desigualdad triangular,

0
@I 2 1 = t)ag + taill = [lv* () = (1 = t)ag —tay]| = 6 —5 >0, para todot € [0,1].
(2.30)

Por tanto, v([0, 1]) esta contenido en el conjunto de los puntos soporte de C'. Ademas,

12& 12446
lo(®) = @oll < [lv(t) = 5ol + llyo(t) = zoll < == + &= —

E=:p.
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Hemos probado que, para todo z¢ € sop(C), existen 6 > 0y 8 > 0 tales que si 0 < £ < 0,
cualquier punto 1 € sop(C) N Bg(xo) puede ser conectado con xy por una curva continua contenida
completamente en sop(C') N ép(ﬂjg). De esta forma, por la Observacion 2.3.17, sop(C') es localmente

arcoconexo. OJ

2.4. Principio variacional paramétrico de Deville-Godefroy-Zizler

En la seccion anterior vimos como L. Vesely modifico el P.V.P. de Borwein-Preiss para conseguir
un P.V.P. con restricciones. En particular, vimos que el minimizador después de la perturbacion
mantenia sus valores de antes de la perturbacién para un conjunto prescrito de parametros. En esta
seccion, veremos como Robert Deville y Antonin Prochazka parametrizaron (con restricciones) el P.V.
de Deville-Godefroy-Zizler (|[DP], 2009).

En la primera subseccion, describiremos las condiciones generales del espacio de perturbaciones
(un espacio de funciones continuas con valores reales al que llamaremos )) y estudiaremos la topologia
fina en el espacio C(X,)). En la siguiente subseccion, veremos una variante del Teorema de seleccion
de Michael y otros lemas preliminares sobre funciones equi-s.c.i. Posteriormente, veremos el resultado
principal de esta seccién y algunos corolarios.

2.4.1. El espacio de perturbaciones ) y la topologia fina en C(X,))

Definicién 2.4.1. Sea Y un espacio de Banach. Una funcion convera no negativa b:' Y — R se dice
que es una funcion de separacion convexa si, para algin € > 0, el conjunto {y € Y : b(y) < &}

es acotado y mo vacio.
Veamos una de las propiedades més importantes sobre funciones convexas de separacion.

Lema 2.4.2. [DP] Sean Y un espacio de Banach y b:' Y — R una funcion de separacion conveza.

Entonces para cada yo € Y existe dos constantes cy, y Cy, tales que

b(y) = byo) = eyolly = wolly
para todo y € Y\Bg, (yo)-

Demostracion:

Como b es una funcion de separacion convexa, existe £ > 0 tal que el conjunto L := {x € Y : b(z) < £}
es acotado y no vacio. Entonces, podemos fijar z € L tal que b(z) < £ y definir § := & — b(z) > 0. Asi,
tenemos que

b(y) > b(z) + ¢ para todo y € Y'\ L. (2.32)
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Como L estéa acotado, existe C' > 0 tal que L C B¢o(z). Dado y € Y\B¢(z), definimos

2C

MR

Y

Como ||g — z|ly =2C > C, entonces § € Y\B¢(z) C Y\L. Por la convexidad de b tenemos que

2C 2C 2C
—(b(y) — b(z —|—bz:by+<1—>bz >b(y) > b(z)+6.
Ty =zl "W 7 PEDH ) = bl {1 =y ) 06 2 00 2 6D
Si definimos ¢ := —, entonces

2C

)
_ > _ — _ .
by) = b(=) = 5 lly — 2l = elly — 2lly

Como y es arbitrario, hemos probado que existen z € Y,C' > 0y ¢ > 0 tales que b(y) —b(2) > c||ly—z||y
para todo y € Y\B¢(z). Hemos probado el lema para un z € Y fijo. Veamos que se verifica para

cualquier yg € Y arbitrario. Fijado yg € Y, calculemos

b(y) — b(yo) = (b(y) — b(2)) + b(2) — b(yo) = clly — zlly + b(2) — b(yo)
> clly = yolly — cllyo — zlly + b(2) — b(yo)

C C
= Zlly = wolly + (5ly = wolly = cllo — 2lly +b(2) — blwo) )

donde y € Y\By(z,C). Observamos que (%IIy —yolly —cllyo — 2lly +b(2) — b(yo)) es positivo si
c

ly — yolly es mayor que algin D > 0 suficientemente grande. Por tanto, si definimos ¢y, := R

escogemos Cy, > D suficientemente grande tal que Be(z) C B, (yo), entonces

c c
by) — b(wo) = 5y = wolly + (5 1y = olly = cllvo = zlly +b(=) = b(wo)) = eyoly = soly-
para todo y € Y\Bc, (yo)- O
Dado un espacio de Banach, Y, en adelante denotaremos por ) un conjunto de funciones convexas
y lipschitzianas g: Y — [0, +00) tales que

(i) Y es un cono positivo completo dotado de la norma

l9(x) — g(y)| }

nwyzgw»%wp{
Iz =ylly

z,yeY
zF#y

(ii) Y contiene alguna funcion de separacion convexa b,

(iii) si g € Y, entonces
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(iii.a) g(a-) € Y para todo a > 0,
(iii.b) g — ill}fg €,
(ili.c) para cada y € Y, la funcion 7,9: Y — [0, +00), dada por 7yg(x) = g(x — y), pertenece a V.
Generalmente, dada una norma || - || en Y, con cierto tipo de diferenciabilidad, se tiene que
1+ | - ||? es una funcion de separacion convexa lipschitziana y con el mismo tipo de diferenciabilidad.

Por tanto, podemos suponer que si || - || es Gateaux diferenciable (Fréchet diferenciable), entonces los

elementos de ) también son Gateaux diferenciables (Fréchet diferenciables respectivamente).

Definicién 2.4.3. Sea X un espacio topoldgico. Denotamos por C(X,)) el cono positivo de todas las
funciones continuas de X a Y con la topologia fina, que es la topologia generada por los entornos de

la forma

Bf,6) = {9 € C(X,Y)  |f(@) — g(&)ly < 6(z), para todo = € X},
donde f € C(X,)) y o € C(X, (0, +00)).
Lema 2.4.4. [DP/C(X,)Y) con la topologia fina es un espacio de Baire.

Demostracioén:

Sea (G,,) una sucesion de conjuntos densos abiertos en C(X,)) y sea V un conjunto abierto arbitrario
en C(X,Y). Afirmamos que existen sucesiones (f,) C C(X,)) y (0,) C C(X, (0,+0c0)) tales que

BT, buin) C Blf ), swpon < - B(fa,0) €V () Ci (2.33)
=1

En efecto, supongamos que hemos construido fi,..., fn y d1,...,0, verificando (2.33). Como G, es

denso y abierto, para algun f € C(X,)) y algin § € C(X, (0,4+00)), tenemos que

B(fn,0n) N Gny1 D AB(f,26) D B(f,8) D B(f,9).

1
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que supd < i por lo que las condiciones de (2.33)
X n

se satisfacen para f,41:= f vy dpt1 :=d. Como ) es completo, entonces h'm fn(x) = f(x) existe para

todo z € X. Tenemos que f es continua ya que es el limite unlforme de las funciones continuas f;,.

Ademas, f € B(fn,0n) ﬂ G; NV para todo n € N. Por tanto, m G; es denso en C(X,)). O]
=1 =1

2.4.2. Resultados previos sobre el Teorema de Michael y equisemicontinuidad

inferior

Un paso muy comun para probar los P.V.P. es usar alguna variante del Teorema de selecciéon de Michael.
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Lema 2.4.5. (Lema de Seleccion) [DP]
Sean X wun espacio topoldgico paracompacto y € € C(X, (0,+00)). Sea f: X XY — (—o0,+00] una

funcion satisfaciendo que

(a) para todo x € X, la funcion f(x,-) es propia, acotada inferiormente y convezxa;
(b) para todo y €Y, la funcion f(-,y) es s.c.s. de X a (—o0,+00];
(¢) la funcion inf f(-,Y) es s.c.i. de X a R.

Entonces, existe una funcion ¢ € C(X,Y) tal que f(z,¢(x)) < inf f(z,Y) + E(x).

Demostracion:

Para cada y € Y, definimos
Uy ={xeX : f(z,y) <inf f(z,Y)+E(x)}.

Por las hipotesis (b) y (c), Uy es abierto. Por la semicontinuidad inferior de f(z,-), tenemos que {Uy }yey

recubre X. Como X es paracompacto, existe {1s}ses un particion localmente finita subordinada a

{Uy}yey. Por tanto, para cada s € S, podemos encontrar algin U, tal que sop(s) C U, y definimos

ys := y. Asi, obtenemos la funciéon que buscamos si definimos p: X — Y tal que p(x) := Z:Sws(x)ys,
se

que es continua y satisface f(z, p(z)) < inf(z,Y) 4+ E(z). O

Observacion 2.4.6. En la prueba anterior, como f es conveza, Y (z) =1 y x € Uy, sips(x) # 0,
seS
se desprende la siguiente desigualdad:

[z, () = f (%Z%(@%) <D Us(@)f(@ys) < D ws(@)(inf f(2,Y) + E(x)).

sES sES seS

Para verificar la condicion (c) del lema anterior, estudiaremos a continuacion algunas condiciones
suficientes. Una de ellas es la equisemicontinuidad inferior, la cual la hemos usado anteriormente para
algunos casos particulares. Es conveniente que recordemos su definicion y la extendamos para funciones

con valores en R U {+00}.

Definicién 2.4.7. Dado un espacio topoldgico X, decimos que una familia de funciones {fs: X —
(—o0,+00] : s € S} es equisemicontinua inferiomente (equi-s.c.i.) en xo € X si para todo a > 0

y K > 0 existe un entorno abierto U, de ¢ tal que para todo x € Uy,
n sis €S estal que fs(xg) < 400, entonces fs(zo) —a < fs(x),
w sis €S estal que fs(xg) = 400, entonces K < fs(x).

St dicha familia de funciones es equi-s.c.i. en todo punto de X, se dice que es equi-S.c.i.
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Observamos que cuando las familias {fs : s € S} y {gs : s € S} son equi-s.ci. en zg y
min {;Ielg fs(xo),;'gg gs(xo) p > —o0, entonces {fs + gs : s € S} es equi-s.c.i. en xg. La parte positiva
de una funcién con valores reales, f, la denotaremos por f, esto es,

) = { J@), sif(@)>0,
0, si f(z) <0.
Cuando todas las funciones fs tienen valores reales, tenemos ademés que {fs : s € S} es equi-s.c.i. si,

y s6lo si, para todo punto xg € X, (fs(zo) — fs(x))™ — 0 uniformemente con respecto a s € S cuando

T — Xg.

Lema 2.4.8. [DP] Sean X wun espacio topoldgico y {fs: X — (—o0,+00] : s € S} una familia de

funciones equi-s.c.i. Entonces 1’an§ fs es s.c.i.
sE

Demostracién: Fijemos zg € X. Si 1’112 fs(xg) = 400, dado K > 0 arbitrario, es obvio que K < fs(x)
sE

para todo s € S, luego fng fs es s.c.i. Supongamos que ing fs(zg) < 400 y escojamos K > ing fs(zo)
se sE se€
y € > 0 arbitrariamente. Por la equisemicontinuidad inferior, existe un entorno abierto Uy, tal que,
para todo x € Uy, fs(zo) — & < fs(x) si s € S tal que fo(xo) < 400y 7}'ngft(a:o) < K < fo(x) si
€

fs(zo) = H+o00. Consecuentemente,

inf fs =& < inf fo(x). O
e olo) =€ =

Supondremos en adelante que X es un espacio topoldgico, Y es un espacio de Banach y f: X x

Y — (—o00, +00] es una funcion. Denotaremos por (M1), (M2), (Al) y (A2) las siguientes condiciones:

(M1) para todo x € X, la funcion f(z,-) es propia, s.c.i. y acotada inferiormente,

)
(M2) para todo y € Y, la funciéon f(-,y) es continua con la topologia usual,
(A1) para todo z € X, la funcion f(z,-) es convexa,
(A2) si D C Y es acotado, la familia {f(-,y) : y € D} es equi-s.c.i.
A continuacion, obtendremos algunos resultados relacionados con la equisemicontinuidad
inferior imponiendo estas condiciones, las cuales las usaremos méas adelante en el P.V.P. de

Deville-Godefroy-Zizler.
Lema 2.4.9. [DP] Si f: X xY — (—o00,400| satisface (M1), (M2), (A1) y (A2), entonces para todo
zo € X,y € dom(f(xo,-)) y € >0, existen un entorno abierto VE°(xg) de zo y re’(xo) > 0 tales que

f(a,y) = f(@,90) = =Elly — wolly

para todo x € V¥ (x0) e y €Y tal que ||ly — yolly > r (zo).
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Demostracion:

Fijemos x¢ € X,yp € dom(f(zg,-)) y € > 0. Por (M2), f(-,y0) es continua, luego existe un entorno
abierto U de xq tal que

p = f(xo,y0) +1> f(x,y0), para todo x € U.
P—q

Sea q := inf f(x0,Y)—1y escojamos R > 0 tal que < &. Por la hipdtesis (A2), existe un entorno

abierto V' de xo contenido en U tal que f(z,y) > ¢ para todo = € V' y para todo y € Br(yo).

— R R
Sea z € Y tal que ||z—yo||ly > R. Sifijamos y := yo+R S z+ <1 — ) Yo,
Iz =wolly Iz —wolly Iz = wolly

entonces ||y — yolly = R < ||z — wolly. Asi, para € V, tenemos que

R R
fl@,2) — f(z,90) _ mﬂ‘”’z) * <1 - ||Z_y0||y> f(x,y0) — f(z,90)
|z —yolly R
f(x,y)_f($7y0) q—p
€.
(AZI) R = R

Asi, escribiendo V¥ (zo) := V y r¥(z0) :== R = ||y — yo|ly, obtenemos que

f(a,2) = f(@,90) 2 =€z = wolly

para todo z € V¥(z0) y z € Y tal que ||z — yolly > rg’(zo). O

Lema 2.4.10. [DP| Sea A € C(X,Y) y D un subconjunto acotado de Y. Entonces la familia de
funciones {A(-)(y): X = R : y € D} es equicontinua.

Demostracion:

Fijemos zp € X y £ > 0. Como A € C(X,)), existe un entorno abierto U de ¢ tal que
|A(x0) — A(x)]|y < € para todo z € U.

Dado y € Y, se sigue que

>

[Ao)(y) = A@) )] < [A(0)(0) = A)(0)] + |A(20) () — Alx)(v)]
< 1A(@0)(0) = A@)(0)] + | A(w0) ~ A@)yllylly
< 1A(@0)(0) = A@)(O)] + Elylly

< (1+ Iyl )e.

Por tanto, {A(-)(y): X — R : y € D} es equicontinua en xy. O



112 CAPITULO 2. PRINCIPIOS VARIACIONALES PARAMETRICOS

En adelante, dadas las funciones f: X x Y — (—o0,400] y A € C(X,)), para simplificar la
notacion definiremos la funcion fa: X x Y — (—oo, +o0] tal que fa(z,y) = f(z,y) + A(z)(y) para
todo x € X ey € Y. Veamos a continuaciéon un resultado que seré necesario para probar el P.V.P. de

Deville-Godefroy-Zizler, en cuya prueba usaremos los dos lemas anteriores.

Proposicion 2.4.11. [DP] Supongamos que la funcion f: X xY — (—o0,+00| satisface las
condiciones (M1), (M2), (A1) y (A2). Dado A € C(X,)), asumiremos que

(i) la funcion multivaluada Da: X =Y definida por
Da(z)={yeY : fa(z,y) <inf fa(z,Y)+ 1}

estd localmente acotada,

(ii) la aplicacion ®: X — R definida por ®(x) = inf fa(z,Y) es continua.

Entonces, (i) implica (ii) y existe un subconjunto denso A C C(X,)) tal que (i) se verifica para todo
AeA.

Demostracioén:

Probaremos en primer lugar que (i) implica (ii). Fijemos z¢p € X. Entonces como la multifuncion Da
esté localmente acotada, existe un entorno U de xg y un conjunto acotado E C Y tales que Da(z) C E

para todo x € U. Por como hemos definido Da, tenemos que
inf{fa(z,y) : y€ Y} =inf{fa(z,y) : y € E}, para todo x € U. (2.34)

Por el Lema 2.4.10, {A(-)(y) : y € E} es equicontinua y, por la hipotesis (A2), {f(-,y) : y € E} es
equi-s.c.i., luego la familia de funciones {fa(-,y) : y € E} también es equi-s.c.i. Usando el Lema 2.4.8,
obtenemos que inf fa(-, E) es s.c.i. y, por la igualdad (2.34), entonces inf fa(,Y) es s.ci. Ademés,
inf fa(-,Y) es s.c.s. ya que es un infimo de funciones continuas (Proposicion 0.3.3). Por tanto, la

aplicacion ®(x) = inf fa(x,Y) es continua.

Probaremos ahora que las funciones A € C(X,)) que satisfacen (i) constituyen un subconjunto
denso en C(X,)). Dados A € C(X,)) y £ € C(X, (0,+)), definimos las funciones h, A" € C(X,))
tales que h(x)(y) := E(x) - b(y) y A’ := A+ h, donde b € Y es una funciéon de separacion convexa tal
que ||blly < 1. Notese que ||h(x)]y = E(x)||b]ly < E(x) para todo z € X, por lo que A" € B(A,€)
={g € C(X,Y) : |A(z) — g(2)|ly < &(x), para todo x € X}. Por el Lema 2.4.2 podemos asegurar
que para cada yp € Y, existen dos constantes positivas ¢, y Cy, que satisfacen que b(y) — b(yo) >
cyolly — wolly para todo y € Y\Bg, (yo). Por consiguiente, tenemos que

h) () — h) (o) = £) - () — bluo)) > egolly — vollv, (2.35)
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para todo z € X e y € Y\Bg, (yo)-

Ahora podemos afirmar que Das estd localmente acotada. En efecto, fijemos 29 € X e yg €

dom f(xg,-). Entonces existen v > 0 suficientemente pequenio y un entorno abierto U de x( tales que

2

inf E(U) > =Y Como fa satisface (M1), (M2), (A1) y (A2), podemos aplicar el Lema 2.4.9 a fa para
Cyo

obtener un entorno abierto V;/°(zg) de zo y 1’ (z9) > 0 tales que

fa(z,y) = falz,yo) > —nlly —yolly (2.36)

para todo = € V;¥°(z0) e y € Y tal que |ly — yolly > r°(z0). Podemos suponer sin pérdida de

generalidad que V;Y°(z9) C V y que r)°(z) > Cy, ya que la desigualdad anterior se sigue verificando

para entornos que estan contenidos en Vny0 (xog) y para constantes positivas que sean mayores que

r3°(z0) (en estos casos, lo tnico que hacemos es restringir los conjuntos de los elementos que verifican

la desigualdad). Asi, por (2.35) y (2.36), tenemos la estimacion

farw,y) = far(a.yo) = (h(@)() = h@)(w0) ) + (F,y) = Fl.0))
> E(@)eyolly — volly —nlly — wolly = 2nlly = volly — nlly — wolly
= nlly — yolly

1
para todo = € V;¥°(z¢) e y € Y tal que |ly — yolly > 73°(z0). Por tanto, si p := méx {T%O(xo), },
n

entonces Da/(z) C B,(yo) cuando z € V;/°(zo). O

Sobre las condiciones (M1), (M2), (Al) y (A2), se pueden establecer algunas observaciones

interesantes.

Observacion 2.4.12. [DP, Corolario 3.7| Supongamos que la funcion f: X XY — (—oo, +00] satisface
las condiciones (M1), (M2), (A1) y (A2) y que dimY < oco. Sixg € X wverifica que{y €Y : f(xo,y) =

inf f(z0,Y)} es acotado, entonces la funcion inf f(-,Y) es continua en xg.

Observacion 2.4.13. [DP, Indicacion 3.8] St X es un espacio métrico y f: X x Y — R (ndtese que
f no tiene valores infinitos) satisface (M1), (M2) y (A1), entonces {f(-,y) : y € K} es equi-s.c.i. para

cada compacto K CY. En particular, si dimY < oo, entonces f satisface (A2) automdticamente.

Veamos un dltimo lema.

Lema 2.4.14. [DP] Sean X un espacio topoldgico paracompacto y ¢: X — R una funcion localmente
acotada. Entonces eziste una funcion continua ¢: X — (0,+00) tal que |p(z)| < p(z) para todo z € X.
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Demostracién: Dado z € X, podemos encontrar un conjunto abierto U, 3 = y una constante c, > 0

tal que ¢(Uy) C (—¢g,¢z). Como X es paracompacto, existe una particion de la unidad finita {¢s}ses
subordinada a un recubrimiento por abiertos {U,} de X. Para cada s € S definimos ¢, := ¢, para

algin = € X tal que sop s C U,. Entonces la funcion ¢: X — (0,4+00) tal que ¢(x) := Y ¢s(x)cs
ses
satisface que

pla) =Y ds(@)es > o) Y _vs(@) = |o(z)|. O

ses seS

2.4.3. Resultado principal

Ahora ya disponemos de todas las herramientas necesarias para probar el P.V.P. de esta seccion.
Recordemos que un conjunto es residual si su complementario es de primera categoria (i.e., uniéon
numerable de conjuntos diseminados, que son conjuntos cuya clausura tiene interior vacio) y que una
funcion h: Y — (—o0, +0o0] alcanza un minimo fuerte en un punto z € Y si alcanza un minimo en el

punto z y toda sucesién minimizante converge a z.

Teorema 2.4.15. (P.V.P. de Deville-Godefroy-Zizler; Deville-Prochdzka, 2009) [DP].
Sea X un espacio topoldgico paracompacto y sea f: X XY — (—o00,400] una funcidn que satisface las

condiciones

(M1) para todo x € X, la funcion f(x,-) es propia, s.c.i. y acotada inferiormente,
(M2) para todo y €Y, la funcion f(-,y) es continua con la topologia usual,

(A1) para todo x € X, la funcion f(x,-) es conveza,

(A2) si D CY es acotado, la familia {f(-,y) : y € D} es equi-s.c.i.

Entonces el conjunto

M ={A e(C(X,)) : existev € C(X,Y) tal que

f(z,) + A(z) alcanza su minimo fuerte en v(x) para todo x € X'}

es residual en C(X,Y). Ademds, si A € M, entonces la aplicacion ®: X — (—o0, +0o0] tal que ®(x) =
inf fa(z,Y) es continua, donde recordemos que fan: X XY — (—o0,400] es tal que fa(z,y) = f(z,y)+
A(z)(y) para todo x € X e y € Y. En particular, para todo € € C(X, (0,4+00)), existen A € C(X,))

y v € C(X,Y) tales que |A(x)|ly < E(x) y fa(x,-) alcanza su minimo fuerte en v(x) para todo
re X.
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Demostracion:

Consideremos para cada n € N, el conjunto

U, = {A €C(X,)) : existen v, € C(X,Y) yd € C(X, (O,—}—oo)) tales que

fa(z,vn(z)) + 6(x) < inf {fA(:L”,y) Sy = vn(2)|ly > %} para todo z € X}.

Para hacer la lectura de la prueba més comoda, la dividiremos en varios pasos.

Paso 1: veamos que U, es abierto en C(X,)). Fijemos x € X. Sea g; € ) tal que
, 1
F(@,v0) +91(0a) + 0 < inf { F(z.9) + 91(y) : Iy —vally >~} (2.37)

J
para v, € Y y 0 > 0. Sea g2 € ) tal que ||g1 — ¢2]|y < % Entonces, por la definicion de || - ||y, para

cada z € S1(v,) tenemos que
- = 91(0) = 92(0) + 1 - [g1(vn) — g2(vn) — 91(2) + 92(2)| ¥

5 = 92(0) = 91(0) + 1 - [91(vn) = g2(vn) — 91(2) + g2(2)].

1
Sumando ambas desigualdades obtenemos que g1 (vy,) — g2(vn) — g1(2) + g2(2) > —5 Asi

F.2) +02(2) 2 F(2,2) + 0 (2) + 92(v) — g (vn) —
> (2, 00) + g1 (vn) + 6+ gaen) — 91(vn) — 5 = Tl vn) + ga(en) + 3
(2.37)

1
Como f(z,-) + g2(+) es convexa, se sigue que, para cada z € Y tal que ||z — v, ||y > —, se verifica que
n

f(l’, Z) + 92(2) > f(l’,’l)n) +92(Un) + g

1
En efecto, dado Z € Y tal que ||Z — v,||ly > —, podemos definir
n
z2:=A24+ (1 = N, € S1(vy),
donde A € (0,1). Si f(z,2) 4+ g2(2) > f(x, z) + g2(2), el resultado es trivial ya que como z € S1 (vy),

entonces f(z,z) + ga(z) > f(vn) + g2(vn) + =. Si f(2,2) + 92(2) < f(x, 2z) + g2(Z) tenemos que

+92(2)] + (1 = M[f (@, vn) + g2(vn)]
+9g
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=
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y, por tanto, f(z,2) + g2(2) < f(z,vn) + g2(vy), lo cual es contradictorio ya que f(z,z) + ga(z) >
)

f(a:, Un) + gQ(Un) + 5
Por tanto, tenemos ahora que si Ay € U,, con v, € C(X,Y) y d € C(X, (0,—{—00)), y
Ag € B(A1,56) = {9 € C(X,Y) : [[A1(z) — g(x)||y < §d(x), para todo x € X}, entonces Ay € Uy,

(con el mismo v, y con %), con lo cual U, es abierto.

Paso 2: veamos que U, es denso en C(X,)). Sean A € C(X,Y) y € € C(X,(0,+00)). Necesitamos
encontrar A € #B(A,€),6 € C(X, (0,+00)) y v, € C(X,Y) tales que

(A@WM@)+&@<ﬁﬁ{m@w)Wy—%@ﬂyzi}

para todo z € X. Gracias a la Proposicion 2.4.11, para probar la densidad es suficiente con considerar

tal A de modo que la funcion ®(z) = inf fa(z,Y) sea s.c.i. y la multifuncion
DA(«T) = {y S fA(xay) < inffA(ac,Y) + 1}

esté localmente acotada (asi ®(x) = inf fa(z,Y’) es continua). Sea b € ) una funcion de separacion

convexa tal que

(B1) ||blly <2y ||7yblly > 1, para todo y € Y.

(B2) b(0) + 5 < f {b(y) : yly >}
Sea T: X — (0,400) una funcion definida por T'(z) := sup{||7yb|ly : ¥ € Da(z)}. Por como hemos
considerado A, Da esta localmente acotada, lo que implica que T también lo esta. Sea ¢ la funcion
continua que se obtiene del Lema 2.4.14 tal que T(z) < ¢(x). Podemos asumir que ¢(z) > 1, para
todo x € X y usar el Lema 2.4.5 para encontrar v, € C(X,Y) tal que

E(x)
dnp(z)’
donde £(x) < ¢(x) para todo x € X. Como T'(x) = sup{||7yb|ly : y € Da(z)} < ¢(z) y vn(x) € Da
por la desigualdad anterior, entonces ||7,, (»)0lly < @(z). Definimos h € C(X,Y) tal que

by — va()E(2)
M) = = oty

Notese que ||h(z)]ly < E(x), para todo x € X. Asi, si definimos A := A + h € C(X,)), tenemos que
A € B(A,E). Entonces, para cada x € X tenemos la desigualdad

f(ZL‘,’Un(JJ)) + A(J}) (Un(-r)) = fa (ac,vn(:v)) + h($) (Un(x))

< inf fa(z,Y) + h(z) (va(2)) +

fa(z,vp(x)) < nf{fa(z,y) : yeY}+

E(x)
dnp(z)

(2.38)
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1 1
Size X,yeYyl|y—uv(z)|y > - entonces por (B2) tenemos que b(0) + - < b(y — vp(x)) y por la
definicién de h
(b(0) + 1) E(=)

2||Tvn(x)b”y

Esta ultima desigualdad nos permite dar la siguiente estimaciéon

E(x)
QnHTvn(:v)bHy.

h(z)(y) >

= h(:c)(vn(ﬂs)) +

f(q;, y) + A(l')(y) - fA(xa y) + h(x)(y)
> nf fa(z,Y) + h(z)(y)
> inf fa(z,Y) + h(z) (v () + M‘Ti(i))b‘b’
E(x)

= inf fa(e,Y) 4+ ) (on(@)) + 30

+5(x) (2.39)

E(x)

1 1
donde 0(x) = 5 <|mn<x>bry‘2so<x>

> > 0. Combinando la desigualdades (2.38) y (2.39),

obtenemos que
Flx,y) + A@)(y) > (2, 0n(2)) + A2) (va(2)) + 3(2).

Luego A € Uy, lo cual prueba que U, es un subconjunto denso en C(X,)). Consecuentemente, por el
Lema 2.4.4, ﬂ Uy, es un subconjunto Gs-denso de C(X,)).
neN

Paso 3: veamos que ﬂ U, C M, es decir, si A € ﬂ U, entonces existe v € C(X,Y) tal que fa(x,-)

neN neN
alcanza su minimo fuerte en v(z) para todo x € X. En efecto, para cada n € N, sea v, € C(X,Y) tal

que

@) <t { G+ o= vulolly > 3 |-

Si p > n, entonces ||v,(x) — vy (z)|ly < % para todo € X (si ||vp(z) — vp(2)|y > % > ; para algtin

xz € X, por como hemos elegido vy, tendriamos que fa(z,vp(z)) > fa(x,v,(x)) y, simultaneamente,

como ||y (x) —vp(x)|ly > }, entonces por la eleccion de v, tendriamos que fa(z, vy (z)) > fa(z, vp(x)),

lo cual es contradictorio ya que ambas desigualdades son estrictas). Por tanto, (vy,) es una sucesion de

Cauchy en C(X,Y) (con la norma | - ||oo del espacio de las funciones continuas y acotadas de X a Y,

Cp(X,Y)) v converge a algin v € C(X,Y). Fijemos x € X. Por la semicontinuidad inferior de f(z,-),
fa(z,v(z)) < lUm inf fA(z,v,())

n—oo

<t ot ot { fa(e0) 5 Iy = enlo)ly = 2]

n—oo

<inf{fa(z,y) : y € Y\{v(z)}}.
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Por consiguiente, v(z) es un minimo para fa(z,-). Para ver que el minimo que se alcanza en v(x) es
un minimo fuerte, supongamos por reduccion al absurdo que existe una sucesion (z,) C Y tal que

fa(z, zn) = fa(z,v(x)) v 2, 4 v(z). Para alguna subsucesion de (z,) (la cual la llamaremos también

(zn)) y para algin p € N tenemos que ||z, — vp(z)|ly > , para todo n € N. Consecuentemente,

fa(z,v(2)) < fa(z,vp(@)) < l’nf{fa(fv,y) Fly = op(@)ly = ;} < fa(@,zn)

para todo n € N, lo cual contradice que fa(z,z,) — fa(z,v(z)). De esta forma se prueba que
() Un c M.
neN

Por ultimo, dados A € My zp € X, veremos que ®: X — (—o00, +00| tal que ®(x) = inf fa(x,Y)
es continua en xg. Por lo que hemos probado anteriormente, existe v € C(X,Y) tal que
fa(z,v(x)) = inf fa(z,Y). Tenemos que existen un entorno abierto U de xp y k& > 0 tales que
v(x) € kBy para todo x € U. Por la hipotesis (A2), {fa(:,y) : y € kBy} es equi-s.c.i. y por el Lema
2.4.8, inf fa(-,kBy) = inf fa(-,Y) es s.c.i. en zg. Como es s.c.s. por ser el infimo de funciones s.c.s.

(Proposicion 0.3.3), tenemos que ® es continua. O

El siguiente corolario muestra que es posible localizar los puntos donde se alcance un minimo.
También se muestra la posibilidad de no perturbar la funciéon f(x,-) para x € Xy, donde Xy es algun
subespacio cerrado de X. Por tanto, el corolario generalizara el P.V.P. probado por Vesely (Teorema

2.3.4). Este hecho lo detallaremos posteriormente después de la demostracion.

Corolario 2.4.16. [DP] Sea X un espacio topoldgico paracompacto y Xo un subespacio cerrado de X
tal que X\Xo es paracompacto. Sea f: X XY — (—o0,+00] una funcion que satisface (M1), (M2),
(A1) y (A2). Entonces, para cada aplicacion continua £: X — [0,1) tal que ker & = Xy y para cada

aplicacion continua vo: X — Y que verifica que
f(z,v0(x)) < inf f(z,Y) + E(z)? cuando z € X, (2.40)

existen
vel(X,Y)yAelC(X,))

tales que

(i) f(z,:)+ A(x) alcanza su minimo en v(x) para todo x € X,

(i) ||v(z) —vo(z)|ly < E(x) para todo x € X,

(i) 1A (@)y < £

(lvo(z)|ly + 1) + E(x)? para una constante ¢ > 0 que depende solamente de ).
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Demostracion:

Aplicando el Teorema 2.4.15 con X = {z} a la funcién f(z,-), obtenemos como consecuencia inmediata

la existencia de una funcion de separacion convexa b € ) tal que b(0) = 0, ||bl|ly =1y b(z) > ¢ para

todo z € X\By, donde ¢ es una constante positiva. Como ||b|[y = 1 y b es no negativa, se tiene
z

que ¢ < 1y ||b]ly = 2 para todo r > 0, donde b, esté definida por b.(z) = b <7> En particular,
T

1
lbe(z)lly = w7 para todo = € X.

E(x)’
Trabajaremos solo en el espacio paracompacto X\ Xg. Definimos h € C(X,)) tal que

T 2
n@)0) = Z Db (4 — ()

2&(x)

Notese que ||h(x)|y <
afirmacion), existen k € C(X\Xo,)) y v € C(X\Xp,Y) tales que ||k(z)||y < E(x)?y f(z, ) +h(x)+k(x)
alcanza su minimo en v(x). Definiendo A := h + k, se satisface la afirmacion (i). Ademaés, tenemos
2&(x)
que [|6(z)[ly < [[h(2)lly + [[E(@)]ly < (

(recordemos que b(0) = 0), entonces

(llvo(z)|ly + 1). Por el Teorema 2.4.15 (més concretamente, su tltima

(Jlvo(z) ||y + 1) + E(z)?. Mas atin, como h(z,vo(z)) = 0

f(z,vo(2)) + A(@) (vo(z)) = f(z,v0(x)) + k(z)(vo(z))

< fof f(2,Y) + E(x)? + k(z) (vo());
(2.40)

mientras que por otro lado,

f(z,y) + A@)(y) = Inf f(z,Y) + h(z)(y) + k(2)(y)
28 (x)?

> inf f(z,Y) + ¢+ k() (vo(z) +y — vo(2))
> inf f(z,Y) 4 2E(x)? + k(z) (vo(z)) — E(x)E(x)?
> inf f(z,Y) + E(x)? + k(z)(vo(z)),

para todo x € X\ Xp e y € Y tales que ||y — vo(z)|| = £(x). Por tanto,

fl@,v(2)) + Al@) (v(z)) < f(@,v0(2)) + Al@) (vo(x)) < f(2,y) + Al@)(y),

para todo z € X\Xg e y € Y tales que ||y — vo(z)| = E(x). De la convexidad de f(x,-) + A(x),
se sigue que |lv(z) — vo(z)|ly < E(z). En efecto, si no fuera asi, existiria A € [0,1] tal que y =

Av(z) + (1 — MNvo(x) € Sg(z)(vo(z)) y, consecuentemente,

f(@,y) + A@)(y) < Af(z,0(2) + Az) (v(@))] + (1= N)[f(z,v0(2)) + Az) (vo(x))]
<finf f(2,Y) + E(x) + k(z) (vo(z)),
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lo cual es contradictorio. Por tltimo, definiendo A‘ Xo = 0y v‘ x, = Yo, podemos concluir la

prueba. O

Tenemos algunas diferencias importantes con los principios variacionales paramétricos de

Borwein-Preiss que hemos visto anteriormente (Teorema 2.2.2 y Teorema 2.3.4).
= En los teoremas 2.2.2 y 2.3.4, la condicion
inf f(-,Y) estd localmente inferiormente acotada,

es necesaria, pero en el Teorema 2.4.15 no lo es.

» Sidom f(z,-) = D para todo x € X, estamos en las mismas condiciones que en el Teorema de

Vesely.

= Usamos funciones lipschitzianas como perturbaciones mientras que Georgiev usaba funciones de

la forma Y vy, (2) ||y — yn(z)||%, con lo cual conseguimos perturbar menos la funcién original f.

» Existen casos como X = [0,w1], Xo = {w1} que no los podemos cubrir con el corolario anterior
pero si con el Teorema de Vesely. Se puede solucionar este problema dando una nueva versién
del anterior corolario, que consistiria en reemplazar la condicion "X\ X, es paracompacto”
por "X es discreto". Para ello debemos probar el Teorema 2.4.15 con el Lema 2.3.1 en el espacio
Cx, :={A € C(X,)Y) : A(z) tiene un minimo en vg(z) para todo z € Xo} en lugar de usar el
Lema 2.4.5 en el espacio C(X,)).

Definiciéon 2.4.17. Decimos que f: X x Y — (—o0,400] alcanza un minimo localmente
uniformemente fuerte (m.lu.f.) env € C(X,Y) si

a) f(xz,v(z)) =if f(z,Y) para todo x € X, y

b) para cada xzog € X y cada € > 0, existen § > 0 y un entorno abierto U de xq tal que para todo x € U
y todo y € Y se verifica que

st f(z,y) —inf f(z,Y) < 9, entonces ||y —v(zo)| < &.

Observacion 2.4.18. Se desprende de la prueba del Teorema 2.4.15 que el conjunto Gs-denso, ﬂ Un

neN
coincide con {A € C(X,Y) : existe v e C(X,Y) tal que fa alcanza un m.l.u.f. en v}.

Nota: Se pueden encontrar en [DP, seccion 5| algunos ejemplos donde se aplica el Teorema 2.4.15.
Recientemente, Luis Sanchez Gonzéalez y Antonin Prochazka han adaptado en [PS-G]| la prueba para
espacios métricos y han refinado algunos detalles, en especial del espacio de perturbaciones ) y de la
topologia fina C(X,)).



Capitulo 3

Principios variacionales con valores

vectoriales

Hasta ahora hemos visto principios variacionales solamente para funciones con valores escalares.
En este capitulo haremos una breve introduccion de los principios variacionales con valores vectoriales,
que abordan el caso de las funciones con valores vectoriales. Para ello trabajaremos en espacios de
Banach parcialmente ordenados por un cono convexo puntiagudo y cerrado y extenderemos algunos
de los principios ya vistos al caso vectorial. En particular, veremos la versiéon vectorial de los principios

variacionales de Deville-Godefroy-Zizler, Ekeland y Stegall.

Estudiaremos algunas nociones sobre semicontinuidad para funciones con valores vectoriales,
extendiendo la definicién clésica y definiendo otros tipos de semicontinuidad maéas débiles que seran
claves para obtener los principios variacionales con valores vectoriales optimizando las hipoétesis.
También estudiaremos las relaciones que hay entre los distintos tipos de semicontinuidad, donde seré
importante la dimensién del espacio, si el interior del cono con el que trabajemos es o no vacio o si

verifican la Propiedad de la monotonia de los limites, la cual definiremos méas adelante.

Posteriormente, utilizaremos un caso particular de las multifunciones: las bifunciones. Estas
nos servirdn para poder abordar problemas vectoriales de equilibrio. Obtendremos otro tipo de
principios variacionales que llamaremos principios perturbados para equilibrios (P.P.Eq.) y nos
permitiran obtener resultados sobre la existencia de equilibrios bajo ciertas condiciones. En particular,

estudiaremos los P.P. Eq. de Deville-Godefroy-Zizler y Ekeland.

Algunos de los articulos que seguiremos en este capitulo son [Fi] (2000), [FiQuTr| (2003) y [FiQu]
(2007).

121
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3.1. Preliminares y otras nociones sobre semicontinuidad

Durante este capitulo, supondremos que X e Y son espacios de Banach y que Y esta parcialmente
ordenado por un cono convexo puntiaguado K (es decir, dados y,z € Y arbitrarios, y < z si, y solo
si, z —y € K). Recordemos que un subconjunto KX C X es un cono convexo si AK + uK = K, para
todo A, u > 0. Ademas, si contiene al origen, diremos que es puntiaguado.

Analogamente al caso del orden usual en R, diremos que

» dados y,z € Y, el conjunto [y,z] :={zx €Y : y <z <z} es un intervalo;
= una sucesion (y,) C Y es decreciente (y lo denotaremos por vy, \) si yn+1 < yp para todon € N;

» una funcion f: X — Y esta acotada inferiormente (superiormente) si existe algin & € Y tal
que & < f(z) (f(x) < & respectivamente) para todo x € X. Si f esta acotada inferiormente y

superiormente, diremos que esta acotada.

Extenderemos la nocion de semicontinuidad para una funcién con valores vectoriales f: X — Y de la

siguiente forma:

» f es semicontinua inferiormente (s.c.i.) en xp € X si, y solo si, para cada entorno V C Y
de f(xo), existe un entorno U C X de zg tal que f(U) C V + K. Si —f es s.c.i., entonces es

semicontinua superiormente (s.c.s.).

» f es cuasi-semicontinua inferiormente (c.-s.c.i.) en xg € X si, y solo si, para cada £ € Y
tal que £ # f(x), existe un entorno U de g tal que £ # f(z) para cada z € U. Si —f es c-s.c.i.,

entonces es cuasi-semicontinua superiormente (c.-s.c.s.).

» [ es orden-semicontinua inferiormente (o0.-s.c.i.) en g € X si, y solo si, para cada sucesion
(x) C X convergente a x( para la cual existe una sucesion (£,) C Y convergente a 0 tal que
la sucesion (f(zyn) + &,) es decreciente, existe una sucesion (gn,) C Y convergente a 0 tal que
f(zo) < f(xn) + gn para todo n € N. Mas brevemente, si x, — zo y f(xn) + 0(1) N\, entonces

f(zo) < f(xy) + o(1). f es orden-semicontinua superiormente (0.-s.c.s.) si —f es 0.-s.c.i.

Una funciéon f se dice que es s.c.i. (c.-s.c.d., o-s.c.i.) si es s.c.i. (c.-s.c.d., o-s.c.d. respectivamente) en
todos los puntos de X. Veamos algunos resultados para la semicontinuidad (véase [BPT|,[FiQuTr]).
» [ ess.ci en x si, y solo si, li)m d(f(x), f(zo) + K) =0.
T—T0

» fesc.-s.ci. si, ysolo si, para cada £ € Y, el conjunto {f < &} :={x € X : f(x) <&} es cerrado
en X.

= Si f ess.ci. en xg, entonces f es c.-s.c.i. en zg y 0.-s.c.i. en xg.

= Las tres nociones de semicontinuidad vistas son equivalentes para funciones con valores reales.



3.1. PRELIMINARES'Y OTRAS NOCIONES SOBRE SEMICONTINUIDAD 123

A continuacién veremos algunas propiedades sobre estas nociones de semicontinuidad, las cuales son

muy usadas en las pruebas de principios variacionales con valores vectoriales.

Definicién 3.1.1. (Propiedad de la monotonia de los limites o P.M.L.) Decimos que (Y, K) satisface
la P.M.L. si, y solo si, toda sucesion (y,) CY convergente a 0 tiene una subsucesion (y,) C (yn) para

la cual existe una sucesion decreciente (§,) CY convergente a 0 tal que yl, < §n, para todo n € N.

Observacion 3.1.2. Algunas condiciones suficientes para que (Y, K) satisfaga la P.M.L. son que K

tenga interior no vacio o que (Y, K) sea un reticulo de Banach.

Un cono natural de ordenacién es K := {f € LP(Q,pu) : f > 0 p-c.t.p.}. Algunos ejemplos de

espacios con la P.M.L. son
s (LP(Q, 1), K), donde (€, 1) es un espacio de medida y p € [1, 4+o0];
» (Co(Q), K), donde 2 es un subconjunto no vacio de R™.

Esta propiedad es una buena herramienta para caracterizar los distintos tipos de semicontinuidad en

dimensién infinita. Es conocido que

» si (Y], K) satisface la PM.L.y f: X — Y es c.-s.c.i., entonces f es 0.-s.c.i.

» si (Y, K) satisface la P.M.L. y todos sus intervalos son compactos y f: X — Y esta acotada,

entonces las tres nociones de semicontinuidad vistas son equivalentes.

» si todos los intervalos de (Y, K) son compactos, entonces f: X — Y es continua si, y solo si, f

€s 0.-s.c.l. y 0.-s.c.s.
Si Y tiene dimension finita, entonces
= si f: X = Y estd acotada inferiormente, entonces f es c.-s.c.i. si, y sélo si, f es o.-s.c.i.
= si f: X — Y esté acotada, entonces las tres nociones de semicontinuidad vistas son equivalentes.

Es conocido que la suma de dos funciones s.c.i. es s.c.i. Veamos que condiciones necesitamos para

ello con otros tipos de semicontinuidad. Dadas dos funciones f: X - Y y ¢g: X =Y,

= si f continua y g es o.-s.c.i., entonces f + g es 0.-s.c.i.;

» si todos los intervalos de (Y, K) son compactos (o Y tiene dimension finita) y f y g son funciones

o-.s.c.i., entonces f + g es c.-s.c.i.;

» si (Y, K) verifica la PM.L., f es c.-s.c.i. y g es s.c.i., entonces f + g es c.-s.c.i.

Sea GG un espacio vectorial topologico ordenado. Diremos que una funcién g: Y — G es monétona si

dados y1,y2 € Y tales que y; > y2, se tiene que g(y1) > g(y2). Otro resultado destacable es el siguiente:

(D1) Sea f: X — Y una funcién s.c.i. y sea g: Y — G una funcion s.c.i. mondtona, entonces g o f

también es s.c.i.
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3.2. Extension de algunos principios variacionales

3.2.1. P.V. de Deville-Godefroy-Zizler con valores vectoriales

Sea f: X — Y una funcién. El problema de minimizaciéon vectorial que consideraremos es
(P) Encontrar T € X tal que (f(z) — K\{0}) N f(X) = 0.

Los puntos T que verifiquen (P) se llamaran soluciones eficientes de (P) y denotaremos por E(f) el
conjunto que forman.

En lo que sigue, fijaremos e € K\{0} y e* € K* = {y* € Y* : y*(y) > 0, para todoy € K}
tal que e*(e) = 1 (podemos asegurar su existencia por el Teorema de Hahn-Banach). Asumamos que

e*(+00) :=4oo ysea f: X — Y U{+o00}. Indiquemos algunas propiedades de e*.

(1) Si f esta acotada inferiormente, por la monotonia de e* se sigue que e* o f: X — RU {+o0} esta
también acotada inferiormente.

(2) Si f ess.c.i., entonces e* o f es s.c.i. (por (D1)).

(3) Si e* o f alcanza su minimo fuerte en xy € X, entonces por la monotonia de e* tenemos que

To € E(f)

En el siguiente teorema, denotaremos || f||oo := sup || f(z)]y-
zeX

Teorema 3.2.1. (P.V. de Deville-Godefroy-Zizler con valores vectoriales) [Fij.
Sea (V.|| ]ly) un cono convexo completo de funciones s.c.i., inferiormente acotadas con norma acotada

y definidas en X con valores en Y que verifican que

(i) para todo g € Y, |lglloo < llglly;

(ii) sige )Y yx e X, entonces 7,g: X — Y, dada por 1,9(t) = g(x + t), pertenece a Y y ||mzg|| =
lglly;

(11i) sige Y ya R, entonces g*: X =Y, dada por g*(t) = g(at), pertenece a Y;
() existe una funcion meseta b: X — R tal que b(0) > 0 y b= —be pertenece a .

Sea f: X — Y U{+o0} una funcion propia, s.c.i. y acotada inferiormente. Entonces el conjunto de

las funciones g € Y tal que e* o (f 4 g) alcanza su minimo fuerte en X es un conjunto Gs-denso en ).

Observacién 3.2.2. 9i K # (0 y f tiene norma acotada, entonces f estd acotada inferiormente (de

esta forma cuando, K # (), podemos eliminar esta iltima hipdtesis).
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Observacion 3.2.3. En [FiQuTr, Teorema 27], podemos ver otra version similar de este Teorema
donde se pide una condicidn mds restrictiva, la continuidad de las funciones de ), ademds de que
verifiquen las mismas condiciones (i), (i), (i1i) y (iv). De esta forma se obtiene una conclusion similar

para funciones 0.-S.c.i.
Veamos algunas consecuencias. Previamente, necesitaremos el concepto de porosidad.

Definicion 3.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que un subconjunto A C X es poroso
en X si existe A\g €10,1] y ro > 0 tal que para cada x € X y r €]0,rg] existe y € X tal que
lC?AOT(y) C B(z) N (X\A). Decimos que A C X es o-poroso en X si puede escribirse como una union

numerable de conjuntos porosos en X.

Corolario 3.2.5. [Fi] Sea Y un espacio de Banach de funciones g: X — Y acotadas inferiormente,
con norma acotada y lipschitzianas que estd dotado de la norma
loly = ol + sup { XL ZE0 g
Iz =yl
Sea f: X — YU{+oo} una funcion propia, s.c.i., acotada inferiormente y con norma acotada. Entonces
el conjunto

G:={ge):eo(f+g) alcanza un minimo fuerte en X}
es Gs-demso en )Y e y\é es o-poroso en Y. En particular, se tiene que el conjunto
Y\{gel: Min(f+g):=(f+9(E(f+g)) #0} es o-poroso.

Corolario 3.2.6. [Fi] Sea f: X =Y s.c.i. y acotada inferiormente. Entonces, para todo € > 0, existe

una funcion g: X — 'Y lipschitziana, acotada inferiormente con norma acotada tal que

(1) llglly < &;

(i) Min(f +g) := (f + 9)(E(f +9)) # 0.

Corolario 3.2.7. [Fi] Sea Y el espacio de Banach formado por el conjunto de las funciones
g: X =Y acotadas inferiormente, con norma acotada, lipschitzianas y Fréchet diferenciables (Gateuz

diferenciables) que estd dotado de la norma

lglly = max(||glloc, [|¢"llo0)-

Supongamos ademds que X admite una funcion meseta lipschitziana que es Fréchet diferenciable
(Géteauz diferenciable respectivamente). Entonces, para toda funcion f: X — Y s.c.i., acotada
inferiormente y para todo £ > 0, existe una funcion g: X — Y lipschitziana y Fréchet diferenciable

(Gateauz diferenciable respectivamente) tal que
(i) lglly <& lg'ly <&;
(i) Min(f +g) = (f +9)(E(f +9)) # 0.
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Aprovechando la notacion y los comentarios dados, podemos obtener la extension de algunos

principios variacionales para valores vectoriales.

3.2.2. Otros principios variacionales con valores vectoriales

Teorema 3.2.8. (P.V. de Ekeland con valores vectoriales) [F'i].
Sea f: X =Y U {400} una funcion c.-s.c.i., propia y acotada inferiormente. Sean € >0 y XA > 0. Si
xo € X wverifica que (€* o f)(xg) < ig(f(e* o f)+ &, entonces existe x1 € X tal que

1. f(l'l) < f(l'o),'

2. HiL‘o — :BlH S )\,'
&
8. w1 € E(fy), donde f(z) := f(2) + Jlleo = aae.

Teorema 3.2.9. (P.V. de Stegall con valores vectoriales) [Fif.
Sea C' un subconjunto no wvacio, cerrado y acotado de X con la propiedad de Radon-Nikodym. Sea
f:C =Y una funcion s.c.i. acotada inferiormente. Entonces, para todo £ > 0, existe un operador

lineal continuo L: X — Y con ||L|| < & tal que e* o (f + L) alcanza su minimo fuerte en C. En
particular, Min(f + L) = (f + L)(E(f + L)) # 0.

3.3. Principios perturbados para equilibrios
En el caso escalar, un problema de equilibrios se define como
hallar z € X tal que f(z,y) > 0, para todo y € X, (EP)

donde f: X x X — R es una bifuncién dada. Cada punto T que satisfaga (EP) recibe el nombre
de punto de equilibrio. Varios ejemplos de este tipo de problemas son algunos problemas de
minimizacion (donde f(x,y) := h(y) — h(xz) y h: X — R), desigualdades variacionales, problemas
de punto fijo, hallar equilibrios de Nash en juegos no cooperativos o problemas de complementariedad.
En aras de hacer una extension de (EP) para valores vectoriales, consideraremos los dos siguientes
problemas:

hallar 7 € X tal que f(z,y) ¢ —K\{0}, para todo y € X, (VEP)

0, de una manera més débil,
hallar Z € X tal que f(Z,y) ¢ —K, para todo y € X, (WVEP)

donde f: X x X — Y es una bifuncién dada.
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Al igual que en el caso escalar, los problemas de equilibrio para valores vectoriales tienen muchas
aplicaciones, sobre todo en optimizacion vectorial, teoria de juegos y mateméticas financieras. Los
principios perturbados para equilibrios (P.P.Eq.) son resultados que afirman la existencia de una
perturbaciéon ¢, tan pequena como sea posible, de forma que f + g admite un punto de equilibrio
vectorial. A continuacion estudiaremos una nueva nocién de semicontinuidad para bifunciones que nos

permitira rebajar las condiciones de los P.P.Eq. y la nocién de punto de equilibrio aproximado.

3.3.1. Semicontinuidad inferior para bifunciones

Definiciéon 3.3.1. Una funcion f: X x X — Y es semicontinua inferiormente libre de
coordenadas (s.c.i.-l.c.) en xo € X si, y sélo si, para cada sucesion (x,) C X convergente a xg

para la cual existe una sucesion (pp) C Ry U {0} convergente a 0 tal que para todo n,l € N,
f(@n; Tnt1) € =K + py By,

existe una sucesion (w,) C Ry U{0} convergente a 0 tal que para todo n € N,
f(xn,x0) € —K + wypBy.

La bifuncion f es débilmente s.c.i.-l.c. si esta condicion se satisface para cada sucesion (x,) C X

que converja débilmente a xg.
Una hipotesis clasica para bifunciones que necesitaremos es la siguiente.

Definiciéon 3.3.2. Una bifuncion f: X x X — Y se dice que tiene diagonal nula si, y sdlo si,
f(z,z) =0, para todo z € X.

Mostremos algunos resultados importantes que caracterizan esta definicion (para verlos con mas

detalle, puede consultarse [FiQu]). Dada una funcién f: X x X - Y y zg € X,
» si f(x,y) : = h(y) —h(z), donde h: X — Y entonces f es s.c.i.-l.c. en xg si, y solo si, h es o-s.c.i.
en xo;
» si f(x,-) es s.c.i. en xg para todo = € X, entonces f es s.c.i.-l.c. en xp;
. si K #0y f(z,-) es c-s.c.i. en zp para todo x € X, entonces f es s.c.i.-l.c. en xo;

» si Y tiene dimension finita, f estda acotada inferiormente y f(x,-) es c.-s.c.i. en zy para todo

x € X, entonces f es s.c.i.-l.c. en xg;
» si f tiene diagonal nula y f(-,z0) es s.c.s. en zp € X, entonces f es s.c.i.-l.c. en xp;

m si fess.ci-lc.y g: X X X = Y es una bifuncién continua que tiene diagonal nula, entonces

f+gess.ci-lec.
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3.3.2. Puntos de equilibrio aproximados

Veamos algunas definiciones que nos serviran para ver las aplicaciones de los principios

perturbados para equilibrios.

Definicién 3.3.3. Un punto xg € X se dice que es un E-punto de equilibrio vectorial de f en la
direccion de e € K\{0} st

f(@o,y) + Ellxo —ylle ¢ —K, para todo y € X\{zo}.

Definicién 3.3.4. Una bifuncion f: X x X — Y es transitiva inferiormente si, y solo si, f(x,z) <
f(z,y) + f(y, 2), para todo x,y,z € X.

Definicién 3.3.5. Sea f: X x X — Y wuna bifuncion. Un punto xy se dice que es un E-punto de
equilibrio aproximado de f en la direccion de e € K\{0} si, y solo si, existe p € Ry U {0} tal que

f(xo, )+ Ee+ & ¢ —K, para todo x € X, £ € pBy.

La siguiente proposicién sirve para probar la existencia y localizar puntos de equilibrio

aproximados.

Proposicion 3.3.6. [FiQu/ Sea f: X x X — Y wuna bifuncion transitiva inferiormente que tiene
diagonal nula. Asumamos que f(z,-) estd acotada inferiormente para todo x € X. Entonces, para todo
E >0y todo e € K\{0}, existe xy € X un E-punto de equilibrio aprozimado de f en la direccion de e.
Ademds, dados & € X y § >0, entonces f(Z,x¢) € 6By — K.

3.3.3. Resultados

Ahora ya tenemos las herramientas necesarias para introducir los principios perturbados para
equilibrios (P.P.Eq.).

Teorema 3.3.7. (P.P.Eq. de Deville-Godefroy-Zizler) [FiQuj/.
Sea (Z,] - ||z) un espacio de Banach de bifunciones g: X x X — Y continuas con norma acotada y
acotadas inferiormente tales que

1. lgllz = llglloo == sup |lg(z,y)lly;
z,yeX

2.sige”Z y x,y€ X, entonces 7vg: X x X =Y, dada por 1yg(t) := g(x — t,y — t), pertenece a
Z y Imgllz = llgllz;
3. sige Z ya€eR, entonces g*: X x X =Y, dada por g*(z,y) := g(azx,ay), pertenece a Z;

4. existe una funcion meseta continua y con norma acotada, b: X — R, y un elemento e € K\{0}
tal que b(0) >0 y b: X x X =Y, dada por b(z,y) = (b(y) — b(2))e, pertenece a Z.
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Sea f: X x X =Y wuna bifuncion s.c.i.-l.c., transitiva inferiormente con diagonal nula tal que f(x,-)
estd acotada inferiormente para todo x € X. Entonces el conjunto de todas las funciones g € Z tales

que f + g admite un punto de equilibrio es denso en Z.

Observacion 3.3.8.

(a) Es posible localizar los puntos de equilibrio de la bifuncion f + g. Mds concretamente, para todo
E >0, existe &, > 0 tal que si x1 es un E1-punto de equilibrio aproximado de f en la direccion de
e, entonces existen g € Z y & € X tales que ||g|lz < &, ||z — z1|| < € y T es un punto de equilibrio
de f+g.

(b) Como (f+g)(Z,z) =0, tenemos que T es una solucion eficiente de la funcion (f+g)(z,-): X = Y.
Ademds, se puede probar que T es fuertemente eficiente, es decir, si (wy,) C Ry U{0} y (um) C X

verifican que (f + 9)(Z,um) < wm para todo m € N, entonces uy, — T.

(c) Si f estd definida por f(x,y) = h(y) — h(x), donde h: X —'Y es una funcion o.-s.c.i. y acotada
inferiormente, entonces existe una perturbacion continua, g, tan pequenia como queramos, tal que

h + g admite un solucion (fuertemente) eficiente en X .

Si consideramos el espacio de Banach Z de las funciones acotadas y lipschitzianas, g: X — R,

!M@—gwﬂz%yeXw#y}

dotado de la norma |[|g|l; = ||gllcc + ||lg|lz donde [g|lr := sup{ Tzl

obtenemos aplicando el Teorema 3.3.7 el siguiente resultado.

Corolario 3.3.9. (P.P.Eq. de Ekeland) [FiQu/. Sea f: X x X — Y una bifuncion s.c.i.-l.c., transitiva
inferiormente, con diagonal nula tal que f(z,-) estd acotada inferiormente para todo x € X . Entonces,
para todo € >0 y e € K\{0}, existe &1 > 0 tal que si x1 es un Ei-punto de equilibrio aprozimado de

f en la direccion de e, se tiene que existe T € X tal que
(a) f(Z,y)+Ee ¢ —K, para todoy € X;
(b) |z — x| <&;

(c) T es un punto de equilibrio de equilibrio de f+ E|| - — - ||e, i.e.,
f(@,y) + €|z —ylle ¢ —K, para todo y € X\{T}.

Si consideramos el espacio de Banach Z de las funciones acotadas, lipschitzianas y Gateaux
diferenciables (Fréchet diferenciables), g: X — R, dotado de la norma ||g||p = [|9llcc + | ||

obtenemos aplicando el Teorema 3.3.7 anterior el siguiente resultado.

Corolario 3.3.10. [FiQu/ Sea X un espacio de Banach que admite una funcion meseta lipschitziana y
Gateaux diferenciable (Fréchet diferenciable). Entonces, para toda bifuncion f: X x X =Y s.c.i.-l.c.,

transitiva inferiormente, con diagonal nula tal que f(x,-) estd acotada inferiormente para todo x € X
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y para todo € > 0, existe una bifuncion g: X x X — Y lipschitziana y Gdteauz diferenciable (Fréchet

diferenciable respectivamente) tal que

(1) N9l < E;
(ii) [lg'lloc < E;
(1ii) f+ g admite un punto de equilibrio.

3.3.4. Aplicaciones para la existencia de equilibrios vectoriales

Estas nuevas herramientas nos permiten obtener algunos resultados de existencia (véase |[BKP])

con condiciones més débiles.

Teorema 3.3.11. [FiQu/ Sean C un subconjunto compacto de X y f: C x C — Y wuna bifuncion
s.c.i.-l.c., transitiva inferiormente, con diagonal nula tal que f(x,-) estd acotada inferiormente para
todo x € C. Entonces, el conjunto de soluciones para el problema (WVEP) para f en C x C es no

vacto.

Teorema 3.3.12. [FiQu/ Sean X wun espacio de Banach reflexivo y f: X x X — Y una bifuncion
s.c.i.-l.c., transitiva inferiormente, con diagonal nula tal que
1. f(z,-) estd acotada inferiormente para todo x € X;
2. el conjunto de nivel L(z) :={y € X : f(x,y) € =K} es débilmente cerrado para todo x € X;
3. (condicion de coercividad) existe un conjunto compacto C C X tal que existe xo9 € X de forma
que para todo x € X\C, existe y € éHa:fon(xO) verificando que f(z,y) € —K.

Entonces, el conjunto de soluciones del problema (WVEP) es no vacio.

Teorema 3.3.13. [FiQu/ Sean X un espacio de Banach reflexivo y f: X x X — Y wuna bifuncion
débilmente s.c.i.-l.c., transitiva inferiormente, con diagonal nula tal que
1. f(x,-) estd acotada inferiormente para todo x € X ;

2. (condicion de coercividad) para toda sucesion (Tn)p>1 C X tal que ||z, — +o0, existen § > 0
y una subsucesion (Tn,)g>1 C (Tn)n>1 tal que para todo k € N, existe | € N de forma que
f(@ny,, Tny,,) ¢ —K + 0By.

Entonces, el conjunto de soluciones del problema (WVEP) es no vacio.

Observacioén 3.3.14. La condicion 2. puede reemplazarse por esta otra: existen un conjunto acotado
C C X ykoe K\{0} tales que para todo x € X\C, eziste y € X de forma que f(x,y) € —ko — K.
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