Temal

Andlisis matematico.

Hoja de Problemas n® 1 (Tema 1)

Prueba por induccion:

2
) 13+23+33+...+n3:(@j

ii) Desigualdad de Bernouilli: Si a > -1, entonces (1 + a)" > 1 + na.
i) Todos los nimeros de la forma 3*" — 1 son maltiplos de 8.

iv) 2n® —3n? + n + 31 es siempre un nimero positivo.

1 n
V) I+-+-+ 21+
2 2
, sen 2" X
Vi) COS X COS 2X €08 2°X ... €0s 2" X = = .
2" sen X

vii) 11™2 + 122" es divisible por 133 sea cual fuere n.
a) Prueba que /3 es un nimero irracional.

b) Prueba que /2 ++/3 es un nimero irracional.

c) Decimos que un namero real es algebraico si es raiz de un polinomio (no nulo) de coeficien-
tes enteros. Demuestra que 1—3/2 + /5 es un ntimero algebraico.

a) Demuestra que logio7 es irracional.

b) Prueba que los Unicos nimeros naturales n para los que login es racional son las potencias
de 10 de exponente entero no negativo.

Resolver las siguientes desigualdades:

i) —5(2—x) < 15; ii)x*-1<0; iii)x+%20; iv) x3(x — 2)(x + 3)* < 0.

V) X+3 >3: Vi) X —=5x+9>x; vii)£+i>0;
2X+5 X 1-x

Seape Q, p#0 y xe R\Q. Prueba que p + x y px son nameros irracionales.

Calcula cotas superiores e inferiores, supremo e infimo, méximo y minimo (si existen) de los
siguientes conjuntos.

i) {2,272,2722,2222,..}; ii)Z; iii){xe R/x*+5x—6<0}; iv){re Q/2r-1<15};

v) {xe R\Q /x*+x<2}; vi){xe R/x*-2x<0}; vii){l—i,ne N}
n

. , . 1
Demuestra que si X es un numero positivo, entonces x+—= 2.
X

Demuestra que si a 'y b son nimeros reales positivos con a > b, se verifica:

2ab a+b /a2+b2
—<4ab< < )
a+b 2 2
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Temal

9. Calcular:
= 1 1 - 1 1 - 1 1
a 1+=,2+=1|; b 1-—2+=|; ¢ 1+=,2+—|
Qemzeyf o Uzt o Uiz

10. Encuentra los numeros reales x para los que:
) E+x—6]=2; ii) x—1] | X2+ x+1|=0; iii) x =1 =[x —4|; iv) X <1;V) [3x+ 1| >1;

vi) X2 — x| > 1; vii) [x + 4] < 2; viii [x + 1] < [x— 3|; iX) Ii;ﬂ=1; X) l-|x|=4;

Xi) ‘2+|x—|x|”:3;xii)|x—1|+|x—2|>l; Xii)) x =1+ x + 1| <1; (xiv) [x—-1||x-2|=3.

11. Representa en R? los siguientes conjuntos:
{(xy) e R*/ X <1} {(x y) e R*/ X =y}{(x,y) € R*/[3x = 1| 2 y};

{0 y) € R*/ =X+ x>y} {(x y) € R*/x>0};

fx )€ F2IK>0 e > 2% () € B/ x=—,ne )
{(x ) e F218+y? <1} {(x,y) € B2/ + 27 < 21\{(0, O)k
[y e R ixy > 1}

{(X,y)eRz:Xz—y2<l};
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Tema 2

Andlisis matematico. Hojan® 2 (Tema 2)

Describir los conjuntos de numeros complejos que verifican las siguientes condiciones:
a)z=-z; b) z=z"; c)|z—a|<1 con aeC fijo; d) |z-a|=|z-b| con a,beC fijo;

z—3

z+3

e) =2.

Determinar, en cada caso, los nimeros reales x e y que verifican:

_ i 100
a) x+yi=1—f'; b) x+yi=x-yil; ¢) D i*=|x-yil.
k=0

Hallar el mddulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos:

8) 3+4i; b) (3+4)7 ¢) (3+40)°; ) (L+D)% d)[3+4i]; e (EJ :

.. m
cosa +isina
s ——— y mEN.
cos f+isin B

Probar que:

Q) |zl=|z|; b)?zz; c)z+W:E+v_v; d)ﬁzzv_v; e)z_’lz(z)fl;
f) 22€(0,): g Rez:izz; h) Imz=%.
i

Halla todos los valores de las siguientes raices:

a) ¥1; b) ¥i; o) 4-1; d)Vi-i; e) ¥1+i; f) $1-3i .

Determina todos los numeros complejos z que verifican:

Q) 2=3-4i; b)Z+zi+2=0; ¢)*-22+4=0; d)-|7=0; e)z"=z;

f)2+8=0 y zcae dentro del recinto del plano complejo definido por |z + 1| < 2.
1+z . L
a) Seaz = 1con |z = 1. Probar que 15 es imaginario puro.
-z

b) Sea z un nimero complejo de médulo 1. Probar que el nimero z + z* es real.
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Tema 3

Analisis matematico. Ingenieria Informatica. Hoja n® 3 (Tema 3)

10.

En cada uno de los casos siguientes, encontrar un 6> 0 tal que |f(X) — || < ¢ para todo x que
satisfaga0 < [x — a| < &.

Q) fx)=2x+3,a=1, 1=5; b)f(x)=senx,a=0,1=0; c) f(x)=+x,a=1,1=1.

_ax"+a xX"'+.+ax+a
Demostrar que lim— n- 1 0

= es un numero real si y solo sim > n.
x>0 b, X" +...+bXx+b,

¢Cuanto vale este limite?

Estudiar la existencia de lim f (x), y calcularlo, cuando exista, en los siguientes casos:
X—a

X2+ x2-5x+3 V1+2x —+1+3x

aa=1 vy f(x)= ; ba=0y f(x)= ;
) y 1 X3 —4x* +5x -2 ) y 100 X + 2x3
Vx?+1-1 1 1
c)a=0 y f(x)=———; d)a=0 vy f(x)=cos—; ea=0y f(x)=xcos—;
Vx> +16 -4 X X

Si existe lim f (x) y vale b, probar que:

a) Sic>bh,36>0talquesi0<|x—al< g entonces f(x)<c.
b) Sic<b,3 6 >0tal quesiO<|x—al<d entonces f(x) > c.

Sea f : A — R de modo que existe Iim|f (x)|. ¢Es cierto que existe lim f (x)?
Sea f : (a, b) > R monotona creciente. Probar que:
lim f(x) = sup {/(x) / x <c} <inf {f(x) /x>c} = lim f(x).

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos donde se indica:

Xf‘z six =3, -3, f(-3) = 0, £(3) = 1. Estudiar en R.
X —

a) f(x)=

b) f(x)=sen 1 si x # 0, f(0) =1. Estudiar en R.
X

Sean X1, X2, X3, ..., Xn numeros reales distintos. Encontrar una funcién polindmica f de grado
n—1 tal que f(xi) = ai, donde a1, a, ..., an son numeros dados. Dar un polinomio P de grado

- . 1) 1.1
< 3tal que P(1) =3, P(0) =7, P(Ej_z y P(3j_4.

Sea f la funcion f(x) =0 si x € [0, 1]\Q vy f(p/q) = é si p/q € [0, 1] y es una fraccion irre-
ducible. Sea g (a) = lim f (x). ¢Es la funcion f continua en [0, 1]? ;Lo es g?

Construir f: R — R continua que verifique:
0<f(x)<lparatodox eR, f(x)=0si [x|>2 y f(x)=1 si [x|<1.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Tema 3

Probar que si f: R —» R es continua, inyectiva y f(a) < f(b), con a < b, entonces

f ([a,b])=[f(a), f(b)].

Sean f, g : [a, b] > R ambas continuas con f(a) < g(a) y f(b) > g(b). Demostrar que existe
X € [a, b] tal que f(x) = g(x).
Sea F: [0, ) — [0, o) continua, con F(0) >0 ytal quesi 0 < a< g, es

F(B) — F(a) < %(ﬂ — ) . Probar que existe un Unico a >0 tal que F(a) = a.

4
. X" =17x+13 . .
a) Probar que la ecuacion x* + ———-——"=0 tiene al menos una solucion.

(x*-1)°

x2+1 x%+1
X—a X-pf

b) Si a < g, probar que la ecuacion =0 tiene al menos una solucion en el intervalo

(a, P).

¢) Probar que la ecuacion x3 — 37x? — 8 = 0 tiene una raiz mayor que 37. Calcularla con un error
menor que 103,

Para cada una de las funciones polindmicas siguientes £, hallar un entero n tal que f(x) = 0 para
algin x € [n, n + 1].

a) fX)=x3—x+3; b) f(X)=x>+5x*+2x+1; ) f(X) =x>+x+1; d) f(X) =4x> - 4x + 1.

Sea P(x) una funcion polindmica tal que el coeficiente de la potencia de x de mayor grado es 1.
Probar que:

a) Si P esde grado par, entonces lim P(x) =+o0; b)Si P es de grado impar, entonces

lim P(x) =—o0 y lim P(X) = +o.

X—>—0

Sea P(x) una funcion polinémica de grado par. Probar que existe y € R tal que P(y) < P(x) 6
P(y) > P(x) para todo x € R.
Sea f una funcion continua sobre R de modo que lim f(Xx) =+ y Iirp f (x) = —o0. Probar

que f toma todos los valores reales.

Consideremos la ecuacion X" + an-1x" + ... + a1x + ao = 0 con n impar y los a; reales. Probar
gue dicha ecuacién tienen al menos una raiz real.

Sea f: R — Rcontinuacon lim f(x)=1, y lim f(x)=1,,11, 12 € R.

a) Probar que f esta acotada.
b) Probar que si |1 = I2, entonces f tiene maximo y/o minimo.

Sea d una direccion en el plano y T un triangulo. Probar que existe una recta con direccion d de
modo que divide al triangulo T en dos partes de igual area.
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Tema 3

Desarrollo de las soluciones de algunos de los problemas propuestos

c) | f(X) — ol = |\/; — 1] es lo que tenemos que hacer menor que un ¢ > 0 dado previamente.

Hagamos manipulaciones en |\/; — 1| para que aparezca el [x — 1| que haremos pequefio.

x-1
x=10 y todo nuestro problema se reduce a acotar |+/x + 1]. Es-
| X +1]

bocemos la graficade y = Jx:

Obviamente |[v/x —1|=

Si, por ejemplo |x — 1| < % , X estd en la zona rayada e

con lo que Jx > \/g y, entonces, |\/;+1|> 1+\E>g.

12 1 32
x=1] 1|

[Vx+1]

, . 1
Asi pues, si [x - 1] < —-, entonces |VXx —1|= |x 1|. Un vez que hemos escrito

| f(X) — ol <K |x — a, el problema est& resuelto pues dado &> 0, tomo 6= min Y, Si

)

N |-
w N ™

[x — 1| < &, en particular serd& menor que % , con lo que |\/;—l| <%|x—1| Yy, por ser

5<— sigue que si [x — 1| < &, [Vx 1] <

3

=&.

ooll\)
oo\m|m

x®+x*-5x+3 . . .
a) lim 5 . Como tanto numerador como denominador son funciones continuas
o1 X° —4x% +5x -2

que se anulan en x =1, el limite de ambos en 1 es 0 por lo que no podemos aplicar el resul-
tado de que el limite del cociente es el cociente de los limites. Pero ambos polinomios son
divisibles por x — 1, por lo que podemaos escribir

lim x>+ x*—5x+3 _ lim (X=1)(x* +2x-3) _ II,mx2+2x—3_
o1 X3 —4x? +5x—2 Hl(x D(x*=3x+2) o1 x*—3x+2

(x D(x+3) II,mx+3
x»l (X 1)()( 2) x->1 X —2

\/x +1-1 (\/x +1- 1)(\/x +16+4) (\/x2+16+4)
X2 1164 “0 x? HO x2 W/ x2 +1+1)
= ||'m—'X2+16+4:4
=0 X +1+1 ' .

a) Hagamos un esbozo gréafico de lo que significa que lim f (x) =

=4,

Seac>bh. Asipuesc—b>0.Sea ¢=c—-h.
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Tema 3

Sé que existe & >0 tal que si 0 < |x —a| < &, entonces |f(X) —b| <c — b, es decir
f(X)—b<c—-by f(x) <ccomo queriamos probar.
De forma totalmente analoga se prueba el apartado b) jHazlo ahora!

Probemos que XILT f(x) = sup {f(x) : x < c}. Ayudémonos con una grafica:

a/ Obviamente {f(x) : x < c} estd acotado superiormente pues

f(X) < f(t) cont € (c, b)
/_/ X<cC -

Sea | = sup {f(x) : x < c}. Veamos que XILT f (x) =1, es decir, veamos que dado € > 0, existe
0>0/c—-x<o6= [fX)-l|<e

Como | — gno es cota superior de {f(x) : x <c}, existed < ccon f(d) > |- & Sea d6=c—d.
Sic—x<gentoncesc—x<c-d=x>d= f(X) >f(d) = f(X) > | — & es decir —&< f(x) — I.

Por otra parte, como f(x) <Isix<c,es f(X) <l + ¢ es decir f(x) — | < & Hemos probado, pues,
quesic—x<ges—e<f(X)-l<e=|fX)-l<e

El crecimiento de f prueba que sup {f(x) : x < c} < inf {f(xX) : x > c} y la igualdad inf
{f(x) :x>c} = lim f(x) se demuestra de manera totalmente analoga a lo que acabamos de

desarrollar. Si f es decreciente, aplicamos las desigualdades anteriores a la funcion monotona
creciente (—f) y queda:

lim f(x) = inf {f(x) : x>c}>sup {f(x) : x<c}= lim f(x).

a) f(x) = ij six 2{-3, 3} f(-3)=0, f(3) = 1.

X —
Six ¢{-3, 3}, f es continua por tratarse de un cociente de funciones continuas y no anularse
el denominador.

Calculemos 1im f(x) = lim <> = fim— X3 _jim 2 — 1 #3) por 1o
x—-3 x>-3 X —9 x—-3 (X+3)(X—3) x>-3X—3 6

que f no es continua en x = -3.

lim f(x) = lim X2+3 .Como lim f(x) =+, f noes continuaen x = 3.

x—-3 x—>-3 X — x—-3"

El polinomio buscado sera de la forma f(x) = b, ,x"" +b, ,x"?+...+bx+b,. Veamos que,
con los datos dados, podemos obtener los nimeros b.

f(x)=b,, X" +b, , X +..+bx +b, =a,

f(x,)=b_ X" +b _, X +..+bXx, +b, =4,

f(x,)=b,, X" +b , X" +..+bXx +b,=a,

n-2 n
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13.

Tema 3

Fijados los numeros ai, az, ..., an, el sistema escrito, de incognitas las b-es es compatible de-
X x P x 1

terminado, pues el determinante de la matriz de los coeficientes, a saber, |: , €S

X" "2 X

n n n

un determinante de VVandermonde, siendo su valor H (X; —X;), distinto de cero pues los x; son
j<i

distintos. Asi pues, rango matriz coeficientes = rango matriz ampliada = n° incdgnitas. El caso

particular que nos piden se resuelve sin mas que sustituir las x; por 1, 0, % % y las aj por 3, 7

2y % respectivamente.

f no es continua en [0, 1] pues, por ejemplo, noloesenx=1yaque f(1)=1y I|'rr11 f(x)noes
1 pues en cualquier entorno de 1 hay nameros irracionales y, por tanto, con imagen 0.

Estudiemos la funcion g: Sea a < [0, 1]. Como cada entorno de a contiene numeros irracionales
y su imagen por f es 0, es claro que limg(x), de existir, debera ser 0. Veamos que, efectiva-
X—a

mente, limg(x)=0.

Dado € > 0, tomo go € N con 3 <e&.Seanry, ra, ..., re los racionales de [0, 1] de la forma P
q

Qo
con g < go. Hay, naturalmente, una cantidad finita de ellos (¢por qué?). Si a es uno de ellos lo
quitoysea s=min {la—ri|, i=1, 2, ..., k}. Obviamente 6> 0 pues es el minimo de un conjun-
to finito de nimeros positivos.

Si 0 < |x—a|l <odes, o bien porque x es irracional o porque es racional de la forma P con

q

g <(o. Asi pues f(x)=0 0 f(x) =1<i<g. Es decir, [f(X)| < esi 0 <|x—a| < &, con lo que
0
lim f(x) =0, o sea, g (a) =0, de donde g es constante en [0, 1] y, por tanto, continua.

X—a

Se podria pensar, en principio, que la grafica de F podria hacer algo asi

con lo que no iba a existir el tal a. Vamos a ver que eso no es posible. V=X
En primer lugar, veremos que existe a con F (a) = a. Luego veremos que es Unico.
Si F(F(0))< F(0) el problema esta resuelto pues la situacion seria asi: =
F(0)
: ) ) *F(FO)
Y como F es continua, habria un a e (0, F(0)) donde F cortaria a F0

la bisectriz y, por tanto, F (a) = a.

Supongamos pues F(F(O))> F(0). Por la condicion dada, tomo =0 y g =4F (0) y digo
F(4F(0))-F(0) < %4F(O) = 2F(0) = F(4F(0))< 3F(0) y la situacion seria asi:

y=X

F-(O) 4F' ©)
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14.

19.

Tema 3

Otra vez por la continuidad de F, existe ac (F(0),4F (0))tal que F (a) = a

Veamos que hay un unico a con esa propiedad:
Si existierab > a con F (b) = b, aplico la condicién dada y digo F (b) — F (a) < %(b —a), osea:

b—a< %(b —a) que es absurdo. Analogamente si a > b.

x2+1 x®+1
+

b) Consideremos la funcion f(x) = y veamos que existe a € («, f) con f(a) =0.

En («, ), f es continua. Por otra parte, lim f(x)=+oy lim f(X)=—. Asi pues, existen ni-
x—a* Xx—p~

meros m y n con m < n tales que f(m) >0, f (n) <0y ambos de (e, £) con lo que aplicando el teo-
rema de Bolzano a la funcion continua f en [m, n] aseguramos la existencia del a buscado.

Seap (X) = X"+ anaX"1 + ...+ aix + ao,

X anl Xn
lim p(x) =+ y lim p(x) =—o. Como p es continua y la anterior afirmacion nos asegura la
X—>—0

X—+0
existencia de nimeros my q tales que m<qy f(m) <0y £(q) > 0, volvemos a aplicar el teorema
de Bolzano en [m, q] y aseguramos la existencia de una raiz.

- a a, a :
Podemos escribir p (x) como x”{1+”—1+...+—1+—°} con lo que al ser n impar, es

Un argumento diferente estaria basado en la existencia de un nimero par de raices complejas (¢,por
qué?) con lo que al ser n impar habréa alguna raiz real.
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Tema 4

Andlisis matematico. Hoja n° 4 (Tema 4)

Sea f una funcion que satisface f(x +y) = f(x) + f(y) + 2xy para cualesquiera x e y y suponga-

() =7.

mos I|m

a) Calcula f(O).

b) Utilizar la definicidn de derivada para hallar f'(x).
f(x)-1(2)
X—2
ciones tienen que ser verdaderas, cuales pueden ser verdaderas y cuales nunca pueden ser ver-

daderas?

a)f'(2)=2; b) f(2=0; c¢) |XI_r>T2] f(x)= f(2);d)fescontinuaen0; e) fescontinuaen 2.

Supdn que f es una funcién para la que lim =0. ¢Cuadles de las siguientes afirma-
X—2

Empareja cada una de las graficas (a — €) con la de su derivada (i—v). Explica tu razonamiento.

L N AN

) |||)/ - iv) L V)AVQV

ax si x<1

Sea f(x) =
J) {bx2 +x+1 si x>1

a) Hallar todos los posibles valores de a 'y b para los que f es continua en x = 1.
b) Dibujar la graficade f cuandoa=1yb=-1

c) Hallar todos los valores de a y b para los que f es derivable en x = 1.

d) Dibujar la gréafica de f para los valores de a y b hallados en el apartado c).

Determina si las afirmaciones siguientes son siempre verdaderas o si pueden ser falsas en algu-

nas ocasiones. Justifica tu respuesta.

a) Si f(1) <0y f(2) > 0, debe haber un nimero z < (1, 2) tal que f(z) = 0.

b) Si f escontinuaen [1, 2], f(1) <0y f(2) >0, debe haber un nimero z € (1, 2) tal que f(z) =0.

c) Si f es continua en [1, 2] y hay un nimero z € (1, 2) tal que f(z) =0, entonces f(1) y f(2)
tienen que tener signo diferente.

d) Si f no tiene ceros y es continua en [1, 2], entonces f(1) y f(2) tienen el mismo signo.

Hallar f' en términos de g’ si:
a) /() = g(x+g(a); b) f()=g(xg(@)); c) /()= g(xg(x).

Un astronauta viaja de izquierda a derecha a lo largo de la curva y = x%. Al desconectar el cohe-
te viajara a lo largo de la tangente a la curva en el punto de desconexion. ¢En qué punto debera
parar el motor para alcanzar el punto (4, 9)? ;Y para llegar al (4, —9)?
Sea h(x) = f(g(x)) donde fy g tienen las graficas que te mostramos:

3 a) Calcula h(-2) y h(3).
2 f ;9 b) ¢Es h'(-3) positivo, negativo o cero?
1 \ 23 Justificalo.

BT % 23N /et c) ¢Es h'(-1) positivo, negativo o cero?
Justificalo.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

Tema 4

- - In x ] .
Dibuja la grafica de f(x) =——. ;Qué es mayor: e” 6 7°?
X
Explica por qué la ecuacion x* — 3x + b = 0 tiene como mucho una solucién en [-1, 1] sea cual
fuere el numero b.
Demuestra que la ecuacion cos x + x sen x — x* = 0 tiene exactamente dos soluciones reales.

Hallar los maximos y minimos locales y absolutos de las funciones siguientes:
a) f(x) =x*—x*—8x+1len[-2, 2].

b) f(x) = x"*|x—4| en [-1,5].

A continuacion, dibuja sus graficas.

Calcula los siguientes limites:

(i_ 1 j; b) II,me><+e—x ;C)| \/2COSX \/_ - d) lim [__LJ

a) lim

x>0\ x?  sen®x x>0 sen’® X — x? X0 -1{ logx x-1
Dibuja las graficas de las funciones siguientes:
a) F()=—2—L: b) f(x)=xP Ja—x* .
IX X

Los beneficios de una fabrica de camisas dependen del nimero de camisas que se fabrican cada
dia, segtin la funcion f(x) = 2x* — 15x? + 36x — 19, donde x mide el nimero de miles de cami-
sas fabricadas al dia y f(x) la ganancia en millones de euros al mes. Atendiendo al nimero de
maquinas y personal necesarios, la fabrica puede optar por fabricar un nimero diario de cami-
sas comprendido entre 1000 y 4000. ;Cuantas camisas debe fabricar para obtener un beneficio
maximo?
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Anélisis matematico. Hoja n°5 (Tema 5)

a) Esboza la gréfica de la curva y = 1 para 1 < x < 2 vy divide dicho intervalo en cinco partes
X
iguales para demostrar que:
0'2 i+i+i+i+£ < 2%<0'2 }+i+i+i+i
1'2 1'4 1'6 1'8 2 1ox 1 12 1'4 1'6 1'8

b) Divide dicho intervalo en lugar de 5 en n partes iguales y obtén las desigualdades:

g1 gl

=n+r 1 X Sn+r

. . 1
¢) Demuestra que la diferencia entre estas dos sumas es o
n

2
. 1 -
d) ¢Como debe ser de grande n para calcular _[—dx con un error de 107 utilizando una de las
X
1

sumas anteriores?
b
Sea f continua en R y tal que J' f(x) dx=0 para cualesquiera a, b € R. Prueba que f es idén-

ticamente nula.
Sin calcular explicitamente ninguna integral, di cual de las siguientes no es igual a cero:

a) I_ﬂsensx dx ; b)_[j[ x*senx dx; ©) joﬁcosx dx; d)_[j[ cos’x dx; e) _[_”coszx dx.

Sea f la funcion cuya grafica es la de la figura, que consiste en dos segmentos y dos cuartos de

circunferencia. .
13 12 13
N a) Calcula [ “f; b)Calcula [ “f; ¢) [ f].

Deduce, utilizando argumentos geométricos la integral J'_3(x+5)\/9—x2 dx. (Indicacion

(X +5)W9— x* = x4/9— x* +5J9 — x?, el primer sumando funcién impar y el segundo sumando
corresponde a una funcion cuya grafica es parte de una circunferencia).
Cuatro estudiantes de Ingenieria Informatica no se ponen de acuerdo sobre el valor de la integral

J'Oﬂ sen®x dx. Antonio dice que vale 7, Beatriz que es igual a %; Carlos dice que vale

3—7(;—1 mientras que Diana dice que es % Uno de los cuatro esta en lo cierto. (Quién es? (No

intentes calcular la integral; elimina las respuestas que creas erréneas).

Encontrar F' para F definida sobre [0, 1] del modo siguiente:

1) F(x)=joxsen t2dt; 2) F(x):joxz ! dt; 3) F(x):j;\/l—tzdt;

1+1°
4) F(x) =_[g(x) f(t) dt ;con gderivabley fcontinua.

0

) 1) Probar que F es continua en R.
cosx sl x<0 2) Demostrar que existe F'si x # 0.
Sea F(x) = 1si x=0 3) Estudiar si F es derivable en x = 0.
4) Estudiar la continuidad de F’ (x).

iJ‘Xetzdt si x>0
X 0

La base de un sélido es la region del plano xy limitada por el ejey ylasrectasy=1-X,y=2x +5
y x = 3. Cada seccion perpendicular al eje x es un cuadrado. Halla el volumen del sélido.
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10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

Tema 5
Halla el volumen del s6lido formado cuando la regién dada por la curva y = ,/senx y el inter-
valo [0, 7] gira alrededor del eje x.

Halla el volumen del sélido formado cuando la regién limitada por las curvasy = 1 — X2, y = x
gira alrededor del eje y.

Esboza la grafica de la curva x?® + y?3 = 9. Halla la longitud de dicha curva entre x =1y x = 27.
Deduce el &rea de una esfera de radio 5.
Calcular las siguientes integrales impropiaS'

a) jjx—s’zdx; b) jl“’e-“dx;

9 j—w 4+X°
Demostrar, utilizando el criterio de comparaCIon, que las dos integrales impropias siguientes son

onvergenteS'

a) jo : widx.

3+x° 01+x
Demostrar, utilizando el criterio de comparacion, que las dos integrales impropias siguientes son

divergenteS'
j =2+sen X x

g '[ \/2+x Clex

Calcular las siguientes integrales impropias:

© 2 1 dx

a . b)| x-e*dx; ¢)| —

)IO Xlogx )J.O )J.—l [X

Determinar la convergencia o divergencia de las integrales

ooarctg x o X 2
dx; b ; d) | —— dt
? ~[—1 2+ ) I—w (x2+1)3’2 9 J.—l (5x° +1)2’3 ) L Jt-1
Para un cierto valor real c, la integral j ;:x 1 dx converge. Determina c y el valor
2\ x"+1 2x+1

de dicha integral.
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Tema 6

Analisis matematico. Hoja n° 6 (Tema 6)

dx e”dx
Calcular: a)j . b) jﬁ c) jm.

3
Calcular I—)dx por dos maneras diferentes:
1+x

a) por la sustitucion u =1 + x*

b) por la sustitucion x = tg 6.

Calcular j x21n (1+ x) dx.

sen@d d@

1+sen®d
a) Usando la sustitucion que se aplica a cualquier funcion racional en sen 8y cos 6.

Calcular I

b) Escribiendo sen® #como 1 — cos® #y usando la sustitucion u = cos 6.

Calcular:

e*dx 2x+1
)-[ezx+2e +1 )J‘ —3x?+3x-1

Demostrar las siguientes formulas de reduccion:

dx; ¢) jsensx cos® x dx.

1) jsen”x dx=—£sen“‘1xcosx+n—_1jsen”‘2x dx, n>2 y par.
n n

2) J'cos” X dx :icos“‘1 X sen x+n—_1jcos“‘2 xdx, n>2 ypar.
n n

1 X 2n-3 1
) J'(x2+1)” dx = 2n—2 (x2 +1)”1+2n—2I(x2+1 -t

Calcular las siguientes integrales:
)J- cosxdx

X2
X; b ——;
sen®x — 8 )Z)J.%/x—l

f) jsen23xcosz 3xdx; Q) J'tg439d49;

C)Isenxdx d)jx /—dx e)J-

3+ CoS X 4+x

X dx

h)jx4+—§” ;u)jlodx,nj )-

k).[cos xdx; I)Ix\/x +4dx; m)IXdX n)jx sen x°dx ; n)jx logx; o)j

\/_
3 _ xdx _ _ X dx x'dx
p)jlog(x _1)dx'q)j\/ﬁ’r)jm's)-[x2+4x+5’t)Il+J_ Im
V)Iar():(tzgx X; w)je sen 3x dx; x)j )3,2, y)'[ de 7 g3
Calcularj 3dX2
(x-1)

a) usando fracciones simples.

b) Mediante la sustitucion u =x — 1.

172



10.

Tema 6

X2

VJ1+X

problemas resultantes.

Q) u=+/x+1; byu=1+x; c)x=tg? 6.

3

Transformar I

dx mediante cada una de estas sustituciones y resolver el mas facil de los

X
V1+x?

a) Integracion por partesconf=x*y g'=

Transformar el problema de hallar J.

dx en otro problema, usando:

X

Jiex?

b) La sustitucién x = tg 6.

¢) La sustitucion u=+1+ x* .
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Andlisis matematico. Hojan® 7 (Tema 7)

Utilizar la definicion de limite para probar que:

2_
1 oo pim @2 gim ot
1 n+1

De la sucesion {x,} se sabe que es convergente y que sus términos son alternativamente positi-
VoS Yy negativos. ¢Cudl es su limite? Justificalo y pon un ejemplo.

Sea {xn} una sucesién convergente a un nUmero x.
a) Si a > x, probar que existe ng tal que n > ng, implica a > x.
b) Si a < x, probar que existe ng tal que n > ng, implica a < x.

Probar que todo niamero real es limite de una sucesion de:
a) nameros racionales; b) nimeros irracionales.

Probar que toda sucesion no acotada tiene una subsucesion que tiendea +o 6 a —o.

Calcular los siguientes limites:

3+6+...+3n

a) lim =2y Il’m{;+ +#}
n? ’ Jn?+1 n?+n

sfn+1-n), 11 1.
c) lim (\/F \/_) d) li ( 1+ﬂ+...+n2_1),
cos(a+1) n
e) lim
ol cosa

Sucesiones recurrentes:

i) Seaa> 0. Definimos x, =va y X, =.a+x_ ¥ne N.Probar que {x,} s creciente y
acotada. Calcular su limite.

. 1
i) Seax;>1yparacadan e N, sea x,,, =2——. Demostrar que {X,} es convergente y cal-
X

n

cular su limite.

iii) Seax;>1y X, =+1+x . (Es convergente?

Sea a, el nimero de instrucciones de un determinado algoritmo para su ejecucién sobre n datos
de entrada. Se sabe que dicho algoritmo actua de la siguiente manera:

1) Con un solo dato de entrada, resuelve el problema usando una instruccion.

2) Con n datos de entrada, usa 4n instrucciones para reducir el problemaan —1 datos y se eje-
=1.

cuta sobre ellos el mismo algoritmo. Hallar la sucesién {a,} y deducir que | -

© 2N
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11.

12.

13.

14.

Tema7

: - 1
Considera la sucesion x; =1, %, =3, X,,, = > (X, + X,,,) - Demuestra que es convergente.

0 k

Considera las series Z "k
=0

Z ()Z(k)l (2)|(< 1)|( 1)*** . Probar que convergen ab-
k=0

solutamente para todo X e R..
Hallar la suma de las series siguientes, geometricas o telescopicas:

231 ZE) 025 o M)

0

Una serie del tipo Z(a -n+b)r", a= 0 se llama arit-geométrica.
n=1

a) Probar que converge si y solo si |r] < 1.

, - 3n+1
b) Calcula su suma. ¢Cuanto vale " sn+l,

n=1

Hallar el caracter de las series siguienteS'

21 . - | -
a)kz; 2 b)z )kz;' - 2k !’e)zrak’ kzk(logk)z’

K2+4' k0 2 k:1

T

= N |
. h) (Jks ) ety
Z W kz(; z 2k kzz(‘; 1++k

Determinar si cada una de las series siguientes es absolutamente convergente, condicionalmen-
te convergente o ninguna de las dos cosas:

1 1 1 1

a) - + -+
1.2 3.2 52 72
b)E_ﬂ §_§+
2 3 4 5
S (D"

S k(log(k +1))

d 3 —1)*arct
)kZ:;( )ar092k

212



Tema 8

Analisis matematico. Ingenieria Informatica. Hoja n°® 8 (Tema 8)

10.

a) Comprobar que la ecuacion de una recta en coordenadas polares es %: Acosé + Bsend
donde A 'y B son constantes.

b) Dar ecuaciones cartesianas de las siguientes curvas dadas en polares:

1) r=cos 28, 2)r=1-sen @ (Cardioide).

a) Hallar las coordenadas cilindricas del punto cuyas coordenadas cartesianas son (6, 6, 8).
Localizar este punto.

: : e 2 .
b) Si un punto tiene coordenadas cilindricas (18, ?ﬂ - 3} , ¢cuales son sus coordenadas carte-

sianas?

a) Hallar las coordenadas esféricas de los puntos cuyas coordenadas cartesianas son: (1, -1, 1)
y (2, -3, 6).

b) Hallar las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas coordenadas esféricas son:

VA V4
(3’5’4—>Jy(1"5'ﬂ-

Representar las graficas de las siguientes curvas dadas en coordenadas polares:
ar=2; byr=secd c)r=4send, dyr=3+2cos e)r=1-sen g (Cardioide).

t2
Esboza la curva representada por las ecuaciones paramétricas x = t3, y = > y escribe poste-

riormente la correspondiente ecuacion en cartesianas eliminando el parametro.

Esboza la curva representada por las ecuaciones paramétricas x = cos 6, y = 2 sen?dy escribe
posteriormente la correspondiente ecuacion en cartesianas eliminando el parametro.

Esboza la curva representada por las ecuaciones paramétricas x = 4 sec 6, y = 3 tg 8y escribe
posteriormente la correspondiente ecuacién en cartesianas eliminando el parametro.

Describe algunas diferencias en las curvas representadas por los siguientes pares de ecuaciones
paramétricas:

a) x=t b) x=cos & c) x=¢g d x=¢
y=2t+1 y=2cos 9+ 1 y=2e+1 y = 2e'+ 1.
Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva de ecuaciones paramétricas

1 1 .
X=a —ECOSO(, y :1—Ec05a , «a€ [0, 27r] , en los puntos de la curva correspondientes a

a=Z y a=Z
2 4’

En la curva anterior, encuentra los puntos (si los hay) en los que la tangente es vertical y aque-
[los en los que es horizontal a la curva.
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12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

Tema 8

Calcula la longitud del arco de lacurvax =e'cost, y=e'sentpara0<t<

N

Calcula el perimetro de la hipocicloide dada por x = a cos® 6, y = a sen® é.
Halla el area bajo la curva x =e¢', y=2e'+ 1 en el intervalo [0, 1].

Escribe la ecuacion en polares de:
a) Circunferencia x? + y? — 2ax = 0.
b) Recta3x—y + 2 =0.

c) Parabola x 2 — 4ay — 4a% = 0.

Escribe ecuaciones cartesianas de las curvas dadas por las siguientes ecuaciones en polares:

a)r 6

=———; b)r=sené.
2-3send

Calcula la pendiente de la tangente a la grafica dada por r = 3(1 — cos 6) en 8= 2.

Calcula las ecuaciones de las tangentes verticales y de las horizontales a la curva dada por
r=1+sené.

Calcula el area de la region comprendida entre los lazos de curva dada por r=1 + 2 cos 6.

Halla el area de la region comun a las dos regiones limitadas por la circunferencia r = —6 cos &
y la cardioide r =2 — 2 cos 6.

Calcula la longitud de la cardioide r=2 -2 cos 6.

Calcula la longitud del arco de la graficade r :% sobre el intervalo 7< €< 2.
Calcula el area de laregion cominar=4cos 8 y r=2.

¢Qué tipo de conica es la dada por x? +3y? — 243 xy + 24/3x +2y =07?

Esboza la gréafica de la conica del ejercicio anterior.

Esboza la gréfica de la conica dada por 3x2 + 3 y2 — 10xy + 182 x— 14+/2 y + 38 = 0.

Dibuja la curva descrita por un punto P que se mueve en el plano de forma que su distancia al
punto T(3, 0) es siempre el doble que su distancia al eje vertical.
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1.

2.

Tema 8

Desarrollo de las soluciones de alqgunos de los problemas propuestos

Recuerda que la relacion entre las coordenadas cartesianas (X, y) y las polares (r, 6) viene dada

por el esquema L/\ , es decir,
y
17

I x

[ 2
X = rcosd r=yx+y

por las formulas 0, lo que es lo mismo, y Asi pues, tenemos:

y=rsend 0 = arctg

X
a) La ecuacién de una recta en coordenadas cartesianases Mx + Ny + T=0con M, Ny T cons-

tantes. Podemos poner, pues, Mr cos 6 + Nr sen & + T = 0, es decir

—Mcose—ﬁsenezl, 0sea, Acos 8+ Bsen f= 1 siendo A = M y B :—E.
T T r r T

T
X 2 2
b) La curva en polares r = cos 20 serd en cartesianas /x* + y? =(—j —[lj (recordar
r r
2 2
2 2 . 2 2 _ X -y .
cos 20= cos® € — sen” ¢), es decir, X" +y° =———, 0, lo que es lo mismo,
X +y

3
(x2+y2)/2 =x*—yZ.
Finalmente la cardioide r = 1 — sen @, escrita en coordenadas cartesianas seria

x* +y? —1-—Y __ esdecir: X2+ y i =4x>+y:-y.
VX2 +y?
Escribamos la relacion entre las coordenadas cilindricas y las cartesianas y el paso de unas a
otras.

P: Cartesianas Cilindricas
(X, Y,2) (r, 6,2)

/Og\ X

X=rcos 0 X2 +y%=r?

y=rsen @ y Asi pues, 0= arctg A
tg 6= = X

£7t X z=1

a) Si las coordenadas cartesianas de un punto P son (6, 6, 8), sus cilindricas seran, pues,

(6\/5, %, 8}.

b) Si las coordenadas cilindricas de un punto P son (18, %T,— 3), sus coordenadas cartesianas

seran (— 9,943, - 3).
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3. Escribamos la relaciéon entre las coordenadas esféricas y las cartesianas y el paso de unas a

otras.
» P
;/ P: Cartesianas Cilindricas
’ (X’ y’ Z) (p) 9) w)

0 r "

7 Z=pCoS ¢

cos (90° — ) =sen p= r = r=psen ¢y como
Yo

cosé = 5, sigue que r = L, es decir, L‘g = psen ¢, de donde x = p cos #sen . Analo-
r S cos

gamente, sen €= X, con lo que y = psen dsen o.
r
Resumiendo:
X=,pC0S @ sen ¢
y = psen @sen ¢ Deaqui, X +y’=pfsen’ p=>x2+y*+22=py
Z=pCoS ¢

p =X +y*+12*, O=arctg Y, @ =arccos ___r
X VX +yi+2°

Para resolver los apartados a) y b) basta con sustituir.
4. e) r=1-sen @(Cardioide).

T VA .. . .
Como sen (9 ——j = sen (9 + —j , la curva es simétrica respecto del eje vertical. Sabemos

ademas que si 0 € [0, 7], r<1ysi @ e [x 2], entonces r > 1. Hagamos, pues, una pequefia

tabla de valores. Por la simetria observada, bastara estudiar para @ e [O, %} y
0 e {3—”, 27Z'j|.

2

0 ‘ 0 6 3 A2 342 144 TA6

r ‘ 1 12 1-432 0 2 1+212 312

Con estos datos, podriamos esbozar con bastante precision la parte derecha de la curva vy,
por simetria, la otra, quedandonos algo asi:
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2 Nota: Si queremos obtener otros datos de interés,
como, por ejemplo, tangentes o horizontales o verti-
cales, podemos poner

T
1 y =rsen 6, es decir, (1 —sen &) sen &
X =T cos 6, 0 sea, (1 — sen &) cos 6, con lo que
OI—y:cosé’—sen 20y %=_sen29—c0529.
do do
372

Asi pues, habria tangentes horizontales cuando g—é: 0 (supuesto que 3—2;& 0), es decir,

cos @ = sen 26, ecuacion que, en la mitad derecha, se verifica para 6 :%. Observa que esta

.y, . .y VA p .
ecuacion se verifica también para 6 = X pero ahi no hay tangente horizontal pues, para ese

valor, d_x =0.
do

Habra tangentes verticales cuando :—2 =0 (supuesto que g—?; #0), es decir,

—sen @—cos 260 =0 = cos®> &—sen’> §+sen =0 = sen 6 =1y —1/2, es decir, 9:%,
Vs . dy

ues para @ =—, hemos visto que — =0.

PUuesp 2 q do

Representa otra vez la curva teniendo en cuenta estas consideraciones y observa gque coinci-
de con la ya dibujada.
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Analisis matematico. Ingenieria Informatica. Hoja n°® 9 (Tema 9)

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones f: R?> » R

a) f(x,y)=1-+4—-x>-y*; b)f(x,y)=arcsen (x +Y).

Esboza la grafica de la superficie dada por f(x, y) = x* + y2.

Describe las curvas de nivel para la funcion f(x,y)=

y dibuja tales curvas para

X +y?
c=x%1+ l
2
X
arcsen —
Calcula Iim — Y y dibuja el conjunto de puntos (X, y) en los que esta definida esa
xy)-01) 1+ Xy
funcion.
Sea f(x,y)= ny = Si (x,y) = (0, 0) y f vale 0 en el origen. Comprobar que existen los dos
X° +

limites iterados en el origen. Comprobar que, sin embargo, el limite de f en (0, 0) no existe.

— Xy2

2+y4

Encuentra el limite si existe de f(x, y) cuando (x, y) — (0, 0) siendo f(x,y) = exami-

nando el comportamiento de f cuando (x, y) — (0, 0) a través de x = y? y a través de x = —y?.

2 2
- , sen |xX° +
Utiliza coordenadas polares para calcular  Iim —g 2y )
xy)-00 X7 +y

Sea f:R?\ {(X,,Y,)}— R.Probarque lim f(x,y)=L siysolosiparatodo &> 0, exis-

(%,¥)—>(%o,Yo)
te 0>0tal quesiO<r<g setiene que [f(x,+rcosd, y,+rsend)—-L|<eg V Oe]0,27.

Probar que las funciones <,>:R* >R y | , || : R? — R son continuas.
Calcular las derivadas parciales con respecto a x y con respecto a y para:

a) z:logxer ; b) z=¢Ysenxy.
X=y
Calcular las derivadas parciales segundas de

y

a) z=x%>—2xy +3y% b) z=arctgL.
X

., ., 0%z 0%z
Demostrar que z = sen (x — ct) es solucién de la ecuacién o c? pvl
X

Siw=x2+y?+72, x=celcost, y=e'sent y z=e', obtener (jj—vtv mediante: a) la regla de la

cadena; b) escribiendo w como funcion de t y derivando.
Siw=xy+xz+yz,x=t-1,y=t2—1 y z=t, obtener c;_vtv mediante:

a) laregla de la cadena; b) escribiendo w como funcion de t y derivando.
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16.

17.
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21.
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23.

24,

25.

26.

Tema 9

Siw= arctgl, X=rcos @ e y=rsen b obtén av y o mediante:
X or - 06

a) laregla de la cadena; b) escribiendo w como funcién de ry @ y derivando.

La longitud, anchura y altura de un paralelepipedo crecen a razén de 3 cm/minuto,
2 cm/minuto y 0’5 cm/minuto respectivamente. Calcula el ritmo de crecimiento del volumen y
de la superficie en el instante en que dichas magnitudes miden 10, 6 y 4 cm respectivamente.

a) Calcula la derivada direccional de g (x, y) =+/x* + y* en el punto P(3, 4) en la direccion de
v=3i-4j.

b) Calcula la derivada direccional de f(x, y, z) =xy +yz + xzen el punto P (1, 1, 1) en la direc-
cionde v=2i + j—K.

¢) Calcula la derivada direccional de f(x, y) = x> + 4y? en el punto P (3, 1) en la direccion del
vector v=2i+2]j.

a) Calcula el gradiente de la funcion h(x, y) =xtgy, y el maximo valor de la derivada direc-

cional en el punto P (2%}

b) Analogamente para la funcion f(x,y,z) =+/x*+y*>+z° yel punto (1, 4, 2).

Si f(x,y) =3—§—%, calcula Daf(3,2) si u=(cosd,sind)con:a) & =4?7T; b) 6 :—%.
La temperatura T en cada punto de una placa viene dada por la funcion T = ———. Encuen-
X +y

tra la direccion de m&ximo crecimiento del calor si estamos en el punto P(3, 4).
Estudiar la existencia de derivadas direccionales en el origen de las funciones:
a) f(x,y) = 3/xy; D) f(x,y) =max {|x], ly[}-

. _y2 _3y2 ~ - .z ,
Si F(x,y)=2e™ +e™ representa la altura de una montafia en la posicion (X, y), ¢en qué
direccion desde (0, 1) deberiamos comenzar a caminar para subir mas rapido?

Hallar un vector unitario normal a la superficie z—xseny =4 en el punto (6, % 7).

Encontrar la ecuacion del plano tangente a la funcion f(x,y) :% en el punto (1, 2, 2).

Para la funcion f(x, y) = 1 — x2 — y? encontrar los planos tangentes —si existen- a la grafica de f
que verifica las siguientes propiedades:

a) Tangente en el punto (1, 1, -1).

b) Contiene a la recta que pasa por (3, 0, 3) y (0, -3, 3).

c) Contiene al punto (0, 0, 0).

Encontrar las ecuaciones del plano tangente y recta normal a:

a) xy? + 3x —z2=4enel punto (2, 1, -2).
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27.
28.
29.

30.

31.
32.

33.

34.

Tema 9

b) X2 +y2+z=9enel punto (1, 2, 4).
C) z= arctgl en el punto (1, 1, ZJ.
X 4
Estudia si la funcion f(x, y) = x2 —y?> — 4y — 4 tiene extremos relativos y puntos de silla.
Analogamente para la funcion f(x, y) = x3 — 3xy + y°.

Encontrar el extremo absoluto de la funcion f(x, y) = x2 + 2xy + y? sobre la region
R={(x,y)/x*+y*<8}.

a) Probar que z = x? — y? + 2xy no tiene maximo ni minimo en el plano.

b) Hallar el maximo y el minimo de z sobre la circunferencia de radio 1 y centro (0, 0).

c¢) Lo mismo que en b) pero ahora sobre el circulo.

Encontrar tres nmeros positivos cuya suma sea 30 y la suma de sus cuadrados sea minima.

Hay que construir una tuberia de conduccion de agua desde el punto P al punto S que debe pa-
sar por regiones de diferentes costes de construccion (ver figura).

Calcula x e y para que el coste total C sea minimo si o km
el coste por kmde PaQesel triplequedeRaSy AQ
de QaRdoblequedeRasS. 1km v N\_R
\S
< 10 km >

Un servicio de entrega de paquetes requiere que las dimensiones de una caja rectangular sea tal
que la longitud mas el doble del ancho mas el doble de la altura no rebase los 90 cm. ¢Cual es
el volumen de la caja mas grandes que se podra enviar?

Utiliza los multiplicadores de Lagrange para encontrar la minima distancia del punto (2, 1, 1)
alplanox+y+z=1.
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Desarrollo de las soluciones de alqgunos de los problemas propuestos

5. Recuerda que los limites iterados en el origen vienen a significar los limites siguiendo cada uno
de estos dos caminos:

[ ]

N &

e @ }

<

Cuando f sigue el camino (1) ( m ) f(x,y) es 0 pues f valdria constantemente O en el en-

Ii
X,y)—(0,0
torno senalado.

Exactamente igual cuando f sigue el camino (2).

Pero ( I)l'rr(10 . f (x,y) no existe pues al acercarse (x, y) a (0, 0) siguiendo los caminos dados por
X,¥)—=>(0,

mx? m

x2+m?x? 1+m?’

y = mx, el valor de f va a depender de m. En efecto: f(x,y) =

8. Sabemos que, ( )Il'r(n ) f(x,y) =L significa que para cada &> 0, existe & >0 tal que si 0 <
X,¥)=> (X0, Yo

\/(x—xo)z +(y—Y,)® < entonces |f(x,y)—L|<e.Siexpresamos x e y como

X = X,* r cos 6, y=1Y, +rsenég con fe [0, 27, r>0, tenemos que

\/(x—x0)2+(y—yo)2 =r y fXy =f(x+rcos 6 y+ rsen 6. Asi pues,
( )Il'r(n ) f(x,y) =L significara que para cada &> 0, existe 6 >0, tal que si 0 <r < &, enton-
X,¥)=>(%, Yo

ces |f(x,+rcos 6, y,+rsen @) —L|<g queeraprecisamente lo que nos pedian probar.

9. No hay mas que escribir de qué funciones se trata:

La funcion producto escalar, representada por <, >, es la funcion que al par de vectores x, y le

asocia el numero real x,y, + X,Y, +...+ X, Y, siendo x = (X;,...,X,) € Y =(Y;,--- Y,), €S decir,
es la funcion que a la 2n-upla de numeros (X, X,..., X,, ¥;, Y,.---» ¥,) |€ asocia el namero real

n
Z X;y; . Como se trata de suma de funciones continuas, es continua.
i=1

La funcidn distancia, representada por | , || es la funcién que al par de puntos X, y, dados por
1
X=X, X,) € Y=(Yy,..., ¥,) les asocia el nUmero [(x1 — ¥+ (X, yn)z] 2, es decir, es la

.. , . , /2
funcion que a la 2n-upla de nameros (X,,..., X, ¥;,--» Y, ) le asocia el nimero (Z(xi - yi)z)1 :
funcion continua en todo R?" por ser suma y composicion de funciones continuas.

21. a) f(x,y) = 3%y

Sabemos que si f fuera diferenciable en el origen, existiria la derivada direccional de f en
ese punto, en la direccién de cualquier vector v y vendria dada por el producto escalar
gradf (0,0)-v. Ocurre, sin embargo, que tenemos serias dudas de que f sea diferenciable en

el origen, pues 3/x y W no son derivables en 0. Asi que para calcular las derivadas direc-
cionales, apliquemaos la definicion.
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25.

30.

Tema 9

f(a+hv)- f(a)
h

Recordemos: Sea v un vector con M =1. D f(a) =hli(r)n
5

N _ 3/h2
Sea v = (r, S) D- f(0,0):hll'gnw = Il’m%. Sini r ni sson 0, no existe

h—0
3 h2 3/h2
. rs : . %/h
lim pues no existe lim
h—0 | h—-0 h

. Sir=0, tenemos la derivada direccional segun (0, 1), o

¥h?rs
h

sea, % que existe y vale 0 pues Ihlrrg =0 ya que es 0 el numerador. Anadlogamente

existe la derivada direccional si s = 0, 0 sea, en la direccion de (1, 0) es decir, v y vale
X

también 0. Resumiendo: f(Xx,y) = Wpresenta en (0, 0) derivadas parciales pero ninguna
otra derivada direccional.

Recordemos que la derivada direccional de F en (0, 1) segun la direccién del vector v viene
dada por VF(01)-v, por lo que serd& maxima cuando la direccion de v coincida con la de

%F(O,l) . Calculemos, pues, §F(0,1) :

(Z—F = —4xe™ ; %z —6ye‘3yz, asi que %F(O,l) = (0, —6) con lo que la direccion de maximo
X

cambio, es decir, la de mas rapida escalada, es la indicada por el vector unitario — j.

La superficie dada es z = 1 — x> — y?, 0 sea: X* + y? + z — 1 = 0. Un vector normal al plano tan-
gente en (Xo, Yo, Zo) es el V f (Xo, Yo, Zo) €s decir: (2xo, 2Yo, 1).

a) 2x+2y+z+D=0ycomopasapor(1,1,-1),D=-3yelplanoes2x+2y +z—-3=0.

b) Un vector direccional de la recta dada es (3, 3, 0) 6 mas comodo (1, 1, 0).

Asi pues (2xo, 2yo, 1) L (1, 1, 0) = xo = —Yo. Asi pues, el plano tangente en cualquier punto
de coordenadas (Xo, —Xo, 1-2x.) es paralelo a la recta dada, y debe ser, pues, de la forma
2XoX — 2Xoy + z + D = 0. Como debe contener a los puntos (3, 0, 3) y (0, —3, 3), debera veri-
ficarse que 6xo + 3 + D = 0 y el plano sera de la forma 2xox — 2xoy + z — 3 — 6Xo = 0. El va-
lor de Xo lo obtenemos ahora haciendo notar que pasa por (Xo, —Xo, 1-2X.), es decir:

3+4/13

2X2 +2x2 +1-2x; —3-6X,=0 = X, = 5

y resultan dos planos con la condicién

pedida.

¢) Los planos buscados son de la forma 2xox — 2xoy + z + D = 0 y, como pasan por el origen, es
D = 0. Como, por otra parte, deben pasar por (xo, Yo, 1-x2—yZ), estos niimeros deben veri-

ficar que 2x2 +2y2 +1—-xZ-yZ2 =0, 0sea, X, +y.+1=0, de donde sigue que no existe
tal plano.

a) Una condicidn necesaria para que z presente un maximo o un minimo en (a, b) es que
g(a, b)=0y Q(a,b) =0. Veamos éstas: a =2X+2Y, a =-2Yy + 2x, asi que el tnico
OX oy OX oy

punto en el que se anulan simultaneamente es en (0, 0), por lo que éste punto es el Unico
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candidato a maximo o minimo, pero si acudimos al hessiano de z, observamos que

0’°F 0°F
x> oxay| |2 2|
2 2 - =8,
o°F O°F 2 =2
oyox oy’

con lo que concluimos que (0, 0) no es ni maximo ni minimo sino un punto de silla. Es im-
portante que observes que no habria hecho falta acudir al hessiano para concluir que (0, 0)
no era ni Maximo ni minimo, pues z = x> — y? + 2xy = (X + y)? — 2y? con lo que

2(0,0)=0,z(k,0)>0yz(0,k)<0sik=0.

b) Nos piden el maximo y el minimo de z cuando nos restringimos a los puntos (x, y) tales que
2 2
Xs +y =1

Como es muy comodo parametrizar dicha circunferencia, hagamoslo y nos limitaremos a
calcular el maximo y el minimo en un cierto intervalo de una funcién de una variable.

Los (x, y) tales que x? + y>=1son los (x, y) conx=cost, y=sentyt e [0, 27], por lo que
7 =C0s’t —sen %t + 2sen t cos t = cos 2t + sen 2t con t e [0, 24].

La forma méas comoda de calcular el maximo y el minimo de esta z en [0, 2] es observando

. ;o - . T
que z2 =1 + sen 4t, por lo que z? serd maxima sisen 4t=1=t= 5 y, para este valor, z al-
, L. , T T , - , .
canzara el maximo valor que sera cos— +sen— = V2, asi que el minimo seria —J2 silo
4 4
. 37 .
alcanzara, que si lo hace, en t = 5 En resumen: z = x? — y? + 2xy alcanza en la circunfe-

rencia de centro (0, 0) y radio 1 el maximo en (cos%, sen%)y el minimo en

( 3T 37r]
COS—, sen—|.
8 8

c) Por lo visto en a) y b) los candidatos a maximo y minimo serian los puntos del interior con
derivadas parciales nulas y los puntos de la frontera y como hemos visto en b) que, en la
frontera, el maximo y el minimo se alcanzan en los puntos anteriormente sefialados, sigue

gue los candidatos a maximo y minimo para este apartado c) son: (0, 0), (cos%, sen %j y

37 37 . -
cos?, sen? . Calculando el valor de z en estos puntos, concluimos que el maximo y el

minimo de z en {(x, y) / x> + y? < 1} se alcanzan en los mismos puntos que el maximo y mi-
nimo de z en {(x, y) / x> + y> = 1}.

33. Hay que hacer maxima la funcion V = f (X, y, z) = xyz sometida a las restricciones x + 2y + 2z < 90,
x>0, y>0, z>0.

Veamos, en primer lugar, dénde estan los candidatos a maximo si 0 < x + 2y + 2z < 90.

En ellos, s =0, ok =0, *F =0, es decir: yz =0, xz =0, xy = 0, cuyas soluciones son cua-
OX oy 0z

lesquiera puntos de la forma (x, 0, 0), (0, y, 0), (0, 0, 2).

Estudiemos ahora los candidatos a maximo de f en los (X, y, z) tales que x + 2y + 2z = 90. Para
ello, utilizaremos el método de los multiplicadores de Lagrange:
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Consideremos la funcion g (x,y,z2) =f (X, y, 2) — 4 (X + 2y + 2z — 90) y resolvamos el sistema
Vg =0, x+ 2y + 2z =90.
a9 a9 ag

—=yz-A;, —=Xx2-21; == =xy—-24, con lo que nuestro sistema se reduce al
OX oy oz

yz—-A=0;x2-24=0;xy—24=0, x+ 2y + 2z =90.

De las primeras ecuaciones, concluimos que 2yz = xz y de la 2° y 3° xz = Xy, asi que 2y = X,
z =Yy, por lo que en la Gltima podemos escribir 2y + 2y + 2y = 90, es decir, y = 15. Asi pues, sa-
bemos que el maximo se encuentra en (30, 15, 15) o en los puntos del interior (x, 0, 0), (0, y, 0),

(0, 0, 2), que obviamente esta en (30, 15, 15), para el que el volumen es V =30 - 15 - 15 = 3750
cmd,
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Andlisis matematico. Ingenieria Informética. Hoja n° 10 (Tema 10)

1.

10.

11.

Calcula Ifj:(ﬁ —2y? +1) dxdy
Calcular _[O%j;enger dr do.

Esboza la region R cuya area viene dada por la integral iterada j:j ?dx dy .
y

Cambia el orden de integracién y comprueba que ambas integrales dan la misma area.

Cambia el orden de integracion de:

a) [ ISX X, y) dydx; b) [ jm'”[“"g]f(x y) dxdy: C)J'ORfJ'OXf(x,y) dydx .

R 1 1 2
Calcula la integral jo jy senx” dxdy .

Esboza la region R y calcula la integral IOGI ;(x+ y) dxdy.

Dada ﬂ - xzi/yz dA donde R es el triangulo limitado por las rectasy =X, y =2xy x =2

plantea las integrales para dx dy y para dy dx, y utiliza la mas comoda para calcular la integral
sobre la region dada R.

Calcula el volumen del sélido limitado por el paraboloide z =4 — x? —y? y el plano xy.

log10
Calcula la integral lteradaJ' J. —dy dx.

wx2 eV

Calcula la derivada de la funcion ¢(x) = j ~dy.

1+y

Jr

L 2 - - - - - -
Probar que IO e dx= - Para ello sigue las indicaciones siguientes:

Sean R1, R2 y Rs segun el dibujo y f(x, y) = e>?Y2,

R1 Rz R3
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Tema 10

1— —a? 1— —2a
a) Probar que J.R f :ﬂ ( 4e ) y que _[R f :w.
1— -a? 1— —2a?
b) Probar —ﬂ ( ° )<I ae‘xzdx<—ﬂ ( ° )
4 0
c) Probar que j:e’xzdx :%.
1( x=n)2
Una vez que has probado c), demuestra que j »_1 e_i(Tnj dx=1dondeneR y r>0.

27T

(Esta ultima funcién integrando es la funcion de densidad de la distribucion normal).

V2x-x2
Calcula la integral doble IOZIO Ty dy dx mediante cambio a polares.

) ) 20 % [ 2 22 ¢ Bx? > >
Convertir la suma de las integrales dobles jo J'O JX2+y dydx+.[2 J'O JX2 +y?dydx en
una integral doble utilizando el cambio a polares y calcular dicha integral.

y

Utilizar coordenadas polares para calcular ” - f(x,y) dA donde f(x,y)=arctg= yResla
X

region formada por los puntos (x, y) tales que x> +y> <1, 0<x,0<y.

Calcula jozj‘%j:zx dz dy dx.

Rescribe la integral I: I; jolﬁdz dx dy en el orden dz dy dx.

Utiliza una integral triple para calcular el volumen del solido limitado por los cilindros
72 =1-x? e y* =1-7z?en el primer octante.

Calcula el jacobiano para el cambio de variables x =e“ sen v, y=-¢e"cos v.

Calcula ”R4(X+ y) ededx utilizando el cambio de variables x = %(u +V),

y = %(u —vV) , siendo R el tridngulo de vértices (0, 0), (1, 1) y (-1, 1).

Utiliza un cambio de variables para calcular JL J(X=y)(x+4y) dydx, siendo R el parale-
logramo de vértices (0, 0), (1, 1), (5, 0) y (4, -1).

Si R es la region del circulo X2 + y? < 25 a la izquierda de la recta x = 3, escribe los limites de
integracion para ” - f(x,y) dA tanto para dx dy como para dy dx. Calcula el area de dicha re-

gion.

Calcula el area de la superficie que define la funcién f(x, y) encima de la region R siendo
fx,y) =16 —x>—y?2 y R={(x,y) / x* + y* < 16}.
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23. Calcula las integrales triples,

) [ff 02 +y?+2°) " dxdydz |, siendo B={(x,y,2) e R*:x +y +2° <4}

b) [[] (x*+2x*y*+y*)dxdydz, siendo C = {(X. y,2)eR¥:x2+y? <4, 0<z si}.
T

Desarrollo de las soluciones de algunos de los problemas propuestos

4. a) Hay que cambiar el orden de integracion en _[:lf Szfx f(x, y) dydx .

Hagamos un esbozo de la region donde nos piden integrar y

= observamos que es la sombreada, es decir, que hay que cam-
y=8-x biar el orden de integracion en .[OZJ.;_X f(x, y) dydx. Ob-

serva que la regién sombreada, si quieres integrar en primer
2 31 lugar sobre x nos plantea un problema grave pues no lo
podemos escribir como x =g (y).

Asi pues, integrariamos primero sobre Z y luego sobre lquedéndonos pues,

j:(joﬁf dxj dy+jf(j0@f dxj dy .

Observa que es mucho més comodo en este caso integrar en el orden dy dx que en el dx dy.

10. Un teorema (de Leibnitz) sobre derivacion bajo el signo integral, dice que si f (X, y) y w

son continuas en R = [a, b] x [c, d], entonces la derivada de la funcion ¢(x) = I: f(x,y) dy es

@'(x) :I:w dy . Una generalizacion de dicho teorema para cuando alguno (o los dos)

- : - . : b(x) i
limites de integracion no son constantes, diria que si @(Xx) :j f(x,y) dy con b(x) deriva-

ble, es ¢'(x) = | :(X)W dy+ f (%,b(x))b'(x)

En nuestro caso, las funciones que aparecen verifican las condiciones, siendo

Xy Xy
f(x, y)=e_2 , por lo que orixy) _ e -, con lo que
l+y OX
1+x? yexy x(1+x%)
'(x) = dy + 2X——=.
7 ) J.O 1+y° ¢ 1+ 1+ x3)?

11. a) I = IR f :I a“ me‘xz‘yzdy] dx.

s olJo
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Hacemos el cambio a polares x =r cos 6,y =r sen @por lo que |1 = Ioﬂlz(j :e"zr dr) do
N I e L
-5
Anélogamente I3 = _[Ra f 2%(1_9_@&)2) = %(1_6_232)'

b) Hay que probar que %(1— (I e dx) <— 1 e Sabemos que %(1—eaz) <

< ijf < %(1—e2a2) y COmo -[sz = Jo(joex - dy) dx = _f:(_[oaexzeyzdy) dx =

= _[Oa(exzj'oaeyzdy) dx = .[an’yzdyj. anfxzdx = (j:exzdx)z, hemos probado lo que nos

pedian.

0 2 2 .
¢) Tomando limites en b) cuando a — oo, podremos escribir % < (IO e dx) < % es decir:
Iwe‘xzdx:ﬁ .
0 2
o 1 A 1 (X—nj
d) Para calcular e 2 7/ dx, hagamos — =u Yy —dx=du, lo que nos
) '[* N2rT J \/E T Y \/ET q

lleva a J' e J2r du, es decir: j \/_e “ du. Como e es una funcion par y
T

_00\/_2_

1w du = 1 -—”:%,sigueque la integral pedida es 2-%=1

fowﬁe” 72

444



Tema 11

Andlisis matematico. Ingenieria Informética. Hoja n°® 11 (Tema 11)

10.

11.
12.

13.

Demuestra que los vectores u, v y w son coplanarios si y sélo si (u A v)- w=0.
. (l-cost> ,=
Calcula Ilm( — +t? JJ :

t—0

Para las funciones vectoriales r(t) = 3ti + 4t] y u(t) = 4t + tzf , calcula las derivadas de:
a) r(t); b) rt) u(t); c)3r(t)—u(r); d) r(t)].
(t+1,2t-3) si 0<t<1
Encuentra las discontinuidades de la funcion F(t) = (t>+1,t) si 1<t<?2
(7-t,|t—4) si 2<t
Sea F(t) = (e’t cost, e’tsent). Calcula !Lrg F(t) y tllr_rl F(t).

Comprobar que la curva G(s) = (s COSS, Ssens, s” + 1) esta sobre la superficie x2 + y> =z — 1. Indi-
car cdmo proceder para hacer un dibujo aproximado de la misma.

1-t2 2t
Sea F(t)=| ——, ——
© (1+t2 1+12

a) Calcular F(lj, F(EJ, F(lj y F(Ej_
4 3 2 3
b) Encontrar la imagen de F.

c) Probar que F es una funcion inyectiva.
Encontrar el vector de posicion r(t) si r'(t) =4e%i +3e'j y r(0) = 2i.

j cont e [0, 1].

Utilizar la aceleracién de un movil a(t) =ti +t] para hallar la velocidad y la funcién de posicion
si \7(1) = qu y F(l) = 0. Hallar la posicion del movil en el intervalo t = 2.

Encontrar el vector aceleracion y demostrar que su direccion es siempre hacia el centro del circulo
si F(t) = bcoswti + bsenvvt] .

Calcula la longitud del arco descrito por la curva F(t) —acos’ti +a sen3t] en el intervalo [0, 27].

2( = = = 27
Calcula [ (3ti +3K) logtj - 2K .
Halla el vector velocidad V , la velocidad % y la aceleracion A del cuerpo con vector desplaza-

miento R(t) =ti + 2t ] +te'k .
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Desarrollo de las soluciones de algunos de los problemas propuestos.

5.

Estudiemos los limites cuando t — o y t — —oo de cada una de las componentes de F.
F(t) = (F,(t), F,(t)) con Fi(t) = e cost y Fa(t) = e'sent. Si t — oo, !l'me’t cost =0 pues

lime™ =0 y cos t es una funcién acotada. Analogamente !l'm e'sent =0, con lo que !im F(t) =(0,

t—oo

0).

En cambio, cuando t — —o0, N0 va a existir !im F(t), pues no va a existir, por ejemplo, tIim F(t).

En efecto: Iim F,(t)= lime " cost = lime' cos(-t) = lime' cost y como la funcion cos t toma va-
t——o0 t— t—w

—00 t—oo
lores positivos y negativos en cualquier intervalo de longitud 27, los valores e’ cost se haran arbi-
trariamente grandes en valor absoluto, negativos y positivos e incluso también valdran 0 en puntos
de cualquier intervalo de longitud 2z por lo que no va a existir limF(t).

t—owo

Bastara ver que (s cos s)? + (s sen s)> =s? + 1 — 1 lo que es inmediato sin mas que observar que (s
cos)? + (s sen s)? = s%. Para hacer un dibujo aproximado de la misma, observemos que si s = 0, ob-
tenemos el punto (0, 0, 1) y éste es el Unico punto donde la curva corta al eje z pues, salvo para s =
0, s cos s y s sen s no se anulan simultdneamente. Por otra parte, siempre estara en el semiespacio
superior (z > 1 siempre).

Finalmente, se observan simetrias ocasionadas al dar valores iguales en valor absoluto y de signo

contrario a s. Asi pues, para s = k obtenemos (k cos k, k sen k, k*» + 1) y para s = -k,
(~ k cos (—k), — k sen (—k), k? +1) = (~k cosk, ksenk,k? +1).

Finalmente, observara que pasara por el plano x = 0 y por el y = 0 con periodicidad .

Para el apartado a) basta sustituir t por los valores dados. Para los apartados b) y c¢) es muy (til
2

observar que
1+

o cos2a y 1 2tt2 =sen2a siendo t =tg a. Asi pues, escribamos F (t) como F
+

(o) =(cos 2a, sen 2) y sit € [0, 1], a € [0, 7/4], con lo que nuestra curva es F () = (cos f, sen

p) con B € [0, /2], curva que sabemos que consiste en el primer cuadrante de la circunferencia

unidad.

2/2
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Analisis matematico. Ingenieria Informatica. Hoja n® 12 (Tema 12)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Calcula el rotacional del campo vectorial I_f(x, y,2) = xyzf + yT +zk enel punto (1, 2, 1).
Calcula el rotacional del campo vectorial E(x, y,2) = (arctg 5)7 + (Iog X2 +y? )] +K.
y

Calcula rot(rotl_f) Si I_f(x, y,2) = xyzf + yT +2K.
Calcula la divergencia del campo vectorial E(x, y,Z) =sen Xi + COS yf +2°K.

Calcula la divergencia del rotacional del campo vectorial E(x, y,2) = xyzf + yT +2K .

- -

Sea F(F)zaL3 siendo F:xf+yf+zR. Prueba que div F=0. SiF(F): *rk con k # 3,
r r

prueba que, entonces, divF =0

Sea f un campo escalar y F uno vectorial . Probar que:

a) div Vf=Af; b)rot Vf=0; c)div(rotF)=0; d)div(f-F)=f-divF+F -Vf;
e) rot (rot F) = V div F — AF donde AF = (AF1, AF2, AF3).

Calcula L(x2 +y?+2%)ds alo largo del camino C: r(t) =senti +cost]j +8kcon 0 <t< %

Calcula _fc(x2 + yz)ds a lo largo del camino C: x? + y? = 1 desde (1, 0) a (0, 1) en sentido anti-
horario.
Calcula j(x+4ﬁ)ds donde C es el triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 1) recorrido en

sentido antihorario.

Determina si F(x,y) = xe*” (2yi + X j) es conservativo y, si lo es, encuentra la funcién poten-
cial f(x, y).
Determina si en I_f(x, y,Z) =sen yf — X CO0S y] +K es conservativo.

Determina si E(x, y,2) = ET —iz]+ (2z —1)R es conservativo y, si lo es, encuentra la fun-
y |y

cién potencial f(x, Y, z).
Calcula el valor de la integral de linea J.C2xy dx + (x* + y?) dy a lo largo de:
a) Elipse X—2 +y—2 =1 desde (5, 0) hasta (0, 4).
25 16
b) Parabola y = 4 — x? desde (2, 0) hasta (0, 4).
Utilizar el teorema fundamental para calcular _[C e*sen y dx + e” cos y dy donde C es el circulo
de cicloide x= 8—sen 6,y =1 — cos @ desde (0, 0) hasta (27, 0).

Comprobar el teorema de Green observando que jc y2dx +x*dy = _U(% —%} dA siendo

2
C laregion limitada pory=x e y:XT.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

Tema 12

Utilizar el teorema de Green para calcular la integral _[c(y— x)dx + (2x —y) dy siendo C la

frontera de la region interior al rectangulo de vértices (5, 3), (-5, 3), (-5, —=3) y (5, —3) y exte-
rior al cuadrado de vértices (1, 1), (-1, 1), (-1, -1) y (1, -1).

Utilizar el teorema de Green para calcular _[C 2arcthdx +1g(x* + y?) dy siendo C la frontera
X

de laelipse x=4+2cos 6,y =4+ sen 6.

Utilizar una integral de linea para calcular el area de la region R limitada por larectay =2x + 1
y la parabolay = 4 — x2.

La tia de Tom Sawyer le ha pedido que pinte ambos lados de la vieja valla (ver figura).

Tom estima que por dejar que alguno de sus amigos pin- iy =1t
3

te 1 m? de valla, la victima voluntaria le pagaria

100 ptas. ¢Cuanto puede ganar Tom, suponiendo que su
tia le proporcione sin costo la pintura?

y

r:t— (30 cos’t, 30 sen’t)

Calcula la integral de superficie jijy dS siendo S la superficie dada por z = 9 — x2 para 0

<x<2y0<y<x

Calcula la integral de superficie Lj.mds siendo S la superficie dada por
z=/x*+y? conx?+y?*<4.

Calcula LI F-N dS (el flujo de F a través de S siendo N el vector unitario normal hacia fuera a
S)si F(x,y,2)=xi+Y]+zk yS es lasuperficie dada por z=9 — x2 —y2 con 0 < z.
Comprueba el teorema de la divergencia obteniendo _Ul_f-ﬁ dS como una integral de superfi-

cie y como una integral triple siendo F(Xx,y,z) = 2x7—2y]+ 22k y S el cilindro dado por
x2+y?=1con0<z<4.

Utiliza el teorema de la divergencia para calcular LIEN dSsiendo F(x,y,2) = Xi + y] + 2K

ySlaesfera X2 +y?+22=4.
Comprueba el teorema de Stokes obteniendo LEdR como una integral de linea y como una in-
tegral de superficie siendo E(x, y,2) = xyzf + y] + 7Kk y S la porcion del plano 3x + 4y + 2z =12
que cae en el primer octante.

Utilizar el teorema de Stokes para calcular _[Cl_de para
F(x,V,2) = —log/x? + y? i +arctg> j+K y 'S la porcién del plano z = 9 — 2x — 3y que cae en
y

el primer octante y sobre un pétalo de la curvar = 2 sen 26.
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Tema 12

Desarrollo de las soluciones de algunos problemas propuestos.

Tenemos que F(Xx,Y,z) = xi +|yj|3+ 2k donde |r|=+/x*+ y? + 2% . Recordemos que diver-

gencia de F, representada por VF :§(1J+i(l] +— 0 ( z j (Se representa a veces por
X

3 3

r oy\r 0z
div F).
Necesitamos calcular tres derivadas parciales. La primera es
3
P X I g g
O(X)_ _ox oox _ X _ X
OX re r r

Ahora bien: g:iw/x2+y2+zz = 2X .
oXx O 22 +y24z2 I

3y X
) 8(x) F=oX. 1 3¢
Asi pues, —| — :
OX

rs r

1
Haciendo exactamente lo mismo para las otras dos tendriamos que 5(13): —S—LS y
r r r

i i —i_szz as| ue VF = i_ﬁ + i_ﬁ + i_g =
oz\rd) r* r® q rror’ rPor P

3 3x*+y*+z*) 3 3r?
S r5 =55 =

=0, como querlamos demostrar.

r.3

Para la segunda parte del problema procedemos de la misma forma:

Tenemos que, ahora, VF :i(ik)+£(lk]+ 0 ( z j conk = 3.
oxX \ r oy\r

k
50 L L SV KL S s
Calculemos a—(—kj: X __ OX _ X - X
r

X r.2k r.2k rk+1

k+1 kK~ k+2

X
xj r—kx? 1 kx?
r r“ r

Al igual que antes, o = 5, con lo que i(—k
oXx r ox\r

Haciendo exactamente lo mismo para las otras dos, tendriamos que

2 2
i(l);i_ky yﬁ(%J:i kz con lo que

ay r.3 rk rk+2 az r.k rk+2’

2 2 2 2 2 2 2
e[ (1) (A2t 3 e
rrr rrr rrr r r r-.r

3 k —k
= —— = # 0 si k = 3 como queriamos probar.
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7.

Tema 12

¢) Recordemos que dado el campo vectorial

FX,y,2)=P (XYV,2) i+ QY2 T+ R(X Y, 2) K, la divergencia de F, representada

por div F es el campo escalar tal que (div F) (x,y, z) = 2—P Q
X

+— y rotacional de F, re-
0z

oy
presentado por Rot F es el campo vectorial que asocia a cada (x, y, z) el vector
i j k
o 0 9
ox oy oz
P Q R

Calculemos div (Rot F) y veamos que es 0.

oR 0Q oR
SiP=(x,y,2), (RotF)(x,y,2) = [E—a—j (X, Y,2) i - (&—a—j (%, Y, 2) j +

RQ_k (X, Y,2) K, por lo que div (Rot F) seria
OX 6‘y
SRRy, )—i(ﬁ—fj( v, 2 + 2[R Py, 2) que puedes
X oy oz oy\ox oz oz\ ox oy
desarrollar y ver que es 0 (recuerda el teorema de las derivadas cruzadas) u observar que es
9 9 9
ox oy oz
el desarrollo del determinante formal o % aﬁ que seria cero por tener dos filas igua-
X z
P Q R

les.

20. Segun se observa en la figura, la base de la valla en el primer cuadrante es la trayectoria

7 [0, 2] — R?tal que 7 (t) = (30 cos®t, 30 sen®t) y la altura de la valla en cada punto (x, y) es
f (x, yy =1 + y/3. Asi pues, el &rea de una cara de la mitad de la valla sera

j f(x,y)ds = j(1+ y/3)ds. Como 5 (t) = (90 cos’t sen t, 90 sen’t cos t), es
V4 7

—\/(—90cosztsen2t)2 +(90sen’tcost)? = \/905en2tcoszt = 90 sen t cos t. Asi

pues, L(l+ y/3)ds = '[0”/2(1+103en3t) 90 sent cos t dt =90 J‘oﬂlz(sent+103en4t) costdt.

Haciendo sen t = u y cos t dt = du, tenemos que J'(1+ y/3)ds:90I:(u +10u*)du =
V4

1

2

u . s : . .

> + ZUS} 90 = 225 que seré el area en el primer cuadrante. Asi pues, el area de una cara de
0

la valla es 450 m? y como hay que pintar las dos caras resultan 900 m?, de donde sus amigos si

ademaés de pintarle la valla le dan 100 ptas. cada %mz, resulta que Tom Sawyer puede ganar

(900 ) %) -100 =180.000

444





