AMES1. EXAMEN. ENERO 2022

. (i) (1.5 puntos) Enuncia y demuestra la versién local del Teorema Integral de Cauchy para caminos
cerrados en abiertos convexos.

(ii) (1.5 puntos) Enuncia y demuestra el Teorema de Liouville.

. (i) (1.4 puntos) Considera la funcién f(z) = =, para x € [—m, w]. Obtén el desarrollo de Fourier de
f con respecto a las dos bases ortonormales consideradas en clase (la de exponenciales complejas y
la de senos y cosenos). Indica el tipo de convergencia de la serie de Fourier a f: ;Convergencia en
|- ]]27 {En qué puntos de [—m, 7] se tiene convergencia puntual? ;Se tiene convergencia uniforme en
[—7, 7|7

(ii) (1 punto) Calcula la proyeccién ortogonal de f(z) sobre E = [{sinz,sin2z,sin3z,sindx}| C
L?[—m, 7| y la distancia de f(x) a E.

. (1.2 puntos) Determina el conjunto de puntos de C en los que la funcién f : C — C es derivable (en

el sentido complejo) para (i) f(z) =2?Imz, z € C; (i) f(z) = |z|+]|yli con z = z+yi, z,y € R.

1
z(e?m — 1)
correspondiente. (ii) (0.9 puntos) Calcula los términos a_s, a_1, ag de la serie de Laurent de f en

. Sea la funcién f(z) = . (1) (0.7 puntos) Determina los polos de f junto con el orden

D(0,1) \ {0} centrada en 0. (iii) (0.7 puntos) Calcula / f(z)dz, siendo 7, un camino cerrado
Tn
simple que recorre la circunferencia |z — ni| = n + % (en sentido contrario a las agujas del reloj),
para n € N.
. (1.2 puntos) (i) ;Es convergente la serie de ntiimeros complejos Z —— 7 ;(Converge absoluta-
— (n+1i)?
— (3 +40)"
mente? (ii) Determina el disco de convergencia de la serie de potencias Z ﬁ L3
n=0 n
 cos ax
2

. (1.4 puntos) Calcula la integral / dz, utilizando el teorema de Cauchy de los residuos

0 +x
(a > 0 es una constante).



EXAMEN FINAL. ANALISIS MATEMATICO PARA ESTADISTICA. 2013-2014

1. Enuncia y demuestra el teorema de existencia de primitivas en abiertos conve-
xos. Igualmente, enuncia y demuestra el teorema integral de Cauchy (versién
local).

2. (Es la funcién f(z) = cosZ entera? Si no lo es, determina los puntos en los que
la funcion es derivable y los puntos en los que no lo es.
(Recuerda que si z = z +yi, con z,y € R, cos z = cos x cosh y — i sin x sinh y.

Recuerda también que coshy = % y senhy = _e”—;_y)

3. ;Define la expresion

(77:)71—1—2 o, 4dn
> g

una funcion holomorfa en algtin abierto del plano complejo? En caso afirma-
tivo, halla este abierto.

4. Considera la funcién f(z) = %ZTZ)).
zsin(mz

(i) Halla sus singularidades. Determina de qué tipo son. En el caso de los polos,
determina su orden.

(ii) Calcula la integral / f(2)dz, donde = es el camino cerrado 7 : [0, 27] — C,
g

v(t) = 3 + 2€™.

5. Considera L?[—m, 7] con su producto escalar usual y la base ortonormal

einx et L e ®
{\/2_ € Z}. Expresa la funcién cosh z = — & TE€ [—7, 7] en fun-
T

cion de esta base ortonormal. A partir de ahi, deduce su expresiéon en funcién

| )
COS(mC), sin(nz) : n € N3 ;Qué tipo de conver-

Vor VT T

gencia de estas series se puede asegurar (||-||2, puntual, uniforme)? Finalmente,
.cudl es la proyeccion ortogonal de la funcién cosh x sobre el subespacios bidi-
mensional generado por {e?*, ¢} en L%[—m, 7]?

de la base ortonormal {



EXAMEN PARCIAL. ANALISIS MATEMATICO PARA ESTADISTICA. 2013-2014

1. (3 puntos) Enuncia y demuestra el teorema de existencia de primitivas en abier-
tos convexos. Igualmente, enuncia y demuestra el teorema integral de Cauchy
(version local).

2. (3 puntos) Halla los posible valores de la integral

COS 2
T de,
N 2 + z

donde v es una curva cerrada continua C'! a trozos (como habitualmente, su-
ponemos que ningin punto de su traza verifica z* + 2% = 0).

3. (4 puntos) Contesta a las siguientes preguntas:

(a) ¢Es la funcién f(z) = cosZ entera? Si no lo es, determina los puntos en los
que la funcién es derivable y los puntos en los que no lo es.
(Recuerda que si z = x+yi, con z,y € R, cos z = cos x cosh y —i sin x sinh y.

16 Y4e™Y Y_e~Y
Recuerda también que coshy = % ol )

y senhy =
(b) ;Existe algtin z € C que verifique 23

los puntos que verifican la igualdad.

= z 7 En caso afirmativo, halla todos

(¢) ;Define la expresién
(7Z')n+2
=0

una funcion holomorfa en algtin abierto del plano complejo? En caso afir-
mativo, halla este abierto.

(z — i)™

n



EXAMEN PARCIAL. ANALISIS MATEMATICO PARA ESTADISTICA. 2013-2014

. (4 puntos) Considera la funcién f(z) = ;D_S(—7(TZ)).
z?sin(mz
(i) Halla sus singularidades. Determina de qué tipo son. En el caso de los polos,

determina su orden.

(i) Calcula la integral / f(2) dz, donde y es el camino cerrado v : [0, 27] — C,
2}

v(t) =3 + e,

* cosx

1722 dx, utilizando el teorema de los residuos.
x

. (3 puntos) Calcula /

—00
. (3 puntos) (i) Define el concepto de base ortonormal en un espacio de Hilbert
(separable). ;Cémo se puede escribir un vector v del espacio de Hilbert en
funcién de una base ortonormal? ;Cémo se calcula la norma de v en funcién de
los coeficientes de v con respecto a la base ortonormal (igualdad de Parseval)?

(ii) Considera L?*[—m, m] con su producto escalar usual y la base ortonormal

ez’na: et b e 7
{\/2_ i n € Z}. Expresa la funcién coshz = —  Z € [—m, 7] en fun-
-

cion de esta base ortonormal. A partir de ahi, deduce su expresion en funcién

1 cos(nx) sin(nx)
Ver ymol T
gencia de estas series se puede asegurar (||-||2, puntual, uniforme)? Finalmente,
.cudl es la proyeccién ortogonal de la funcion cosh x sobre el subespacios bidi-
mensional generado por {e®, e’**} en L*[—m, 7|?

de la base ortonormal { :neN } . Qué tipo de conver-



