METODOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA

1. Los Numeros Reales

1.1. A) Encuentra el nimero mas pequeno de los siguientes conjuntos de nimeros
naturales: a) A= {2n:n > 5} b) {2k* +7 : 8>k > 2}
., Cuél es el elemento més grande en cada conjunto?

B) Es verdad que si E C Ny E # (), existe un elemento a € E de modo que a < b
para todo elemento b € E?

C) Observa el subconjunto de ntiimeros racionales {Z : n € N}. jEn este subcon-
junto existe un elemento que es el mas pequeno de todos? ;Existe alguno que sea el
mas grande?

1.2. Demuestra por induccion que:

S k= @ 2) Sk = én(n+1)(2n+1)
k=1 k=1

& 1 —pntl 11 1 n
3 Me e sl Lo A)l+-F -4+ —>1+—.
);r T S r# ) +2—|—3+ +2n_ +2
5) Si n > 4, entonces 2" > n? (Indicacién: ver antes que 2n* > (n + 1)? para todo
n>4).
6) Dado un conjunto A de n elementos, prueba que tiene exactamente 2" subconjun-
tos.

1.3. Usando que todo numero n € N se descompone en producto de potencias de
nimeros primos de manera tnica, salvo el orden de los factores, prueba que
a) si p,n € Ny p es un niimero primo entonces que p divida a n? es equivalente a que
p divida a n;
b) y que \/p ¢ Q, siempre que p sea un nimero primo.

1.4. Sea p € Q,p # 0 y sea x € R\Q. Prueba que p 4+ = y px son irracionales, es
decir que pertenecen a R\Q.

1.5. Demuestra lo siguiente:
a) Si ax = a para algin nimero a # 0, entonces = 1.
b) (z +y)* =2? + 22y + ¢ ) 2 =y’ = (z+y)(r—y)
d) Si 2% = 2, entonces ¥ = y o bien x = —y.
—b+ Vb — dac

e) Siar?+bxr+c=0y a+#0, prueba que v = 5
a

jsiempre?

1.6. Simplifica las siguientes expresiones:

a) x2 —a? b) 22+ 2ax + a? C) 3 —ad

x—a T+ a r—a

1.7. Encuentra el fallo en la siguiente ”demostracién”. Si z = y, entonces x°? = xy
y por tanto 2% — y? = xy — y*. Sacando factor comin (z —y)(z +y) = y(r —y) y
simplificando x + y = y. Como x = y, escribimos 2y = y y de nuevo simplificando
2=1.

1.8. Dibuja los siguientes conjuntos de R.

D{l-1/n:neN}  2)L3UZ7  3){(-1)"+-2, neN}

n+1’



1.9. Halla todos los nimeros reales = que satisfacen, en cada caso, las siguientes
relaciones:
1—-2x

a) 22 —4> 22 +4] D) ) <3 o) Vitaz<l+4i
T
d) |z =1 +]z—-2]>1 e)2®x®—62)(z+3)? <0.

1.10. Resuelve las ecuaciones: |[x — 3| + |z — 7| =2, |z —3|+jzx -7 =4y
13 — | = [af| = [z + 1.

1.11. En la ecuacién y = 2z + |2 — x|, despeja = en funcién de la y.
1.12. Si z > 0, prueba que entonces es cierto que x + }C > 2.

1.13. Si a < by para todo € > 0 se verifica que a < b < a + €, prueba que a = b.
Del mismo modo prueba que si para todo € > 0 se verifica que b —e < a < b, entonces
a=b.

1.14. Sea A un subconjunto no vacio y acotado de R. Sea Ag C A con Ay # 0.
Prueba que Aq estd acotado y que:

inf A <inf Ag <supAy <supA

1.15. Sean A, B C R, no vacios y sea a € R. Se definen los siguientes subconjuntos
de R:
A+B={z€eR:xz=a+b donde a€ A y be B}

aA={reR:zx=aa donde ae€ A}

Prueba que:

i)supA+ B =supA+supB ii)inf A+ B =inf A+ inf B.
iii) inf A = avinf A y sup oA = asup A siempre que a > 0.
iv) inf A = asup A y sup @A = ainf A siempre que a < 0.

1.16. Sea o una cota superior de A C R.
A) Prueba que si o € A, entonces o = sup A.
B) Prueba que a = sup A es equivalente a decir que para todo nimero r > 0 existe
a € A de modo que a — r < a.

1.17. Calcula cotas superiores e inferiores, supremos e infimos (si existen) de los
siguientes conjuntos:
25 5
1) {3,33,333,3333, ....} 2) 3, =] ﬂ(—,8] 3{reR:z=1-1, conr >0}

3 4
4) A C R de modo que si x € A y su forma decimal es © = ¢, ajasas....a,... se tiene

que as, = 1 para todo k € N.

1.18. Representa en R? los siguientes conjuntos:
D) {(z,y) €R?: 2 >0} 2){(x,y) €R?: |z <1}
3) {(x,y) eR*: PBu— 1| 2y} 4) {(x,y) €R?: |2* —z[+z >y}
5 {(z,y) e R? : 2% + > < 1}



METODOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA

2. Sucesiones y Series

2.1. Dada un sucesion {ay, }nen, escribe lo que significa por definicién que lim,, o0, =
1/3.

s ; Puede existir algin n tal que a,, > 107
= ; E infinitos n tales que a,, > 10?7
=,y que cumplan |a, — 1/3| < 15w ?

2.2. Usa la definicién de limite de una sucesién para probar que:

, n
1. llm—:
n—>oon2—|—n—|—1

1
2. inf{X :n € N} =0 implica que lim — = 0;

n—oo M
2

?

3. lim n = —. Halla un numero natural N tal que para todo n > N se
n—oco 3n2 + 1 ) 3
n 1 4
tenga que |3n2+ 1= §| <107

2.3. De la sucesién (x,)22, se sabe que es convergente y que sus términos son
alternativamente positivos y negativos. ;Cual es su limite? Razona la respuesta. Pon
un ejemplo.

Observacion: Como indicacion general, puede ser 1util siempre que tengamos una
sucesion, como las que aparecen a continuacion, calcular sus primero términos; ver si
creen o decrecen y determinar si la sucesién esta acotada o no.

2.4. Determina como son los conjuntos siguientes y calcula los respectivos supremos
e Infimos si existen.

1 2n—1 > n? n? Py n? n?
— b
a)nL:Jz[n’ n—i—3] )g[6n2+2’3n2+1] C)Q[6n2+2’3n2+1]
2.5. Sea x € R cuya forma decimal es x = r,a1as...a,0,41...... . Se considera la

sucesion (x)ee, = (r, ay...ax)72 . Prueba que limg_,o, ) = .

2.6. Una sucesién (z,)5°; C R se dice que converge a infinito (lim,, ., z, = 00) si
para todo M > 0 existe ng tal que si n > ngy entonces z,, > M.
a) {Qué significa entonces que lim,, o, , = —00 7
b) Determina el limite de las sucesiones: 1) a, =3n+4 2) a, = —5n + 8 3)
an=+vn 4)a,=-3" 5)a,=(-1)"3"
c¢) Prueba que si lim,,_,, 2, = +00, entonces lim,,_, % =0.
d) Si x > 1, comprueba que lim,_,,, 2" = oco. Deduce que si z € (0,1), entonces
lim,, o 2" = 0.

1 1
e) Determina el limite de las sucesiones: 1) a,, = (5)" 2) a, = (—1)"(5)" 3)
—1 5
an = ( n )

2.7. Calcula los siguientes limites:

) 2" + 5" ) 5 , V2n—1

D sy 2 mverin—yn ) lim oome .
1



4) 1 n-t o nzl , o,onol 5) Tm (o p— )
1m e e—— 11m .
(n?24+1)  (n?+42) (n?+n) n—soo 22 -1 32-1 n?—1

2.8. Se puede probar que la sucesién ((1 4 1/n)")>°, es creciente y acotada; por

tanto convergente. Se define el nimero real e como:

1
= 1, ]_ —_\n
e = lim ( —i—n)

n—0o0

Calcula los limites de las sucesiones siguientes:
n3+3 n
a)an=(1+75) ° 0 D) h=(35)"
2\oo n\ 0o n242n\2n\oco
o) (1455 ) (A=53)"0R%  o ()0

2.9. Sucesiones recurrentes: A) Determina si las sucesiones siguientes son con-
vergentes o no.
ai) Qpy1 = i, con ap = 7. as) Tpi1 = /1 + 22, con zy > 1.
ag) an = g+ +

B) Comprueba que las sucesiones siguientes son convergentes y calcula su limite.

b1) a, = §(an_1 +6), con a; = 2.

2 .
by) Tpi1 = ﬁ con r; = 2. b3) Tpi1 = xg;nm con x; = m > 1 (Verifica que

estamos ante un algoritmo para calcular y/m).

2.10. De cada una de las dos sucesiones siguientes se pide determinar: Si esta aco-
tada. Si es convergente. Si es lim,, ,., , = c0. Y también, encontrar una subsucesién
convergente especificando su limite.

{IH-% si n=pF conpprimoyké€N
a)x, =
0 en otro caso.
% si n=3k conké€N
1—wn_i+xn_1 si n=3k+2 con ke NU{0}

2.11. Sea a, el nimero de instrucciones de un determinado algoritmo para su
ejecucién sobre n datos de entrada. Se sabe que dicho algoritmo actia de la siguiente
manera:

1) con solo un dato de entrada resuelve el problema usando una instruccion.
2) con n datos de entrada usa 4n instrucciones para reducir el problema a n—1
datos y se ejecuta sobre ellos el mismo algoritmo.

Se pide: a) definir la sucesién recurrente (a,)$° . b) Estudiar la monotonia y aco-
taciéon de la misma. ¢) Probar por induccién que |a, — 2n?| < 2n para todo n.
d) Deducir que limy, o 32 = 1.

2.12. Si se invierten 1000 euros al 6 % de interés compuesto anulamente, significa
que cada ano te dan el 6% de interés que se reinvierte automdticamente al ano
siguiente. Escribe la sucesién a,, que te da el valor al cabo de n anos.

Determina los primeros términos 3 términos de la sucesion a,,. ;Converge o diverge?
. Cuanto tiempo tiene que pasar para que dupliques tu capital? ;Y para multiplicarlo
por 47 jy por 10?7



— 6" — 2" A
2.13. a) Calcula la suma de : Z 6 y et
n=1 n=1

b) Suma 2 — &+ & 4 (=1)"H(Z)" 4 - -
c) Se con81dera la sucesmn Gpi1 = 2+ a%, con a; = 2. . Hay que probar que es

una sucesién de Cauchy y después calcular su limite. (Indicacién: Comprueba que
|an+1 - an|

((55)")3

° | es geométrica).

< E|an — ay,_1|. Después intenta acotar |a, . — a,| y usa que la sucesién

2.14. Sea (u,) una serie geométrica de primer término uy = 1y razon ¢ € (0, c0).
Llamemos S,, = Zzzo ug. Justifica la certeza o falsedad de las siguientes expresiones:
a) Si In € N tal que S,, > 2009, entonces ¢ > 1.

b) Si ¢ < 1, entonces lim,,_,, u, = ¢

c) Si g > 1, entonces la sucesion (S, )nen no esta acotada.
d) Si lim,, ., S,, = 3, entonces ¢ = 1/2.

e) Si g = 2, entonces Sy = 15.

2.15 Sean (a,) vy
1) Prueba que Y7,

tiene que:

(b,) dos sucesiones tales que a,, = b, — by 11.
a, es convergente si y solo si la sucesién (b,) es convergente y se

oo
E ap = bl — lim bn
n—oo
n=1
2) Prueba que para cualquier serie Y~ a, se puede encontrar una sucesién (b,) que
verifica las condiciones del apartado anterior.

3) Aplica 1) al célculo de la suma de las series:

y Zln 1——

L diverge. (Usa el problema 1.2. 4)).
con p > 1, es convergente. (Usa el criterio de la

> et
n nl
< (1+27)(1+2

Zn(n—i—l)(n—i—Z)’

n=1

nn—I—l)

n=1

2.16. a) Prueba que la serie arménica >
b) Prueba que la serie > -
integral).

n= 1np7

2.17. Estudia la convergencia de las series:
o0 2 o0 oo

n n 1
1)722:1—%34—1 2);an a>0 3);n1+i
= (n+1\" = 3"/ . 2 — sen(™T)
pY (M) X tE oy gl
n=1 n n=1 n n=2 n
1 x3x5--x(2n+1)
7)2 3X6Xx---x3n

=1 | “ Vn2+1-n
8 k>0 9 0 10 _—
);(lnn)k o );plnn - >; n



2.18. (Series alternadas) Determina si cada una de las series siguientes es abso-
lutamente convergente, condicionalmente convergente o ninguna de ambas cosas:

a)i<_1)n F>0 b o-t42 04 c)i—(_mn

“— (Inn)* 2 3 4 5 £ (n+ 1)+
=~ 1/2 + cos(nT)
I e
n=1 n
N G
2.19. La serie ZW, donde ay = 1,ao =3 y a, = 3Vn > 2, representa el
n=1

numero real:

a) 0,13  b)0,14  ¢)2/15  d)0,134.

2.20. Expresa el nimero
3, 4561
como suma de un niimero racional més una serie geométrica de razén 1/10%. Encuentra
la fraccion irreducible que lo representa.

Justifica el método general para hallar la fraccién irreducible de un nimero decimal
con periodo.

2.21. Un sabio pirata decidié enterrar su tesoro en la isla Calavera en la posicion
limite de los puntos siguientes: partiendo del iinico manantial de la isla se avanza 1
hacia el este, después la mitad hacia el norte, de nuevo la mitad hacia el este, de
nuevo al norte la mitad que en el paso anterior y asi sucesivamente. ;Sabrias donde
encontrar el tesoro?

2.22. Uniendo los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado 1 metro,
se obtiene otro, en el que volvemos a hacer la misma operacién, y asi se continua
indefinidamente. Calcula la suma de las areas de los infinitos cuadrados.

0 gk X0 2k . o p2k-1 -
2.23. Sean las series: — —(—1 — (-1 . Prueba
g; L (=D Y Z;@k—nﬁ )
que todas son absolutamente convergentes en todo z € R. (Se verd que: e* cosx
y senzx son las sumas, respectivamente, de las series anteriores).

2.24. Ca(l)guIa el dominio de las funciones

”fﬁﬁ:}jgz %9@&2}25%?2 :ﬂh@)ZE:iﬁﬁng

n=1 n=1
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3. Funciones Continuas

3.1. En los siguientes casos, encuentra § > 0 de modo que si 0 < |z — xo| < J, entonces

[f(2) = f(zo)| <&
A) f(x)=1/x, 20 =2y e=1/2 B) flz) = 5L, 2o=1ye=1/3
C)fla)=-5 -V, mp=2ye=1

3.2. De las siguientes funciones, calcula su dominio y los limites (o limites laterales) rele-
vantes para representar la grafica de cada funcion.

a) f(x) = 5 b) fa) = ]z +5] = ¢ =T ¢) f(z) = V1-VI-a?

N ol Tz six >0
@ﬂ@:ﬂwﬂ@f@:WHﬂ+%Jﬂﬂ@:{%ﬂ$x<0

3.3. Calcula los correspondientes limites laterales y determina si las siguientes funciones
son continuas.

1/x . 2+1 .
s six <0 L stz < -l
a) f(z) =<1 siz=0 b) f(z) =40 sizx=-—1
1
1—_;12“2 siz >0 e+ six > —1

An @™ 4 Ap 17" P ar+a
3.4. Demuestra que lim — nol + : 0

T—00 bpx™ + ... + bz + by
m > n. ;Cuénto vale este limite?

3.5. Justifica si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.
Existen al menos dos funciones f y ¢ definidas sobre R tales que:

e R, a,, b, # 0, siy solo si

A) lim f(x) =00, lim g(z) =00 y lim @) =00
B) lim f(z) =00, lim g(z) =00 y lim @) = 3.

) - ) B . o flz)
C) lim f(z) =00, lim g(z) =00 ynoexiste lim ——, mnies + oo.
D) Jim f2) =0, Jim o) =0 ¥ Jim 05 =

3 _ ’ _ . z f(x) .
E) lim f(z) =0, lim g(z) =0 y noexiste lim —— mnies = oc.

3.6. Utiliza que HH(I] R _ 1 para calcular los siguientes limites:
xr—r X
2 29

) lim sen 2x b) lim sen ax o) lim sen2 x

z—=0 I z—0 bx z—=0 T



3.7. Encuentra la funcién f~! y su dominio en los casos
2) flr) =27 =2 b) () = 52

4x—5
c) fx) =tg(Fe ™), x>0  d) f(z) = —~.
3.8. sea P(x) = 2™ + ... + a1 + ap una funcién polindémica. Prueba que
a) si P es de grado par, entonces lim,_, ., P(z) = oo,
b) si P es de grado impar, entonces lim,_, ., P(x) = —o0,
c) si P es grado impar, entonces la ecuacién P(z) = 0 tiene al menos una solucion.

3.9. Para cada una de las siguientes funciones f polinémicas encuentra un entero m € Z
de modo que la ecuacién f(z) = 0 tenga una solucién en [m, m + 1].
a) f(x)=a%—2+3 b) f(z) = a° 4+ ba* + 2z + 1
c) flx)=2"+x+1 d) f(z) = 42* — 4z + 1.
3.10. Sea f : [0,2] — [0,2] una funcién continua de modo que f(0) = f(2). Demuestra
que existen dos puntos z,y € [0, 2] a los cuales les pasa que |z —y| =1y que f(z) = f(y).
3.11. Se consideran las ecuaciones f(x) = 0 dadas por las funciones siguientes. ;Cuéles
tienen solucién y cudles no? Justifica tu respuesta.

A a3+ 4
a) f@)=—3—7— b)f(flf):m
2B+t -12 0,

c) f(z) =[lnlz|| = Bz —6)  d) f(x) -

Inz

3.12. Sea 3 una direccion en el plano y T un tridngulo. Prueba que existe una recta con

direccion 7 de modo que divide al triangulo en dos partes de areas iguales.

3.13. Un coche recorre 100 kilémetros en 50 minutos sin detenerse. Demuestra que hubo un
minuto en el cual recorrio 2 kilémetros.

3.14. Sean z1,xs,x3, ..., Ty, numeros reales distintos. Encuentra una funcién polinémica f

de grado menor o igual que n — 1 de modo que f(z;) = a;, donde ay, as, ..., a,, son nimeros
dadosy 1 =1,2,....n.
a) Encuentra un polinomio de grado menor o igual que 2, P, de modo que P(0) = 2,

P(1)=-1 y P(2)=6
b) Encuentra un polinomio de grado menor o igual que 3, P, tal que P(—1) = 3, P(0) =
4,P(1/2)=2 y P(2/3)=-3.

3.15. Construye una funcion f : R — R continua que, en cada caso, verifique las propiedades
que se indican.

a) lim, , o f(z) =2, lim, ,, f(z) =1y f(x) > 0 para todo = € R.

b) f(z) =1 para todo x € [-3,3], f(z) <O0si|z|>5y lim, 4o f(z) =0.

3.16. Para cada una de las funciones siguientes di cudles estan acotadas superior o inferior-
mente y cudles tienen maximo y/o minimo. Haz un boceto de sus graficas.

a) f(x> = mv en [_57 5] b) g(SC) = y €1 [_37 2]

Q) ha) =S +el, en [-2.2] d) i) =

+]2—2z|, en R.
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4. La Derivada de una Funcion. Aplicaciones.
4.1. Supongamos que una funcién f satisface f(z +y) = f(x)g(y) + f(y)g(x) para todo

x,y € R. Ademas sabemos que lim;,_ £ — 1. De la funcién g sabemos que ¢g(0) = 1y que

g () = —f(x) para todo x € R. "
a) Calcula f(0).

b) Utiliza la definicién de derivada para hallar f'(x).

4.2. Sea [ : (a,b) — R una funcién para la cudl existe una constante M > 5 de modo que

1 _ @) - )

<
M — r—y

Si ¢ € (a,b), entonces la recta tangente a la grafica de f por el punto (¢, f(¢)) no puede ser:
a)y=a+fc)—c  b)y="GHa—o)+f(o)
)y=—Flc—a)+fle)  dy=—Fo+flo)+4e

4.3. Sea y = ax + b la recta tangente a la grafica de y = In(In|z|) por el punto (e, 0).
Entonces b = ...

a) 0 b)e+1 c)1—1 d) -1.

<M para todo z,y € (a,b).

4.4. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

00 =TT ) ) =TT o fle) = (FE)

T — 2 cos T
rlnx 3
d = = arct f = :
) f(x) 1 e) f(x) = arctg(cosx + sen z) ) f(x) N
: . - et +e " . -
4.5. Se definen las funciones coseno hiperbdlico por cosh x = — seno hiperbdli-
r __ ,—T h
co por senhx = i y tangente hiperbdlica por tanhz = iy
2 coshz
1) Calcula las derivadas de estas funciones.
1
2) Comprueba que cosh’z — senh®z = 1, 2 = 1 — tanh?2 y que senh(x + y) =
cosh” x

senh z cosh y + senh y cosh z.

3) Halla las derivadas de las respectivas funciones inversas arcsenh, arcosh y arctanh.

4.6. Halla f’ en funcién de ¢’ en los siguientes casos:
a) f(z) =g(z+g(a))  b) flz) =g(zgla)) ¢ flz)=glzg(z))
d) fz) =g(@)(x—a) ) f(z)=gla)x—a) f) flz+3)=g(?.



4.7. Estudia la continuidad y la derivabilidad de las funciones:

z? si z <0 sen(z—1) .
xlnz si x € (0,1] T si <1
flz) = y g(z) = ¢ In(ecos(z — 1)) si z€|[l,2]

r—1 si z>1

Dibuja la grafica aproximada de cada funcion y estudia sus maximos y sus minimos.

4.8. Un astronauta viaja de izquierda a derecha a lo largo de la curva y = 2% — z. Al
desconectar el cohete, viajara a lo largo de la tangente a la curva por el punto de desconexion.
. En que punto deberd parar el motor para alcanzar el punto (3,2)? ;Y para llegar al (3, —2)7

4.9. Empareja cada una de las gréficas (a-e) con la de su derivada (i-v). Explica tu razo-
namiento.

4.10. Dibuja las graficas de las siguientes funciones:

) f(a) = i D) S0 = e = 10) f(o) = T ) flo) =
e) f(x) = arctan(3z — 2°) f) f(z) = %
) 1) = /25 1) f(a) = —2ana ) fla) = 0

Inx

4.11. Dibuja la gréfica de f(z) = —. ;Qué es mayor: €™ o 77
x

4.12. Calcula los maximos y los minimos relativos (o locales) de la funcién f si su derivada
f' tiene la gréafica siguiente:



4.13. Una gota esférica de rocio se evapora a un ritmo proporcional al area de su superficie.
Prueba que el radio decrece a un ritmo constante (Indicacién: el volumen de la esfera es
Vir)= gwr?’ y su superficie es S(r) = 4mr?; la hipdtesis lo que dice es que V' = —K S donde
K es un constante positiva, y donde la derivada esta referida la tiempo).

4.14. Sea f(r) = |4x — 3| — 2%. Determina los valores maximos y minimos que alcanza la
funcién f en el intervalo [—3,3]. ;Existe zy € [0, 5] para el cudl f(zo) = 07

4.15. Halla el punto de la pardbola 2? = 4y, de abscisa no negativa, cuya distancia al
punto (0, 3) sea minima.

4.16. En un rectangulo de 4m de perimetro se sustituyen cada lado por semicircunferencias
exteriores. ; Entre que valores estd comprendida el area de esta nueva figura?

4.17. Un fabricante envasa en botes cilindricos de un litro de capacidad lo mejor de la
cosecha de tomates de su pueblo. ;Qué dimensiones tienen las latas para que el coste del
material sea minimo?

4.18. Calcula cotas superiores e inferiores, supremo e infimo, méximo y minimo (si existen)
de los siguientes conjuntos:

H{zeR: 2 +5x—-6<0} 2) {r e R\Q: z* + x < 2} 3){reR:2*>—2x <0}
(NOTA: El sup A se llama méaximo si sup A € A. Si inf A € A, se le llama minimo).

4.19. Si f es derivable en [0,00) y lim, . f'(z) = 3, calcula:

1) — —1 —4
o) lim LEFY =@y Sem 1 B O)lim Vo 12— Yz =0.
T—00 ew z—o00 I + 2 T + 1 T—00

4.20. Un vehiculo entré en un tunel a las 13h25’ y sale a las 13h28’, lo cual queda
registrado por las cdmaras instaladas en ambas bocas del tunel de 4 100 m de longitud.
El dueno del vehiculo recibié un multa por importe de 600 euros por rebasar la velocidad
permitida de 70 km/h dentro del tunel. ;Recurrié el dueno la multa?

4.21. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcién continua y derivable. Si f'(x) # 1 para todo
x € [0, 1], prueba entonces que la ecuacién f(x) = x tiene una tnica solucién en [0, 1].

4.22. Sea f(z) = senx para x € [0,7]. Se toman xg,a,b € [0, 7], con zy < a < b. Prueba

f(b) — f(a)
/ > S
que f'(zo) = b—a
4.23. Se consideran las funciones, f(z) = z?sen, siz # 0y f(0) =0, y g(x) = sen .
/
Comprueba que existe lim m pero que sin embargo no existe lim f'(z)

20 g(x) v=0 g'(x)’



4.24. Calcula los siguientes limites.

1 1 Inx
a) lim - b) lim :
12 2 .7 _
a1 (x —1)2  cos? ] e 1 — /T
2
L e et -2 2% + send x + zve®
c) li 5 m 5 )
z—0 2% — 3e® + 2 z=0 T + cos*x — ev

4.25. Prueba que si f es derivable en a, entonces f'(a) = lim

tifica que si existe lim
h—0
a.

flath) - fla—h)

2h

fla+h)—fla—h)

2h

h—0

. Jus-

, la funcién f no es necesariamente derivable en

4.26. Sea f : (a,b) — R de modo que existe f”(x) para todo x € (a,b). Prueba que:

o F )+ fo = h) — 2f(a)

hZ

h—0

= "(a).
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4. La Derivada de una Funcion. Aplicaciones.
4.1. Supongamos que una funcién f satisface f(z +y) = f(x)g(y) + f(y)g(x) para todo

x,y € R. Ademas sabemos que lim;,_ £ — 1. De la funcién g sabemos que ¢g(0) = 1y que

g () = —f(x) para todo x € R. "
a) Calcula f(0).

b) Utiliza la definicién de derivada para hallar f'(x).

4.2. Sea [ : (a,b) — R una funcién para la cudl existe una constante M > 5 de modo que

1 _ @) - )

<
M — r—y

Si ¢ € (a,b), entonces la recta tangente a la grafica de f por el punto (¢, f(¢)) no puede ser:
a)y=a+fc)—c  b)y="GHa—o)+f(o)
)y=—Flc—a)+fle)  dy=—Fo+flo)+4e

4.3. Sea y = ax + b la recta tangente a la grafica de y = In(In|z|) por el punto (e, 0).
Entonces b = ...

a) 0 b)e+1 c)1—1 d) -1.

<M para todo z,y € (a,b).

4.4. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

00 =TT ) ) =TT o fle) = (FE)

T — 2 cos T
rlnx 3
d = = arct f = :
) f(x) 1 e) f(x) = arctg(cosx + sen z) ) f(x) N
: . - et +e " . -
4.5. Se definen las funciones coseno hiperbdlico por cosh x = — seno hiperbdli-
r __ ,—T h
co por senhx = i y tangente hiperbdlica por tanhz = iy
2 coshz
1) Calcula las derivadas de estas funciones.
1
2) Comprueba que cosh’z — senh®z = 1, 2 = 1 — tanh?2 y que senh(x + y) =
cosh” x

senh z cosh y + senh y cosh z.

3) Halla las derivadas de las respectivas funciones inversas arcsenh, arcosh y arctanh.

4.6. Halla f’ en funcién de ¢’ en los siguientes casos:
a) f(z) =g(z+g(a))  b) flz) =g(zgla)) ¢ flz)=glzg(z))
d) fz) =g(@)(x—a) ) f(z)=gla)x—a) f) flz+3)=g(?.



4.7. Estudia la continuidad y la derivabilidad de las funciones:

x” s1 z <0 sen(z—1) .
xlnz si x € (0,1] T si z<1
flz) = y g(z) =4 In(ecos(z — 1)) si z€|[l,2]

r—1 si z>1

Dibuja la grafica aproximada de cada funcion y estudia sus maximos y sus minimos.

4.8. Un astronauta viaja de izquierda a derecha a lo largo de la curva y = 2% — z. Al
desconectar el cohete, viajara a lo largo de la tangente a la curva por el punto de desconexion.
. En que punto deberd parar el motor para alcanzar el punto (3,2)? ;Y para llegar al (3, —2)7

4.9. Empareja cada una de las gréficas (a-e) con la de su derivada (i-v). Explica tu razo-
k)

namiento.

el e 1

i | I ol
N
L\_i

by Lyt
I\ / \ //u . \\T’r

—

L) tey) )
4.10. Dibuja las graficas de las siguientes funciones:
1 rlnx 2 —22% —x
S = ze?* — 1 = d = -
) J(@) = o D) F) = 2 = 10) f@) = T2 ) flo) = g
2 22 +2
e) f(x) = arctan(3z — 2°) f) f(z) = %
o jrr -1 1, , R
9) f() =[Sy ) () = — g i) () = oo
Inx

4.11. Dibuja la gréfica de f(z) = —. ;Qué es mayor: €™ o 77
x

4.12. Calcula los maximos y los minimos relativos (o locales) de la funcién f si su derivada
f' tiene la gréafica siguiente:




4.13. Una gota esférica de rocio se evapora a un ritmo proporcional al area de su superficie.
Prueba que el radio decrece a un ritmo constante (Indicacién: el volumen de la esfera es
Vir)= gwr?’ y su superficie es S(r) = 4mr?; la hipdtesis lo que dice es que V' = —K S donde
K es un constante positiva, y donde la derivada esta referida la tiempo).

4.14. Sea f(r) = |4x — 3| — 2%. Determina los valores maximos y minimos que alcanza la
funcién f en el intervalo [—3,3]. ;Existe zy € [0, 5] para el cudl f(zo) = 07

4.15. Halla el punto de la pardbola 2? = 4y, de abscisa no negativa, cuya distancia al
punto (0, 3) sea minima.

4.16. En un rectangulo de 4m de perimetro se sustituyen cada lado por semicircunferencias
exteriores. ; Entre que valores estd comprendida el area de esta nueva figura?

4.17. Un fabricante envasa en botes cilindricos de un litro de capacidad lo mejor de la
cosecha de tomates de su pueblo. ;Qué dimensiones tienen las latas para que el coste del
material sea minimo?

4.18. Calcula cotas superiores e inferiores, supremo e infimo, méximo y minimo (si existen)
de los siguientes conjuntos:

H{zeR: 2 +5x—-6<0} 2) {r e R\Q: z* + x < 2} 3){reR:2*>—2x <0}
(NOTA: El sup A se llama méaximo si sup A € A. Si inf A € A, se le llama minimo).

4.19. Si f es derivable en [0,00) y lim, . f'(z) = 3, calcula:

1) — —1 —4
o) lim LEFY =@y Sem 1 B O)lim Vo 12— Yz =0.
T—00 ew z—o00 I + 2 T + 1 T—00

4.20. Un vehiculo entré en un tunel a las 13h25’ y sale a las 13h28’, lo cual queda
registrado por las cdmaras instaladas en ambas bocas del tunel de 4 100 m de longitud.
El dueno del vehiculo recibié un multa por importe de 600 euros por rebasar la velocidad
permitida de 70 km/h dentro del tunel. ;Recurrié el dueno la multa?

4.21. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcién continua y derivable. Si f'(x) # 1 para todo
x € [0, 1], prueba entonces que la ecuacién f(x) = x tiene una tnica solucién en [0, 1].

4.22. Sea f(z) = senx para x € [0,7]. Se toman xg,a,b € [0, 7], con zy < a < b. Prueba

f(b) — f(a)
/ > S
que f'(zo) = b—a
4.23. Se consideran las funciones, f(z) = z?sen, siz # 0y f(0) =0, y g(x) = sen .
/
Comprueba que existe lim m pero que sin embargo no existe lim f'(z)

20 g(x) v=0 g'(x)’



4.24. Calcula los siguientes limites.

1 1 Inx
a) lim - b) lim :
12 2 .7 _
a1 (x —1)2  cos? ] e 1 — /T
2
L e et -2 2% + send x + zve®
c) li 5 m 5 )
z—0 2% — 3e® + 2 z=0 T + cos*x — ev

4.25. Prueba que si f es derivable en a, entonces f'(a) = lim

tifica que si existe lim
h—0
a.

flath) - fla—h)

2h

fla+h)—fla—h)

2h

h—0

. Jus-

, la funcién f no es necesariamente derivable en

4.26. Sea f : (a,b) — R de modo que existe f”(x) para todo x € (a,b). Prueba que:

o F )+ fo = h) — 2f(a)

hZ

h—0

= "(a).
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5. Aproximacién de Funciones por Polinomios.

5.1. Calcula los polinomios de Taylor de grado 2 de las siguientes funciones centrados en
los puntos que se indican.

a) f(x) =senx, centrado en a
¢) f(x) = (nx)* a=1. d
e) f(x) a=0. f

5.2. Determina el origen de las siguientes expresiones.
2

a)senzr ~m—x sz~ b)\/1+x:1+g—% si |z ~ 0.

ST

—1)?
¢) (Inz)? ~(z -1 sizx~l. d)exze(l—i-(x—l)—i-%) six~1.
2
T cos T T
~ i|x| ~0. f ~1— —  si|z| ~0.
e)1+$2 x si|x|~0 )1—1—35 ZE—|-2 si|z] ~0

5.3. Encuentra una estimacién del error maximo que se puede cometer al tomar:

—_

2

+2-Z en lugar de V1i+x size[-0,2,0,2].

)T —x en lugar de senz  size€[3,1,3,2].
)1
3) (z—1)* en lugar de (Inz)?* size(0,7,1,3].
)
)

[\

|8

(x—l)—i—@) en lugar de e’ sizxel0,8,1,2].

4) e(1+
5 e(l—l—(av—l)—i—@) en lugar de e’ sixel0,4,1,6].

5.4.Explica la siguiente desigualdad
Ly
|sen(a + h) — (sena + hcosa)| < §h :

5.5. Un hilo pesado, bajo la acciéon de la gravedad, se comba formando la catenaria y =
acosh £. Demuestra que, para valores pequenos de |z|, la forma que toma el hilo puede ser

representada por la parabola y = a + %

5.6. Calcula las series de Taylor de las funciones siguientes centradas en los puntos que se
indican.

a) f(r) = e*, centrada en a = 1. b) f(z) = (z — 1)e*™, a=1.

c) f(z) = ezgm_: 1)°, ena=1. d) f(z) =cosz, a=7. e) f(z) =senz, a=m.
D)= oo ma=m ) fla
h) f(z) =In(1+2?), a=0. i) f(x) = ﬁ, a=0.

5.7. Calcula los siguientes ntimeros con un error inferior a 1073;

1) sen 1. 2) e L. 3) arctgss. 4) In2.
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6. La integral. Calculo de Primitivas

6.1. Para las funciones siguientes, determina si existe su integral y en su caso calculala,
usando la definicién de integral (o el criterio de Integrabilidad de Riemann).

1 si oz el0,2\{1} 1 si ze0,2\{}2% 4}

a) f(x)={2 si =1 b) f(l"):{z sioaw=1% k=1,25,§,4.

6.2. Calcula la integral de las siguientes funciones; antes dibuja las graficas de las mismas.

1 s ze0]]
a) fx)=1 2x—1 si z€]ll,2]
3r—3 si x €23

b) Si [z] es la parte entera de x € R (el mayor entero menor que z), se considera f(z) = z[x].

Calcula / f(x)dx.

1

6.3. Supongamos que f > 0y que f es continua en [a, b]. Si f(ff = 0, prueba que f(x) =0,
para todo z € [a, b)].

6.4. Prueba que g < / sen zdr < .
0

Encuentra cotas superiores e inferiores para las siguientes integrales:

a) [ sen® wda b) fol V1 — 22dx c) fol V1 + 22dx.

6.5. Usa argumentos geométricos para determinar si las siguientes expresiones son ciertas o
no.

jus us 1 1
a) /4 rdx < /4 sen zdx. b) / Vrdr =1 — / rdw.
0 0 0 0

¢) Sea y = f(z) la tangente a la curva y = —2? + 4 por el punto (3,4 — 1). Se considera la

1 1
expresion / f(z)dx > / —2” + 4dx.
0 0

T
6.6. Sea F(x) = / f(t)dt. En los siguientes casos encuentra una expresién explicita de la
0

funcién F.
1 si xE[O,%} l—xz si :L'E[O,%]
a) f(r)=1 2 si xz€ (l,g] b) f(r)=< 2—x si x€ (l,g]
3 si xe(g,l] 3—z si xe(%,l]

En ambos casos, jes F' una funcién continua?

6.7. Deriva F', definida sobre [0, 2] del modo siguiente:

In(z+1) %41 14+t
Ocoszp ¢ ln(()erl)
3) Flz) = / G Y F@= [ ViTEd

b b
6.8. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas. Si / flz)dx = / g(x)dz, prueba que

existe ¢ € [a, b] de modo que f(c) = g(c).
6.9. Representa las graficas de las funciones:

T In(z+1)
a) F(x) = / —3t? + 24t — 45dt, x €R. b) F(z) = / edt, z>0.
0 0

2x
c)F(x) :/ sen®tdt, x € 0,7



1
6.10. Si la funcién f es continua en [0, 1], prueba que: hm ( Zf k/n) ) :/ .
0

Utiliza lo anterior para calcular fol xdx y fo r?duw. (Ind1cac10n. usa el ejercicio 1.2. de la
Hoja 1.).

6.11. Utiliza el ejercicio anterior para expresar cada uno de los siguientes limites como una

integral. Resuelvelos usando primitivas.
n

a) lim (Z In(k +n) —ln(n)) b) lim i( Z(kz+n)(k—n) ) nh—{loloﬁ z:\/n2 k2).

3
n—00 n n—oo N,
k=1 k=1

6.12. Calcula las siguientes primitivas elementales.

a) [zdz b) [2*dx  ¢) [32°+22° +Tdx d) [(z—2)*dz

e) [cosxzdr f) [senzdr g) [3cosz+2senxzdr h) [ 2xcosaz?dx

i) /idﬁc j) f%d:ﬁ con k € N\{1} k) [e“dz 1) /(9622+1)3d:1;

m) [coshazdr n) [senhazdr 1) [3coshz +2senhadr o) [ coshz cosh(senhx)dzr
1 1 1

U Fs Ul et /m ) [ et

6.13. Calcula las siguientes primitivas usando la Regla de Integracién por Partes.

1) [we"dx  2) [zsenzdr 3) [xcosazdr 4) [Edx

5) [22dx  6) [e"senazdr 7) [arctgzdz 8) [arcsenzdz.

p) q)

6.14. Demuestra las siguientes formulas de reduccion:
1
1) /Sen” rdr = ——sen" ' xcosx + /Sen”_2 xdx, n > 2y par.
n
2) /COS" xdr = — cos" ' wsenz + /COSn_2 xdx, n > 2y par.
n n

3) / dx 1 x n 2n — 3 / dx
(z2+ 1) 2n—2(z2+ 1)1 2n—2 ) (22 +1)n!
6.15. Comprueba las siguientes primitivas:

dz T dx
) [ —mlangl b [ e+ )

senx COS T

n
1 n—1

6.16. Obtén, mediante un cambio de variable, una primitiva en los casos siguientes:

2 1-
1) /x\5/5 — 22dz 2)/xe‘x dx 3) / da 4)/ S
T

Inz T 4+ cosx

T 3
[ g e [MSa, gy [VidDhz
Vad +1 V4 — a? T

8) /tg(\/x - 1)\/2%. 9) /a: cosh(z® + 3)dz.

6.17. Calcula las siguientes primitivas con el cambio de variable que se indica.

de dr
a) /m, (x =sent, y usa 6.15.). b) Wi (x = v/2coshu).

c) /@wd_f I (x = —Int). d) \/j;d—-fl; (t=+vz+1).

vaz+1
e)/ %dw; (r =tgt,yusa6.15.). f) /\/a2 + 22dx; (r = asenht, usa 4.5.).
x




6.18. Calcula las siguientes primitivas utilizando las identidades trigonométricas ”adecua-
das.”

a) [ cos? zdz. b) [sen®z cos* xdz. ¢) [sen? zdzx.
dx sen®
d) [tg?zdx. —dx. f dz.
) Jtg'wde e)/1+senxx )/\/m:r

6.19. Calcula las primitivas siguientes.

dx dx x
1 _ 2 . 3 —dx.
)/x2+2x+5 )/I2+2I )/x2—7x+13x
x? e*
4 ——dx. 5 —d
)/x2—6x+10x )/621’+2e~"’+1x
6.20. Calcula las primitivas de las funciones racionales siguientes.

2 —1 24+l x? dx
1 dr. 2 ——dx. —dx. 4 _ 14.).
>/4x3—xx )/x(xQ—l—l) ‘ 3)/x4—1$ )/I4+2x2+1,(u8a6 )

6.21. Sea f : R — R una funcién continua y de periodo p. Demuestra la igualdad

/a " F(t)dt = /O o

6.22. a) Calcula /arc sen zdz.

b) Andlogamente, prueba que si F' = [ f, entonces

[ e = ) = P @),
c¢) Usa lo anterior para calcular / Vva? — ldz.

6.23. Calcula una primitiva en los siguientes casos:

Ve 2 e Y asw Y ue
arctgx

dz dx
5 .6 *xcost wda. 7/—. 8/—d.
)/2—1—th )/sen x cos” xdx ) NNCES! ) 2%
2_1 T
9) /x dz. 10) /arcsenﬁdx. 11) /(senx/ sen tdt)dzx.
0

241
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7. La Integral Impropia. Aplicaciones de la Integral

7.1. a) Demuestra que el drea de un circulo de radio r es 7r?. (Recuerda que 7 es el drea
del circulo unidad por definicién).
b) Calcula la longitud de media circunferencia de radio r.

7.2. Sea f : [0,00) — R una funcién positiva (f > 0), decreciente e integrable en [0, 00).
a) Se define la funcién g(z) = f([z] + 1), donde [z] es la parte entera de x con x € [0, 0).

Prueba que
/ f(x)dxz/ g(x)dx.
0 0

b) Deduce de a) que si [, f(x)dz < co, entonces la serie Y>° | f(n) es convergente.

c¢) Estudia la convergencia de las series:

=1 - 1 > Inn
1 2 —_— —_—
) ; nlnn ) ; n(lnn)? 3) —~ n

7.3. Calcula las siguientes integrales impropias, si existen:

o0 [e.e] t o
1)/ sen zdz. 2) / TR 3) / e “senxdx.
o z*+1 0

0
1
0

4)

T dr * dx Uode o dx
6)/0 z(lnz)? ) /_ool%—x?‘ 8) 1 /|| 9) /_oox2+4x+9.

7.4. Determina la convergencia o divergencia de las integrales:

dx
xP

> d
,con p > 0. 5)/ —x,conp>0.
P

100 dx 1 dr [e's) T
a) : b) : c) ————dx.
o VI+2Vr+a’ o V1—at 1 (14 522)2/3
2 dx > dx * senx
Q[ 2. gy [ 2T
) , Inx e)/_l 22 4+ Y+ 1 )/,2r 2
7.5. Sean f : (0,00) — R y su transformada de Laplace Lf(s) = / f(x)e **dzx,s > 0.
0

a) Calcula Lf(s) para f(z) =z, flx)=2* y f(z)=senz.

b) Si f’ es la derivada de f, calcula una expresion de Lf’(s), suponiendo que

lim, oo f(z)e " =0, s> 0.

7.6. Para cada x > 0 se define la funciéon Gamma de Euler por T'(z) = [~ e """ 'dt.

a) Prueba que la funcion Gamma estd bien definida.

b) Usando la regla de integracién por partes, prueba que I'(z + 1) = zT'(z).
¢) Calcula I'(1) y deduce que I'(n) = (n — 1)! para n € N.

d) Con el cambio de variable u = t*, prueba que

1 [ _ 2 1 o
[(z) = —/ e ““du y (=)= 2/ e~ du.
0 0



7.7. Si conocemos que fooo e dr = \/TE, calcula las integrales impropias

o 1 1/z—p\2 > i 1/,x—pN\2
[—3(5£)?) A 4 — T / [—3(54)%
a e 27 ) ldy (Indicacién: u = . b el 27 Vldy
) /_oO 27T ( T ) ) oo V27T

7.8. Halla el area de los recintos limitados entre las graficas:

Hy=2-2* y y*=2? 2)y=Inz, y=0 y z=e.

3) flx) =2 y g(z)=3- 2z

4) Entre la curvay:ijr—i,su asintota y = —1 y la recta x = 1.
CC2 .1’2

Bly=% v y=4-32 Oy=g= v y=%.

7.9. Halla el volumen que se produce al girar, alrededor del eje 0X, el arco de catenaria
y = acosh(Z) para a € [—a,al.

7.10. Halla el volumen del cuerpo que se produce al girar, alrededor del eje 0Y el arco de
pardbola y? = 4az desde el origen hasta que corta a la recta x = a > 0.

7.11. a) Comprueba que las siguientes igualdades son ciertas:

2 27 27
1) / ldx = 27. 2) / cos® nxdr = / sen” nxdr = m,Vn € N.
0 0 0

2w 2w 2
3) / cos(nx) cos(mzx)dr = / cos(nzx) sen(mx)dr = / sen(nz) sen(max)dz = 0,
0 0 0
Vn,m € N conn # m.

(Indicacion: considera las siguientes igualdades trigonométricas
cos Acos B = 1/2(cos(A+ B) +cos(A— B)), cos Asen B = 1/2(sen(A+ B) —sen(A— B))
y sen Asen B = 1/2(cos(A — B) — cos(A + B)). )

b) Dada una funcién f continua en [0, 27|, se definen sus coeficientes de Fourier por:
1 2w

1 21
do_ 2 f(z)dz, an = —/ f(z) cos(nz)dz, neN
2 21 Jo m™Jo

2

1 U
y o by=-— f(z)sen(nx)dx, n € N.
T Jo

o)
a
Y se llama serie de Fourier de f a la expresién: 30 + Z an, cos(nz) + b, sen(nzx).
n=1
Calcula la serie de Fourier de la funcién f(z) = 22
Observacion: se puede probar que toda funcién f derivable y 27-periddica se puede escribir
igual a su serie de Fourier

flz) = % + i ay cos(nz) + by, sen(nw).

n=1



