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. Demuestra que la o-algebra de Borel B(R) estd generada por la familia de los conjuntos
compactos de R.

. (Coincide con la o-algebra de Borel B(R) la engendrada por los intervalos abiertos de
extremos racionales?

. Demostrar con un ejemplo que la unién de una familia de o-algebras en un conjunto X
puede no ser una o-algebra en X. (Hay ejemplos en los que el conjunto X es finito)

(i) Demuestra que @ es un F, pero no un Gs en R.Indicacién: Usar el Teorema de
Categoria de Baire:

Teorema de Categoria de Baire. Sea X un espacio métrico completo no vacio (o
un espacio topolégico no vacio que puede ser metrizado con una métrica completa). Si
{G,} es una sucesion de conjuntos abiertos y densos en X, entonces N, G, es denso
en X. Equivalentemente, si {F,} es una sucesion de conjunto cerrados de X, cada
uno con interior vacio, entonces U, F}, tiene interior vacio.

(ii) Encuentra un subconjunto de R que no sea ni un F, ni un Gs.

. Sea X un conjunto infinito. Sobre P(X) definimos u(E) = 0 si E es finito y u(E) = oo si
E es infinito. ;Es p una medida?

. Si X es un conjunto no numerable, sea A la coleccién de todos los subconjuntos A C X
tales que A 6 X \ A es numerable y definamos v(A) = 0 si A es numerable y v(A) =1 en
caso contrario. Demuestrese que (X, A, ) es un espacio de medida.

. Definamos p en (R, B(R)) de la forma siguiente: 11(A) es la cantidad de ntimeros racionales
en A (por supuesto, p(A) = +oo si hay infinitos nimeros racionales en A). Demostrar que
1 es una medida o-finita para la que cualquier abierto no vacio en R tiene medida infinita.

. Sea (X, .A) un espacio medible.

1. Demostrar que si (1) es una sucesion creciente de medidas en (X, A) (“creciente” sig-
nifica que g, (A) < p141(A) para cada A € Ay cada n), entonces p(A) = lim,, y1,,(A)
define una medida en (X, A).

2. Demuestra que si (p,) es una sucesiéon arbitraria de medidas en (X,.4), entonces
p(A) =3, pn(A) define una medida en (X, A).

. Sea (x,) una sucesiéon de numeros reales y definamos una medida p en (R, B(R)) por
H= Zn Oz, -
1. Demuestra que p asigna valores finitos a los subintervalos acotados de R si y sélo si
lim,, |z, | = +o0.
2. jPara qué sucesiones (x,) es la medida p o-finita?



Problemas Adicionales

10. Si p es una medida en (X, A4) y A € A es un conjunto fijo de X, probar que la funcién
v(B) = pu(B N A) es una medida en (X, .A).

11. (Continuacién del 8).(iii) Dar un ejemplo de una sucesién de medidas {u,} tal que u =
lim,, p4, no sea una medida.
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1. Determinar los conjuntos uf-medibles (¢ = 1,2) para las medidas exteriores p
definidas en P(R) de la siguiente forma

. 0 si A es vacio
Ml(A) = . ,
1 si A es no vacio

f(4) = 0 si A es contable
~ |1 si A es incontable

“(4) = 0 si A es vacio
Hq . ,
oo si A es no vacio

£(4) = 0 si A es acotado
~]1 si A es no acotado

0 si A es vacio
ui(A) =<1  si Aesno vacio y acotado
oo si A es no acotado

“(4) = 0 si A es contable
~ )oo si A esincontable

1. ;Cuales de las anteriores funciones son medidas exteriores en R?

2. Si pf es una medida exterior, determinar los subconjuntos de R que son p-
medibles.

3. Llamamos Contenido exterior de Jordan de un conjunto A C [0,1] a

k
v*(A) = inf {Z(bn —ay): ACUF_ (an,b,), k€ N} :

n=1

(a) Averiguese si el contenido exterior v* es una medida exterior sobre [0, 1].
(b) {Es v* una medida finitamente aditiva en (R, B(R))?

4. Demostrar que si una medida exterior es finitamente aditiva, entonces es una
medida.

5. Demostrar usando la definicién que la medida exterior de Lebesgue de un conjunto
numerable es cero. Deducir por tanto que A(Q) = 0.

6. Demostrar que un subconjunto B de R es medible Lebesgue si y sélo si
A(I) =X (INB)+ X(INB°,
para todo subintervalo I = (a,b) C R.
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Probar que con la medida de Lebesgue, las rectas tienen medida nula en R%. (En
general, se puede demostrar que en R™ cualquier subconjunto de un subespacio de
dimensién n — 1 tiene medida de Lebesgue nula en R™).

1. Demostrar que para todo subconjunto A C R" existe un subconjunto bore-
liano B C R™ que incluye a A y tal que A*(A) = A(B).

2. Deducir que si B es un subconjunto de R™ medible Lebesgue, existe un bore-
liano G que incluye a B y tal que N = G \ B tiene medida (de Lebesgue)
nula.

3. Concluir que todo conjunto medible Lebesgue es unién de un boreliano y
de un conjunto de medida (de Lebesgue) nula. (Indicacién: Si B es medible
Lebesgue, su complementario también lo es. Asi, existe un boreliano G que
incluye a B tal que N = G\ B€ tiene medida de Lebesgue nula).

Sea A\* la medida exterior de Lebesgue en R, y sea m : R?> — R la proyeccién
7(x,y) = x. Definimos la funcién

p' P(R?) — [0,00],  p*(A) = N (m(A)).

1. Demuestra que p* es una medida exterior en R2.

2. Demuestra que un subconjunto B de R? es p*-medible si y solo si existen
conjunto medibles Lebesgue By y By en R tales que By C By, A(By\ By) =0
yB()XRCBCBl><R.

Sea [0,1] = U,A,, donde cada A; es medible Lebesgue en Ry > A(A4,) < oo.
Demostrar que el conjunto de los puntos que estan a lo mas en una cantidad finita
de conjuntos A,, tiene medida 1.

Consideremos el conjunto £ no medible Lebesgue construido en (0, 1). Demostrar
que todo subconjunto A de E que sea medible Lebesgue tiene medida cero. (In-
dicacién: considerar los conjuntos disjuntos B, = r, + A, siendo {r,}, una nu-
meracién de los puntos racionales de (0, 1). Entonces, cada B,, es medible Lebesgue
y A([0,2]) = AUnBn) =32, A(Bn) )

Demostrar que si A es un subconjunto de R con medida exterior de Lebesgue
positiva, entonces A contiene un subconjunto no medible Lebesgue. (Indicacién:
Suponer primero que A estd incluido en (0, 1). Considerar A, = AN E,, dénde
(E,) es la familia de conjuntos considerados en la demostracién de la existencia
de un conjunto no medible Lebesgue. Si cada A, es medible Lebesgue, por el
ejercicio anterior A\(A,) = 0. Por otra parte se tiene la desigualdad 0 < A\*(A4) <

2 AT (An) = 22, A(An)).
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Problemas Adicionales

Si para A C R se define p*(A) = 0 si A es de primera categoria y p*(A4) = 1
si A es de segunda categoria, demuestrese que pu* es medida exterior sobre R y
determinense sus conjuntos p*-medibles.

Observacién. Decimos que un conjunto A C X, siendo X un espacio métrico
(X,d), es de primera categoria si A = U,A,, donde el interior de A, = () para
todo n. Decimos que un conjunto es de segunda categoria si no es de primera
categoria.

Algunas medidas exteriores surgen al tratar de prolongar a una medida una fun-
cién de conjunto 3 : F — [0, 00| definida sobre una familia F de subconjuntos de
X (Namados conjuntos elementales) con la propiedad de que () es un conjunto ele-
mental y 3(0)) = 0. Decimos entonces que 3 es una funcién elemental de conjunto.
Probar que dada la funcion elemental de conjunto (3 sobre F, por medio de

w(A) = inf{z B(A,): ACUA,, A, € F para todo n € N},

es una medida exterior en X.

Consideremos un espacio de medida (X, A, ). ; Queda la medida p definida por
su valor sobre cualquier familia F que genere la o-algebra A? ; Queda la medida
i definida por su valor sobre cualquier familia F que genere la o-algebra A si
ademas F verifica que para todo A € F, necesariamente A¢ € F?
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1. Sea F' : R — R una funcién acotada, no decreciente, continua por la derecha
y tal que lim, ., F'(x) = 0. Sea p la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a F.
Demostrar que si a € R, entonces p((—oo,a)) = F(a™), pu((a,b)) = F(b™) — F(a),
ulla,b)) = F(b) — F(a™) v p([a,b) = F(b™) — F(a~).

2. (i) ;{Pueden existir medidas distintas p y v en (R, B(R)) acotadas en los acotados
tales que u((a,b]) = v((a,b]) para todos a, b en R? Indicacién: considerar, en
(R, B(R)), para cualquier N € N, las dos medidas finitas py(A) = p(AN(—N, N])
y un(A) =v(AN (=N, NJ).

.Y si no suponemos que p y v sean acotadas en los acotados?

(ii) Encontrar la expresién general de una funcién de distribucién F' asociada a
una medida p definida en (R, B(R)) y acotada en los acotados, es decir, encontrar
una funcién F' : R — R creciente, continua por la derecha tal que p((a,b]) =
F(b) — F(a), para todos a,b € R.

(iii) Consideremos en particular la medida p definida en (R, B(R)) como p =
Y nez On, donde 0,(A) = 0sin € A, §,(A) = 1sin € A Hallar una funcién de
distribucién asociada a pu.

3. (Existen subconjuntos de R no medibles Lebesgue tales que si son medibles Le-
besgue considerados como subconjuntos de R??

4. Demuestra que si A es un subconjunto medible Lebesgue de R, entonces el conjunto
AxR={(z,y) € R*: x € A} es un subconjunto medible Lebesgue de R

5. Probar que si una funcién f : R — R es Lipschitziana entonces transforma
conjuntos de medida (de Lebesgue) nula en conjuntos de medida (de Lebesgue)
nula.

6. Sea f la funcién singular de Cantor, y sea u la medida en (R, B(R)) asociada a la
funcion de distribucién

1 z>1
F:R—R, F(z)=< f(z) 0<z<1
0 r <0

1. Demuestra que la medida de cada uno de los 2" intervalos disjuntos que
forman C,, (el conjunto que se construye en el paso n de la construccién del
conjunto de Cantor) es 1/2".

2. Deducir que el conjunto de Cantor tiene p-medida 1.

3. Para todo z € R, u({z}) = 0.

Es decir, toda la masa de p estd concentrada en un conjunto de medida de
Lebesgue 0 (el conjunto de Cantor), pero p no es una suma de medidas de
“masa puntual” 9.

4. Demostrar que dos funciones continuas f, g : R — R son iguales en u-casi

todo punto si y sélo si son iguales en el conjunto de Cantor.

7. 1. jEs la composicién de funciones medibles Borel también medible Borel?
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2. Consideremos (X, .A) un espacio medible, A € Ay f: A — R una funcién
A-medible. Si ¢ : R — R es medible Borel ;Es la composicién g o f A-
medible?

3. Si f: R — R es medible Lebesgue y B € M, jes f~!(B) también medible
Lebesgue?

(i) Demostrar que si h es medible Lebesgue y f es continua, entonces f o h es
medible Lebesgue.

(ii) Demostrar que la composicién de funciones medibles Lebesgue no es en general
medible Lebesgue (Indicacién: Considerar la funcién g : [0, 1] — [0, 1] definida a
través de la funcién singular de Cantor f como g(y) = inf{z € [0,1] : f(z) = y}
para y € [0,1] (visto ya en clase) y la funcién caracteristica h = xp siendo B un
subconjunto no boreliano del conjunto de Cantor que vimos en clase. Comprobar
que la composicién h o g no es medible Lebesgue.)

. Sea f: R — R una funcién derivable. Probar que f’ es medible Borel.
10.

Probar que una funcién supremo de una familia no numerable de funciones medi-
bles Borel (Lebesgue) puede no ser medible Borel (Lebesgue, respectivamente).

Construir una funcién f no medible Borel (Lebesgue) tal que |f| si lo sea.
Sea X un conjunto y {A,} una familia numerable de subconjuntos de X. Demos-
trar que si llamamos B = U2, M2, Ap y C' =N, U2, Ay, entonces

limkinf XA, =XB Y h'mksup XA, = XcC

Sea {z,} una sucesién de nimeros reales y definimos p en (R, B(R)) por p =
> 0z, Demostrar que dos funciones f, g : R — R son iguales en p-casi todo
punto si y sélo si f(x,) = g(x,) para cada n € N.

Sean f y g funciones continuas de R en R. Demostrar que si f = g en A-casi todo
punto (A es la medida de Lebesgue en R), entonces f = g en todo punto de R.

Consideremos un espacio de medida (XA, p) y f: X — [0, co] medible. Demos-
trar que v(A) := [, fdu, definido para cada A € A, es una medida en (XA).
., Cuando es una medida finita?

Demostrar que el conjunto de puntos de [0, 1] cuya expresién decimal no contiene
el nimero 5 tiene medida (de Lebesgue) 0.
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. Encontrar una funcién f : [0,1] — R no medible Lebesgue tal que para cualquier

c € R el conjunto {z € [0,1] : f(x) = ¢} sea medible Lebesgue.

. Sea (X, A, 1) un espacio de medida, f y g funciones en

LYX, A u,R):={f: X —R: fes A-medibley p-integrable}.
Demostrar que fV gy f A g estdn también en £L}(X, A, u, R).

. Dar un ejemplo de funciones medibles Borel f,g : R — R que sean integrables

Lebesgue tales que el producto fg no sea integrable Lebesgue.

. Sea (X, A, 1) un espacio de medida tal que Y [|fn|du < oo. Demostrar que en-

tonces la serie Y f,(z) converge en casi todo punto a una funcién f integrable.
Demostrar ademds que [ fdu =13 [ fodp.

. Sea el espacio de medida (N, P(N), i), donde p es la medida de contar. Demostrar

que una funcién f : N — R es integrable con respecto a esta medida si y sélo si la
serie y_ f(n) es absolutamente convergente, en cuyo caso [ fdu=>3Y., f(n).

. Sea (X, A, ) un espacio de medida. Prueba que una funcién integrable f : X —

[—00, 00] que cumpla fE fdu = 0 para todo F € A, es necesariamente cero en casi
todo punto.

. Da ejemplos de sucesiones de funciones (f,), (gn) v (hy,) en L}(R, B(R), \,R) que

convergan a cero en casi todo punto y que cumplan alguna de las condiciones:
1. lim,, [ fnd\ = o0,
2. h’mnfgn d\ =1,
3. limsup,, [ h,d\ =1y liminf, [ h,d\ = —

. Sea una funcién f : [0,1] — [0, 00| integrable Lebesgue tal que f[o 1 "d\ = ¢

para todo n € N. Demostrar que existe £ C [0,1] tal que f = xg en casi todo
punto. Indicacién: Considera los conjuntos A = {x € [0,1] : 0 < f(z) < 1} B =
{xe[Ol]' f(x )zl}yC’:{xE[O 1] : f(q:)>1} Entoncesf[u N =
J4 f( d)\—i-fB d)\—i-fc dX = [, f(@)" AN+ X(B) + [ f(x)" dX. Calcular
lim,, fA Td\y hmn fC d)\

. Sea (X, A, u) un espacio de medida y [ X — [—00,00] una funcién integrable.

Comprueba que entonces | f|*/™ es integrable para todo n € Ny calcula lfm,, [ |f|*™ dpu.

Indicacién: Considera A ={z € X : 0< |f(z)|<1}yB={ze X: 1<|f(x)| <
oo}. Entonces [ ||V du = [, |f|""du+ [4|f[V/" dp. Caleular lim, [, |f|Y"du v
lim,, fB | F[M dp.

Probar que si una funcion uniformemente continua f : R — R es integrable Lebes-
gue entonces 1im, o f(z) = 0.

Probar que el Teorema de la Convergencia Mondtona es valido si cambiamos la
hipétesis de que las funciones fi, f,... son no-negativas por la hipétesis de que f;
es integrable. (Observese que, con estas hipdtesis las integrales de las funciones f,, y
f existen, y pueden ser co) Indicacion: considera las sucesiones de funciones {f"} y
{f.,} v aplicar sobre estas los resultados conocidos sobre intercambios del limite con
la integral.

Sea (X, A, ) un espacio de medida. Usar el anterior ejercicio para demostrar que si
(fn) es una sucesién decreciente de funciones medibles y si f; es integrable, entonces

flimn frndp = h’mnffndu.
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Demostrar que si f € L}(R, My, A\, R), entonces

/fd/\: lim /fd)\.
a——00,b—00 [a,b]

. Es una funcién integrable Riemann f : [a,b] — R necesariamente medible Borel?
(Indicacién: considera la funcion caracteristica yp para un adecuado conjunto B).

. Es la funciéon caracteristica x¢, donde C' es el conjunto de Cantor, integrable Rie-
mann en [0,1]7 ;Y la funcién caracteristica x¢,, donde C,, es el conjunto de Cantor
generalizado para 0 < a < 17

Demuestra que existe una sucesion decreciente de funciones continuas f, : [0,1] —
[0, 1] tales que lim,, f,, no es integrable Riemann. (Indicacién: Considerar un conjunto
de Cantor generalizado C,, y elegir una sucesién {f,} cuyo limite sea x¢,)

Calcilense los limites,
lim/ (1+%)”eam(l~), lim/ (1- %)”e““d/\(:v).

Indicacién: Para el primero puedes usar que la funcién f : [0,00) — R, f(z) =
(1+ %)‘” es creciente. Para el segundo, para o > —1 utiliza el lema de Fatou, y para
a < —1 la desigualdad 1+ y < e¥, para todo y € R.

Utilizar el Teorema de la convergencia dominada para hallar

*° 1 o Tyon . T
1i dA 1i 14— in — dA\.
lgbn/o /(14 x/n)™ Y 17£n/0 ( +n) i
Indicacién: Puedes utilizar de nuevo la indicacién del anterior ejercicio o la desigual-
dad (142)" = (3)+ ()24 ()5 + 2 1ha+ 2502 — 1 (1-4) 5 > b

para todon > 2y x > 0.

Demostrar que no existe ninguna serie trigonométrica del tipo

o0

Z(an sin(nx) + b, cos(nx))

n=1
tal que Y (lan|+|bn]) < 00y que sobre [—m, 7] sea convergente en A-casi todo punto
hacia 1. (X es la medida de Lebesgue en R). Indicacién: comprueba que la anterior
serie es absolutamente convergente para todo x y la funcién que define la serie es
integrable Lebesgue. Calcula su integral.

Sea (X, A, pt) un espacio de medida, y sean A, Ay, A,, ... conjuntos que pertenen a A.
Demostrar que

1. {xa,} converge a cero en medida si y sélo si lim,, u(A,) = 0,

2. {xa,} converge a cero en casi todo punto si y sélo si p(N5, U, Ay) =0,

3. {xa,} converge a x4 en casi todo punto si y sélo si los conjuntos N>, (U2, Ag),

o (N9, Ag) v A difieren sélo en conjuntos p-nulos.

Indicacién: Puede ser ttil el problema 12 de la hoja anterior: Recordemos que lim infy, x 4,

XB y limsup, x4, = xc siendo B=U;2, N2 Ay v C =Ny, U, Ag.

Sea p la medida de contar en la o-dlgebra de todos los subconjuntos de Z, y sean
f, f1, f2, ... funciones de Z en R. Demostrar que {f,} converge a f en medida si y
sélo si {f,} converge a f uniformemente.
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. Sea (X, A, i) un espacio de medida y f, f1, fo, f3, ... funciones en £'(X, A, 1, R). Demos-
trar que si (f,) converge a f en media de forma tan rapida que
o J 1fa — fldu < oo, entonces (f,) converge a f en p-casi todo punto.

. Sean las funciones f,, : R — R, f,(z) = e — 2¢72"*. Comprueba que

S [Chavt [T )y

. Comprobar que la funcién f : R — R, f(z) = >, (_i)nx[n_l,n) no es integrable
Lebesgue en R pero existe la integral impropia de f en [0, 00).

. Prueba que

.
) sin nx

i) lim dx =0, (ii) hm 2 5 dx = 0.
n Jo nx + n2x

Indicacién: Para el segundo limite, busca una acotacion de la sucesion de funciones en
[0,1] y otra acotacién en [1,00).

. Demuestra, usando el Teorema de la convergencia dominada que

" p2penir?

hm 1—|—m2 de =0

para todo a > 0, pero que sin embargo no es cierto para a = 0.

Indicacién: Para a = 0, no se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada. No
calcular la integral de las f,,, sino acotar inferiormente f,, por otra funcién (no negativa)
cuya integral sea mas sencilla de calcular.

. Demuestra que si p > —1 entonces

/ (—log ) xp Z
0 11—z B p+n

Indicacién: > 02 2" =, si 0 <z <1

. Comprueba los siguientes célculos:

. 2
) I'n sin =~
i) lim dr = 1.
n x2
oo

1
1

(ii) / dr =y —————

0 nz:%n!(Qn—l—l)

ee > (_1)7’L 1 o2n+1 21,2 o e — 1

(111)ETOx e dx = 5

n=0
Indicacién: Para (ii) y (iii), recuerda que e* =)

[ee) ™
n=0 n!"*

. En los siguientes casos comprueba que ¢ estd bien definida y calcula su valor derivando
respecto del parametro t:

eCC
:/ — sinzdx, te€R.
0 T

Indicacion: Para cada n € N fijo, aplicar el teorema de derivacion bajo el signo
integral a la funcién f : [0, 7] x [-n,n] — R, f(z,t) = emit sin x.
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1 ¢
rr—1
ii t) = d t>—1.
(ii) (1) /0 log €,

Indicacién: Para cada n € N fijo, aplicar el teorema de derivaciéon bajo el signo
integral a la funcién f : [0,1] x [-1 + £, 00) — R, f(z,t) = z'—1

logz *
e (1 — t
(ii) go(t):/ Tl costr) y e
0 x

oo —tx
@w¢@:/‘e de, >0,
0 i
Indicacién: Para n € N fijo, aplicar el teorema de derivacion bajo el signo integral
a la funcién f : (0,00) x [L,00) — R, f(x,t) =

no

(ﬂ@@:/)fmmwm,t>0
0 x

T

Indicacién: para cada n € N fijo, considera la funcién f : (0,00) X [%,oo) — R,
flz,t)=e" Sl% y aplica el teorema de derivacion bajo el signo integral a f.

(vi) o(t) = /Re‘”2 cos(tr)dz, teR.

. Probar que en un espacio de medida finita (X, A, p),

(i) una sucesién de funciones f, : X — R converge en medida a f : X — R, siendo
fn v f A-medibles, siy sélo si cada subsucesion de {f,}, tiene una subsucesién que
converge a f en casi todo punto.

(ii) si {fn}n converge en medida a f y {g,}, converge en medida a g, siendo f,, g, y
f, g A-medibles, entonces { f,,gn }» converge en medida a fg.

(iii) Comprobar que en el espacio de medida (R, My, \), las sucesiones de funciones
fa(z) = 2y golz) = = xr convergen en medida a f(z) = x y g = 0, respectivamente,
pero f,g, no converge en medida al producto fg. (De lo que se deduce, que la condicién
de medida finita es necesaria en los anteriores apartados).

Consideramos (X, A, ;1) un espacio de medida y una sucesién de funciones f, : X — R
que converge en medida a f : X — R, siendo f,, y f A-medibles. Probar que el limite
es Unico en casi todo punto.

Estudiar los diferentes tipos de convergencia en (R, M, \) para las sucesiones de fun-
ciones

(a) fo: R—R, fyu(x) = #X[O,n](‘r)a

(b) g+ (0,1] — R, gu(@) = —=X(0,1/n)(2),
(C) hn : (0, 1] — R, hn(x) = %X[O,l/n] (x),
(d) 7 : [0,1] — R, rp(z) = ne ",

Consideramos (X, A, 1) un espacio de mediday f,, f: X — [0, 00) funciones medibles
tales que f, converge a f en medida. Probar que

/fd,ugh'minf/fnd,u.

Indicacién: Suponer, por reduccién al absurdo, que se tiene la desigualdad contraria.
Entonces, existe una subsucesién { f,,, }x tal que

h’]gn/fnk d,u:h'minf/fndu</fdu.

Ademés, {f,, } converge en medida a f, y por tanto, tiene una subsucesién convergente
a f en c.t.p.
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. Sean (X, A, u) e (Y, B,v) espacios de medida o-finitos y E € A x B. Demuestra que si para
p-casi todo x € X, v(E,) = 0, entonces para v-casi todo y € Y se verifica que p(EY) = 0.

. Sea f : R? — R definida por
1 stz >0y z<y<xz+1
flz,y) =< -1 siz>0y z+1<y<x+2,

0 en otro caso.

Demostrar que [ [ f(z,y)dydz # [ [ f(x,y)dzdy. {Porqué esto no contradice el Teorema
de Fubini?

. Estudia si la siguiente funcién es integrable Lebesgue en R?:

e (1 — cos(zy))
2 X (0,00)x(0,00) -

flz,y) =
. En los siguientes ejemplos estudia si f es integrable Lebesgue en E, y cuando lo sea calcula

r,y) = (1+22+¢y*)~ Y, E=R%

:C? y) - (Z,Q_fy2)27 E = {(x, y) - Z O,y Z O}'
z,y)

T

—~

,y)zijz{(%y)30<2?/<21<$2+y}~
x,y,z)zwé%m,E:{(x,y,z):x +y*+ 22 < 1}.

. Aplica el Teorema de Fubini a la funcién f(x,y) = e ¥sin(2zy) en el recinto [0, 1] x [0, 00),

para demostrar que
[o') : 2
sin 1
/ eV Y dy = —logh.
0 Yy 4

. Sea f(z,y) = WMXA(x,y), siendo A = (0,00)?. Calcula [, f(z,y)dxdy, y deduce

que
Ool 2
/ 0BT gy = T

. Sea (X, A, 1) un espacio de medida o-finita. Si f : X — [0,00] es A-medible, usar el
Teorema de Fubini para demostrar que
[ fdn= [ ntfre x: pw) = e
X 0
Indicacion: Considerar el conjunto F = {(z,r) : z € X, r € [0,00), f(x) > r} C X x R.
Comprobar que E € A x B(R). ;Cuanto vale (u x \)(E)?

(a) Demostrar, utilizando el Teorema de Fubini, que si {ay 1 }nmen €s una sucesién doble de
nimeros reales no-negativos, entonces Y > Gy =Y. > Gy n. Definimos para una
sucesion {an ., } de nimeros no negativos, la serie doble an Ao = D0 D m Gnm =
Y 2o Gnm- Indicacién: Considerese el espacio de medida (N, P(N), i), donde p es la
medida de contar en P(N) (espacio de medida o-finito) y calcilese la integral doble de
la funcién f : N? — R, f(n,m) = apm

(b) Deduce que si ) . |anm| < oo entonces > > Gnm =y > Qnm.



9.

10.

11.

12.

13.

Consideremos A C R"™ un abierto y g : A C R" — R” una funcién de Lispchitz, con
constante de Lipschitz K (es decir ||g(z) — g(2)|| < K||z — 2'||, para todo z,z’ € A).

(a) Demostrar que si C' C A es un cubo n-dimensional de lado r, es decir, C' es de la
forma I; x --- x I,, I; intervalo y longitud(/;) = --- =longitud (I,) = r, entonces g(C)
estd incluido en un cubo n-dimensional de lado y/n K r. Indicacién: Si a es el centro de C,
acota ||g(z) — g(a)||e , para z € C.

(b) Demostrar que si U es un abierto de A con A, (U) < oo, entonces \:(g(U)) < K™ n™? \,(U).
Y deducir, por la regularidad de A, que X (g(B)) < K"n™? \,(B), para todo B C A med-
ible Lebesgue tal que \,(B) < oo. Indicacién: Usar el hecho de que cualquier abierto en
R"™ es unién disjunta de una coleccién numerable de cubos n-dimensionales de la forma
[tl, t1+8) X X [tn, tn—l-S)

Demostrar que si A es un abierto de R*, ¢g: A — R" es una funcién de clase C' y N C A
tiene medida de Lebesgue nula en R™, entonces g(N) tiene medida de Lebesgue nula en
R™. Indicacién: Usar que A es una unién numerable de cubos n-dimensionales cerrados (con
interiores disjuntos dos a dos). Para cada cubo C' de la anterior unién considera No = NNC.
Prueba que ||Dg(-)|| estd acotada en C'y deduce que g es de Lipschitz en C. Finalmente,
aplica el ejercicio 9(b) al conjunto Ne.

Demuestra que si f, g y h estdn en L1(R, My, \;,R), entonces fxg=gx* fy (f*g)xh=
[ (g h).

Indicacién: (1) Recuerda que se define (f * g)( fR x —t)g( )d)\( ) Hacer el cambio
de variable y = z — t (2) Por otro lado, ((f = [o(f *x g)(x — t)h(t)d\(t) =
Jalg * f)(z —t)h( = [o(Jagle —t—2 f(z)d)\(z)) h(t)d)\(t) N aplicar el teorema de
Fubini.

Probar que en (R?, My, x M,,) las medidas A\; x A\; y Ay coinciden. Indicacién: Usar que
todo conjunto medible Lebesgue de R? es unién de un boreliano de R? y un conjunto de
medida de Lebesgue 0 en R?, asi como el hecho, ya probado, de que A; X A\; = Ay en B(R?).

Consideremos 7" un cambio de variables entre dos abiertos U y V de R", es decir, una
biyeccién T : U — V de clase C! con inversa de clase C'. Probar que M C U es medible
Lebesgue si y sélo si T(M) es medible Lebesgue. Indicacién: Probar primero, usando el
ejercicio 10, que N C U tiene medida de Lebesgue 0 si y sélo si T(N) tiene medida de
Lebesgue 0. Despues, usar que todo medible Lebesgue es unién de un boreliano y un conjunto
de medida de Lebesgue 0.
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. Demostrar que L>[0,1] no es separable. Indicacién: considerar para cada a,b €
[0,1], a < b la funcién caracteristica xq 4. /,Cuanto vale ||X(a4 — Xie.dlloo si [c,d]
es otro subintervalo distinto de [a, b]?

. Demostrar que en L*[0,1] el subespacio H generado por las funciones carac-
teristicas en subintervalos de [0,1] no es denso (con la norma || - ||o). Indi-
cacion: Considerar una unién infinita de intervalos disjuntos en [0, 1], por ejemplo
cC=u (2n, 5 1) i Cuanto vale ||xc — f||e si f € H? Puedes considerar f de la
forma f=3"" | ti Xja,p,] ¥ @ < b; (para intervalos abiertos o semiabiertos se hace
un argumento similar). Distingue los casos (a) a; > 0 para todo i, (b) existe i tal
que a; = 0 (por ejemplo i = 1).

. Demostrar que en L0, 1] el subespacio formado por todas las funciones continuas
en [0,1] no es denso (con la norma || - ||). Indicacién: Si a < ¢ < b, acota
inferiormente ||x[a,q — f|loo Para una funciéon continua cualquiera f definida en
[0, 1]: demuestra que, por continuidad, para x en un cierto intervalo (¢ — §, ¢+ 9),
o = D@ = 1F@)] = f@ =L siz e (eetd) v (o — N =
W= F@)| > 1|/ -1 siz€(c—d0)

.Sea f : R — R una funcién integrable Lebesgue en cada compacto de R y
sea g de clase C™ tal que g se anula fuera de un compacto. Demostrar que la
funciéon convolucion f x g es de clase C" y se verifica que la derivada k-esima
(fxg)® = fxg® Ek=1,.. n Indicacion: Comprobar primero que f * g estd bien
definida. Para estudiar su diferenciabﬂidad puesto que la funcién convolucion
estd definida a través de la integral fxg(t) = [ f(x x) dx, comprobar que se
cumplen las hipdtesis para derivar bajo el signo mtegral Para ello, fijar N € Ny
definir F': R x [-n,n] — R, F(z,t) = f(x)g(t — z). Acotar | ’ por una funcién
integrable g(x).

. Aproximacion uniforme por funciones C*° mediante convoluciones:

Sea g : R — R una funcién fija no negativa con soporte en [—1, 1], de clase C*
y cuya integral en R sea 1.

1. Consideremos para cada p > 0 las funciones g,(z) = p~! 9(%). Comprobar
que el soporte de g, estd incluido en [—p, p|] y que la integral en R de cada
una de estas funciones es 1. Hacer un dibujo aproximado de como varian estas
funciones cuando p tiende a cero.

2. Demostrar que si f : R — R es unifomemente continua, entonces f * g, con-
verge uniformemente a f cuando p tiendo a cero. Observar que, por el ejercicio
4, esto implica que toda funcién uniformemente continua se puede aproximar
uniformemente en R por funciones de clase C"*°. Indicacién: Comprobar que

@)= (f*g,)(x) = [5(f( (v)) go(x —y) dy y utilizar que el soporte de
la funcién g, esta 1nclu1do en [ 0, p)-

3. Demostrar que si f : R — R es continua, entonces f * g, converge a f cuando
p tiende a cero unifomemente en cada acotado. Observar que, por el ejercicio



4, esto implica que toda funcién continua se puede aproximar uniformemente
en los acotados por funciones de clase C°.

6. 1. Demuestra que, si 1 < p < o0, el subespacio de LP(R) := L?(R, M, A\, R)
formado por las combinaciones lineales finitas de funciones caracteristicas
sobre intervalos acotados es denso en LP(R).

2. Demuestra que si 1 < p < oo, el subespacio de LP(R) formado por las fun-
ciones continuas con soporte acotado es denso en LP(R).

Indicacién: Aproximar cada funcién f € LP(R) por f x4, para cierto intervalo
acotado [a,b]. Aplicar los resultados vistos en teoria relativos a la densidad del
subespacio formado por las combinaciones lineales de funciones caracteristicas
sobre intervalos en LP[a,b]. De forma andloga, utilizar que el subespacio formado
por las funciones continuas en [a, b] es denso en Ly[a, b].

7. Aproximacién en L' por funciones C* mediante convoluciones:

Considerar f € L'(R) := L*(R, M), \,R) y g, las funciones definidas en el ejercicio
5. Demostrar que lim, .o ||f — f * g,||1 = 0. Indicaciéon: Aproximar f por una
funcién continua g con soporte acotado (problema 6). Probar que ||f — f * g,||; <
f—glli +1lg — 9% gplli +||(g = f) * gpl|1. Aplicar un argumento similar al del
problema 5 para obtener la desigualdad ||g — g * g,||1 < 2(M + 1)||g — g * gp||cos
donde el soporte de g estd incluido en [—M, M].

8. Sea una funcién f € LP(R) := LP(R, M), \,R). Para cada = € R, definimos la
funcién trasladada f,(t) = f(t — x), t € R. Demuestra que

tm |1 — £/}, = 0 (1)
(para 1 < p < oo) mediante los siguientes pasos:
1. Comprueba que f, € LP(R) para cada = € R.

2. Demuestra que la igualdad (1) se verifica si f es una funcién caracteristica
sobre un intervalo acotado de R.

3. Demuestra que la igualdad (1) se verifica si f es combinacién lineal de fun-
clones caracteristicas sobre intervalos acotados de R.

4. Usa el ejercicio 6 y el apartado anterior para demostrar la igualdad (1) para
cualquier funcién de LP(R). Indicacién: Observa que, por el ejercicio 6, el
espacio formado por las funciones del apartado (3) es denso en LP(R).

9. Demostrar que si f y g estdn en L'(R) y si g estd acotada, entonces f * g es
continua. Indicacién: usar el ejercicio 8.

10. 1. Demostrar que si A es medible Lebesgue en R y 0 < A(A) < oo, la funcién
f:R—R, f(z) = A(AN(x + A)) es continua y es no nula en un entorno
de 0. Indicacién: prueba que f = x_4 * xa y utiliza el anterior ejercicio.

2. Utilizar el apartado anterior para demostrar que si M es un conjunto medible
Lebesgue en R tal que A(M) > 0, entonces M — M = {x —y : z,y € M}
incluye un intervalo abierto (—d,d), para algin ¢ > 0.



10.

11.
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. Consideramos (X, .A) un espacio medible, p una medida con signo en (X, 4) y A€ A.

(a) Probar que |p|(A) = 0 si y sélo si para todo B € A, B C A, se verifica que u(B) = 0.
(b) Comprobar que en general p(A) = 0 no implica |u|(A) = 0.

. Consideramos (X, .4) un espacio medible, g una medida con signo en (X, .A) y p1, g2 medidas en

(X, A) tales que = py — pio. Probar que pu* < iy y = < pio.

. (Para que sucesiones de nimeros reales {r,}, la expresiéon v(E) = > °° 1, 0,(F), E € P(N) es

n=1
una medida con signo en (N, P(N))? Hallar en este caso una descomposicién de Hahn para v.

. Consideremos un espacio medible (X,.4) y v una medida con signo en (X, .A).

(a) ;Es cierta la igualdad v(U,E,) = lim,v(E,) para toda sucesién creciente de conjuntos
{E,} C A?

(b) (Es cierta la igualdad v(N,E,) = lim, v(E,) para toda sucesién decreciente de conjuntos
{E,} C Atal que |v(E,,)| < oo para algin ng € N?

. Consideramos (X, .A) un espacio medible, r una medida con signo en (X,.A). Demuestra que

W|(E) =sup { X |v(E:)| : {E}}-, C Ay disjuntos, U E; = E}.
=1

. Consideremos {r,} una numeracién de los racionales y para cada n € N una funcién f,, : R —

[0,00) continua, tal que fR fndX =1y f, se anula fuera del intervalo de longitud 2%

rn. En el espacio medible (R, M), definimos u(A) = [, >, fn dX, para cada A € A.

(a) Demuestra que ) f,(z) < oo en A-casi todo punto z € X.

(b) Demuestra que p es o-finita, que << Ay que para cada abierto (no vacio) U C R, se verifica
que p(U) = 0.

centrado en

(a) Probar que si (X, .A, p) es un espacio de medida y v es una medida finita en (X, A), entonces
v << psiy sélo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si A € Ay p(A) < § entonces
v(A) <e.

(b) Hallar un ejemplo donde lo anterior no ocurre si v no es finita. Indicacién: Considera por
ejemplo la medida v en (R, M,) definida por v(A) = [, |z d\(x).

(a) Probar que en el espacio vectorial M (X, .A,R) de las medidas con signo finitas definidas en el

espacio medible (X, .A), la expresion ||u|| = |u|(X) define una norma.
(b) Si p € M(X, A R), probar que M7 = {v € M(X, A R) :vlu}y My ={v e M(X, AR):
v << p} son subespacios vectoriales cerrados del espacio normado (M (X, A, R), || - |]).

. Consideremos p y v medidas o-finitas definidas en un espacio medible (X,.4). Demostrar que son

equivalentes:

(a) v<<pyp<<uv,

(b) vy p tienen exactamente los mismos conjuntos de medida 0,

(c) exite una funcién A-medible g : X — (0,00) tal que v(A) = [, gdu para todo A € A

Descomposicion de una medida finita definida en (R, M,) en tres medidas, una medida discreta (y

por tanto singular con respecto a la medida de Lebesgue), una medida continua y también singular

con respecto a la medida de Lebesgue y una absolutamente continua con respecto a la medida de

Lebesgue:

(a) Considerar C' = {z € R: v({z}) # 0} y probar que es numerable. Definir 14 (A) = v(ANC),
para A € M,.

(b) Por otra parte, considerar la descomposicién de Lebesgue de la medida p(A) = v(ANC°).

Da un ejemplo de medidas sobre el mismo espacio medible tales que no se verifica ninguna de la
relaciones p << v, v << pu, plv.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

V11— r <1 x? z >0
y g(z) =
0 rz>1 0 <0

(R,M,), v(A) = [, fdXy u(A) = [,gd\, para cada A € M,. Hallar la descomposicién de
Lebesgue de v con respecto a pu.

Consideremos f(z) = . Definimos las medidas en

Describir la descomposicién de Hahn y la de Lebesgue de la medida = A — dy definida en (R, .A)
respecto de A (la medida de Lebesgue), siendo d(E) = card (E N {0}).

Consideremos i y v medidas positivas en un espacio medible (X, A) tales que para cada e > 0, existe
un conjunto A € A que verifica u(A) < € y v(A°) < e. Demuestra que son medidas mutuamente
singulares. Indicacién: Elegir conjuntos A,, tales que N, Uy>, Ay satisface u(A) =0y v(A°) = 0.

A dos conjuntos A y B medibles Lebesgue de R les asociamos las medidas ps(E) = A(ENA) y
pp(E) = AM(E N B) definidas en (R, M,).
1. ;Bajo qué condiciones es 4 << pup? En este caso, determinar la correspondiente derivada de
Radon-Nikodym.
2. (Cuando es palug?
3. Describir la descomposicion de Lebesgue de pa respecto de pp.

Considera la medida de contar v en (R, M,). Probar que no podemos hacer una descomposicién
de Lebesgue de v respecto de la medida de Lebesgue.

Si 'y v son dos medidas sobre el espacio medible (N, P(N)) para las que todo conjunto unitario tiene
medida finita y v << p, hallar la derivada de Radon-Nikodym de v respecto de p, es decir hallar
una funcién f: N — [0, 00) tal que para todo A C N se verifica que v(A) = 3" ., f(n) u({n}).



15.

18.

Consideramos dos medidas con signo o-finitas definidas en un espacio medible (X, .A) tales que
v << p. Sig: X — R A-medible verifica que v(A) = [, gdu, para todo A € A, decimos que g

es la derivada de Radon-Nikodym de v con respecto a i y la denotamos por &

dp
Consideremos tres medidas con signo o-finitas v, u, v en (X, A) tales que v << p << 7.
dv
(a) Probar que W‘ =1 en |v|-casi todo punto = € X.
v

(b) Probar que una funcién A-medible f: X — R es v-integrable si y sélo si fg es v-integrable

yenestecaso/fdl/:/fgd,u
X

X
d dv d
(¢) Probar que d—y = d—y : d_,u en A-casi todo punto x € X.
v dp dy
, dv\ " du )
(d) Sip<<vyv << u, probar que m = - en p-casi todo punto.
1 v

Considera un espacio medible (X,.4), una medida o-finita x4 y una medida o-finita con signo en
(X, A). Considerar la descomposicién de Lebesgue de v = vg + 1, con respecto a u. Demostrar que
] = [lvs] | + [lvall



. Demostrar que la funcién f(z) = xsin
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. Demostrar que el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién mondtona

es numerable. Deducir, por tanto, que esto también es cierto para funciones de
variacién acotada.

1

z)

z € (0,1] y f(0) = 0 no es de variacién
acotada en [0, 1].

. Prueba que si f : [a,b] — R es una funcién mondtona entonces V¢[a,b] = |f(a) —
f@)].
. Calcula la variacién total de la funcién f : [0,27] — R, definida por f(z) = sinz.

5. Prueba que si f es Lipschitziana entonces Vi[a,b] < K(b — a), dénde K es la

10.

11.

12.

constante de Lipschitz. Deduce que la funcién f(z) = 2?sin 2, z € (0,1] y f(0) =0
es de variacién acotada en [0, 1].

. Calcula la variacién total de las siguientes funciones en el intervalo [0, 1]: f(x) =

X[0,4]5 f(z) = X134 flz) = X(0,4]-

. Demuestra que si una funcién F’ definida en R es de variacién acotada en R, entonces

lim, , o F(x) y el lim, o, F(x) existen.

. Prueba que Vi 4[a,b] < Vila,b] + Vjla,b] y que Vysla, bl = |A|V}]a, b]. Como conse-

cuencia, el conjunto de las funciones de variacién acotada sobre un intervalo [a, b]
es un espacio vectorial.

. Prueba que si f y g son de variacién acotada en [a, ], entonces también lo es el

producto fg.

Demuestra, usando la definicién, que la funcién singular de Cantor (que es continua)
no es absolutamente continua.

Demuestra que una funcion Lipschitziana es absolutamente continua. Deduce que
una funcién de clase C'' en un intervalo [a,b] es absolutamente continua en dicho
intervalo.

Demostrar que si f es una funciéon absolutamente continua y monodtona en un
intervalo [a,b] y si F tiene medida de Lebesgue cero, entonces f(F) tiene medida
de Lebesgue cero.

13 1. Si F : [a,b] — R es no decreciente sabemos que existe existe F’(z) > 0 para

A-c.t.p. de [a, b]. Comprobar, usando el lema the Fatou que

/bF’(x)das < F(b) — F(a).

2. Comprobar, usando lo anterior, que si G es de variacién acotada en [a,b] en-
tonces G’ (que existe en A-c.t.p de [a,b]) es integrable Lebesgue en [a, b].

3. Demostrar que toda funcién de variacion acotada G en el intervalo [a, b] admite
una descomposicién G = G + G, siendo (7 absolutamente continua y G5 = 0
en A-c.t.p de [a, b] (funcién singular).



14. Sea {f,} una sucesién de funciones sobre [a,b] tal que cada f, es no decreciente
y >0 fa(z) = f(x), serie convergente en R para cada = € [a,b]. Demostrar que

(@) =37 fl(z) en A\-c.t.p. z € [a,b].

15. Demostrar que si f es una funcién definida en un intervalo [a,b] y absolutamente
continua entonces

Via.tl= [ 17l



