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Introduccion

Las siguientes notas pretenden cubrir la mayoria de los contenidos tipicos de un curso avanzado
de ecuaciones diferenciales para matematicos. En particular, estos apuntes sirvieron para impartir el
curso de Ecuaciones Diferenciales de 3° del Grado de Matematicas de la Universidad Complutense de
Madrid en los cursos 2023-2024, 2024-2025, 2025-2026.

Concretamente, se analizard con detalle la teoria fundamental de las ecuaciones diferenciales con un
estudio detallado de la Teoria de Cauchy-Lipschitz sobre existencia y unicidad de soluciones y de la
teoria de Cauchy-Peano sobre existencia de soluciones. Un segundo objetivo de estas notas es introducir
las diferentes nociones de estabilidad de soluciones y se estudiaran varias técnicas para determinar la
estabilidad de las mismas en sistemas auténomos no lineales: principios de linealizacién, teoremas de
Lyapunov, etc. Por ultimo, se pretende analizar, en la medida de lo posible, la dindmica local y global
de soluciones de sistemas auténomos no lineales.

En estos apuntes se presupone un conocimiento béasico de ecuaciones diferenciales ordinarias. En
particular, se asume que el lector estd familiarizado con las diferentes técnicas de resolucién explicita
de ecuaciones diferenciales de primer orden, ya sean de variables separadas o lineales. No obstante,
se incluye un primer capitulo introductorio que repasa brevemente estas cuestiones bésicas y sirve de
punto de partida para enunciar los primeros teoremas de existencia y unicidad. El lector también puede
encontrar en el Anexo A unas notas detalladas sobre el estudio de sistemas lineales.

No puedo dejar de mencionar que, en la redaccion de las presentes notas, especialmente en el desa-
rrollo de la teoria fundamental, ha tenido una fuerte influencia el curso de ecuaciones diferenciales que
recibi yo mismo del profesor Julidn Lépez Gomez en el curso 2013-2014.
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Capitulo 1

Introduccion a las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias

Definicion 1.1. Una ecuacién diferencial es una ecuacién matematica que relaciona cierta funcién con
sus derivadas. El objetivo serd determinar explicitamente dicha funcién, o al menos conocer lo maximo
posible sobre ella.

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) son aquellas en las que la funcién incognita
solo depende de una variable. En general, denotaremos a esta funcion por x(¢) o bien y(t), pues en
multitud de problemas del mundo fisico la variable independiente es el tiempo. Algunos ejemplos son

2'(t) = sen(t), 2 (t) = z(t), 2" () + 2" () + 2/ (t) +x(t) +t =0,

donde se entiende x : I C R — R con I algtn intervalo, o bien

(1) = Iz (O] +1
donde z = (x1,...,2y) : I C R — R™. Si nos encontramos en este altimo caso se suele llamar sistema

de ecuaciones diferenciales.

Notacion: Existen diferentes opciones para denotar a las derivadas sucesivas de una funcion z(t):

» Notacion de Leibniz: la mas usada (aunque no la unica) en los cursos de EDO, ‘fi—f, Cclng? .

= Notacion de Lagrange: muy usada en Matematicas, o/, 2", ..., 2™, ...

s Notacién de Newton: de uso amplio en Fisica, &, Z,. ..

Nosotros emplearemos en este curso las notaciones de Leibniz y de Lagrange indiferentemente. Ademés,
para simplificar, en muchas ocasiones omitiremos la dependencia de t de las funciones z(t) y de sus
derivadas.

Otra manera de escribir una ecuacién diferencial seria tz2dx 4 sen(t)dt = 0, que simplemente es un
formalismo para indicar que estamos ante la ecuacion diferencial tz22’ + sen(t) = 0.
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Por otro lado, en las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) las funciones incognitas dependen
de varias variables. Por ejemplo

ou ou
1. 22 — g _
Dy (P12 02) = — 5 (a1, 72)
2
2. Ecuacion del calor (unidimensional): %(t,x) = axg(tlfa:)
2 2
3. Ecuacion de Laplace: Au(x,z2) = a—?(xl,xg) + 871;(1'17$2) =0.
Oxy Oxs

Este tipo de ecuaciones diferenciales son mucho mas dificiles de estudiar y se suelen introducir en
cursos mas avanzados, utilizando herramientas matematicas més potentes. Por lo tanto, en este curso
nos limitaremos a estudiar las ecuaciones diferenciales ordinarias.

En este tema introductorio nos centraremos en repasar las ecuaciones diferenciales ordinarias de la
forma

2(t) = f(ta(t) (@' = f(tz)) (1.1)

donde f : U € R? — R con U un conjunto abierto. Una solucidn de (1.1) es cualquier funcién
x: I C R — R definida en algin intervalo I que es derivable y que satisface (1.1) para todot € I. A la
grafica de una solucion se le llama en ocasiones curva integral. La EDO (1.1) es de primer orden (solo
aparece una derivada de la variable independiente). En el caso de que no aparezca la dependencia de
la variable independiente t tendriamos una EDO autdnoma. Esto es

En este tipo de EDOs tendré sentido y serd muy importante estudiar los puntos de equilibrio, es decir,
las soluciones de la ecuacion f(z) = 0, que seran soluciones constantes.

1.1. Ecuaciones diferenciales lineales
Sea I C R un intervalo y sean a,b: I — R funciones continuas. Una EDQO lineal tiene la forma
2'(t) = a(t)z(t) + b(t) (2" = a(tz + b(t)) (1.2)

y una solucién de la misma sera cualquier funcion z € C*(I) que satisfaga (1.2) para todo ¢t € I. La
ecuacion homogénea asociada a (1.2) es

(1) = a(t)z(t) (1.3)

Estructura del conjunto de soluciones de (1.2): El conjunto de soluciones de una EDO lineal

homogénea dada por (1.3) es un subespacio vectorial de dimensién uno dentro de C1(I). En particular,
dados A1, A2 € R y dadas dos soluciones x1,x9 € C’l(I), entonces A1z + A2x9 es también solucion.
Para ser méas precisos,

t
{Conjunto de soluciones de (1.3)} = {Ceffo als) ds) :C e R} c CcHI).

Enunciamos ahora el siguiente teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales lineales.



1.1. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES b}

Teorema 1.2. Sea I C R un intervalo y sean a,b € C(I) funciones continuas. Entonces, para cada
' = a(t)x + b(t)

tiene una tinica solucion x € CY(I) dada por la férmula
x(to) = o

toEI,l’oGRelPVf{

. t
x(t) = x(t;to, o) = moefto a(s)ds / b(s)efst a(z)dz gq. (1.4)

to

Demostracion. Aplicando el Teorema fundamental del calculo comprobamos que

dx . d t ftt a(s)ds d ! ft a(z)dz
E(t) =0, </to a(s) ds> e’to + 7 (/to b(s)els ds.>

t t
= a:oa(t)eftto als)ds | % (eftto alz) dz / b(S)efso a(z) dz ds.>
to

t t t t ¢
— 20a(t)elo “OF 4 q(t)elo @ [ pg)el 0 ez gg 4 i ) A4y o f atz) dz
to

— Sy als)ds ! [t a(z)dz
= zpa(t)e’to +a(t) | b(s)els ds + b(t)

to

= a(t)x(t) + b(t).

Ademas, es claro que z(tp) = zo, luego = es solucion.

Veamos la unicidad de esta solucion en todo /. Independientemente de coémo sea el intervalo I (esto
es, abierto, cerrado, semiabierto, acotado o no acotado) siempre existen intervalos compactos I, tales
que tg € I e I, C Inyq para cada n € N, y tales que | J,, oy In = 1. Probaremos que hay unicidad de
soluciones en cada I, y, por lo tanto, se seguirad la unicidad en todo I. Fijemos por tanto n € N. Por
reduccion al absurdo, supongamos que existen dos soluciones x(t) e y(t) definidas en I,,. Veremos que
y(t) = z(t) en I,. Comenzamos definiendo la funcion

t
o(t)= [ ly(s) —z(s)|ds, tel,, t>1.
to
Observamos que por el Teorema fundamental del calculo ¢'(t) = |y(t) — z(t)| es una funcion continua
en I, pues x e y al ser soluciones lo son. Ademas, p(t9) =0y ¢ > 0 es claro, y también tenemos que
para todo t € I, N [tg, 00),

¢0 =10 - o] < | () + [ W) ds) = (st + [ ") d)’

to to

<

/ a($)(y(s) — (s)) ds

to

< (sup o)) 19(s) — ()| ds

= Mo(t).

Consideramos ahora una nueva funcion

Y(t) = e Mop(t).
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Comprobamos facilmente que 1 (tg) = 0, que ¥ > 0 y que para todo t € I, t > t
W(t) = (=M)e™Mo(t) + e MG (1) < (=M)e™ M p(t) + e M Mp(t) = 0.

Necesariamente tenemos que ¢ = 0 en I, N [tp, 00), por lo que ¢ = 0 en I, N [tp,00) y asi z = y en
I, N [tp, 00). Para ver la igualdad en (—oo, tg] N I,, se procede analogamente usando las funciones

{g@) = [ la(s) - y(s)|ds
B(t) = eMi3(t)

y probando que @Z(to) =0y que i’(t) > 0 para todo t € I, N (—00,tp]. Se dejan los detalles al lector.
O

Corolario 1.3 (Teorema de estructura para ecuaciones lineales). El conjunto de soluciones de una
ecuacion diferencial lineal dada por (1.2) genera una subvariedad afin de dimension 1 en el espa-
cio CY(I), paralela al subespacio vectorial generado por las soluciones de la correspondiente ecuacion
homogénea (1.3).

Demostracion. El "vector-funcién” generador del subespacio de soluciones de la ecuacién homogénea
t
_ efto a(s)ds

es xp(t) . Ahora es facil ver que
{Conjunto de soluciones} = {Cay(t) + z,(t) : C € R} c CH(I),
donde z,, es cualquier solucién particular de la EDO. 0

Ejemplo 1.4. Sea la EDO lineal 2/(t) = 2z(t) + 5. La solucién (general) de la EDO homogénea
asociada 2’ = 2z es la familia de funciones

v(t) =Ce*, CeR.

Se ve facilmente que una solucién particular es x,(t) = —5/2, por lo que el conjunto de soluciones de
la EDO seré
{Ce* —5/2: C € R} c C(R).

1.2. EDOs no lineales

Una EDO 2z’ = f(t,z) se dice no lineal si no es lineal. Un ejemplo de este tipo de EDO seria la
ecuaciéon de Bernoulli
o' = a(t)z +b(t)z", p#0,1

donde a,b € C(I) siendo I C R un intervalo.

Resolucién de la ecuaciéon de Bernouilli: Haremos el cambio de variable y = 2! P, llegando a
una EDO lineal en la funcién-incognita y(t). Por tanto, asumiendo que x # 0, escribimos

o =at)r +bt)x? = P2 =a(t)z'P+b(t) = Ly/ =a(t)y + b(t)

1-p
= ' =1 —pla(t)y+ (1 —p)b(t).
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Un ejemplo de ecuacion de tipo Bernnoulli es la ecuacidn logistica (o de Verhulst)

A
x’:Ai—ux2:ux<—a:>, A > 0. (1.5)
i

Esta ecuacién modela la dindmica de una poblacién x que dispone de un limite de recursos. Es una
mejora del modelo malthusiano 2’ = Az, donde no hay control sobre el crecimiento de la poblacion. La
EDO (1.5) es auténoma y sus puntos de equilibrio son las soluciones de Az — puz? = 0, es decir, z = 0 o
x = A/ p. Ademis, la EDO (1.5) puede ser resuelta explicitamente (para ello, podemos tratar la EDO
como una Bernouilli o como una EDO en variables separadas). La solucion general viene dada por

__ANn
"0 =1 G

Si queremos imponer una condicion inicial z(0) tendriamos la soluciéon (que sera tinica)

1

z(t) = .
en (L) H
i) A A

Cuando hayamos visto las nociones de estabilidad de soluciones en el Capitulo 4 podremos decir que la
solucion constante A/ es asintoticamente estable (pues si partimos de una condicién inicial cercana a
A/ las soluciones tienden a A/ cuando ¢ tiende a +00) pero no globalmente asintéticamente estable
(pues no todas las soluciones convergen necesariamente al valor A/u), o que el 0 es inestable (pues
existe un entorno del 0 tal que si partimos de condiciones iniciales tan cercanas al 0 como queramos,
pero que no sean 0, estas soluciones se ven repelidas y se escapan siempre del entorno incial). También
podemos ver que tenemos soluciones que no estan definidas en toda la recta real R, sino que aparecen
los llamados tiempos de explosion. Un anélisis de la ecuacion (1.5) nos dice que el denominador se

anula en tiempo
T(wo) = Slog (1 2
x9) = < lo -—— .
0 b\ g o

Luego, si zg € (0, A\/p) no hay tiempos de explosion. Si zgp > A/u se tiene una asintota vertical cuando
t — T(z0)T. Y si xg < 0 se tiene una asintota vertical cuando ¢t — T'(x¢)~. Por tltimo, representamos
a continuacién la recta de fases de la ecuacién logistica, simplemente viendo el signo de la funcién

f(x) = \x — pz?.

x:Oé x=A/lL

1.3. EDOs en variables separadas

Una ecuacion diferencial en variables separadas es aquella de la forma

2(t) = flz(t)g(t) (2" = f(x)g(t))

donde f: U CR —-Ryg:ICR— R son funciones continuas en ciertos intervalos.
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Teorema 1.5. Sean U = (y1,42), I = (t1,t2) C R dos intervalos abiertos y f € C(U), g € C(I) dos
funciones continuas. Sea también tg € I, xg € U.

' = f(x)g(t)

1. Si f(zo) # 0, entonces existe algin intervalo J C I con ty € J tal que el PVI { (to)
T\lo) = o

tiene una tnica solucion x € C1(J). Ademds, la ecuacion

x 1 t
/mo Wdu— ; flu)du

proporciona la solucion de forma implicita.

2. Si f(xo) = 0 entonces tenemos la solucion constante x(t) = xo para todo t € I (no necesariamente
inica).

Para la demostracién necesitamos recordar antes lo que dice el Teorema de la Funcién Implicita,
cuya demostraciéon no incluimos.

Teorema 1.6 (Teorema de la Funcién Implicita). Sea U C R? un conjunto abierto, (to,z0) € U y
H : U — R una funcién de clase C'. Supongamos que H(to,x0) = 0 y que 8811(75071’0) # 0. Entonces
eziste un n > 0 y una tnica funcion x : J = (to —n,to + 1) — R de clase C! tal que

1. z(tp) = zp.

2. Se tiene que (t,x(t)) € U para todo t € J. Y ademds H(t,x(t)) = 0 para todo t € J.

Demostracion. La demostracion de (b) es obvia, por lo que pasamos a probar (a).
Como f(zg) # 0 por continuidad existird un € > 0 tal que si € (29 — €,29 +€) C U entonces
f(x) # 0. Podemos definir por tanto la siguiente funcién de dos variables

H(t,z) =

xl t
ds—/gsds, V(t,z) € I X (xg—e,x20+ €).
e ] 9 (t,2) € T x (w0 — 2,70 + 2)

Es facil comprobar que tenemos lo siguiente:
1. H(tg,zo) = 0.
2. He CYI x (vg—¢,20 +¢)).

0H

3. %(to,xo) =

1
ﬁ = 0. Aqui se ha usado el Teorema fundamental del calculo.

T
Todas estas propiedades sobre la funcién H nos permiten aplicar el Teorema de la Funcién Implicita
1.6 y existira por tanto > 0 y una tnica funciéon x : J = (tg —n,to +n) C I — R de clase C! tal que

1. z(to) = xo.

2. Tenemos que (¢, (x(t)) € I x (g —€,20+ €) para todo ¢t € J. Ademaés, H(t,z(t)) = 0 para todo

t € J. Esto significa que
/x(t) L /t (s)ds =0, teJ
s — g(s)ds =0, te
xQ f(S) to
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v por tanto derivando respecto de ¢, por el Teorema fundamental del célculo,

Con los dos puntos anteriores acabamos de verificar que x(t) es solucion del PVI en J.

Para probar la unicidad supongamos que existiese otra solucion u(t) de clase C! definida en el mismo
intervalo J. Por un lado, tenemos u(tg) = x, luego por continuidad de f y de u deberia existir un
d > 0 tal que f(u(t)) # 0 para todo t € (tg — d,to + ) C J. Definimos

S=sup{6>0:0<mn, f(ult)) £0Vte (to—0,to+0)}.

Usando que u es solucién y por tanto u/(t) = f(u(t))g(t) tenemos que para cada t € (ty — 0,1t + 0),

Ul(t) B d u(t) 1 B u(t) L B t
=g(t) = dt/:co f(s)ds—g(t) = /xo f(s)ds—/tog(s)ds.

Esto significa que H (¢, u(t)) = 0 para todo ¢ € (to — 0,1ty + ¢). Ahora recordamos que el Teorema de
la Funciéon Implicita establece que solo existe una unica funciéon z tal que z(tg) = zo y H(t,z(t)) =0
en J = (to —n,to + n) luego, como 5 < 7, no queda mas remedio que u(t) = z(t) en el intervalo
(to — 0,tp + 0). N

Concluiremos ahora por reduccion al absurdo que necesariamente n = § , y que por tanto z = u
en J = (to — n,t0o +n). En efecto, si 0 < 6 < n, tenemos u(t) = z(t) € (zg — &, 20 + €) para todo
t e (to —5,to—|—5) y asi

Flulto+8) = lim_ f(u(t) = f(a(to +8)) £ 0.

t—>(t0+5)7

Esto significa, por continuidad de f y de u, que podriamos encontrar otro § € (ty + g,r]) donde
f(u(d)) # 0. Y esto es una contradiccion con la definicién de 5. Es decir que § < 1 no puede ser, y se
tiene n = 5.

O

Vemos ahora un ejemplo de que no siempre una EDO en variables separadas tiene soluciones tnicas.

2 = 2/3
Ejemplo 1.7. El problema de valor inicial

z(0) =0
para t € R. De hecho, al tratarse de una EDO auténoma, podemos encontrar infinitas soluciones
zc : R — R con C € R definidas por

. tiene dos soluciones, x(t) = 0y y(t) = (¢/3)3

0, t<C

zo(t) = (t—30>3 t>C

Acabamos esta secciéon con otro ejemplo que muestra que aunque en una EDO en variables separadas
haya existencia y unicidad de soluciones, esa solucién no tiene por qué estar definida en todo R.
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x = 12

Ejemplo 1.8. . Por el Teorema de existencia y unicidad para EDOs en variables
:E(O) =x0>0

separadas hay existencia y unicidad en algtin intervalo J C R que contiene a t = 0. Si resolvemos

explicitamente tendriamos que escribir
T t
=2 = 2 %dz=d = / z_de:/lds
) 0
1

1 _

o

=z ltal=t = 2(t)=

Asi vemos que el dominio de definicién es J = (—o0,1/xp).



Capitulo 2

Teoria de Cauchy-Lipschitz

El objetivo del presente capitulo es establecer resultados que nos digan cuando el problema de valor
inicial

{x’(t) = f(t,z(t)) f:IxQ—R (2.1)

x(to) = xo ’

siendo J C R un intervalo y €2 C R™ abierto, posee solucién y, cuando exista, establecer si esta
solucién es tnica o no lo es. Las secciones 2.1 y 2.2 desarrollan toda la teoria sobre existencia y
unicidad de soluciones para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, que se suele llamar
Teoria de Cauchy-Lipschitz. La seccién 2.3 estd dedicada a explicar como toda esta teoria se traslada
a las ecuaciones diferenciales de orden superior, pues todo sistema de orden superior tiene su sistema
equivalente de orden uno. En la tltima seccién 2.4 se estudian ecuaciones diferenciales en las que
aparecen parametros y veremos en qué situaciones las soluciones dependen de manera continua o
diferenciable respecto de estos parametros. Dedicaremos el Capitulo 3 a la teoria de Cauchy-Peano,
que se limita a estudiar la existencia de soluciones de PVIs del tipo (3.1), sin entrar en el estudio de
la unicidad.

Adelanténdonos a lo que veremos a continuacion, podemos decir que la teoria de Cauchy-Lipschitz
establece que cuando la funcién f que define (3.1) sea suficientemente regular, en particular habra
que pedir que sea continua y Lipschitz respecto de la segunda variable z € (), se tendra existencia y
unicidad de soluciones, y si la f es solamente continua solo podremos asegurar la existencia.

2.1. Teoria de Cauchy-Lipschitz

El objetivo esencial de esta seccion es desarrollar la Teoria de Cauchy-Lipschitz, y en particular, dar
la demostracién del siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Teorema de Cauchy-Lipschitz global). Sea J C R un intervalo cerrado y sea f : J X
R™ — R wuna funcidn continua que ademds satisface

r = f(t,l‘)

tiene una dnica solucion definida en J.
x(to) = xo

Entonces para cada tg € I, xg € R™ el PVI {

11
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Ejemplo 2.2. En el siguiente PVI hay existencia pero no unicidad de soluciones

o = p1/3

z(0) =0
La funcién f(t,z) = z'/3 es continua en R2. Sin embargo, podemos comprobar que no existe ningin
abierto U con ¢ = 0 € U, ningln intervalo I con 0 € I, ni ninguna constante L > 0 tal que

1/3

1f(tz) = ft )l < Llle—yll, Vtel, z,yel.

Esto se debe a que

8—f(t, x) — L
oz 3z2/3
cuando x — 0. En esta situacién no podemos usar ningtn Teorema de Cauchy-Lipschitz para asegurar
unicidad. Lo que realmente ocurre es que de hecho no hay unicidad. Por un lado, x = 0 es solucién del
PVI, y por otro lado, tratando esa EDO como una de variables separadas, se llega a la solucion

2(t) = (2;)3/2.

Antes de demostrar el Teorema de Cauchy-Lipschitz global, tanto su version local como su version
global, necesitamos introducir unas nociones previas.

— 00

2.1.1. Funciones Lipschitz
Definicion 2.3. Sea ) C R™ abierto y sea F': 1 — R™.

» Decimos que F' es (globalmente) Lipschitz en Q si existe L > 0 tal que

[1F(x) = F(y)l| < Lllz —yll, Va,y e (2.2)
A L se le llama constante de Lipschitz' de F en .

» Decimos que F' es localmente Lipschitz en 2 si para cada xy € Q existe R > 0 tal que Br(z0) =
B(zg,R) ={x € R": ||z — x0]| < R} C Q y F es globalmente Lipschitz en Bg(xo).

Ejemplo 2.4. 1. F(z) =2z, F : R —» R. Podemos decir que F es Lipschitz en R porque |F(x) —
F(y)| = |22 — 2y| = 2|z — y| para todo =,y € R.

2. F:R — R dada por F(x) = 22

a) F no es (globalmente) Lipschitz en R: En caso contrario existiria L > 0 tal que |22 — 32| <
L|z — y| para todo x,y € R. Si esto ocurriese entonces

22—y =z —yllr+y| < Llxr —y| Va,yeR

por lo que
lt+y| <L Ve,yeRaz#y.

Esto es una clara contradiccion (tomar por ejemplo z = L,y = L + 1).

!Para este curso de EDIF no nos interesa en general determinar la menor constante de Lipschitz, y a cualquier valor
L > 0 para el que se da (2.2) lo llamaremos constante de Lipschitz.
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b) F eslocalmente Lipschitz en R: En efecto, dado zy € R tomamos cualquier R > 0 y tomamos
L = 2(|zo| + R). Tenemos que Br(zp) C R y ademas

|2? — y?| = & +yl o — y| < (|2 — 20| + |y — zo| + 2lzo|)|z — y| < 2(R + |zo])|x — y|
=2(1+ |zol)|z — y| = Lz —y|
para todo x,y € Br(Xo).
3. F:R — R dada por F(z) = \/|z| no es localmente Lipschitz en R.
Si lo fuese, para xg = 0 existirian L > 0, R > 0 tales que
|F(0) — F(x)| < L|0 — x|, Yz e B(0,R).

Esto implica que
1

]

Vlz| < Llz|, Vxe B(O,R) = <L, Vxe B(0,R)\{0}.

1

Lo cual es una contradiccion porque lim, |, —— = oo.

Vel

4. F: (0,00) — R dada por F(z) = 2P, 0 < p < 1. Probaremos que no existe ningiin € > 0 tal que
F sea (globalmente) Lipschitz en (0,¢). En caso contrario existirfa e >0y L > 0 tal que

|o? —yP| < Llz —y| Va,y € (0,¢).

Por ser F' una funcion diferenciable en (0,¢) podemos aplicar el Teorema del Valor Medio para
determinar que entre cualesquiera x,y € (0, ¢) existira £ = &(x,y) tal que

2P — yP| = pé(z,y)P |z —y| < Llz —y| Va,y € (0,

Luego, pé(z,y)P~! < L para todo z,y € (0, con = # y. Pero esto es una contradicciéon pues
tomando dos sucesiones x,,y, — 07 tales que x,, # y,, se tendria que

pé(xp,yn)?~ ! < L para todo n suficientemente grande.

Tomando limites n — oo, como 1 —p < 0y como &(xy,yn) — 0 se sigue que oo < L, jcontradic-
cién!.

5. F : R — R dada por F(x) = sen(z). Tenemos que F' es Lipschitz en R con constante L = 1
porque, aplicando el Teorema del Valor Medio, dados dos z,y € R existird un £ € R entre ellos
tal que

| sen(x) — sen(y)| = [cos(zi)[|x —y| < |z —yl.

6. F: R™ — R™ operador lineal afin, esto es,
F(x) =Az+ B, A= (aij) € Myuxn(R), B€R™.
Tenemos que F' es Lipschitz en R™ porque

1E(z) = F)ll = Az = )l < [[Allc@rgmllz —yll, o,y € R
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Definicién 2.5. Denotamos al conjunto de operadores lineales de R™ a R™ por L(R"™; R™), que coincide
justamente con el conjunto de las matrices M, »,, (R). Este conjunto tiene estructura de espacio vectorial
y podemos dotarlo de las siguientes normas (se deja como ejercicio al lector la comprobacion de que
son normas).

1. Norma de matrices: Dada A € M,;,»,,(R) definimos la norma de matrices / operadores lineales
como
I e—— T
e

Se tiene que para todo z € R™, z # 0,

X

]

]

Azl = HA

X
_ e HAM\ < Nzl All sz

2. Norma supremo: Dada A € M, x,(R) definimos la norma supremo de matrices como

Al = L la;j|, donde A = (ag).

3. Norma euclidea: Dada A € M,,,x,,(R) definimos la norma euclidea como
1/2
| Al = Z |a;;]? , donde A = (aj).

1<i<m,1<j<n

4. Norma | - ||;: Dada A € M;;,x,(R) definimos la norma

A= > lagl, donde A= (ay).

1<i<m,1<j<n

Las normas que més usaremos nosotros son la norma de matrices y la norma supremo, y se puede
probar que existe una constante C' = C(n,m) > 1 tal que

[Alloo < [ AllLRnmm) < C(12, m)[|Alloo-

De hecho todas las normas que uno pueda definir en el espacio vectorial de las matrices M, xp, (R) son
equivalentes entre si.

Proposicion 2.6. Sea Q C R" un abierto convezo® y sea F € C1(;R™), esto es, OF;/0x; € C(;R)
para todo 1 < i <m, 1 <j <n. Entonces F es globalmente Lipschitz en ) si y solo si

oF;
M= sup |—
i=1,...m | 0}
j:17'-'7n
€N

()

=sup [|Df(x)]|c < 0.
€0

2Bastaria pedir cuasiconvexidad, esto es, que para todo x,y €  existe un camino rectificable v C Q uniendo z
con y tal que £(y) < C|x — y|. Sin cuasiconvexidad la proposicion es falsa, considérese por ejemplo el disco partido
Q= {(z,y) €eR*: ||(z,y)[l < 1}\[0,1] x {0}.



2.1. TEORIA DE CAUCHY-LIPSCHITZ 15

Demostracion. <): Sean z,y € . Por convexidad, el segmento
[z,y] ={sy+ (1 —s)z: s €[0,1]}

estd totalmente contenido en €, luego podemos definir la funciéon ¢(s) = F(sy + (1 — s)z) con s €
[0,1]. Por hip6tesis sabemos que ¢ € C1([0,1];R™); luego por el Teorema Fundamental del Calculo y
aplicando la regla de la cadena podemos escribir para todo x,y € €Q,

1 1
Fly) - F(z) = p(1) - p(0) = /0 o/(s) ds = /0 DF(sy+ (1 - 8)z) - (y — ) ds.

Por tanto, para todo x,y € Q
1 1
|F(y) — F(o)]| < /0 IDF(sy+ (1—s)) - (y — )| ds < /0 IDF(sy + (1 — 8)2)| g ly — ]| ds

1
< C(n,m)lly - fvll/ [DF(sy + (1 = s)z)loo ds < C(n, m) sup IDF(2)lloo
0 zE
= C(n,m)M|ly — ||

Hacemos constar que la primera desigualdad no es trivial, y es consecuencia de la desigualdad de
Schwarz.

=): Sea x € Q. Entonces DF(z) € L(R™;R™) donde

DF (x)(h) = lim Fle +"}:]) —F@) e,
n—

Dado z € Qy dado h € R™ con ||h|| = 1, si cogemos 1 > 0 suficientemente pequeno para que x+nh € €2,
tenemos que

’ |F(o+nh) - F(z) -t

Ui

‘: | F'(x +nh) — F(z)| < LthH
n| |n]

Por lo que

i |DF () )| < L.

Luego, por equivalencia de normas en L(R™;R™), se sigue que

sup [ DF(@)||oo < sup | DF(@)||pnm) < L < o0
e e

O]

Corolario 2.7. Sea Q) C R" abierto y sea F € C1(;R™). Entonces F es localmente Lipschitz en €.

Demostracion. Sea xg € 2y R > 0 tal que Br(zp) C €, donde estamos usando que 2 es abierto.
Tomamos

OF;
8xj
que es una cantidad finita, pues para funciones continuas definidas en un compacto siempre tenemos
un maximo. Si llamamos €2 :JBR(.%’O) y aplicamos la Proposicion 2.6 a F' : Q — R™ tenemos que F'
sera globalmente Lipschitz en 2 = Bgr(xg). O

M = mzix{

(ac)‘ lgigm,lgjgn,xeBR(mo)}<oo,
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Ejemplo 2.8. 1. F(z) = arctan(x), F : R — R. Tenemos que F' € C*°(R). Como para todo = € R

L
14+ 22

O

se sigue por la Proposiciéon 2.6 que F' es Lipschitz en R con constante L = 1.

2. F(z,y) = (sen(x) + cos(z),sen(y) cos(x)), F : R? — R2. Tenemos que F € C*°(R?;R?) con

Dftag) = [ sl o]

—sen(y)sen(z) cos(y) cos(x)

Luego | Df ()]s < 2 para todo (z,y) € R?, y usando la Proposicién 2.6 la funcién F es Lipschitz
en R2.

3. F(z) = 2P, p > 1, F : (0,00) — R. Tenemos que F € C'((0,00)) y que |F'(z)| = pzP~!, luego
lim, o0 |F'(2)| = +00. Por la Proposicion 2.6 se deduce que F no es Lipschitz en (0,00). Sin
embargo el Corolario 2.7 nos dice que F si es localmente Lipschitz en (0, 00).

4. F(x,y) = 2 +y,2%), F : R? — R2 Tenemos que F € C®°(R? R?) con DF(z,y) = [2135 (1)}

Como ||DF(z,y)|ls no esta acotada en R?, la Proposicién 2.6 nos dice que F no es Lipschitz en
R2. Pero si sabemos por el Corolario 2.7 que F si es localmente Lipschitz en R2.

5 F(z)=2P,0<p<1, F:(0,00) = R. Como F € C'((0,00)) por el Corolario 2.7 sabemos que
F es localmente Lipschitz en (0,00). Ya vimos que F' no es globalmente Lipschitz en (0, 00), de
hecho la derivada no esté acotada.

A partir de ahora ya queremos pensar en ecuaciones diferenciales del tipo ' = f(¢,z(t)) donde
f:J xQ—R"siendo J C R intervalo y €2 C R™ abierto.

Definicion 2.9. Sea J C R un intervalo, sea 0 C R™ abierto y sea f € C(J x Q;R").

1. Se dice que f es globalmente Lipschitz en 2 uniformemente en J si existe L > 0 tal que

2. Se dice que f es localmente Lipschitz en (2 uniformemente en J si para todo zg € {2 existen
L>0,R>0tal que B(xg,R) CQy

Hf(th) - f(tv y)” < L”l’ - yH7 Vl',y € B(xO7R)7 vt e J.
Es importante tener presente que existen funciones f(t,z) globalmente Lipschitz en € R™ unifor-
memente en ¢t € R, que no son continuas como funciones f : R x R” — R™. Por ejemplo f(t,z) =1

sit >0, f(t,x) = 0sit < 0, satisface que ||f(t,xz) — f(t,y)|| = 0 |z — y| para todo z,y,t € R, pero
claramente no es una funcién continua.

Ejemplo 2.10. 1. f(t,y) = t*> +seny es globalmente Lipschitz en y € R uniformemente en ¢ € R.

Por el Teorema del Valor Medio sabemos que existe £ entre z e y tal que

[f(t,y) = f(t,2)] = [seny —senz| = [cos(§)[ - [y — x| < |z —y[, Va,y,teR.



2.1. TEORIA DE CAUCHY-LIPSCHITZ 17

2. f(t,y) =t + y? es localmente Lipschitz en y € R uniformemente en ¢ € R.
En efecto, para cada zgp € R tomamos R = 1, L = 2(1 + |zp|). En ese caso B(zo,R) C Ry
ademads para todo z,y € B(xg,R) y t € R,
[f(t2) = F(ty)l = [e+ylle—yl| < (Jo—zol+ 2zl + |y —zol) |z —y| < (2+2|20])[x—y| = Lz —y].

También se podria probar que f no puede ser globalmente Lipschitz en R uniformemente en
teR.

3. Sea f(t,z) = A(t)x + B(t) donde t € [a,b] = J, A(t) = (ai;(t))1<ij<n, B(t) = (bij(t))1<ij<n con
aij(t),bi;(t) € C1(J) para todo i, j.
Se tiene que f es Lipschitz en R™ uniformemente en J porque para todo x,y € R™, t € J,

1f @ z) = fF(Ey)l =A@ (z — )| < [AB) ] L@nrm)llz =yl < C()[[A®) ][z — yl]
<C i i (t —y|| = L||x —
<C(m)|_mix,_ Jay ()]l =yl = Lz ~y,
donde el méximo se alcanza y es finito por tener funciones continuas definidas en compactos.

Proposicion 2.11. Sea J € R intervalo arbitrario, Q@ C R™ abierto convezo y f € C(J x Q;R™) tal

que gj:; € C(J x Q;R™) para todo 1 < i,5 < n. Entonces f es globalmente Lipschitz (con constante

L>0) en z € Q uniformemente en t € J si y solo si

ot

M = sup{
Zj

:t€lx€Q1§Lj§n}= sup (1 Daf (t,9)oo < 0.
teJyed

Aqui estamos usando la notacion

(0f1/0x1)(t,y) -+ (0f1/0xn)(t,y)

Demostracion. <) Seat € J y sean y, z € ). Por convexidad de Q [y, z] = {sy+ (1 —s)z: s € [0,1]}.
Entonces

1 d 1
1f(t,y) = ft2)|l = || ; 25t sy + (1= 5)2)) ds| S/O D2 f(t, sy + (1= s)z) - (y — 2)[| ds
1
S/O n|| Dy f(t, sy + (1 = 5)2)l|oo [y — 2[l ds < nM|ly — z|.

=) Para cada t € J,y € Q, h € R" podemos escribir

Tomando y € Q, ||h|| = 1 y escogiendo n > 0 suficientemente pequefio para que y+nh € Q (recordemos
que  es abierto), tenemos que, usando la Lipschitzianidad de f

Hf(t7y+nh) —f(t,y)H < Llnhl]
7 — n

— L|jn] = L.
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Asi pues para todo t € J,y € Q,

y usando la equivalencia de normas de matrices
I1Dzf(t,y)]|loo S L <00 VyeQtel
O

Corolario 2.12. Sea J C R intervalo, Q@ C R" abierto y f € C(J x Q;R") tal que (0f;/0x;) €
C(J x & R) para todo 1 <i,7 <n.

1. Si J = [a,b] es cerrado y acotado entonces f es localmente Lipschitz en Q uniformemente en

J = [a,b].

2. Si J es arbitrario entonces f es localmente Lipschitz en Q uniformemente en subintervalos com-
pactos de J.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. O

Ejemplo 2.13. 1. Sea f : [tg,00) x R? — R? con tg € R definida por

f(t,z,y) = (a(t)sen(x) 4 b(t) sen(y), c(t) sen(x) + d(t) sen(y))

siendo a,b,c,d € C([ty,00)). Entonces es claro que %,%,%,%—f € C([to,00) x R%R) y

ademés estan acotadas en conjuntos del tipo [to,to + T] x R? para cualquier T > 0. Esto nos
permite aplicar la Proposiciéon 2.11 para concluir que f es globalmente Lipschitz en (z,y) € R?
uniformemente en intervalos [to, o + T'] para cada T > 0.

2. f:[to,0) x R? = R? con ty € R definida por

f(t,z,y) = (alt)z + b(t)y, c(t)a® + d(t)y?)

siendo a,b,c,d € C([ty,00)). Entonces es claro que %(t,x,y) = 2zc(t) no esta acotada en
J x R? para ningtin intervalo J C [tg,00) (a no ser que c(t) se anule totalmente en algtin
intervalo). Por este motivo la Proposicion 2.11 nos dice que f no puede ser Lipschitz en (z,y) € R?
uniformemente en ningin intervalo J C [tg,00). Por otro lado, lo que si sabe es que f si es
localmente Lipschitz en R? uniformemente en subintervalos compactos de [tg,00) (gracias al
Corolario 2.12).

2.1.2. Teorema del punto fijo

Seré esencial en la demostracion del Teorema de Cauchy Lipschitz global (Teorema 2.1) utilizar el
teorema de la aplicacion contractiva (o del punto fijo). Este resultado es muy importante en Analisis
y en cursos mas avanzados aparecerd a menudo.

Definicién 2.14. Dado un conjunto X, decimos que X es un espacio métrico, si existe una funciéon
distancia asociada llamada métrica d : X x X — [0,00) tal que para todos z,y,z € X
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1. d(z,y) =0z =y.
2. d(z,y) = d(y,z) (simetria).
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (propiedad triangular).

Definicién 2.15. Un espacio métrico se dice completo si toda sucesién de Cauchy en el espacio es
convergente.

Asi como R™ es un espacio métrico completo con la distancia euclidea, los subconjuntos abiertos
propios U C R" con la distancia inducida por R"™ no son completos, pues puede haber sucesiones de
Cauchy que converjan a algin punto de la frontera OU.

Proposicion 2.16. FEl espacio vectorial de las funciones continuas en un intervalo compacto J C R,
que denotamos por C(J;R™), es un espacio métrico completo, con la distancia dada por

doo(y, ) = sup [y(t) — z(t)]. (2.3)
tel
Demostracion. Se deja como ejercicio comprobar el hecho de que (2.3) define una métrica. Veamos
ahora que el espacio es completo. Tomemos una sucesion de Cauchy (x,,),>1 C C(J). Entonces para
cada € > 0 existe ng € N tal que si n,m > ng se tiene que para todo t € J,

|xn (1) — 2z (t)] < e. (2.4)

En particular para cada ¢t € J la sucesién de nimeros reales (x,,(t))n>1 es de Cauchy en R™. Como el
espacio R™ es completo con la distancia euclidea usual dada por el valor absoluto (ver curso de Anélisis
de Variable Real de 1°.), para cada t € J existirad un punto, que denotaremos por x(t) € R", tal que
nhHII;O xn(t) = z(t).

Tomamos ahora el limite m — oo en la desigualdad (2.4), y usando la continuidad de la norma || - ||,
tenemos que para todo n > ng

sup |z (t) — z(t)] <e.

teJ
Esto significa que la sucesion de funciones (zy,(t)),>1 converge uniformemente a x(t) (en la métrica duo).
Ademéas sabemos que toda sucesiéon uniformemente convergente de funciones continuas es continua.
Luego z(t) € C(J;R™) y hemos probado la proposicion. O

Es importante en el resultado anterior que el espacio de llegada de las funciones sea completo, como
lo es R™. Si no lo fuese, el resultado seria falso. Mas en concreto, (C([0,1],U),dx) no es completo,
siendo U C R™ abierto con 9U # ).

Definicion 2.17. Dado un espacio métrico X se dice que una aplicacién K : X — X es contractiva
si es A\-Lipschitz para algun A € [0, 1), es decir para todo x,y € X

d(K(x), K(y)) < Ad(z,y).

Teorema 2.18 (Teorema de la aplicacion contractiva). Sea (X, d) un espacio métrico completo, y sea
K : X — X una aplicacién contractiva con constante de Lipschitz X € [0,1). Entonces existe un inico
punto fijo o € X, esto es, tal que K () = Too
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Demostracion. Sea xp € X un punto cualquiera y definamos, para cada n € N, z, 11 = K(z,). Como
K es A—Lipschitz, tenemos que para todo n > 1,

d(xnvanrl) = d(K(xnfl)aK(xn)) < )\d(xnflaxn) <... < )\”d(xg,xl).

Asi, si tomamos m > n
m—

A — Ak d
d(@n, 2m) Z (2, 2j41) Z X d(zo, 1) T Uzo,21) < )‘n(f(iil).

Si hacemos tender n — oo y como A € [0,1) acabamos de probar que la sucesion (,)n,>1 C X es de
Cauchy. Como el espacio métrico X es completo, existe z,, € X tal que lim,,_,o0 z,, = x. Ademis,

d(K (zn), K(20)) < Ad(2n, Too),
luego lim,, o0 K(z,) = K(2). Esto implica que

K(zs) = nlg{.lo K(x,) = hm Tptl = Too-

Para probar que z, es el iinico punto fijo de K obsérvese que, por reduccién al absurdo, si hubiese
otro ¥y # T, tendriamos

d(xomy) = d(K(woo)vK(y)) < )\d(xomy) < d(xomy)a

lo que es una contradiccion.

2.1.3. Teoremas fundamentales de Cauchy-Lipschitz

Recordamos de nuevo el enunciado del famoso teorema de Cauchy-Lipschitz global (también conocido
como teorema de Picard-Lindelof)

Teorema 2.1 (Teorema de Cauchy-Lipschitz global). Sea J = [a,b] C R un intervalo cerrado, y sea
f e C(J x R";R™) globalmente Lipschitz en R™ uniformemente en J. Entonces, para cada ty € J,
xg € R" el PVI

z(to) = 2o

tiene una unica solucidn definida en todo el intervalo J.

{x’(t) = f(t,z(t)) (2.5)

Demostracion. Primeramente, supondremos que J = [a,b] C R es un intervalo acotado. Comenzamos

definiendo el operador
K:C(J;R") = C(J;R")

dado por .
K(@)(t) =+ | f(s.2(s)) ds.

El operador K esta bien definido, pues manda funciones continuas en J a funciones continuas en J.
Observamos ademas lo siguiente:
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Idea clave: z € C1(J;R") es solucion del PVI (3.1) si y solo si Kz = z con # € C(I), esto es,
si x es un punto fijo del operador K.

=) Si z € CY(J;R"), claramente x € C(J;R"). Ademés por ser soluciéon tenemos que x’(t) =
f(t,z(t)) para todo t € J. Por tanto para todo t € J

K(z)(t) = xo —|—/ 2'(s)ds = mg + z(t) — zog = z(2).

to

Esto es Kx = x.

<) Por otro lado, asumamos que z € C(J;R") y que Kz = z. Como f € C(J xR") y z € C(J;R"),
se tiene que s — f(s,2(s)) es una funcién continua y, por tanto, Kz € C'(I). Ademés, como Kz =
x tenemos que z(t) = xg + ftto f(s,z(s))ds, y sera solucion del PVI (3.1) ya que, por el Teorema
Fundamental del Calculo,

2(t) = f(t,z(t), Vtel

to
z(to) = xo + f(s,z(s)) ds = xo.
to

Por tanto, nuestro objetivo serd intentar aplicar el Teorema de aplicacion contractiva (Teorema
2.18) al operador K. Pero veremos en seguida que esto no tiene por qué ser posible en general, y lo
que si probaremos es que K™ para cierto m € N es contractivo, y con esto bastard. Para la aplicacién
del Teorema 2.18 es importante recalcar que, por la Proposicion 2.16, tenemos que el espacio métrico
(C(J;R™),dx) es completo.

Por hipétesis, f es globalmente Lipschitz en x € R™ uniformemente en t € J. Llamemos L > 0 a la
constante de Lipschitz. Podemos escribir que para todo y,z € C(J;R™) y todo t € J,

t méx{t,to}
1K (y)(t) — K(z)(0)]] = / (f(s,y(s)) — f(s,2(s))) ds|| < / 1f(s,y(s)) = f(s,2(s))] ds

to min{t,to}
méx{t,to} méax{t,to}
< / Llly(s) — z(s)l| ds < L / doo (2, ) ds
min{t,to} min{t,to}

= Ldoso(y, 2)[t — to| < Ldoo(x,y)(J)

Si se diese el caso de que L¢(J) < 1, donde £(J) denota la longitud del intervalo cerrado y acotado J,
entonces tendriamos que K seria contractiva. Pero esto no tiene por qué ser asi. Para solventar este
problema probaremos que existe m € N tal que K™ serd un operador contractivo. Y con esto bastara.

Aserto: Para cadam e N, t € I, x,y € C(I), tenemos

K™ (@)(¢) — K™ ()@ < %It — to["doo (2, y)-

Lo probamos por induccién sobre m € N:

1. El caso m = 1 ya lo hemos probado.
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2. Supongamos cierto el aserto para m € N. Veamoslo para m + 1. Como K™t = K o K™,

LK™ ) (1) — K™ (@) (1) :] | s K™ w)s) = (s K™ (@)(5) ds

to

méx{t,to}
< / IK™()(s) — K™(y)(s)]| ds

min{¢,to}

méx{t,to} m
< L/ |s — to|"doo(z, y) ds

min{¢,to} m!

Lm+1 |t _ t0|m+1
pu— d —
m! (@Y) m+1
Lt +1
= m’t —to["" doo (2, y).
Lm
Tenemos entonces doo (K™ (), K™ (y)) < WE(J)meO(:L‘, Y), y como
Lm
lim —¢4(J)™ =0,
n—oo m)
existirda m € N tal que
Lm m

Asi tenemos que el operador K™ es contractivo. Aplicando el Teorema de la aplicaciéon contractiva
(Teorema 2.18) aseguramos la existencia de una unica funcion z., € C(I) tal que K"(Zo0) = Too-
Veamos que también es un punto fijo del operador K, y esto implicara que es solucion del PVT (3.1).
En efecto

K (7o) = K(K™(200)) = Km+1($00) = K" (K(20))-
Esto nos dice que K (z+,) también es punto fijo de K™, luego por unicidad debemos tener que K () =
Too-

Nos falta ahora ver la unicidad de este punto fijo respecto del operador K, y asi aseguraremos la
unicidad de la solucion (recordar que la unicidad que daba el Teorema de la aplicacion contractiva era
sobre el punto fijo del operador K). Por reduccion al absurdo, si existiese otro punto fijo para K, al
que llamamos y, entonces usando que K" es A—Lipschitz con A < 1,

oo (Toer 1) = doo (K™ (50), K™ (3)) = doo(K™ (K (20)), K™ (K (1)) < d(K (300), K (1)) = d(oes ),
lo que es una contradiccion (que cualquier punto fijo de K también lo es de K™).

Caso J C R no acotado: Escribimos I = |J,,~[—n,n] N J y aplicamos el Teorema al intervalo
cerrado y acotado J,, := [~n,n] N J. Tenemos que existe una tinica soluciéon z, : J, — R al PVI (3.1)
definida en .J,. Por unicidad de las soluciones tenemos que x,y1|j, = x, luego si hacemos esto para
todo n € N podemos definirnos una funcion solucion x : J — R como z(t) = x,(t) si t € J,. O

Observacion 2.19. Si tenemos un sistema =’ = f(¢,x), x(tg) = xo con f no necesariamente global-
mente Lipschitz en todo R™, sino simplemente en un abierto 2 C R”, podria ocurrir que las soluciones
no estén definidas en todo R. Por ejemplo, en el sistema 2’ = 22, todas las soluciones excepto la nula
tienen asintotas verticales (es decir, explotan en tiempo finito), y sin embargo f(z) = 22 es globalmente
Lipschitz en cualquier abierto acotado.
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/
= f(¢
Definicion 2.20. Dado un PVI o' = f(t,2)
.I(to) =xy, o€ J, zo € R”

con J intervalo compacto, se llaman iteradas de Picard-Lindeldf a la sucesion de funciones

xn(t) = K(xp_1)(t)

donde f: J xR™ — R” es continua

donde

zo(t) = o
K(z)(t) =0 + [, f(s,2(s))ds
Obsérvese que, en el caso de que f sea globalmente Lipschitz en R™ uniformemente en J, se tiene que

x(t) = limy, 00 Tn (t) es la tnica solucion del PVI definida en J. Esta afirmacion anterior se deduce de
la demostracion del Teorema 2.18.

Corolario 2.21. Sea J C R cualquier intervalo, ty € J, f € C(JxR™;R™) globalmente Lipschitz en R™
/
= f(t,
uniformemente en subintervalos compactos de J. Entonces para cada xg € R™ el PVI {x(t )f( z)
z(to) = Zo

posee una unica solucion en J.

Demostracion. Tomamos una sucesiéon de intervalos compactos J, C J tales que J,, C Jpy1 v to € Jp
para todo n € Ny tal que |J,,~; Jn = J. Por el Teorema de Cauchy-Lipschitz global (Teorema 2.1) el
PVI tiene una tnica soluciéon definida en .J,. Y haciendo esto para cada n € N se obtienen soluciones
x,(t) definidas en cada J,. Es facil ver que dado n € N, la solucién z,41 debe coincidir con z,, en el
intervalo J, por unicidad de soluciones. Luego x,1 es una prolongacion de x,. Este hecho hace que
podamos definir una funcion x : J — R™ dada por z(t) = z,(t) si t € J,. Se puede comprobar que esta
funcion estd bien definida, es solucion en J del PVI, y ademés es tnica (si existiesen dos, estas serian
diferentes en algun intervalo J,,, pero en esos intervalos debe haber unicidad). ]

Ejemplo 2.22. 1. Sea el sistema

x) sen(z)
a’ = L= flte) = A , At) € C(R;Mpxn(R)).

xl sen(xy,)

Tenemos que f € C(R x R";R"™) y, ademas, [(0f;/0z;)(t,z)| < M < oo para todo z € R" y
todo t € J, siendo J cualquier intervalo compacto. Usando el Corolario 2.12 se tiene que f es
Lipschitz en R™ uniformemente en compactos de R. Luego usando el Corolario 2.21 se tiene que
existe una tinica solucion al PVI 2’ = f(t, ), x(tp) = x¢ definida en todo R, para cualquier valor

(to,mo) e J xR™

2. (Sistemas lineales) Sea ' = A(t)x + B(t) donde J = [a,b], a;; € C(J), bj € C(J), 1 < i,j <n,
A(t) = (a45(t)), B(t) = (bi;(t)). Por el Teorema de Cauchy-Lipschitz global (Teorema 2.1) para
todo tg € J, xo € R™ existe una unica soluciéon en J al PVI 2’ = A(t)z + B(t), z(to) = xo.

=a, p>1 _ : .
3. Sea . Definiendo f(t,z) = 2P tenemos que f no es globalmente Lipschitz
z(0) = xo, zo € R

en R uniformemente en ningun intervalo J C R. Luego no podemos usar el Teorema de Cauchy-
Lipschitz global. De hecho, ya sabiamos que la solucién no esté definida en todo R (salvo la
solucion nula).
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Teorema 2.23 (Teorema de Cauchy-Lipschitz local). Seanty € R, T >0, J = [to—T,to+T], 2 C R"
abierto y f € C(J x Q;R™) localmente Lipschitz en x € Q uniformemente en t € J. Entonces el PVI

r = f(t,x . ) ) . . .

{ t )f( ) tiene una unica solucion local. Esto significa que existe § > 0 tal que el PVI anterior
T(tlpy) = X0

admite una solucion tinica x € C1([tg — §,to + 0); R™).

Ejemplo 2.24. El PVI 2/ = 2?/3 con x(0) = 0 posee dos soluciones z; = 0 y zo(t) = (¢/3)% que
difieren en cualquier intervalo J con 0 € J. Ademas, obsérvese que la funcion f(t,x) = 223 no es
localmente Lipschitz en ningtn abierto 2 que contenga a zp = 0, uniformemente en ningin intervalo
J que contenga al tg = 0.

Demostracion del Teorema de Cauchy-Lipschitz local. Sea xg € Q, R > 0y L > 0 tal que Bgr(xo) C

y
|f(t,x) — f(t,y)|| < Ll|lz —y|| Va,y € Br(xo, Vt € J.

Acabamos de usar la Lipschitzianidad local de la f respecto de la variable x € Q.
Sea ahora f:J x R™ — R™ una extensién continua de f|Jxm dada por la férmula

f(t,z), |z — 20| <R, t€J

r—X
f(t,xo+MR>, |z —zo| > R, teJ

ft,x) = (2.6)

No es dificil probar que f es una funcién continua. Ademas, veremos a continuacion que es Lips-
chitz (con constante L) en R™ uniformemente en J. Para demostrar esto tltimo cogeremos x,y € R"
cualesquiera y probaremos que

If(t,2) = ft.y)ll < Lz -yl

1. (Caso 1) Si ||z — x|, |ly —wol| < R

17t 2) = Ft.p)ll = £t 2) = F(t9)]] < Lz — ]

2. (Caso 2) Si ||z — zo|| < R, |ly — woll > R,

IFt.0) = Fltll = #(t.2) = 7 (100 + (=200 1) |
T — (x0+ ‘( — %) R)

<L
ly — o

< Lz = yl|

El dltimo paso no es completamente trivial, pero se deja como ejercicio al alumno.
3. (Caso 3) Si ||z — ol > 0, ||y — yo|| < R, procedemos como en el caso 2.).

4. (Caso 4) Si ||z — zol|, [|ly — voll > R,
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17000~ Tl = | (1w + (E=200R) - f0m+<mhﬁ

=0l v — ol
<z (v _“)R>—($°+ =)
ool Ty — ol
—LR\ T80 B0 | o pa )
ozl Ty =

Se concluye pues que f es globalmente Lipschitz en R™ uniformemente en J. Consideramos a conti-
nuacion el PVI asociado a f, esto es,

(ﬁ) {x’ = f(t,z)

l‘(to) = X0

Aplicando el Teorema de Cauchy-Lipschitz global (Teorema 2.1) a (P) tendremos una tnica solucion
x € CY([to — T,to + T];R™). Ahora veremos que existe § > 0 tal que

x(t) € Br(zp) paratodot € [ty — d,to + 9. (2.7)
En efecto, tomando 6 = min{7", R/M}, donde
M = méx{||f(t, )| : t € J, x € Br(zo)} = méx{||f(t,z)|| : t € J, x € Br(wy)} < oc.

En la dltima linea se esta usando que la funcién continua f alcanza el maximo en el compacto J X
Br(zo). De esta forma, si t € [to — J,tp + 0] se tiene que

t
/ 2'(s)ds
to
y (2.7) quedaria probado.
Por consiguiente, si x(t) es la solucion de (P ) en J = [to—T,to+T], en particular lo es en [tg—0, to+9],
y gracias a (2.7) y al hecho de que f = f en J x Br(xg) concluimos que

nmw—mns\

t~
f(s,x(s))ds|| < Mt —to] <M <R
to

{wm:f@amzfmmm Vit € [t — 8, to + o]
x(to) = X0

Esto significa que z(t) es solucién al PVI original en [tg — d, to + J].

Se acabara la demostracion del teorema una vez hayamos probado la unicidad de esta solucion.
Por reduccién al absurdo supongamos que existe otra solucion y(t) que resuelve el PVI en el intervalo
[to —0,ty + (ﬂ

Probaremos en primer lugar que necesariamente y(t) € Br(xzo) para todo t € [tg — J, to + d]. Recor-
demos que 6 = min{T, R/M} con M = max{||f(¢t,z)| : t € J,x € Br(z)}. En efecto, supongamos
que existiese un tiempo t; € (to — d,to + 0) tal que |ly(t1) — xo|| > R. Sin pérdida de generalidad
asumiremos que t1 > to. En este caso definiendo

t* =sup{t >ty : [|y(t) — xo|]| < R} < t;
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se tiene que ||y(t*) —xzo|| = Ry ademas ||y(t) —xo|| < R para todo t € (to,t*). Pero entonces tendriamos

que
t*
/ y'(s)ds
to

Y esto es una contradiccion, pues ||y(t*) — xo|| = R.
En segundo lugar, puesto que y(t) € Br(zo) para todo t € [ty — 0,19 + d] tenemos que

t*
ly(#*) — zoll = < / 1£(s,y(s))l| ds < Mt x —to| < M5 < R.
t

0

fty(t) = ft,y(t)) Vi€ lto—d,t0 + 4],

Usando la unicidad de soluciones de (P), y como y(t) es solucién de (P) en el intervalo [to — 8, o + 0],
necesariamente debemos tener que x(t) = y(t) para todo t € [ty — d,t0 + 9. O

Dos corolarios inmediatos serian.

Corolario 2.25. Sean J C R un intervalo, Q@ C R™ un abierto y f € C(J x Q;R™). Si se tiene que

g:{; € C(J x Q;R) para todo 1 <i,j < j entonces para todo (tg,xo) € J X Q existe 6 > 0 de forma que

el PVIx' = f(t,x), z(to) = xo tiene solucion unica z(t) en [to — d,t9 + 0] N J.

Corolario 2.26. Sea U C R™""! abierto y sea f € C*(U;R™). Entonces, para todo (to,z0) € U existe
d > 0 de forma que el PVI 2’ = f(t,x), x(to) = xo tiene solucion inica z(t) en [to — 0, to + d].

Tras haber probado el Teorema de Cauchy-Lipschitz local, y con un poco mas de esfuerzo, demostra-
remos a continuacién el siguiente hecho, que permite saber que, en muchas ocasiones, la solucién sera
dnica alla donde esté definida. En otras palabras, la unicidad local se transforma en unicidad global.

Proposicion 2.27. Si f : JxR"™ — R" satisface que f € C(JxR™;R"™) y es localmente Lipschitz en R™
r = f(t’ I‘)

uniformemente en J, entonces para todo (to,xo) € J x R" existe una solucion al PVI { (t0)
z(tg) = x0

que serd unica alld donde esté definida®.

Demostracion. Sea x(t) solucion del PVI definida en [tg,to + h] C J, h > 0. Supondremos que existe
otra solucion y(t) definida en el mismo intervalo y veremos que deben coincidir. El argumento para
[to — h,to] C J es analogo, y se deja para el alumno.
Definimos
A={6€[0,h]: x(t) =y(t) Vt € [to, to + ]}

1. A# 0 pues 0 € A.
2. Sea ¢* = sup(A). Entonces z(t) = y(t) en todo t € [to, o + 0*] por continuidad de las soluciones.

= En el caso de que 6* = h hemos acabado.

= Si 0* < h nos planteamos el PVI

3Esto significa que si z esta definida en algtn intervalo I C .J con to € I, entonces, si y fuese otra solucién del mismo
PVI y también estuviese definida en todo I, se debe tener que x(t) = y(¢) para todo ¢ € I.
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donde t§ =ty + 0*. Por el Teorema de Cauchy-Lipschitz local (Teorema 2.23) sabemos que
existird un € > 0 (que suponemos suficientemente pequefio para que t§ + ¢ < h) tal que
habré una tnica solucién a (P’) definida en [t§, ¢ + ¢]. Pero tanto = como y resuelven (P’),
luego = =y en [to, t5+€]. Y esto contradice que §* = sup(A).

Asi pues, hemos probado que §* = h y entonces x(t) = y(t) en todo t € [to, to + h].

2.2. Soluciones maximales y prolongabilidad

Sea J = [to,to+T], T < o0, f:JxR" — R” continua y localmente Lipschitz en R™ uniformemente
en subintervalos compactos de J. Sea el PVI

(2.8)

y sea el conjunto de soluciones
Y ={(ur,I): I=/[to,to+ hl], [to,to + h), h <T con us siendo solucion del PVI en I}.

De momento trabajaremos con dominio x € R”, y més adelante se trabajar& con dominios 2 C R”, y
se definiran las que llamaremos soluciones relativas a {2 con sus respectivas nociones de prolongabilidad
y maximalidad.

Definiciéon 2.28 (Prolongabilidad). Sean (uy, I1), (ug, I2) € X. Diremos que (ug, I2) es una prolonga-
cion de (u1, 1) cuando I1 C Iz y u2|r, = ui. Diremos que (us, I2) es prolongacion estricta de (ug, I1)
cuando Iy € Ip. Y diremos que (u,I) es una solucidn mazimal cuando no admita prolongaciones
estrictas.

En la definicién anterior se podria haber pedido tnicamente que I1 C I puesto que nuestras hipotesis
de regularidad de f nos devuelven unicidad de soluciones alld donde estén definidas.

En el caso de que (ug, I2) sea prolongacion de (uq, 1) escribiremos (u1, 1) < (ug,I2). Esto define
una relacion de orden total en X. (Sin unicidad tendriamos un orden parcial).

Ejemplo 2.29. En el PVI 2/ = 22/3) 2(0) = 0 tenemos dos soluciones z1 = 0 y zo(t) = (t/3)3.
Claramente (z1,(—1,1)) no es comparable a (x2, (—1,1)).

Los siguientes dos lemas serdn de mucha utilidad.

Lema 2.30. Sea f: JXxQ CRXR", con J = [tg,to+T] CR, T < 00, y Q CR" abierto, una funcion
continua y localmente Lipschitz en la sequnda variable uniformemente en subintervalos compactos de
tiempo de la primera. Sean ty € J, xg € Q y sea z(t) una solucion del PVI (2.8) definida en un
intervalo I = [tg,t1] con t1 < to+T. Entonces existe d > 0 y una prolongacion estricta de la solucion
a un intervalo [to,t1 + ¢].

Demostracion. Basta plantearse el PVI



28 CAPITULO 2. TEORIA DE CAUCHY-LIPSCHITZ

y aplicar el Teorema de Cauchy-Lipschitz local (Teorema 2.23) para encontrar un § > 0 y una tnica
solucion y(t) definida en [t; — d,¢1 + 6] C J. Por unicidad de soluciones alla donde estén definidas (ver
Proposicion 2.27) necesariamente x(t) = y(t) en [t; — d,t1]. Luego definiendo

® {x(t) t € [to, t1]
y(t) te (ty,t1+ 0]

se tiene claramente una solucion del PVI original definida en [to, {1 + J]. O

Lema 2.31. Sea f : J xQ C RxR" con J = [to,to +T] C R, T < 0o, Q C R™ abierto y f
una funcion continua y localmente Lipschitz en la sequnda variable uniformemente en subintervalos
compactos de tiempo. Sean tyg € J, xg € Q y sea x(t) una solucion del PVI (2.8) definida en un
intervalo I = [tg,b) C J con b < co.

(a) En el caso de que exista una sucesion creciente de tiempos (tg)g>1 con ty — b y tal que
lim z(tx) =2 € Q
k—o0
entonces se tiene lim;_,,— x(t) = x*. Y entonces existe una prolongacion estricta de la solucion
(:L‘, [tOv b)) a (:L‘, [tOv b])
(b) En el caso de que Q = R"™ y tengamos limg_, || z(tr)]| = +00, entonces limy_,oo || 2(t)]| = 0.

Observacion 2.32. El resultado anterior es analogo si trabajamos en J = [tg — T', o] y con soluciones
definidas en (a, o] con to — T < a.

Demostracion. (a) Supongamos limg_, z(tg) = 2* € Q con (tx)g>1 C [to,b) convergiendo a b. Sea
R > 0 tal que B(z*,3R) C Q y asumiremos sin pérdida de generalidad que z(tx) € B(z*,R) y
que t < tpy1 para todo k € N. Definimos

M = méx{||f(t,x)| : t € [tn,,b], x € B(z*,2R)} < 0.

Razonaremos por reduccion al absurdo, es decir, asumamos que lim;_,;— 2(t) # z*. En ese caso,
existe r > 0 y una sucesion creciente (si)r>1 convergiendo a b tal que |z(sg) — z*|| > r > 0.
Podemos asumir que 0 < r < Ry que t; < si para todo k € N. Més atn, por continuidad de
la solucién, podemos reemplazar s, por otros sj € (tx, sy de tal forma que z(s}) € B(z*,2R)
(recordar que x(tx) € B(z*, R) para todo k € N). Es decir, asumiremos que (tx)g>1, (Sk)r>1 son
sucesiones crecientes convergentes a b tales que t; < si v z(tg),z(sx) € B(z*,2R) para todo
k € N, v tales que

lim z(ty) =2 ; |lz(sx) —2|>r>0 Vk eN.
k—o00
Pero entonces

0 <r<|a(sk) — a7 < llz(sk) — x(tp)l| + lla(ts) — 2™ < /:k 1/ (w, 2(u)l du + ||z (tr) — 27|

<|sp —ti|M + ||x(tx) — 2| = 0 cuando k — oo.
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Sl deﬁnimos ahora Ia funcién
x(t t t T‘ma:p
N(t) { ( ) S [ 0y )

z* t = Thax

cuyo dominio de definicién es I= [to, b] vemos que (Z, I ) es una soluciéon que prolonga estricta-
mente a (x, ).

(b) Supongamos limy_,« ||z(tx)|| = +oo € 2. De nuevo podemos suponer sin pérdida de generalidad
que la sucesion (tg)r>1 es estrictamente creciente. Por reduccion al absurdo, si limy_, ||2(t)|| # oo
entonces existe K > 0 y una sucesion (si)i>1 tal que s, = by ademas |z(s;)|| < K para todo
k € N. Al ser una sucesion acotada, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass debera existir una
subsucesion convergente lim,, oo z(sg,,) = £ € R™. Pero entonces estariamos en el primer caso y
tendriamos que lim;_,;- x(t) = &, lo cual es un absurdo, pues habiamos asumido que ||z(t;)| — oo
con tp — b.

O

Teorema 2.33 (Teorema sobre soluciones maximales A). Sean tg € R, T' > 0, J = [to,to + 1],
f e C(J x R";R") localmente Lipschitz en R™ uniformemente en J. Entonces, para cada o € R™ el
PVI (2.8) tiene una unica solucion (x,I) mazimal. Ademds, o bien I = J o bien I = [to, Tinaz) para
algun Thee <to+ T, y en tal caso
lim ||z(t)]| = cc.
t—=Thax

(Cuando se da este iltimo comportamiento se suele decir que x explota en tiempo finito).

Demostracion. Tomemos el conjunto de soluciones y lo llamaremos
Y ={(za,la): a € A}

para cierto conjunto de indices A. Sea ahora I = | J,c 4 Io- Definiendo z(t) = x4(t) si t € I,, tendremos
una funcién bien definida en I que serd soluciéon del PVI en I. Ademas, por la unicidad de soluciones
que nos da la Proposicion 2.27 (consecuencia del Teorema de Cauchy-Lipschitz local), la funcion x(t)
es Unica, y por como la hemos definido es una solucién maximal.

Solo nos falta estudiar cémo es el intervalo I (en ocasiones lo llamaremos intervalo maximal de
definiciéon). En el caso de que I = J hemos acabado. Luego supondremos que I C J. En este caso
tendremos dos opciones

» O bien I = [tg, Tnaz] con Tiae < to+T.
» O bien I = [tg, Tinaz) con Tiae < to+T.

Probaremos en primer lugar que el primer caso no puede darse por reduccién al absurdo. Nos plantea-
mos el siguiente PVI

y(Tmax) = x(Tmaa:)

Por el Teorema de Cauchy-Lipschitz local existe una tnica solucion definida en [Ty4z, Tinar + 9) pa-
ra cierto 0 > 0. Pero en ese caso, esa solucion y(t) prolonga a x(t) estrictamente. Y esto es una
contradiccion con la maximalidad de (z, I).

{y, = f(ta y)
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Asi pues, solo hemos de estudiar el caso I = [tg, Tinaz) con Tiae < to + T. Nuestro objetivo sera
probar que existe una sucesion creciente de tiempos (tx)r>1 tales que t — Thpap con limy_, o0 || (ts)|| =
oo. Esto sera suficiente, pues el Lema 2.31 (b) automaticamente nos dice que lim;_ ;- ||z (t)|| = oo.

(1) Veremos que I' no es acotado en R™ por reduccion al absurdo. Supongamos que I' es acotado
y tomemos (fx)r>1 una sucesion creciente de tiempos con ty > to para todo k € Ny con t, — Trnas-
Entonces tomamos el conjunto

{z(ty): keN}cT cT.

Como T es un conjunto cerrado y acotado, y por tanto compacto, por Bolzano-Weierstrass existira
una subsucesion (ty,, )m>1 tal que limy, o0 z(tg,,) = * € R™. Pero, por el Lema 2.31 (a), tendremos
que existe el limite lim, .- x(t) = 2* y asi tendriamos una prolongacion estricta de la solucion a

I= [to, Timaz], lo cual es una contradiccion.

(2) Encontraremos una sucesion creciente (t)x>1 tales que tj — Tinap con limy_,o0 [|2(tr)| = oo.

» Para 1 > 0 existe t; > to tal que ||x(¢1)|| > 1 porque T' es no acotado. Sea ahora
D={z(t): teto,t1]} U{z(t): t € (t1, Tmaz)},

donde el primer conjunto de la unién debe ser acotado y el segundo conjunto que llamamos
'y ={x(t) : t € (t1,Timaz)} no lo es (pues I' no lo es).

» Para 2 > 0, existe to > 1 tal que ||z(t2)|| > 2 porque I'1 no es acotado.

» Continuamos asi sucesivamente hasta encontrar (t,)n>1 C [to, Tmaz) con tn, < tp41 para todo
n € Ny con ||z(t,)] > n.

Llamemos too = limy ooty < Tinaz. Debemos finalmente ver que too = Tz En efecto, en caso

contrario, si too < Tinag por la continuidad de x tendremos lim,,_,oc (t,) = z(too) € R™, pero ||z ()] >
n para todo n € N, luego

oo = lim |[z(tn)|| = [[2(teo)]|-
n—oo
Esto es una contradiccién, luego too = Thnae vy ya hemos acabado. ]

Ejemplo 2.34. Sea
{x’ —Vi—z

z(to) = 7o

Sea U = {(t,z) € R? : 22 < 1}. En el caso de que ty € R, 79 < 1 como f(t,z) = /1 — z es localmente
Lipschitz en (—oo, 1) uniformemente en R (ya que f € C(R x (—o0,1)), (0f/0z) € C(R x (=00, 1))),
el Teorema de Cauchy-Lipschitz local nos dice que hay una tnica solucién local.

Si zg = 1 entonces tomamos la solucién constante x = 1. Para ver si la unicidad falla, podemos
intentar resolver la EDO en variables separadas

dz
=dt = 200-2)'?=t+0C, CeR.
— (1—x)
Como z(tg) = 1 entonces C' = —t(. Luego la solucion al PVT es

—2/1—z(t)=t—ty = zt)=1-
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la cual se puede comprobar que es solucién. Luego no hay unicidad en ese caso.
Observemos en cualquier caso que /1 —z = (=1/2)(t — to) solo tiene sentido si ¢t < to. Ademés z’
es siempre positiva, luego = debe ser siempre creciente.

Teorema 2.35 (Teorema sobre soluciones maximales B). Sean ty € R, J = [tg,0), f € C(J xR™; R™)
localmente Lipschitz en R™ uniformemente en subintervalos compactos de J. Entonces, para cada xg €
R™ el PVI (2.8) tiene una tnica solucion (z,I) mazimal. Ademds, o bien I = J o bien I = [to, Tmaz)
para olgin Ty < 00, y 8t Thee < 00 entonces

lim ||z(t)]| = cc.
t—=Thax

Demostracidn. Se deja como ejercicio al lector. Simplemente hay que seguir los pasos de la demostracion
anterior. O

Hacemos constar que en los dos teoremas anteriores podriamos haber trabajado con soluciones
maximales hacia la izquierda de tg, esto es con (u,I) siendo I = [Tynin,to] 0 bien I = (T, to). Las
demostraciones se harian de manera analoga.

Ahora trabajaremos con la situacion de que el dominio de la variable x no sea todo R™ sino solo un
abierto Q C R”.

Definicién 2.36. Seaty € R, J = [tg,to+T] con 0 < T < 0. Sea 2 C R™ abierto y sea f : JxQ — R"
continua y localmente Lipschitz en () uniformemente en J. Decimos que, dado un intervalo I C J,
= f(t,x)

relativa a € si x es solucion del PVI y ademés
Ji‘(t()) = X0

to € I, el par (z, ) es solucion del PVI {

x(t) € Q para todo t € I.
Las definiciones de prolongacion y de solucion mazimal relativas a € son andlogas.

Teorema 2.37 (Teorema sobre soluciones maximales C). Sea to € R, J = [tog,to+T] con 0 <T < oo.
Sea Q@ C R™ abierto acotado y sea f € C(J x Q;R™) localmente Lipschitz en x € Q uniformemente
' = f(t,x)
x(to) = X0
relativa a Q. Ademds si I # J entonces I = [to, Tinaz) €on Tinaz < 00 y en ese caso h’mt—m;az x(t) € 00N.

En particular, si Tar < 00, la solucion x(t) abandona cualquier compacto K C ) en algin tiempo
tt e [tO;Tma;r)-

ent € J. Entonces para cada xo € Q) el PVI posee una unica solucion mazimal (x, 1)

Demostracion. Se propone como ejercicio al alumno. O

Teorema 2.38 (Teorema sobre soluciones maximales D). Sea J = [to,to+71] con 0 <T < 00, 2 C R"
abierto (no necesariamente acotado) y f € C(J x Q;R™) localmente Lipschitz en x € Q uniformemente
en t € J. Entonces, para cada xg € Q el problema de valor inicial

{‘T, = f(t,z)

.T}(to) = X0

tiene una unica solucion mazimal (z,I) relativa a Q. Ademds si I # J entonces I = [to, Tnaz) con
Trnax < 00 y en tal caso
lim z(t) €0 o  lim |z(¢)| = oo.

tA)T,,;aI t%TnTLaz
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Enunciamos a continuacién un ultimo corolario para el caso particular de sistemas auténomos.

Corolario 2.39. Sea un sistema auténomo ' = f(z), (0) = xg, con f € C1(R™). Llamemos [0, Traz)
al intervalo mazimal de definicion de la tinica solucion x(t). Entonces, si existe un compacto K C R"
tal que {x(t) : t € [0, Thnaz)} C K, se debe tener que Tppap = 00.

FEl resultado es andlogo para intervalos mazimales (Tin, 0].

Ejemplo 2.40. Sea el PVI
x2/3 x>0
= f(t,x) = ‘ -
ft.@) {—x2/3 <0
z(0) =0

No hay unicidad de soluciones, pues tenemos z1 = 0,

@3 t=0 @) t=o0
m() = {0 r<o ¢ w0= {(—t/3)3 t<0’

Si hubiésemos puesto z(1) = 27 en la condicién inicial tendriamos que x9 y x3 son soluciones y ambas
estdn definidas en R. Pero no son las tnicas definidas en R. Sin embargo si podemos entender que son
unicas como soluciones relativas a = (0,00), que es donde podemos aplicar el Teorema 2.37, y en
ese caso, como soluciones maximales relativas a (0, 00), el intervalo maximal de existencia de ambas es
I = (0,00) pues lim; g+ x2(t) = lim,_,o+ z3(t) = 0 € ON.

Dedicaremos ahora un momento a explicar en més detalle por qué los teoremas anteriores tienen sus
versiones andlogas si las soluciones se ven definidas a la izquierda de tg, es decir, tenemos intervalos de
existencia I = [Tinin, to] 0 I = (Tmin, tol-

Idea: Dado el PVI

{a:’ = f(t,x)

w(to) = X0

con t € [ty — T, to + T] hacemos el cambio s = 2ty — t, y(s) = z(t). Asi tenemos otro PVI dado por

—f(t,x(t) = —f(2to — 5,9(s))

—~
el
N—
@\
—
»
N—
1
&\
—~
~
N—
joH
1
|
IS
—~
~
N—
1

Definiendo g(s,y) = —f(2to — s,y) tenemos que g preserva todas las propiedades de regularidad de
la f cuando ty) < s < to + T (pues en este caso t € [tg — T, tg]). De esta forma aplicamos a (P) los
teoremas de la teoria de Cauchy-Lipschitz en [tg, o+ T, v estos resultados se trasladan, tras deshacer
el cambio, a las soluciones del PVT inicial con intervalos de existencia de las soluciones I C [tg — T, to.

Veamos ahora dos ejemplos sencillos de problemas de valor inicial, donde se pueden usar todos los
resultados vistos en esta seccion. Ademés no olvidemos que debemos tener en cuenta los teoremas de

existencia y unicidad vistos en el Capitulo 1.

Ejemplo 2.41. En el siguiente PVI hay existencia y unicidad de soluciones definidas en todo R.

{:U’ = 3xcost

x(to) = xo
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La funcién f(t,z) = 3z cost es continua en todo R?, ademas %(t, x) = 3cost es continua y esta acotada
en todo R?. Entonces por la Proposiciéon 2.11 f es globalmente Lipschitz en € R uniformemente
en t € R. Aplicando el Teorema de Cauchy-Lipschitz global (Teorema 2.1) tenemos que para todo
(to, o) € R? el PVI dado tendra una tnica solucién definida globalmente en todo R.

También se podria haber usado el Teorema de existencia y unicidad para EDOs en variables sepa-
radas (Teorema 1.5), siempre que xg # 0. Sin embargo, el razonamiento del parrafo anterior usando el
Teorema, de Cauchy-Lipschitz global nos da mas informacion porque incluye el caso xg = 0.

También podriamos haber usado el Teorema de existencia y unicidad para EDOs lineales y tendria-

mos las mismas conclusiones que en el primer parrafo.

Ejemplo 2.42. Demostraremos que en el siguiente PVI hay existencia y unicidad de soluciones, a
priori solo definidas localmente.

y/ — y2

y(0) =1

La funcion f(t,y) = y? satisface que g—g(t,y) = 2y, luego f, g—i € C(R?), luego por el Corolario 2.26
sabemos que existe una tnica solucién definida a priori solo en un entorno del g = 0. En efecto no se
tendra existencia de solucion definida en todo ¢t € R ya que si resolvemos tenemos por solucion

cuyo intervalo de definicién (incluyendo a tg = 0) es (—oo, 1). Es decir, cuando t — 1 tenemos que la
solucion explota ya que limy_,; y(t) = +o0.

2.3. Teoremas de existencia y unicidad para EDOs de orden superior

Sea la ecuacién diferencial de orden superior

2 (t) = g(t, z(t),2'(t),...,z" V() (2.9)

con g:Jx§ — Rsiendo J C Rintervalo y £ C R™ abierto. Por solucién entendemos cualquier funcién
x : I — R tal que (2.9) se satisface para todo ¢t € I con I C J, z(t) € Q2 para todo ¢t € I. Observemos
que podemos transformar (2.9) en un sistema haciendo

xTr1 =

Tro =
= : Sistema asociado a (2.9) de orden 1. (2.10)

/ _
LTp—1 = Tn

n—1)
Ty =2 , ,
xn =g(t,z1,...,2p)

Lema 2.43. Si Xg y Xg denotan el conjunto de soluciones de (2.9) y (2.10) respectivamente entonces
la aplicacion T : X — Xg definida por T(z) = (z,2',..., 2"V es una biyeccion.

Demostracion. Es trivial. O
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Lema 2.44. Sea g: JxQ — R, J C R intervalo, Q@ C R™ abierto. Entonces g es globalmente Lipschitz
en Q uniformemente en J siy solo si f(t,x) = f(t,x1,...,2n) = (2, 23,...,2n, g(t,x)) lo es. Ademds
g es localmente Lipschitz en §) si y solo si f lo es.

Demostracion. Solo probaremos la primera parte. Para ello usaremos la norma supremo ||z]e =
méx{|x1],...,|zn|} en R™ en vez de la euclidea ||z|| = ||z]l2 = /2] + -+ + 22. Se puede probar que
ambas normas son equivalentes, esto es, que existe una constante C' > 1 tal que C7!||z|| < ||7]le <
C||x|| para todo = € R™.

<): Tenemos que existe L > 0 tal que || f(t,x) — f(t,9)]loco < L||z — y||oo para todo z,y € . Ahora
six,y €

9(t.2) = 9t < mie { o~ b ot ) ~ gt}
<i<n

=5t z) = fty)lloo < Llz = ylloo < LC||z — yl|.

=): Tenemos que existe L > 0 tal que |g(¢t,z) — g(t,y)| < L||x — y||oo para todo z,y € Q. Ahora si
x,y €S}

”f(t,.’l?) - f(tvy)HOO = max {QIE.éX |xl - yi’v ‘g(ta J}) - g(tv y)|}
<i<n
< mzix{ max |z; — yqi|, ||z — ylloo} < méx{1, L}||z — y|oc-
2<i<n
]

Por lo tanto, en base a los lemas anteriores, toda la teoria de Cauchy-Lipschitz y los teoremas co-
rrespondientes tienen sus versiones andlogas para EDOs de orden superior. Enunciamos a continuacion
todos estos resultados, sin demostracion.

Teorema 2.45 (Teorema de Cauchy-Lipschitz global para EDOs orden superior). Sea J = [a,b] y
g € C(J x R™;R) globalmente Lipschitz en x € R™ uniformemente en t € J. Entonces, para cada
xo € R™ y tg € J el problema de valor inicial

xn) = g(t7 ,1," ZL'/7 .CCH, e ,Jz‘n_l))
(z(to), 2’ (to), - ., 2"V (t9)) =z

Teorema 2.46 (Teorema de Cauchy-Lipschitz local para EDOs orden superior). Sea J = [to,to + T
con T >0, Q CR" abierto y g € C(J x Q;R) localmente Lipschitz en x € Q uniformemente ent € J.
Entonces, para cada xo € 2 existe § > 0 tal que el problema de valor incial

aW =g(t,xz, 2 2", ... 2" V)
(x(to), 2 (to), ..,z V) (to)) = w0

tiene una dnica solucion en [ty — d,to + d]. Ademds la solucién es dnica en cualquier intervalo donde
esté definida y no salga de Q.
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Corolario 2.47. Sea U C R™! un conjunto abierto y g € C*(U;R™). Entonces para todo (ty, zq) € U

el PVI
W =g(t,z, 2 2", ... 2" V)
(x(to), 2/ (to), .. .,a"V(to)) = mo

posee una unica solucion local, es decir, existe § > 0 y una inica solucion definida en (tg — d,tp + 0).

Teorema 2.48 (Teorema EDOs orden superior (soluciones maximales A)). Sea J = [to,to + T con
T >0yge C(JxR"R) localmente Lipschitz en x € R™ uniformemente en t € J. Enlonces, para
cada o € R™ el problema de valor inicial

:L'n) = g(t’ LE, Q}'/’ .f//? ceey xn_l))
(z(to), ' (to), .., a" D (ty)) = o

tiene una unica solucion mazimal (z,1). Ademds o bien I = J, o bien I = [to, Tjnaz) para algin
Tonae <to+ T y en tal caso

lm [(2(t),2'(t),...,a" "D (1) = o0
t—=Tmaz
Teorema 2.49 (Teorema EDOs orden superior (soluciones maximales B)). Sea J = [tg,0), g € C(J %

R™; R) localmente Lipschitz en x € R™ uniformemente en subintervalos compactos de J. Entonces, para
cada o € R™ el problema de valor incial

W =gtz 2 2", ... " Y)
(:E(to), xl(to), ey :L‘n_l) (to)) =

tiene una unica solucién maximal (z,I). Ademds I = [to, Timaz) con Tnaz < 00 Y 81 Taz < 00, en tal
€aso
lm  [[(z(t),2'(t),...,2" ()] = oo

t—=>Tmax

Teorema 2.50 (Teorema EDOs orden superior (soluciones maximales C)). Sea J = [to,to + T con
0<T <00, QCR" abierto acotado y g € C(J x Q;R) localmente Lipschitz en x € Q0 uniformemente
en t € J. Entonces, para cada xg € Q el problema de valor incial

xn) = g(t7 x, I‘/, .1,‘//, e l‘n_1)>
(LE(tO), fL'/(tO), ) l‘n_l) (tO)) = 2o

tiene una unica solucion mazimal (z,I) relativa a ). Ademds si I # J entonces I = [to, Taz) con
Trnax < 00 y en tal caso

lim  (x(t),2'(t),..., 2" V(1)) € o0

t—=>Thmax

Teorema 2.51 (Teorema EDOs orden superior (soluciones maximales D)). Sea J = [to,to + T con
0<T <oo, QCR" abierto (no necesariamente acotado) y g € C(J x Q;R) localmente Lipschitz en
x € Q uniformemente en t € J. Entonces, para cada xg € S el problema de valor inicial

:L'n) — g(t7 x, :L‘/, :L‘H, e ZEn_l))
(z(to), 2/ (to), .. .,a"V(t)) = mo
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tiene una tnica solucion mazimal (z,I) relativa a Q. Ademds si I # J entonces I = [to, Tinaz) con
Trnaz < 00 y en tal caso

lim  (z(t),2'(t),...,2" V@) ed o lm |(x(t),2'(t),...,2" V()] =

t—=Tmax t—=Tmax
Es importante remarcar que en una ecuacién diferencial de orden superior

n)

™ =g(t,x, 2, ... ,x”_l))

se puede dar el caso de que la solucién maximal z(t) satisfaga que para cierto T,q, < 00 tengamos

limsup [|(2(t), 2'(¢), ..., 2" V)| = +o0

t—=Tmax

y sin embargo se tenga que ||z(t)|| permanezca acotada cuando t — T, ... Por ejemplo la funciéon

x(t) = sen(1/t) para t € (0,00) satisface que |z(t)| < 1 para todo ¢t € (0,00) y sin embargo
7' (t) = -1 cos(1/t) = lim -1 cos(1/t)| = +o0
o2 =0+ | 12 -

Ejemplo 2.52. Consideremos la ecuacion del péndulo sin rozamiento z” + sen(z) = 0. El sistema

asociado sera
=y
y' = sen(x)

Por el Teorema de Cauchy-Lipschitz global (Teorema 2.1 si lo vemos como sistema o como teorema, 2.45
si lo vemos como EDO de orden superior) sabemos que, dado que f(¢,z,y) = (y,sen(z)) es Lipschitz
en (x,y) € R? uniformemente en ¢ € R, existird una tinica solucién definida en todo R para cualquier
condicién inicial.

Ejemplo 2.53. Vamos a estudiar la siguiente ecuacion diferencial de orden 2 (que tendra como sistema
asociado un sistema conservativo, que estudiaremos en detalle en el capitulo 5).

2 — 2?2 =0 =y
z(0) =1 = Sistema asociado ¢ ¢/ = 22

2'(0) =0 (z

/-\

0),4(0)) = (1,0).

Como f(t,z,y) = (y,22) es continua y C*(R3;R?) por el Teorema de Cauchy-Lipschitz local existira
una tnica solucion local (no podemos usar el teorema de Cauchy-Lipschitz global porque |0 f2/0x(t, x,y)| =
2|z| no esta acotada, y por tanto no es globalmente Lipschitz en (z,y) € R? uniformemente en ningtin
intervalo de tiempo).

La pregunta que nos hacemos es si existe tiempo de explosion finito para x o para y = 2’. Es decir,
el Teorema sobre soluciones maximales (Teorema 2.49) nos dice que el intervalo maximal de existencia
de la solucién a la derecha de tg = 0 es de la forma [0,00) o bien [0, Tyaz) con Ther < 00, y en este
segundo caso se tiene

m ((8), y(£))]| = +oo.
t—Timaz
Nuestro objetivo es dilucidar qué opcién de las anteriores se da. Sea I = [0, Tynqz) €l intervalo maximal
de existencia.
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» Probemos que 2/(t) > 0 para todo ¢ € I. En efecto

;U'(t)—;v’(()):/o x”(s)ds:/o 22(s)ds >0 = 2/(t)>2'(0) = 0.

La desigualdad fg 22(s)ds > 0 se debe a que 22(0) = 1 > 0, luego como z%(s) es continua,
necesariamente la integral debe ser estrictamente positiva.

» Buscaremos una EDO de orden 1 para x(t). Para ello, el truco sera multiplicar la EDO de orden

2 por 7.
N2\’ 3\’
2 —22=0 = 2" -2 =0 = ((2))—(2) =0
"2 3 1(4))2 £)3
L @ T o cer o EOT_ 27 o oer
2 2 3
Como z(0) = 1, 2/(0) = 0 tenemos que C' = —1/3 y por tanto la tnica solucion debe satisfacer
/ 2 2 3 / 2 3
(x'(t)* = g(x(t) -1) = 2@{t)=+ g(a?(t) —-1) tel.

El motivo de coger la raiz positiva es que ya sabemos que 2’ > 0.

» Del apartado anterior deducimos que |z(t)| explota en tiempo finito Tjnq. si ¥ solo si lo hace
|2’ (t)| en el mismo tiempo.

» Ahora utilizamos la siguiente estrategia para determinar si existe tiempo de explosion finito (eso
es, sl Tynazr < 00). Fijemos ¢ € I. Entonces

R (O P A0 N T e
t/oldS/omdS/oW‘“/m@W@/l N

du
Se deja como ejercicio al lector la comprobacion de que K = floo

vud —1

es una integral impropia

convergente, esto es, K < oo.

» Se tiene t < /3/2K para todo t € I. Es facil ver que tomando el limite cuando ¢t — T, ,.
necesariamente Ty,q, < 00. Y esto significa que

lim |z(t)|= lim |2/(t)| = .
t—)TﬁaI t%Tgaz

Si se quiere determinar el tiempo de explosion basta darse cuenta de que en los calculos anteriores
tomando t = T4, se deduce que

3 3 [ du
[T T [
2 21 Vut-1
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2.4. Continuidad y diferenciabilidad respecto a condiciones iniciales

El siguiente resultado serd una herramienta esencial que nos permitird por un lado dar acotaciones
sobre el comportamiento de soluciones y por otro lado, dadas dos soluciones podremos estimar cuanto
se van separando a lo largo del tiempo. En dltima instancia podremos concluir que las soluciones
de ecuaciones diferenciales 2/ = f(t,z), x(tg) = xo con f de clase C! en algtn abierto de R"*! se
comportan de manera diferenciable respecto del dato inicial x.

Lema 2.54 (Lema de Grénwall). Sea J = [tg,to + T, z,y,p € C(J;R) con p(t) > 0 para todo t € J,
tales que

x(t) < y(t) —l—/ p(s)z(s)ds Vte J.

to
Entonces .
z(t) < y(t) + / y(s)p(s)els PP gs vt e g, (2.11)

to

Demostracion. Sea ¢(t) = ftto p(s)x(s)ds para t € J. Nuestro objetivo serd probar que
t . p
o)< [ oo s (2.12)
to

para todo t € J y habremos acabado. Como z(s)p(s) es una funciéon continua en J, ¢ serd de clase C!
en J con

¢'(t) = p(t)x(t)

p(to) =0
Ademis z(t) < y(t) + ¢(t), luego ¢'(t) = p(t)x(t) < p(t)y(t) + p(t)p(t) (observar que aqui se esta

usando que p(t) > 0). Definimos a continuacién

W(t) = ¢ PO %L1, ted

y observamos que tenemos

& (8) = p(t)elo PP Lap(t) + elio POy (1) < p(t)y(t) + plt)elo PO i t).

Por lo tanto ,
V() < p(t)y(t)e PP,

Si integramos a ambos lados de la desigualdad obtenemos que para todo t € J,

t

tw,(s) ds < /tp(s)?J(S)ef%p(z)dz ds = (t) <9P(to) +/ p(s)y(s)eff;)p(z)dz ds
to

to to
t

t s
= o(t) = PPy < / p(s)y(s)e PP d=tl P d= g / y(s)p(s)elo PO % s,

to to

Hemos probado (2.12) luego la demostracion esta acabada.



2.4. CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD RESPECTO A CONDICIONES INICIALES 39

Este ultimo resultado es la version del Lema de Gronwall (Lema 2.54) para tiempos hacia la izquierda
de to.

Lema 2.55. Sea J = [tg — T\, to], z,y,p € C(J;R) con p(t) > 0 para todo t € J, tales que

z(t) <y(t) + /t Op(s)m(s) ds Vte.J

Entonces
z(t) gy(t)+/0y( p(s)ei PR A qs i e . (2.13)

Demostracion. Sea s = tyg —t € [0,T]. Entonces para todo s € [0, 7] tenemos que

to

0
z(s) :==x(to — s) < y(to — s) —|—/ p(u)x(u) du = y(ty — s) — / p(to —r)z(to —r)dr

to—s
S
=y(to—s) + / p(to —r)z(r) dr.
0
Podemos ahora aplicar el Lema de Grénwall (Lema 2.54) para s € [0,T] y escribir
S S
z(s) <y(to —s) + / y(to — w)p(to — w)elu P74 gy
0

Por tanto, para s € [0,7],

x(to — s) < y(to — s) +/ y(to — u)p(to — u)e Jiplto=r)dr gy,

0
to—s
y(to — s) — / fto wPlo=r)dr gy
to
" o S p(z)d
y(to — s) + w PRIy
to—s

to—s ”
= y(to - S) — / y(w)p(w)efto,sp(z) dz dw

to

Llamando tg — s =t € [tg — T, tp] concluimos que

to s
z(t) < y(t) —|—/ y(s)p(s)eli PPz qs vt e J.
t

O]

Corolario 2.56. Sea J = [a,b] con ty € J. Sean x,y,p € C(J;R) con p(t) > 0 para todo t € J tales

que
méx{t,to}

£(t) < y(t) + / p(s)x(s) ds

min{t,to}

FEntonces -
maxyto, méax{t,s}
:L‘(t) é y(t) +/ y(s)p(s) fmm{t s} p(z) dz dS.

min{to,t}
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Veremos otras versiones del Lema de Gronwall que aplican a casos particulares, pero que puede ser
atil tener en cuenta.

Corolario 2.57 (Lema de Gronwall-version reducida). Sea J = [to,to+T], z,p € C(J;R) con p(t) > 0
para todo t € J y sea K € R tales que

x(t) < K+ /tp(s)x(s) ds Vte

to

Entonces ,
(t) < Kelo P4 (2.14)

Demostracion. Aplicando el Lema de Gronwall (Lema 2.54) con y(t) = K obtenemos que

t t t t
z(t) <K (1 —/ (—p(S)efs p(z)dz> ds) =K <1 — {efs p(Z)dZK ) — KelwP?)dz,

to

O]

Corolario 2.58. Sea J = [to,to+T], z € CY(J;R™) con |2/ (t)|| < al||lz(t)|| para cierta constante a > 0
y todo t € J. Entonces
lz(®) < 2 (to) ™).

Demostracion. Bajo las hipotesis dadas, integrando respecto de ¢t obtenemos que

t
o)1 < latto)+ | alla(s)] s
0
Ahora, aplicando el Corolario del lema de Gronwall (Corolario 2.57 ) llegamos a que para todo ¢t € J

L ads alt—
()] < HiL'(to)Hefto = ||z(to)]|e (t—to)
O

Corolario 2.59. Sea f: R x R™ — R™ una funcidn continua, localmente Lipschitz en x € R™ unifor-
memente en intervalos compactos de R. Supdngase que existen a,b: R — [0,00) continuas con

(& @)l < a(®)lz]l +0(t), ¢ € [0,00).

Entonces la inica solucion (mazimal) de la ecuacion diferencial @' = f(t,x) con x(0) = z¢ € R" estd
definida en todo [0, Tinay) = [0,00) puesto que se tiene la estimacion

Hﬂ%é(www+ﬁwgﬁyﬁmm Wt € [0, Trnaa)-

Demostracion. Antes de comenzar la prueba nos conviene definir las funciones

A(t):/ota(s)ds : B(t):/otb(s)ds
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que son funciones continuas (de hecho C1), crecientes y que estdn bien definidas en todo t € [0, 00).
Es decir, no hay ningin 7" > 0 tal que

/OTa(s)ds:oo 0 /OTb(S)dS:+oo,

pues las funciones a, b son continuas y estan definidas en todo [0, 00).

Ahora intentemos utilizar el Lema de Gronwall. En primer lugar, si llamamos I = [0, T}qz) al
intervalo maximal de definicién de la solucién maximal, podemos escribir que para todo t € I,

t

Jo) = N+ [ a'(s) sl = o+ [ f(s.(s)) sl < ol + [ a(s)a(o)]+ b(s)) s
= (ool + B®) + [ a(s)lo(s)] .
0

Ahora, llamemos y(t) = ||xo|| + B(t), y procedemos a aplicar el Lema de Gronwall. Obtenemos que
para todo t € I,

[z < y(t) + /0 y(s)a(s)els 92 % ds < y(t) + /0 y(t)a(s)els 92 4= g

=y(t) <1 _ /Ot(_a(s))efﬁ a(z) dz ds> — (1) <1 _ [ef: a(z)dz}é)
= y() (1= (1-¢"0)) = y(0)e®.

Observar que en la primera linea se ha usado que y(s) < y(¢) para todo s < ¢ pues b es una funciéon
positiva.

Concluimos que ||lz(t)|] < y(t)e*® para todo t € [0, Tiaz), ¥ como el término de la derecha esta
definido para todo t € [0,00), entonces necesariamente T),,4, = 00. En caso contrario sabemos por la
teorfa de Cauchy-Lipschitz que lfmsup, ;.- ||z(t)|| = +o0, pero por otro lado

A(t) A(Tmax)

< 00.

lim sup ()| < limsup y(£)eA® = y(Tras)e

t—=Tmax t—=Tmax

O

A la hora de aplicar cualquiera de los tres resultados anteriores nos referiremos indistintamente a
cualquier de ellos como Lema de Grénwall.

3
x
r_
Ejemplo 2.60. Sea el sistema YT 1722 . Como ft,x) = 23/(1 + 2?) es de clase C*, por el
x(t()) = X0

Teorema de Cauchy Lipschitz local (Teorema 2.35), existe una tnica solucién maximal definida en
I = (Thin, Tinaz) con ty € I. De hecho podriamos haber sido més cuidadosos y habernos dado cuenta
de que realmente

2 2N o4
'(9]” 3x2(1 4 2*) — 2z <2 VzeR,

t =
e "’”‘ 1+ 22)2
por lo que f es globalmente Lipschitz en x € R uniformemente en ¢ € R. Asi, podriamos haber aplicado

el Teorema de Cuachy-Lipschitz global (Teorema 2.1) y saber que el intervalo maximal de existencia
es I =R.
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En cualquier caso, encontraremos ahora una cota sobre el crecimiento de las soluciones usando el
Lema de Gronwall. Sea t > ty. Tenemos

t
< |zo] +/
to

Aplicando el Lema de Gronwall se sigue que para todo t > tg

t
ds <|zo|+ [ |x(s)|ds, ¥te[0,00).
to

z(s)3

lz(t)] = T52(s)2

t
a:o—i-/ 7'(s)ds

to

()] < Jwole! 0.

Obsérvese que si no hubiésemos aplicado el Teorema de Cauchy-Lipschitz global, otra forma de haber
sabido que el tiempo maximal de existencia a la derecha de ty era [0, 00) hubiese sido usar esta esti-
macién anterior, que impide que las soluciones puedan tener un tiempo maximal de existencia finito,
pues explotarfan, y esto ya vemos que no se puede dar.

De manera analoga, podriamos haber obtenido la estimacién
l2(t)] < |moleto™ vt < t.

Proposicion 2.61. Sea J = [tg,tg + T], Q C R™ abierto, f,g € C(J x Q;R™) globalmente Lipschitz
en Q (con constante L > 0) uniformemente en J. Entonces

1. Six,y € CH(J;Q) solucionan la EDO 2’ = f(t,2) con x(tg) = 0 € Q e y(to) = yo € Q, tenemos

que

to+T) ,

[ = lloo = doo (2, y) = mix||(t) = y(£)]| < LT 122 — yo.

2. Siz,y € CYJ;Q) solucionan las EDOs 2' = f(t,2) y 2 = g(t,2) respectivamente con x(tg) =
y(to) = xo € Q, entonces

eL(tO+T) — 1
Iz =yl < <L||f—guoo ,

donde || f — glloc = doo(f,9) = sUPey veq |f(t,2) — g(t,2)||. Y 50 Q es acotado, podriamos haber
tomado el mdzimo en la frase anterior.

Para la demostracion necesitaremos el siguiente resultado de caracter general.
Proposicién 2.62. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.61, si x,y € C1(J;Q) tenemos que

L(to+T) _ 1
2 — ylloo < elloFD) <€L> (81 + d2)

donde o = ||z(to) — y(to)|l, 61 = méxt € Jlla'(t) — f(t, (t))]|, b2 = mdxies [[y'() — f (¢, y(D)]-
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Demostracion. Sea t € J. Tenemos que

t

olto) + [ ) ds — o) — [ /(s)ds

to to

lz(t)—y (@)l =

< [Jz(to) — y(to)ll + t 1f(s,2(s)) — 2’ (s) [l + 1. (s, 2(5)) = f(s,y(s)Il + Iy (5) — f(s, ()]l ds

<5+ / (61 + 8 + £ (5, 2(5)) — F(s,9(s))])) ds

to

<ot | (61 4 82+ Llla(s) — y(s)]) ds

to

< 8o+ (t —to)(61 + d2) + / Lijz(s) — y(s)| ds.

to

Si aplicamos el Lema de Grénwall tenemos que para todo t € J

H-T(t) - y(t)H < [50 + (t - to)(51 + 52)] + /tt((so 4 (s B to)(51 + 52)Lef:Ldz) ds
= [00+ (t — to) (61 + 02)] — [[60 + (s —to)(61 + 62)]6L(t—s) ;
eLt—to _ 1
= oelt—to) 4 (81 + 02) <L>

T GLT -1
< dpe™" + (01 + 62) i .

Demostracion del Teorema 2.61. 1. Trivial.

2. Usamos la Proposicion 2.62 con la funcion f (también podriamos aplicarla con la funcion g y
llegariamos al mismo resultado). Entonces

oL(to+T) _ q (L(to+T) _ 1
2 —Yllo <0+ B (01 +62) = B If = 9lloos

donde en la segunda igualdad se estd usando que

02 = miéx [ly/(t) — f(t,y(0)| < méx(lly'(2) — g(t, @) + llg (¢, y() = f(Ey D))

= mix [lg(t, y(t) = f(&yO)I < g = flleo-

En ocasiones, las ecuaciones diferenciales que estudiemos dependeran de parametros.

I — R™ :
(P) {az flt,z, N), A€ parametros S F=(flaee fo) T X QX R™ 5 RY

x(ty) = xo
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Podemos pasar la dependencia de los parametros a dependencia respecto de condiciones iniciales defi-
niendo B B
g:Jx Q= R™ Q=0QxR",

como sigue:
g9i(t,y) = filt,y), 1<i<n
gi(t,y) =0, n+l<i<n+m

Si ahora consideramos el problema, de valor inicial

(ﬁ){y—g@w)
y(to) = (z0, A)

podemos afirmar lo siguiente

Aserto: z(t) es solucion de (P) para A € R™ si y solo si y(t) = (z(t), \) es solucion de (P).

Este hecho hace que siempre que queramos estudiar la dependencia de soluciones respecto de paré-
metros que aparezcan en nuestra ecuacion diferencial, podemos pasar esa dependencia a las condiciones
iniciales en un nuevo PVI modificado (P), y por tanto todos los resultados que ya tenemos (y alguno
mas que veremos) sobre dependencia continua / Lipschitz / diferenciable sobre condiciones iniciales se
traslada a los parametros de la manera indicada.

Con vistas a demostrar la dependencia continua de las soluciones respecto de as condiciones iniciales,
siempre que la funcién que defina el sistema sea "suficientemente regular”; es util que definamos la nociéon
de flujo de un sistema. Este concepto aparecerd en muchas otras ocasiones a lo largo de estas notas.

Definicién 2.63 (Flujo de un sistema). Sea J C R intervalo, Q C R™ abierto, f € C(J x Q;R™) local-
mente Lipschitz en {2 uniformemente en J. Entonces definimos el flujo del sistema como la aplicacién
@ : W — R™ dada por

o(t, to, xo) = @(t;to, o) = x(t;t0, z0)) = x(t),

donde W = {(t,%0,20) € RX JxQ: t € [y »)} vy donde p(t;t0,v0) = x(t) denota la solucién maximal

del PVI
{x = f(t,@) (2.15)
x(to) = X0

evaluada en ¢, siendo [(;, ;) su intervalo maximal de existencia.

Antes de probar el Teorema sobre dependencia continua respecto de las condiciones iniciales de un
PVI (2.15), donde la funciéon f sea suficientemente regular (para poder aplicar la teoria de Cauchy-
Lipschitz) necesitamos primero probar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.64. Sea J C R intervalo arbitrario, Q C R™ abierto y f € C(J x Q;R™) localmente
Lipschitz en Q uniformemente en J. Consideremos xog € Q y to,t1 € J, y llamemos x(t) = p(t;to, xo),
y(t) = @(t;t1,z0) a las soluciones correspondientes al PVI 2/ = f(t,z) con z(tg) = xo y 2(t1) = xo
respectivamente.

Supongamos que eziste [a,b] C R con [a,b] C Ly 20) N L, 2), Y sea K C Q un compacto tal que

x(t),y(t) € K Vt € [a,b).
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Entonces, si llamamos L > 0 a la constante de Lipschitz de f en K, y M = maxyc(qy], zek |f (L, 2)]
tenemos
lz(t) — y(&)]| < Mlto — t1]e™ "1 vt € [a,b].

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que t; > ¢y. Tenemos

() — (] = || (o + / #'(s) ds) — (z0 + / (s) ds) =\ / o/(s) ds + / (2'(s) — o/ (s)) ds
< / (s, a(s)) ) ds + 155,059 = £ (30 s

t
< Mty —to] + L / le(s) — y(s)]| ds.
t1

Usando la desigualdad de Grénwall concluimos que
() = y()]| < M|ty —tole™ 11, vt € [a,b].
O]

Teorema 2.65 (Teorema sobre dependencia continua respecto a las condiciones iniciales). Sea f :
J x Q — R" funcidn continua, localmente Lipschitz en Q uniformemente en J. Aqui J C R es un
intervalo y Q C R™ es un abierto. Entonces el flujo ¢ : W C R™"2 — R, o(t;tg, z0) es una funcion
continua, donde

W= {(t,to,z0) ER X J x Q: t € Ly poy}-

Demostracion. Fijemos un punto (79,t9,x9) € W y veamos la continuidad del flujo en ese punto.
Empezamos tomando un intervalo [a, b] C Iy, ) tal que 7o,%9 € (a,b). Llamemos x(t) = ¢(t;to, zo).

Dado € > 0 suficientemente pequefio para que dist({p(¢;t0,x0) : t € [a,b]},0Q) > 3¢ definimos el
conjunto

A: ={(t,x) € [a,b] x R™ : ||x — p(t;to,x0)|| < 2e} C [a,b] x Q.
Obsérvese que
K. ={x€Q: |Jz —¢(t;to, xo)| < 2¢ para algan ¢ € [a,b]}

es un conjunto compacto. Podemos definir M = méx;¢(q), 2. |f(t,2)| y asumir que f es L-Lipschitz
en la segunda variable z € K, uniformemente respecto del tiempo t € [a, b].

Probaremos que existe 6 > 0 tal que si ||(71,t1,21) — (70,t0,%0)| < 0 entonces |[¢(71,t1,21) —
(10, to, xo)|| < €.
5
(1 + M)(1 + eLlb—al)

Nuestro primer objetivo serd demostrar que si §' = > 0 entonces para todo

[th — to] < & y ||z1 — xo|| < &' se tendra que
(t,o(t;t1,21)) € Ay VE € [a,b].

Llamemos y(t) = p(t;t1,21) vy llamemos [¢,d] C [a,b] al intervalo maximo donde (¢,y(t)) € A: para
todo t € [c,d]. Veamos que [c,d] = [a,b]. Para ello supongamos que [c¢,d] C [a,b]. Usando la Propo-
sicion 2.64, y la Proposicion 2.61 (asumiendo que f es L-Lipschitz respecto de la segunda variable
uniformemente en la primera siempre que nos movamos en A.),

lz(t) =y < llo(tito, xo) — p(tito, z1)|| + lle(t; to, w1) — @(t; b1, 1))
< lwo — @y [[e™ttl 4+ M|ty — tole™ 0l < (1 4+ M)d' el < e, Vi€ [e,d].
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Pero en este caso, por definicion de A. atn podriamos encontrar un n > 0 tal que la solucion y(t)
se podria definir en un intervalo de tiempos 1 mayor y aun estaria dentro de A.. Mas precisamente
tendriamos ||z (t) —y(t)|| < 2e, Vt € [c —n,d+n]. Esto indica que necesariamente [a, b] = [c, d| siempre
que cojamos & > 0 suficientemente pequeno como se ha indicado.

Ahora nos encaminamos a concluir el argumento. Tomaremos 0 < § < ¢’ de tal forma que (o —
d,to +0), (10 — 0,70 +0) C [a,b]. Asi, si ||(71,t1,21) — (70, %0, %0)|| < & entonces

< Mlt; — to.

/T F(s,2(s)) ds

lo(ms o, 20) — 93 tos o)l = lo(m) — (7o) | = \
Y juntando todo

llo(T15t1,21) — @(70;t0, zo) || = |ly(11) — 2(70)l| < [ly(71) — 2(70)|| + || (71) — z(70) |
< o — x|l + M|ty — to|eMP= + M| — 7]

< (M 4+1)(1 + etPahys < e

El siguiente resultado nos da la dependencia diferenciable respecto de las condiciones iniciales.

Teorema 2.66 (Teorema sobre dependencia diferenciable respecto a las condiciones iniciales). Sea
f:UCRxXR" = R" de clase C*, k > 1. Entonces el flujo o € C*(W) donde

W = {(t,to,xo) eRxU:te I(to,xo)}

Demostracion. La prueba no es trivial y nos limitaremos a dar la referencia [1, Secciéon 2.7], donde el
alumno puede encontrar una demostracién detallada. O

2.4.1. Ecuaciones variacionales

En las hipotesis del Teorema 2.66, definiremos ahora las ecuaciones variacionales lineales (respecto
de tp y de zp) asociadas a un sistema de ecuaciones diferenciales. Mas en concreto, dado un sistema

si consideramos su flujo o(t;tp, xo) se tiene que Dy o(t;to, o) serd la tnica solucion matricial del
sistema

Y = Do f(t,¢(t; to, 70))y (2.16)
y(to) = Id
puesto que
0 Oy
. E(D$0¢(ta to,.’lf(])) = DfEO E(t;tOﬂUO) = onf(ta(p(tvt(hxo)) = Dmf(t,(p(t,to,$0))on(p(t, thxO)'

» Como ¢(to;to, o) = xo V (to, o) € U entonces Dy, p(to; to, xo) = Id.
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A las ecuaciones que definen el sistema (2.16) se las denomina como las ecuaciones variacionales lineales
respecto de x.
Y la ecuacidn variacional lineal respecto de tg seria

0
%W(t;to,ﬂfo) = =Dy, (t;to, o) - f(to, z0)

Para llegar a la ecuacion diferencial anterior basta observar que
p(tito, p(tost, yo)) =yo Vi, to €R, yo € R”
De este modo, llamando z¢ = ¢(to;t,y0) v derivando respecto de ty en ambos lados, obtenemos

0 0 5] 0
0= 87()(3/0) = <8to(p) (tsto, @(tost,m0)) = aT()SO(t;tovxo) + Dgy(t; to, o) - (atﬂﬂ> (to:t,yo)

0
= %W(t;to,xo) + Dy 0(t; to, xo) - f(to, o)

Y si considerasemos sistemas de ecuaciones diferenciales dependientes de pardametros

{:E’ = f(t,z,\)

x(ty) = xo

también podemos plantear las ecuaciones variacionales lineales respecto de \

y'(t) = Dy f(t, ¢(t; to, w0, A), A) - y + D f (L, p(t; to, w0, A), )
Z(to) =0

donde la dnica solucién al PVI es y(t) = Dyp(t; to, o, A)-

x = \z’t

.I'(to) =20 €R
Observemos que f(t,z,\) = \z?t € C°(R?), luego podremos plantearnos las diferentes ecuaciones
variacionales. Denotemos por ¢(t;tg, o, A) al flujo del sistema. Veamos como calcular la ecuacion

variacional respecto de zp. Esto es, debemos plantearnos un PVI, donde la tnica solucién y(t) sea
justo y(t) = a%ogo(t; to, o, A). La ecuacion variacional es

Ejemplo 2.67. Sea el sistema

o[ a o (0 o ., B /
e R — = — e = — = 2 —_— = 2 .
ot ((‘31’0 4/3) Oxo ((‘%(p) 83;0(/\90 B =Xt S083:0 = Y8 = Ae(tito, zo, \y(t)

—o(tp; tg, xo, \) =1 = tog) =1
(%Ow(o 0,70, A) y(to)

Dando por hecho que sabemos resolver el PVI inicial, tenemos que el flujo viene dado por

o

t:to, To, \) = )
Pl 1 — ao(t? — 13)
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luego la ecuaciéon variacional respecto a xg se escribe como
fin 2Xtzxg

1= 5ao(t? — 15)
y(to) =1

y(t)

Resolviendo llegamos a que

1
A 2 212
Sxo(t? — 1))

que es lo mismo a lo que habriamos llegado derivando respecto de zg en la expresion del flujo
©(t; to, xo, A) directamente.

0
y(t) - 8.%0%0@’ t07x07)\) -

(1-



Capitulo 3

Teoria de Cauchy-Peano

En este capitulo, a diferencia del anterior, el objetivo seri estudiar meramente la existencia de
soluciones, sin importarnos la unicidad de las mismas. Veremos que para que un PVI del tipo
x(ty) = xg € R
bastard que la funcién f sea continua. Este resultado se conoce como Teorema de Peano. Damos
directamente su enunciado y dos ejemplos que muestran por un lado que a falta de continuidad puede
llevar a la no existencia de soluciones, y que incluso con continuidad no se puede asegurar la unicidad

de las mismas.

Teorema 3.1 (Teorema de Cauchy-Peano global - 1890). Sea J = [to,to + 1], f € C(J x R™;R™)
acotada. Sea M = || f|lcoc = sup{|f(¢t,x)|t € J, x € R™}. Entonces para cada xo € R", el PVI (3.1)
tiene al menos una solucion (global) definida en J. (En general no se tiene por qué tener unicidad).

Ejemplo 3.2. Seaz’ = f(x) con z(0) = 0, donde f(z) =0siz <0y f(xz) = 1siz > 0. Este sistema no
posee soluciones. Probaremos esto por reduccién al absurdo, y veremos que se entra en contradiccién
con la propiedad de Darboux (o de los valores intermedios) que toda funcion diferenciable en un
intervalo debe satisfacer.

Supongamos que existe alguna solucién z(t) definida en algun intervalo I C R con 0 € I.

0 <0
Ejemplo 3.3. Sea 2/ = f(z) donde f(z) = < /x| x€][0,1], 2(0) = 0. La funcién f(z) = /|z|
1 x>1

es continua y acotada en R, luego podemos aplicar el Teorema de Cauchy-Peano para asegurar que
existe al menos una solucion definida en cualquier intervalo compacto J = [0,7T] que queramos. Sin
embargo, no podemos asegurar la unicidad de las soluciones. De hecho, existen dos soluciones, z1(t) = 0

2
ym<t>={if41 Zi[;”].

La demostracion que daremos del Teorema de Peano sigue las ideas de Tonelli de 1928. Siguiendo
este camino, resulta necesario ver antes el famoso Teorema de Arzela-Ascoli. Este es un resultado muy
importante en el campo del Analisis Matemaético, con importantes aplicaciones més alla de las ecua-
ciones diferenciales. Para nosotros resultard una herramienta muy potente para demostrar el Teorema
de Peano sobre existencia de soluciones, asi como el Teorema del punto fijo fue esencial en la Teoria
de Cauchy-Lipschitz.

49
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3.1. Teorema de Arzela-Ascoli

Teorema 3.4 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea K C R™ compacto y sea F C C(K;R™) subconjunto
infinito. Entonces F es relativamente compacto en (C(K;R™),dw) si y solo si F es acotado y equicon-
tinuo.

Definicién 3.5. Un espacio de Banach es un espacio normado y completo. (Por ejemplo (C(K;R")), |-
lloo)) es Banach si K C R™ es compacto, donde || f||co = doo(f,0)).

Definicion 3.6. Sea X un espacio de Banach y F C X. Decimos que F es relativamente compacto si
F es compacto, lo que es equivalente (al estar en un espacio métrico) a que toda sucesion (fy)p>1 C F
posee una subsucesion convergente en X (y lo hara a un elemento de F.

Observacion 3.7. Dado X Banach y F C X se tiene que F es compacto entonces F es cerrado y
acotado. El reciproco, aunque cierto si X = R", no es cierto en general. Por ejemplo pensemos en
X = (C([0,1R), || - loo) ¥ en F = {fula) = 2" : n € N}.

En general, si estamos en espacios métricos, lo que si tenemos es que un conjunto es compacto si y
solo si es completo y totalmente acotado’. Si el espacio métrico es completo se tiene que la compacidad
equivale a ser cerrado y totalmente acotado.

Definiciéon 3.8. Sea K C R" compacto y sea F C (C(K;R"), || - |[s). Se dice que F es equicontinuo
si para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que si z,y € K con ||z —y|| < 4, entonces ||f(x) — f(y)| < € para
todo f € F.

Teorema de Arzela-Ascoli. Si F fuese un conjunto finito, entonces automaticamente tenemos acotacion,
equicontinuidad y compacidad.

e F relativamente compacto = F acotado y equicontinuo: Como F es compacto por hipétesis te-
nemos que debe ser acotado, luego F también es acotado. Solo nos falta ver que F es equicontinuo.
Razonaremos por reduccién al absurdo.

Si F no fuese equicontinuo existiria ¢ > 0 tal que para todo n € N existirian z,,y, € K y una
funcion f, € F C F tales que

pero an(mn) - fn(yn)H > €.

S

[2n = ynll <

Como K? x F es compacto, podemos extraer una subsucesion (z,,,,Yn,., fn,,) convergente a algin
(Tw, Yuw, fw) € K? x F. Es decir, tenemos que f,,, — f, uniformemente en K,y ademas que ||z, —
Ynm | = ||Tw — Yw| cuando m — oco. Esto altimo indica que x,, = ¥y, puesto que sabiamos que
|Zn,, — Ynm |l < 1/np, para todo m € N. Juntando todo tenemos que

€ < | frm (@np) = Frm Yn) |l
<N fom @) = fo(@n )+ [ fo@n,) = fo @)l + L foWnm) = fam Gn)ll
<2\ frm — fwlloo + [ fw(n,,) — fu(yn,,)|| = 0+0=0 cuando m — oo.

Pero € < 0 es una contradiccién y hemos acabado.

'Un conjunto F C X, donde X es espacio métrico se dice totalmente acotado si para todo € > 0 existe un nimero
N(e) € N tal que podemos recubrir F por N(e) bolas de radio ¢.
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e F acotado y equicontinuo = F relativamente compacto: Sea (fy,)n>1 una sucesion de funciones en
F. Debemos construir una subsucesion (fy,, )m>1 convergente en C(K;R™). Dividimos la demostracion
en tres etapas:

Etapa 1: Existe D = {d; : ¢ € N} C K tal que d; # d; si i # j, y ademés es denso en K (esto es,
D=K).

Sea n > 1, y consideramos B(z,1/n) con x € K. Si para un n fijo consideramos todas las bolas con
centros en K tenemos un recubrimiento de K dado por

K = | B(z,1/n).

zeK

Usando la compacidad de K debe existir un p(n) € Ny ciertos centros 1, ..., Ty p(n) tales que

p(n)

K C | Bz, 1/n).
j=1

Si definimos D = {z,,j : n € N, 1 < j < p(n)} tenemos un conjunto numerable (pues unién numerable
de conjuntos finitos s numerable) y ademaés sera denso. Veamos esto ultimo en mas detalle. Sea z € K
fijo. Para cada n € N fijo sabemos que existe un z,, ; () con 1 < j,(z) < p(n) tal que

1
T e B(xn,jn(z)a 1/”) = H‘T - In,]n(I)H < ﬁ

De esta manera, la sucesion (1, j, (»))n>1 converge a z. Esto prueba la densidad de D en K.

Etapa 2: Existe una subsucesion (fp,,)m>1 de (fn)n>1 que converge puntualmente en D. (Aqui se
usa la acotacion de F).

Sea D = {d,, : n € N} C K con D = K. Consideremos la sucesion (f,(d1))n>1, que es acotada en
R"™. Aqui estamos usando la acotaciéon de F, que nos dice que existe C' > 0 tal que

Iflle <C VfeF.

Gracias a Bolzano-Weierstrass sabemos que existe una subsucesion convergente (f1l(d1))n>1 tal que
lim_fy(di) = f, € R™.
n—oo

Ahora consideramos (f;} (d2))n>1, que de nuevo es una sucesion acotada en R™; luego Bolzano-Weierstrass
nos dice que existird una subsucesion de esta sucesion tal que

lim f7(ds) = f, € R™.
n—oo

Ademas, por ser subsucesion de (f;}(dz))n>1, se tiene también que lim,,— f2(d1) = fL. Repitiendo este
proceso indefinidamente llegamos para cada m € N a una sucesién (f),>1 subsucesion de (f™1),>1
tal que

lim f7(d;) = fi, V1<i<m.

n—oo

Definimos g, = f)} para cada n € N. Tenemos que (gn)n>1 €s una subsucesion de (fp)n>1 vy, ademaés,
para cada m € N

lim g,(dm) = fi)-

n—oo
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Etapa 3 (fn,,)m>1 es de Cauchy en C'(K;R"), que es completo para la norma supremo; luego sera
convergente. (Usamos que F es equicontinuo).

Como ya se ha indicado en la etapa 2, nuestra subsucesion convergente viene denotada por (gn)n>1
(no usaremos la notacion (fy,,)m>1). Ya sabemos que (gn)n>1 converge puntualmente en D. Ahora
probaremos que realmente es una sucesion de Cauchy en (C(K;R"), | - |loo)-

Usando la hipotesis de equicontinuidad de la familia F para cada € > 0 existe § > 0 tal que si
|z —y|| <0 (con z,y € K) entonces

€
lgn(2) = gn()ll < 5. VR 2 1.
Cogemos ese § > 0 y consideramos el recubrimiento

K C | Bs(dn).

n>1

Obsérvese que la union de las bolas recubre K, por ser {d,, },,>1 denso en K, y entonces D = K. Ahora,
si x € K debe existir j = j(x) tal que

Ha: — d](m)” <d & zx¢€ Bg(d](x))

Por otro lado, la compacidad de K nos indica que podemos tomar un subrecubrimiento finito de K,
dado por

q
K c | Bs(dy).
j=1
Cojamos ahora n,m € Ny, con vistas a probar que la sucesion (gn)n>1 es de Cauchy escribimos para

cadax € K

1gn+m (2) = gn(@) | < llgntm(®) = gnsm(dj@)ll + [|gn+m(dj@) = 9n(dj)l + 90 (dj(z) = gn(@)]]

2e
< 5+ 19n+m(dj@) = 9n(dj)|-
Para cada j =1,..., ¢ tenemos que existe lim;, o gn(d;) = fZ,. En particular tenemos ¢ sucesiones de

Cauchy. Luego, dado el € > 0 del principio, existe ng = ng(e, q) tal que si n > ng, m > 1 se tiene que

13
||gn+m<dj) - gTL(d])H < §

Como sabemos que dj(,) € {d1,...,d4} para todo x € K, entonces concluimos que
2e
Hgn-i-m(m) - gn(w)H < 3 + Hgn—l—m(d](z)) - gn(d](x))H <e Vnz>2ng,m=>1,z€K.
Esto significa que ||gn+m — gnlloo < € para todo n # ng, m > 1. Luego la sucesion (gy, )n>1 es de Cauchy,

que es lo que querfamos probar.
O
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3.2. Teorema de existencia de Cauchy-Peano

Demostracion del Teorema de Cauchy-Peano global. Recordemos que una funcién x(t) sera soluci6n
del PVI en J si y solo si

z(t) = zo + /tt f(s,z(s))ds, VteJ

Seguiremos ahora el esquema de Tonelli para construir una sucesiéon de funciones que convergerd a
nuestra solucién. Definiremos para cada n € N las funciones

(t) o, tOStStU—I—E
In = T T .
+—T
w0+ [T F(soa(s)) ds, t2to+ L

Para entender mejor el comportamiento de x,(t), escribimos a continuacién su valor en los intervalos
T 2T 2T a7
to+ ,to+—1|y |[to+ —,to+ = | Estos son
n n

T 2T
f(s,z9)ds, parate [to + —,to+ ]
n n

y

T

to+L =% = 2T 3T
xn(t) = xo—l—/ f(s,x0) ds+/ fls,xo+ / f(r,mo)dr | ds, parate [to + ?,to + .
t

to to+% 0

3

respectivamente. Si definimos F = {x,, : n € N} C (C(J;R"), | - ||), veremos a continuaciéon que F
es acotada y equicontinua.

1. Acotacion: Si t € [to,to + T'/n], entonces ||, (t)|| = ||xo]|. Si, en cambio, t > T'/n, entonces

lzn (B =

< |lwol| + M|t — (T/n) — to| < ||zol| + MT =: C

vt [ T s on() ds

to

Asi F C B(0,C).

2. Equicontinuidad: Distinguiremos casos:

v Sityg <t,s<to+T/n tenemos que
[ (t) = 2n(s)l] = [l2o — zol| = 0.

» Sitg <t<ty+T/n<s, tenemos que

[2n(t) = zn(s)]l = <

/s_: Flr, (7)) dr

to

To — To — /ts_n f(ryzp (1)) dr

0

< Mls— (T/n) —to| < M|s —t|.
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» Sityg+T/n <t,s, tenemos que

t—L

/s " f(ran(r)) dr

r
n

/tiC f(ran(r))dr — /Sz Flr, 2o () dr| =

to to

[ () — zn(s)ll = |
< M|s —t|.

Hemos probado que {z,, : n € N} son todas globalmente Lipschitz con la misma constante
M > 0. Asi, dado € > 0, cogiendo § = /M, tenemos que si |s — t| < § = /M tenemos que
|xn(t) — zn(s)|| < e para todo n € N. Luego tenemos que la familia es equicontinua.

Gracias a que F es acotada y equicontinua podemos aplicar el Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema
3.4) vy obtenemos que existe x € C(J;R") y una subsucesion {zy,, }m>1 tal que limy,,_yo0 zp,, = = en
(C(J;R™), || - [|so). Para acabar, probaremos que z es solucién del PVI. Para esto bastara ver que

z(t) = x0 + tf(s,w(s)) ds, VteJ.
to

Como x,,, (tg) = xo para todo m € N tenemos que z(tg) = im0 Tn,, (o) = o (recordemos que
convergencia uniforme implica convergencia puntual). En el caso de que t > fy tenemos que existiré
mg € N tal que t — nl > to para todo m > mg. Asi pues, si m > mg tenemos que

t—-L t t

Tn,, (1) = T0 + / T, () ds = w0+ [ (s, w0, (s)) ds / f(s,n,,(5)) ds.

to to tf%
Por un lado tenemos que
! T
/ f(s,xp,, () ds|| < M— — 0 cuando m — oo. (3.2)
T Nm

Por otro lado, como x,,, — x uniformemente y f es continua, se probard con detalles unas lineas mas
abajo que para todo € > 0 existird un m; > mg tal que para todo m > my

Una vez comprobemos esto, hemos acabado, pues se sigue que

< [ 15t () — fs, () ds < [ Zds<e (33)

to to

t

f(s,zn,,(s)) — t f(s,2(s))ll ds

to

lim f(s,xn,,(s))ds = t f(s,z(s)) ds. (3.4)

m—0o0 t
0

Y uniendo (3.2) con (3.4) tenemos que

x(t) = Um =z, (t) =20+ t f(s,z(s)) ds.

m—r0o0
Probemos ahora (3.3). Sea € > 0 y sea

Qr=A{(t,z) e J xR": |jz — x(t)|| < R}
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siendo R > 0 arbitrario. Obsérvese que (Qr no es mas que un entorno tubular de radio R > 0 en torno
a{(t,z(t)): te J}. Como f:J xR™ — R" es continua, f|g, es uniformemente continua, pues Qp es
un compacto. En particular, existird § > 0 tal que si (¢, z), (t,y) € Qg con ||z — y|| < J entonces

1t 2) = fFty)ll <

o

Ademas, dado ese § > 0, como z,,, — = en (C(J;R"), || - ||oo) podemos encontrar m; > mg tal que
[0, (s) —x(s)[| <6 Vs € K, Vm = my.

O]

Teorema 3.9 (Teorema de Cauchy-Peano local). Sea J = [to,to + T], @ C R™ un conjunto abierto
y sea f € C(J x Q;R™). Entonces para todo xy € Q, existe un § > 0 tal que el PVI (3.1) posee una
solucion definida al menos en [to,to + d].

Demostracion. Se deja como ejercicio al alumno. O

Observacion 3.10. En vista de los resultados de existencia y unicidad que hemos visto parece que
si partimos de una funcion continua f € C(R™) el conjunto de puntos (¢g,x¢) para los que podria no
haber unicidad de soluciones locales para el problema de valor inicial (3.1) deberia ser pequenio. Sin
embargo existen ejemplos de ecuaciones diferenciales ' = f(t, ) tales que para todo (tg,zg) € R"H!
existen al menos dos soluciones locales al problema. Véase el libro de Hartman (paginas 18-26).

Veamos ahora dos ejemplos:

Ejemplo 3.11. (Ejemplo de Miiller, 1927) Sea f : [0,1] x R — R definida por

2t <0
flt,z) = q2t(1 — \) —2tA == M2, A€ [0,1]
—2t x> t2

yel PVI 2’ = f(t,z), z(0) =0 € R.

f es continua y acotada, luego por el Teorema de Cauchy-Peano existe una soluciéon definida en
[0,1].

f no es localmente Lipschitz en ningtin entorno de z = 0 uniformemente en ningtin entorno de
t=0.

Hay unicidad de soluciones al PVI.

Las iteradas de Picard-Lindeldf no tienen nada que ver con la solucién.

Acabamos el capitulo con un dltimo ejemplo, en el que pretendemos mostrar la utilidad de todos los
teoremas de existencia y unicidad vistos hasta ahora, en los Capitulos 1-3.
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Ejemplo 3.12. Comprobaremos que en el siguiente PVI hay existencia y unicidad de soluciones, pero
que no podemos aplicar ningn teorema de Cauchy-Lipschitz.

y(0) =0

En primer lugar se observa que se puede aplicar el Teorema de Peano y asegurar la existencia de
soluciones. Respecto a la unicidad vemos que dada la funcion f(¢,y) = y'/3 41, no existen intervalos
abiertos U, I C R tales que 0 € U y 0 € I de manera que f sea localmente Lipschitz en U uniformemente
en I. Asi, no podemos aplicar los Teoremas de Cauchy Lipschitz. Sin embargo, la EDO ¢/ = y'/3+1 es
de variables separadas y, llamando h(y) = y'/3 41, tenemos que h(0) = 1 # 0, luego por el Teorema de
existencia y unicidad para EDOs en variables separadas existira solucion local (definida en un entorno
de tg = O)

3.3. Soluciones maximales en la teoria de Cauchy-Peano

Al igual que hicimos en la teorfa de Cauchy-Lipschitz, donde expusimos resultados sobre existencia
de soluciones maximales y, a la vez, ddbamos cierta informacién acerca de los intervalos maximales de
definicién y cuando podia ocurrir explosion en tiempo finito, la teorfa de Cauchy-Peano también permite
desarrollar resultados analogos. Ahora, puesto que no tendremos unicidad, las soluciones maximales
no tendran por qué ser tnicas.

Definicioén 3.13. Dado un conjunto, se puede definir un orden como un subconjunto O C X x X que
satisface las siguientes propiedades:

1. Reflexiva: (a,a) € O para todo a € X.
2. Antisimetria: (a,b), (b,a) € O implica que a = b.
3. Transitiva: (a,b), (b,c) € O implica que (a,c) € O

Por convenio, escribiremos a partir de ahora < y para querer decir (z,y) € O. Diremos O =< define
un orden total (o bien que X tiene un orden total dado por O) si para todo a,b € X o bien a < b o
bien b < a. Un orden seréd parcial si no es total (es decir, que existe algtn a,b € X tal que ni a < b ni
b <a.

Por otro lado, definimos cadena como cualquier subconjunto C' C X totalmente ordenado (es decir,
para todo a,b € C se debe tener que o bien a < b o bien b < a.

Y por ultimo, un orden parcial (X, <) se dice inductivo cuando cualquier cadena esta acotada
superiormente; es decir, que existe s € X tal que ¢ < s para todo c € C.

Lema 3.14 (Lema de Zorn (1935)). Si (X, <) es un conjunto ordenado por un orden < parcial e
mductivo, cualquier cadena C posee un elemento mazimal m € X. Esto es ¢ < m para todo c € C, y
st m < x para algin otro x € X, entonces m = x.

Demostracion. La demostracion requiere del Axioma de Eleccion, de hecho el Lema de Zorn es equi-
valente a este. Recordemos que el Axioma de FEleccion establece que dada una familia de conjuntos
arbitraria, siempre puedo coger un elemento de cada conjunto.
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La idea de la prueba seréd suponer que no hay un elemento maximal en la cadena C', lo que permitiria
escoger siempre un elemento mayor en la cadena y, repitiendo el proceso, se acabaria probando que
realmente X = C, y estarfamos ante un orden total.

Para una demostracién més rigurosa se recomienda consultar cualquier manual de Topologia o de
Teoria de Conjuntos.

O

Sea ahora J = [tg,to + T o bien J = [tg,00), @ C R™ abierto y f:J x 2 — R™ continua. Tomemos
xg € Q y consideremos el PVI

{x/ AR (3.5)

I(to) = X0

Por el Teorema de Cauchy Peano local (Teorema 3.9) sabemos que existe § > 0 tal que (z, [to, to + d])
es solucion de (3.5). Llamemos al conjunto de soluciones

Y ={(u,I): I €{[to,to+ hl,[to,to+h)},0<h < T, uc C(I) resuelve (3.5) en I}
y definiremos a continuacién las nociones de prolongabilidad.

Definicién 3.15. Dadas dos soluciones (x1, I1), (z2, I2) € X diremos que (2, I3) es prolongacion por
la derecha de (x1,11) si I1 C I y ademéas xa2|;, = 1. En tal caso escribiremos (x1,11) < (x2,12). Se
podria definir andlogamente prolongaciones por la izquierda.

El lector puede comprobar que (X,<) es un conjunto ordenado. Pero solo tendremos in orden
parcial, pues por ejemplo si consideremos el PVI &/ = z1/3, x(0) = 0, tenemos que para algan intervalo
L =1, =10,T],

(21(8), 1) = (0,10, 7)) 5 (wa(t), I2) = ((2/3)¢*/%,[0,T])

son ambas soluciones, pero ninguna es prolongacién de la otra.

Teorema 3.16 (Teorema soluciones maximales Cauchy-Peano). Sea J = [to,to + 1] y f € C(J x
R™; R™). Entonces para cada xo € R™, el PVI (3.5) tiene al menos una solucidn no prolongable estric-
tamente a la derecha (una solucién mazimal) (x,I). Ademds, para cualquier solucion no prolongable
estrictamente a la derecha (x,1), o bien I = J, en cuyo caso decimos que x estd globalmente definida
en J, o bien I = [to, Taz), para algin to < Tax < to+ T y, en tal caso,

limsup ||z(t)]|| = +o0

t—=Tmax
y diremos que x explota en tiempo finito Thaz .

Demostracion. Llamemos X al conjunto de soluciones del PVI y consideremos una cadena suya
C={(za,1n): a € A}.

Entonces tomamos I = J,c4 [o y tomamos (t) = z4(t) si t € I,. Observemos que esta funcion x(t)
estd bien definida en I porque x4 (t) = zg(t) si t € I, N Iz. De hecho (u, ) es una cota superior de
(C, <). Es aqui donde entra en juego el Lema de Zorn que nos garantiza que cualquier cadena admitira
una solucién no prolongable estrictamente a la derecha. Tenemos que z(t) serd una solucién maximal
del PVL



58 CAPITULO 3. TEORIA DE CAUCHY-PEANO

Se nos presentan a continuaciéon dos situaciones: o bien I = J, o bien I C J. En el segundo caso se
tiene que

I = [t07Tmaa}]7 tO < Tmaa: < tO +7T o I= [t07Tmam) tO < Tmaac < tO +T.

y = f(ty)
y(Tmam> = x(Tmax)
a aplicar el Teorema de Cauchy-Peano local, podriamos encontrar una solucién, que generaria una
prolongacion estricta de z(t) mas alla de T},4,. Hemos por tanto deducido que el intervalo maximal de
definicion de z es del tipo I = [to, Tinaz) con to < Thaex < to + 1. Veamos ahora que

El primer caso lo descartamos porque tras plantearnos el PVI { y volviendo

lim sup ||z (t)|]| = +o0.

t—Tmaz

1. El conjunto I" = {u(t) : t € I} no es acotado.

En caso contrario, al igual que hicimos en la demostracién del Teorema 2.33, existirfa una sucesién
(tk)k>1 con ty, — Tings v tal que limy_,oo 2(t;) = 2* € R™. Ahora uno puede probar que de hecho
lim x(t) = z* (comparar con el Lema 2.31). En efecto, dado ¢ € [tg, Tinaz),

/t: o'(s)ds|| = ‘ /t: o'(s) ds

Si hacemos tender k£ a infinito se obtiene

t—=Tmax

< méx _[|[f(r, )|l [t —t| = M [t — &
(ryy)eJxT

la(t) — w(ti)]| = \

lx(t) — 2*|| < M|t — Thnaa| VEEI,

y por consiguiente lim, ,,— z(t) = x*, lo que implicaria que la soluciéon puede extenderse a un
intervalo mas grande [to, Tmaz) C [to, Tmaz), contradiciendo la maximalidad de (z, I).

2. Existe una sucesion de tiempos creciente (t)g>1 tal que ty — Tinae con limy_o ||(tg)|| = o0o.

La demostraciéon de este hecho sigue los mismos pasos que en la demostraciéon del Teorema 2.33.

z' = cos(z!/3)
z(0)=0€R

Cracias al Teorema de Cauchy-Peano, como f(x) = cos(z!/3) es continua y acotada en R, es facil
concluir la existencia de al menos una solucién definida en todo R. Observemos que la Teoria de
Cauchy-Lipschitz no nos garantiza existencia y unicidad de soluciones al PVI, pues no hay entornos de
x = 0 donde f(x) sea Lipschitz. Por otro lado, si que es cierto que al tratarse de una EDO en variables
separadas con f(0) # 0, el Teorema 1.5 nos asegura la existencia de una tnica solucion local.

Ejemplo 3.17. Consideremos el PVI {



Capitulo 4

Estabilidad de soluciones

El estudio de la estabilidad de soluciones de un sistema del tipo 2’ = f(¢,x) intenta explicar c6mo
podemos saber si el comportamiento de las soluciones es el “esperable”, o quizas no lo es. Siendo algo
maés precisos, cuando a una solucién en un sistema se le llame estable se quiere indicar que todas las
soluciones que pasen en algiin momento cerca de ella, se quedaran cerca de ella en todo tiempo futuro.
Se dird, por el contrario, inestable si esto no sucede.

En sistemas generales no es nada trivial estudiar la estabilidad de soluciones. Sin embargo, tendremos
la 7suerte” de al menos hacer un estudio bastante completo de la estabilidad para el caso de sistemas
lineales 2’ = A(t)x + B(t). Un caso particular de sistema lineal es aquel donde A(t) = A es una matriz
constante. Para este caso veremos cémo resolver y encontrar las soluciones explicitas de cualquier
sistema de ecuaciones diferenciales lineales ' = Ax. Se hard un brevisimo repaso sobre este asunto en
la Seccion 5.1, pero se remite a los Anexos para una exposicion mas completa sobre todo el estudio de
estos sistemas.

Si por contra nos encontramos ante un sistema no lineal, uno debera apafidrselas para estudiar
la estabilidad, de maneras mas "creativas”. Veremos esencialmente dos métodos, que aparecen en la
Seccién 4.4. Uno que se basa en reducir "localmente ” la cuestiéon de la estabilidad a un sistema lineal
con coeficientes constantes, donde conocemos perfectamente todo lo concerniente a la estabilidad; y
otro método, basado en el uso de las funciones de Lyapunov, que tendra la ventaja de darnos, ademés,
informacion sobre el comportamiento de las soluciones de manera global (aunque esto se veréd en més
detalle en el siguiente capitulo).

4.1. Repaso breve de sistemas lineales
Dado un sistema lineal homogéneo 2/ = A(t)z, A € C(R;M,,(R)), siempre existe un conjunto de n

soluciones linealmente independientes {x1,...,x,} que llamaremos conjunto fundamental. Si denota-
mos por X al conjunto de soluciones de ' = A(t)z tenemos que

Y={axi+ - +cpxpn:c,...,cn € R} =span{zy,...,z,}
=L(x1,...,2,) = (21,...,2,) C CL(R;R")

es un subespacio vectorial de dimensiéon n. Una matriz fundamental ® € C(R;M,(R)) serd aquella
cuyas columnas forman un conjunto fundamental de soluciones. Dada cualquier soluciéon z(t) podemos

29
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escribir

x(t) =0(t)- C=d(t)- | : para ciertas constantes C' = (cy,...cn).
Cn

Para encontrar un conjunto fundamental de soluciones podemos escoger los x;, 1 < j < n como las
Gnicas soluciones de
{ZC/ = A(t)z

. toeR, ej=(0,...,1",...0).
z(to) = e,

y en ese caso {z1,...,2,} forman un conjunto fundamental de soluciones con la propiedad adicional
de que si @ es su matriz fundamental asociada, tenemos ®(tg) = Id. A cualquier matriz fundamental
para la que exista ¢ € R con @(Z) = Id se le llama matriz fundamental principal.

Si G € C(R;R"™) y consideramos el sistema lineal no homogéneo o’ = A(t)z + G(t), su conjunto de
soluciones viene dado por

{crx1 4+ cpzpn+zp:c1,...,cn €R}

donde {z1,...,z,} es un conjunto fundamental de soluciones de ' = A(t)z y donde z, es una soluciéon
particular de ' = A(t)x + G(t).

En el caso particular de que A(t) = A € M,,(R), se tiene que una matriz fundamental principal de
2’ = Ax viene dada por

A% A3 A
At A _ _
O(t) =e™ donde e —I+A+2+3!+---—;j!.
. L . a’ = Az t—to) A t—to)A
Ademis la tnica solucién del PVI se puede expresar como x(t) = elt=to)A — o(t—to)Ay,
l‘(to) = X0
Formula de variacion de las constantes: Si z(t) es la inica solucion del PVI 2’ = Az+G(t),
x(tg) = xg € R™, tp € R, donde A € M,,(R), G € C(R;R"™), entonces
t
z(t) = et gy —i—/ eAt=9G(s)ds VteR.
to

Demostracion. Bastarda que comprobemos que la funciéon x(t) dada en el enunciado es solucion del
PVI, y como sabemos que, por tratarse de un sistema lineal, hay unicidad de soluciones definidas en
todo R, concluiremos que esa debe ser la solucién.

En primer lugar es claro que z(tg) = e’xq+0 = Id xg = x¢. En segundo lugar, utilizando el Teorema,
Fundamental del Calculo, la regla del producto de derivacion, y sabiendo derivar la exponencial de una
matriz,

t
2/ (t) = AeAt10) g 4 At / eAIG(s) ds + eMeATVG(1)

to

t
= A [eA(t_tO)xg + / A=) G (s) ds} + 2G(t) = Az(t) + G(¢).
to
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4.2. Definiciones de estabilidad

Consideraremos ecuaciones diferenciales del tipo

¥ = f(t,r)

donde f:[B,00) x @ = R", g € R, Q C R” es un conjunto abierto y donde f € C([f,00) x Q;R"™) es
localmente Lipschitz en x € Q uniformemente en t € [3,00). Por la Teoria de Cauchy-Lipschitz dado
cualquier (tg,xg) € [8,00) x Q el problema de valor inicial 2’ = f(t,z), x(typ) = o, posee una tnica
solucion z(t) = x(t; o, zo) relativa a €, que no tiene por qué estar definida en todo [tg, 00).

Definicién 4.1. Sea Z(t) la solucion maximal del PVI { relativa a €, que supondremos
definida en todo [3, c0).

1. Z(t), t > B se dice solucion estable si para todo € > 0y todo to > f, existe un § = §(tp,&) > 0
tal que si ||xzg — Z(to)|| < J entonces

|z (t; to, z0) — T(2)|| <&Vt > to.

2. Z(t), t > B se dice solucion asintéticamente estable si es estable y ademéas para todo ty > S,
existe un § = d(tp) > 0 tal que si ||zg — ZT(to)|| < 0 entonces

lim [|(t:to, x0) = F(1)]| = 0.

3. T(t), t > B se dice solucion globalmente asint6ticamente estable si es estable y ademés para todo
(to,l‘o) € LB,OO) x Q

tlggo lz(t; to, w0) — Z(t)|| = 0.

4. Z(t), t > [ se dice solucion inestable si no es estable.

Observacion 4.2. Es importante hacer algunas observaciones

1. Si Z(t) no esta definida en todo [3,00) es porque explota o sale de 2, y siempre diremos en ese
caso que la solucién es inestable.

2. Hemos mirado tnicamente hacia la derecha de § para definir estabilidad. Esto se conoce como es-
tabilidad en sentido de Lyapunov. Podriamos haber introducido nociones de estabilidad analogas
hacia la izquierda de f.

3. En la definicién de asintéticamente estable, el hecho de que para todo tg > B exista § > 0 tal
que si |lxzg — Z(to)|| < 0 entonces lims—o ||x(t;t0, x0) — Z(t)|| = 0, no tiene por qué implicar
estabilidad. Lo veremos més adelante en el Ejemplo 5.20.

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 4.3. Sea ' = ax con a € R. Supongamos primero que a < 0. Entonces, dada la solucién
Z(t) = 2(8)e®P) t > B, con B € R, tenemos que es globalmente asintoticamente estable.



62 CAPITULO 4. ESTABILIDAD DE SOLUCIONES

» T es estable: Dado e > 0 y dado ¢ty > 8 cogemos § = & > 0 y tenemos que si ||xg — Z(t)]| < §
entonces para todo t > tg

|2 (t; to, 20) — T(t)| = |woe®™ ) — Z(tg)e® )| = |zg — T(to)[e®T0) < 2o — T(to)| < €.

s Dado tg > B y cualquier zg € R, se tiene que

; . = _ ¢ a(t—to) _ = a(t—to)| _ 1¢ — a(t—to) _
tlggo |z(t; o, wo) — T(t)] tlggo |zoe Z(tg)e \ tll)n& lzg — Z(to)|e 0.

En el caso de que a = 0, todas las soluciones son constantes z(t) = x(to) para todo ¢t € R, luego existe
estabilidad pero no existe estabilidad asintética. Y si a > 0 todas las soluciones son inestables puesto
que para cualesquiera xg # g,

a(t—to)

lim |z(t; to, x0) — T(t; to, To)| = lim |xg — Tole = 00.
—00 t—o00

Ejemplo 4.4. Sea 2’ = 22. Las soluciones vienen dadas por

— To
x t’ ﬁ? X0)= T —, -
( ) 1—zg(t - B)
» Caso Tp > 0: Las soluciones correspondientes estan definidas en I = (—oo, 8 + 1/Zg) con
lim  z(t) = oo,
t—(B+1/70)~

luego son soluciones inestables.
= Caso zg = 0: La solucién x = 0 es inestable, como se deduce del punto anterior.

» Caso Ty < 0: Las solucion correspondiente x(t; 3, @) esta definida en (8 + 1/Zg, 00) con
tllglo x(t; 8,7g) = 0.

Probaremos que entonces x(t; 3, Tg) es asintoticamente estable. Que la solucién es estable se deja
como ejercicio. Por otro lado, dado tp > 8 tomamos § = |Z(to)|/2. Entonces si |xg — Z(to)| < 0
tenemos que xg < 0, y por tanto, por lo mencionado mas arriba,

lim |[Z(t) — z(¢;¢ =[0-0|=0.

Jim [Z(t) — 2(t;to, z0)| = 0 = 0
Es facil ver que las soluciones no son, en ningin caso, globalmente asintéticamente estables por
lo visto en el caso xg.

/

x
Ejemplo 4.5. Considerar el sistema { que tiene por soluciones

y =

o) =0 feni] o0 [52]

Se comprueba facilmente que el origen es una solucién estable, pero no asintéticamente estable.
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System:x=y, y=-x

I ///. 7\\ x=0
/ P — ‘.:0
2+ _—— T~ @ Stable Fixed Point
// \\ N
1t / T \ \
e i ™ 3\ \\
! », e / /
SR . /
> /
e / //
///
. i _,,//' g
B 0 1 2 3

x

4.3. Estabilidad de sistemas lineales

Sea A € C([B,); M,,(R)), sea G € C([B,0); R"™) y sea la EDO lineal no homogénea
¥ =Alt)r + G(t) (4.1)

Proposicion 4.6. La estabilidad, la estabilidad asintética, la estabilidad asintdtica global o la inesta-
bilidad de cualquier solucion T(t) de (4.1) es la misma que la de cualquier otra solucidon y coincide con
la de la solucion nula x = 0 del sistema homogéneo asociado

o = A(t)x (4.2)

Demostracion. Para estudiar cualquier nocion de estabilidad de una solucion Z(t) de (4.1) habria que
tomar otra solucion y(t) del sistema tal que la cantidad ||y(to) — Z(to)| sea pequena, y estimar los
valores ||y(t) — Z(t)|| para tiempos ¢t > tg. Pero debemos observar que (y — Z) es solucion de (4.2), y si
ly(t) —Z(t)|| es pequetio, es porque realmente la solucion (y — ) de (4.2) es cercana a la solucién nula
x = 0 del mismo sistema homogéneo. Luego realmente estariamos, de manera equivalente, estudiando la
estabilidad de la soluciéon nula en (4.2). Es decir, la estabilidad, la estabilidad asintotica, la estabilidad
asintética global o la inestabilidad determina el mismo tipo de estabilidad para todas las soluciones
del sistema no homogéneo (4.1).

Desarrollaremos solo la demostracion rigurosa para el caso de la estabilidad.

e Supongamos que la solucion nula es estable en el sistema (4.2). Veremos entonces que toda
solucion Z(t), t > f3, es una solucion estable de (4.1). Tomemos ¢ > 0, tp > f, y tomemos 6 > 0
dado por la estabilidad de z = 0 en (4.2). De esta forma sea ahora zp € R" tal que ||xg — Z(to)|| < 6.
Observemos que si y(t) = x(t;t, xo) denota la solucion del sistema z’ = A(t) + G(t) con z(ty) = x¢
entonces (y — Z(t))(t) es solucién de ' = A(t)z con y(tg) = xg — T(tp). Luego como tenemos que
lly(to) — O] = ||lxzo — Z(to)|| < J, por la estabilidad de la solucién nula en (4.2) se sigue que

[z (t; to, o) —T()[| = [(y —Z)(t) — 0] <& Vi =to.
O

La proposicién anterior nos indica que se puede hablar en términos generales de la estabilidad de un
sistema lineal del tipo (4.1) refiriéndose a la estabilidad de la solucion = = 0 del sistema homogéneo
asociado ' = A(t)x.
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4.3.1. Sistemas lineales de coeficientes constantes ©’' = Az

Sea A € M,(R) y sea 0(A) = {A1,..., A} el conjunto de autovalores de A donde \; # \; para
1 # j. Por el Teorema de Jordan sabemos que podemos escribir

C"=N [(A - )\1[)”(/\1)] DD [(A P
donde

» N[B]={z€C": Bz =0} denota el nacleo de una matriz B € M, (C).

» v()\;), 1 <i < p,son los ascendentes (también llamados indices) algebraicos de cada autovalor,
v se definen como el mayor natural tal que

N [(4=AD @] = (4= xpreott],

En el caso de que v(\;) = 1 se dice que el autovalor \; es semisimple.

(A= NI )”(Ai)] C C™ son los subespacios generalizados de los autovalores A;. Si llamamos
mg(Ai) = dim(N[A = Xd]) 5 ma(X) = dim (N [(A -~ /\Z»I)”(’\i)D

se debe tener que v(X\;) = mq(A;) —mg(X;) + 1. Ademads, recordamos que mq(A;) también denota
la multiplicidad del autovalor A\; como raiz del polinomio caracteristico P(A) = det(A — AI).

» La notacion C" = Vi @ --- @ V), significa que Vi,..., V), son subespacios vectoriales tales que
Vi#V;={0}parai#jyqueCt'=Vi+---+V,.

En el caso de que g € C" podemos considerar el PVI 2/ = Ax, x(ty) = zo, donde las soluciones
x : R — C™ podrian tomar valores complejos. Pero la interpretacion es que entenderiamos 2/(t) como

2'(t) = (Re(t)) +i(Sz(t)) = AR(x(t)) + iAS(z(t)).

Se sigue de hecho que tanto R(z(t)) : R — R"™ como I(z(t)) : R — R™ son soluciones del sistema
2/ = Ax igualmente.

Ejemplo 4.7. Si consideramos z” + x = 0, que tiene sistema asociado (z,y’) = (y, —z) tenemos que
z(t) = e = cos(t) + isen(t) es solucién de la EDO de orden dos, o bien

(x(t),y(t)) = (cos(t) + isen(t), —sen(t) + i cos(t))

es solucion del sistema. Ademas R(x(t), y(t)) = (cos(t), —sen(t)) y (x(t),y(t)) = (sen(t),cos(t)) son
también soluciones.

Si x € C", escribiendo g = xo1 + - - - + gp donde zg; € N [(A — )\iI)”()‘i)] para cada 1 < ¢ < p,
tenemos que la solucién al PVI
= Ax
x(to) = xo
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viene dada por

p
;p(t) = :L‘(t;to’ ;po) — GA(t_tO)QS‘O — GA(t_tO):EO — eA(t_tO) (3301 + .- xﬂp ZGA] (t—to)I (t to)(A—X; I) Zoj
7j=1

p o v(A;)—1 ) .nywv(a)—-1
t—t g A= X))\

Z j(t—to) xoj+(t—t0)(A—/\jI)Q?Oj+"'+ ( O) (V()\()—l)'] ) Zoj

: j '

En particular tenemos que
(a) Sizg; € N [(A— NI)"™)] entonces z(t;tg, z05) € N [(A — N\I)"™)] para todo t € R.
(b) Si xg; € N [(A — \;I)] entonces z(t; to, zo;) = e*~0)zq; para todo t € R.

Proposicion 4.8. Sea A € M,,(R). Si existe X € o0(A) con RA > 0 el sistema &’ = Ax posee soluciones
no acotadas.

Demostracion. Sea xg € N [(A— MI)]\ {0} € C". Entonces, usando la observacion (b) anterior,
l(t: to, z0) || = |z (®)]| = (X~ = "NV [z | — oo

cuando t — oo. Como también sabemos que R(x(t)) y S(z(t)) son soluciones de 2’ = Az, y que se
tiene que

[@)] = R(2(@)) + S(z@)] < [R@)I + 1S (=(©)]]

se sigue por tanto que, o bien lim; o ||[Rz(t)|| = oo, o bien limy , [|Sz(t)|| = oco. Indicamos que
para un vector complejo z € C", entendemos ||z|| = v/|z1|2 + - - - |2n|?, siendo |z1], ... |zn| los modulos
complejos. O

Proposicion 4.9. Si dada A € M,,(R) existe A € 0(A) con R(A) =0 y v(\) > 2 entonces el sistema
x' = Ax posee soluciones no acotadas.

Demostracion. Sea g € N [(A— M)?| \ N[(A — AI)]. Entonces, si t > to,
(5 to, zo) || = ()]l = (X~ (o + (t — to) (A — AD)zo) |
- ’ek(t_to) [0 + (£ —t0) (A — AD)zo
> (|t = tol [I(A = Aol = llzol])),

luego limy;_, ||z(t)|| = +o00. Ahora, el mismo razonamiento empleado en la Proposicion 4.8 nos dice
que o bien ||R(x(t))|| — oo, o bien | (z(t))| — oo. O

Proposicion 4.10. Sea A € M, (R) tal que R(X) < 0 para todo A € o(A). Entonces toda solucion x(t)
del sistema 2’ = Ax satisface limy_, o0 x(t) = 0. Ademds existirdn o > 0, M > 1 tales que

HeA(H@ < Me@(=t0) -t > ¢,

L®™R™)
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Demostracion. Sea xg € R™ y sea x(t) = x(t; to, xo) la solucion de 2’ = Ax con x(tg) = . Escribiremos
To = T01 + ... T0p, Toj €N [(A - Ajf)”@a')] L o(A) = {1, )

Entonces tenemos que para todo t > o,

(@)l = ||~z

(t— 10 ¥)71 (4 = ;)09
xoj—|—(t—t0)(A—)\jI)ZL‘oj+"'+ (V()\j)—l)! L0j
(t = to) "D~ A = NI |7

(V()\ =1 (B
j !

IN

‘ ei(t=to)

= 10

A (’9003||+(t—750)||A Ml ol + -+
1

J

S

RO E10) Py (t) || | < Z A=10) By () |y,

<
Il
—

|
.M“

donde Pj(t) es un polinomio de grado v(X;) — 1y X = max{R(\1), . ., R(Ap)}. Si definimos ahora
a€(0,A) ye=—XA—a>0 tenemos que

p p
o) < DB Wzl = 32 et (@) gy e )
= J=1
p
= eoli=ho) Z Mjlzoj | < ™) Mjl|o;
i=1 i=t

donde se esta usando que cada polinomio P;(t) es una funcién continua en el intervalo [tg, c0) tal que
lim; o e Pj(t) = 0, por lo que debe existir M; > 0 tal que e~*t=%)P;(t) < M, para todo
t > to. Llamemos por otro lado C; > 0 a ciertas constantes que satisfacen ||zo;|| < Cj||zol, y que son
independientes de xg (esto corresponde a las proyecciones de C" en los subespacios complementados
N [(A- )\jI)”(Aj)} ). Concluimos por tanto que

()| < e—alt=to) ZMC | zo]| < méx{1, ZMC Yoot 121
Jj=1 j=1

Tomando M := max{1, Y >Y_; M;C;}, hemos terminado. O

Proposicion 4.11. Sea A € M,,(R) tal que R(\) < 0 para todo X € o(A), y en el caso de que R(A) =0
entonces A es semisimple (esto es, v(X\) = 1). Entonces existe M > 0 tal que

HeA(t_tO)

<M, Vt>t,.
L(R™;R"™)

Demostracion. Sea xg € R™ y escribimos xg = xg1 + - - - + Zop como en la Proposicién 4.10. Entonces
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para todo t > tg tenemos que

p
ool < S]] Pt
Z \ O POlell+ Y [ Pt o
R(A;)=0
Z \ | By®lleosl + 2 el
R(N,) R(X;)=0

Ahora, para los términos del primer sumatorio podemos razonar como en la Proposicién 4.10 para
encontrar un « > 0y un M; > 1 tal que

p
oAtz < deme@ ST g+ D7 ol < {1, M} Y o]

§R(/\]')<0 §R(/\j):0 7=1

P
< méx{1, M1} > Cjllzol,
j=1
donde los C; > 0 son los mismos que la Proposicion 4.10. Tomando M := max{1, M;} Zé’:l C;, hemos
acabado. O

Aprovechamos para definir los puntos hiperbolicos de sistemas lineales. Mas adelante, en la Seccion
5.4 veremos que existe una generalizacién de esta definicién de punto hiperboélico para sistemas no
necesariamente lineales.

Definicion 4.12. Se dice que el sistema 2’ = Az, o que el origen, es hiperbolico cuando R(\) # 0
para todo A € o(A). Se define en este caso,

» Variedad estable de 2’ = Ax:

we= @@ N[(A—Ajf)”@f) .

Aj€a(A)
%(/\j)<0

» Variedad inestable de 2’/ = Ax:

we= @ N [(A—Ajf)y“ﬂ .
)\jGG’(A)
%(}\j)>0

Observemos que al ser el origen hiperboélico tenemos C" = W* @ W,

Se deja al alumno comprobar que, si xg € W?® pertenece a a variedad estable del sistema, enton-
ces limy_, o0 x(¢;0,20) = 0 y que si kg € W™ pertenece a a variedad inestable del sistema entonces
limy, oo 2(t;0,29) = 0.
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4.3.2. Sistemas lineales z/ = A(t)x

Teorema 4.13. Sea el sistema lineal 2’ = A(t)x con A(t) € C([B,00); M, (R)). Entonces el
sistema es estable si y solo si todas sus soluciones estin acotadas en [3,00).

Demostracion. <): Sea ®(t;to) la matriz fundamental principal de 2/ = A(t)x con ®(to;t9) = Id. Sea
to > [y sea € > 0. Las columnas de ®(¢;tg) son soluciones de 2’ = A(t)x, luego por hipotesis estén
acotadas en [tg, 00). Asi, existe C' > 0 tal que para todo zp € R",

et to, 20| = 1B to)o | < 10 (t: t0)l| ey |0l < (8 o) ocllzoll = Clizoll, ¥t > to.
Tomando 6 = ¢/C tenemos que si ||zo — 0| < § entonces
H.T(t; to,xo) — OH < CH.’E()H <Cd=ce Vt>ti.

=): Supongamos que x = 0 es estable. Entonces dados 1 > 0, to = 3, existe § = 6(1, 5) > 0 tal que
si ||zg — 0]| < ¢ entonces
|z (t; B,20) — 0 <1Vt > 8.

Sea ahora zg € R™\{0} y definimos zy = 2ﬁggll' Tenemos que |[2o|| = §/2 < 0 y por tanto |[2(t; B, zo)|| <
1 para todo t > 3. Por otro lado

2]|zoll
0

2 2
1200l 1 8, 20y < 21200

o 0

[t 8, 20) || = [|®(t; B)z0l| = 1 (; B)ol| =

para todo t > 3. De esta forma x(t; 3, z9) esta acotada en [, 00).

Corolario 4.14. El sistema lineal con coeficientes constantes ' = Ax, A € M, (R) es estable
st y solo st R(A) < 0 para todo A € o(A) (podemos escribir R(c(A)) < 0) y si R(\) = 0 para
algin \ € o(A) entonces v(\) =1 (es semisimple).

Demostracion. Basta usar las Proposiciones 4.8, 4.9 y 4.11 de la seccién anterior y el Teorema 4.13. [

Teorema 4.15. Fl sistema ' = A(t)x con A(t) € C([8,00); M,(R)) es globalmente asintdtica-
mente estable si y solo si ¥’ = A(t)x, t > [ es asintdticamente estable, y si y solo si todas las
soluciones de ' = A(t)x convergen a 0 cuando t — oo.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que el sistema es globalmente asintoticamente estable.
Entonces, automaticamente, se tiene que es asintéticamente estable.

Supongamos que el sistema es asintdticamente estable. Esto es, supongamos que la solucién z = 0 es
asintoticamente estable. Esto significa que x = 0 debe ser estable y que para todo tg > 3 existe § > 0
tal que si ||zo]| < ¢ entonces limy_,oo || 2(¢; to, z0)|| = 0. Sea z(t) una solucién no nula de 2’ = A(t)z y
definamos

J

") = 3]

z(t).



4.4. ESTABILIDAD DE SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS 69
Es claro que z(t) es también solucion con ||z(ty)|| = /2 < 4, por tanto

lim [|z(¢)|| = lim HW&U@)H = 0.

t—o0 t—o0
Supongamos por altimo que toda solucién de ' = A(t)z converge a 0 cuando ¢t — co. Queremos
probar que x = 0 es globalmente asintéticamente estable. Para ello, solo debemos probar que z = 0

es estable. Pero esto ultimo se sigue del Teorema 4.13, v sabiendo que cuando una funcién continua
x : [B,00) converge a 0 cuando t — oo se tiene que esta acotada. O

Corolario 4.16. El sistema @’ = Ax, A € M, (R), es globalmente asintéticamente estable si y
solo si @' = Ax es asintdticamente estable y si y solo si R(\) < 0 para todo X € o(A) (podemos
escribir R(o(A)) < 0).

Demostracion. Sea f € R cualquiera.

<«): Usar directamente la Proposicion 4.10.

=): Por reduccion al absurdo. Supongamos que existe A € o(A) con R(A) > 0. En ese caso escogemos
xg € N[(A — AI)] con xp # 0. Entonces para todo typ >

Ja(t)| = llo(t: o, wo) | = |1 ROt

lzoll = e |zoll = [|zoll
Como R(x(t)) e I(xz(t)) son soluciones reales del sistema, y como

[zoll < [lz(@®)] < [R(z(@)I + [[S(z@)];

es imposible que ambas soluciones converjan a 0 cuando t — co. Luego por el Teorema 4.15, x = 0 no
es asintOticamente estable para 2’ = Ax.

O
4.4. Estabilidad de sistemas no lineales auténomos
Consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales y auténomos!, es decir, del tipo
7' = f(z) (4.3)

Ademés asumiremos que f € CT(R™;R™), por lo que la existencia y unicidad de soluciones maximales
(z,I = (o,w)) esté asegurada por la Teoria de Cauchy-Lipschitz local.

Puesto que el estudio de la estabilidad es una cuestiéon nada trivial cuando estamos ante sistemas
no lineales, en general uno se contentard con estudiar la estabilidad solamente de aquellas soluciones
constantes, es decir, los puntos de equilibrio.

Definiciéon 4.17. Decimos que T € R™ es un punto de equilibrio de 2’/ = f(x) si f(ZT) = 0, y en ese
caso x(t) = T es solucion.

!Se podria haber desarrollado una teoria analoga para sistemas no auténomos, pero hemos preferido no hacerlo para
poder hacer una exposicién lo més clara posible.
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Observacién 4.18. En sistemas auténomos 2’ = f(z) con f € C'(R";R") tenemos las siguientes
propiedades:

1. Si f(Z) = 0 entonces T sera estable con ¢ > 8 (para cualquier ) si y solo si para todo € > 0
existe un § > 0 tal que si ||xg — Z|| < 0 entonces ||z(t;0,x0) — Z|| < & para todo ¢t > 0.

Demostracion. Es claro que la definicion de estabilidad dada en la Definicion 4.1 implica el
enunciado anterior. Veamos el reciproco. Supongamos que para todo £ > 0 existe un § > 0 tal
que si ||xzg — Z|| < 0 entonces ||x(t;0,z9) — T|| < € para todo t > 0. Probemos ahora que T es
estable, t > . Tomemos tg > [ y € > 0 arbitrario. Tomaremos el § > 0 que nos da nuestra
hipotesis. Si ahora cogemos ||zg — Z|| < €, entonces

Hx(t; to,wo) —f” = Ha:(t - to;o,l“o) —f” <e Vt—tyg>0.

Observar que en la primera igualdad se esta usando la propiedad crucial de los sistemas auténomos
de que z(t; to, o) = z(t—10;0, 29) para todo t € I, ), siendo este intervalo el intervalo maximal
de definicion de la solucion de 2’ = f(z) que satisface x(tg) = 2. De hecho, si I(g 0y M [0,00) =
[0,00) es el intervalo maximal de definicion de x(t) = x(t;0,70), entonces I(y, 4(t,)) N [to, 00) =
[to,00) es el intervalo maximal de definicion de y(¢;to, z(to)). Todas estas propiedades sobre las
soluciones de sistemas auténomos se verdn en detalle en la Seccién 5.1. 0

2. En vista del punto anterior, un punto de equilibrio T serd inestable si somos capaces de encontrar
un €9 > 0 de tal forma que para todo 6 > 0 exista un xg € B(0,0) y exista un 7" > 0 de tal forma
que ||z(T50,z9)|| = €.

3. Un punto de equilibrio T del sistema 2’ = f(z) es estable, asintoticamente estable o inestable si
y solo si la solucién y = 0 es estable, asintéticamente estable o inestable respectivamente en el
sistema y' = f(y + T). Se deja como ejercicio la comprobacion de este hecho.

Veremos esencialmente dos formas para estudiar la estabilidad de puntos de equilibrio en sistemas
2’ = f(x). Esto sera mediante los principios de linealizacion, o mediante las funciones de Lyapunov.

4.4.1. Principios de Linealizacién

Teorema 4.19. Sea y' = Ay + h(y) donde A € M,(R), h € C'(R";R"), h(0) = 0, Dh(0) = 0.
Suponemos también que Re(o(A)) < 0. Entonces existe v > 0 tal que si yo € B(0,r) entonces la
solucion y(t;0,yo) estd definida en todo [0,00) y ademds existen o > 0, M > 0 tal que

ly(t; 0, 50)|| < Me™*|lyoll, V¢ € [0, 00).
En particular, y = 0 es asintdticamente estable en y' = Ay + h(y).

Demostracion. Como Re(a(A)) < 0 (por la Proposicion 4.10 vista en clase) sabemos que existen o > 0,
M > 1 tales que
letz| < Me™*|z||, VzeR", t€0,00).

Por otro lado, por la definicién de la diferencial de la funcién h en y = 0 se tiene que

o Ihw) = h©O) = DRI _ I,

y—0 1yl y=0 [yl
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Asidado e = 557 > 0, existe 0 > 0 tal que [|h(y)| < ¢l|y||, para todo y € B(0,6). Definimos r = ﬁ > 0.

Tomemos yp € B(0,7) y llamemos y(t) = y(¢;0,y0) a la tnica solucion del sistema con y(0) = yo.

Sea ahora el conjunto
A={t">0: |ly@t)|| <o, Vt € [0,t"]} CR

Como y(0) = yo € B(0,r) C B(0,/2) y por continuidad de la soluciéon y es claro que existe un t*
tal que |ly(t)|]] < 0 para todo t € [0,t*], por lo que A # (). Ademas, es facil comprobar que A es un
intervalo abierto de la forma A = (0,7), donde T" = sup(A) puede ser finito o infinito. Si llamamos
I = [0, Tnae) al intervalo maximal de definicion de la solucion y(t) es claro que T < Tyq.. Nuestro
siguiente objetivo, que dividiremos en pasos, serd ver que de hecho Tie, =T = 0.

» Paso 1: Veamos que ||y(t)|| < /2 para todo ¢t € [0,T).

Por la férmula de variaciéon de las constantes tenemos que

t
y(t) = eiyo + / ACIn(y(s))ds vt € [0,T)
0

y como para todo t € [0,T") se tiene que ||h(y(t))]| < ¢]|y(t)||, podemos escribir que si t € [0,7T),

t t
ly@)] < Me_‘“tllyollJrMs/0 I y(s)ds = eyt < MHZ/0||+M5/O e |ly(s)ll ds

Aplicando el Lema de Gronwall, y usando que € < 557 v que [jyof| < ﬁ < g, tendremos que si
tel[0,7),

J

—at/2 < 7 (44
e <3 (4.4)

_ _ 5
eyl < Mlyo ™ = [ly@)] < Mllyolle™== < Mlyolle™"/* < 5

Es decir, tenemos que ||y(t)|| < /2 para todo t € [0,T).

» Paso 2: Probemos ahora que T = Tz, v luego veremos que T' = Ty = 00. Para ver que
T = Tinae razonamos por reduccion al absurdo y si T < Tjqs €8 porque existe el valor y(T') y
entonces como ||y(t)|| < §/2 para todo t € [0,T") se sigue que y(T') € B(0,6/2). En particular,
por continuidad de y existe un h > 0 tal que [|y(t)|| < 2§/3 para todo t € [0,T + h], lo que

contradice la definicién de T'.

s Paso 3: Veamos ahora que T = T},,4. = 00. En efecto, si T = T4 < 00 sabemos que la teoria
de Cauchy-Lipschitz nos dice que limsup,_,;— ||y(¢)|| = co. Pero esto es un absurdo puesto que
lly(t)]] < d/2 para todo t € [0,T).

Para concluir observemos que como T = oo, los célculos en (4.4) nos dicen que
ly@®)]l < Me™*?|lgol, ¥t € [0,00).

Se deja como ejercicio al lector que esto implica que la solucién nula y = 0 es asintéticamente estable.
O

Teorema 4.20 (Principio de Linealizacion (estabilidad)). Sea 2/ = f(z) con f €
CHR™R"). Si f(T) =0y Re(a(Df(T))) < 0 entonces T es asintdticamente estable en x' = f(x).
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Demostracion. Por la Observacién 4.18 bastard ver que y = 0 es solucién asintoticamente estable del
sistema ¢’ = f(y + 7). Empezamos escribiendo

y' =Df(@) y+h(y)
donde h(y) := f(y + T) — Df(Z) - y. Es facil comprobar que
(i) h e CYR™RM).
(i) h(0) = f(@) — Df(z) 0= f(z) = 0.
(iii) Dh(0) = Df(z) — Df(z) = 0.

Luego podemos aplicar el Teorema 4.19, y como R(o(Df(T))) < 0 tendremos que y = 0 es asintotica-
mente estable en ' = f(y + T).
O

Teorema 4.21. Sea y' = Ay + h(y) donde A € M,(R), h € C'(R";R"), h(0) = 0, Dh(0) = 0.
Entonces si existe X € a(A) con Re(X\) > 0, el punto de equilibrio y = 0 es inestable.

Antes de demostrar este teorema, veamos un resultado de interés independiente.

Proposiciéon 4.22. Sea f € C*(R™;R") con f(0) = 0. Entonces, si z = 0 es asintdticamente estable
para el sistema 2’ = —f(z) entonces y = 0 es inestable para el sistema y' = f(y).

Demostracion. Recordemos la definicién de estabilidad para la solucién nula = 0 en un sistema
autonomo ' = f(x) con f(0) = 0 (ver la Observacion 4.18): “La soluciéon x = 0 es estable en el sistema
z’ = f(x) si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si ||zg|| < d entonces ||x(¢;0,z0)|| < e para todo
t € [0,00)"

Por consiguiente, en un sistema z’ = f(z) con f(0) = 0 se dice que la solucién x = 0 es inestable
si existe g9 > 0 tal que para todo > 0 existe un zg € B(0,9) y existe un tiempo T > 0 de tal forma
que ||z(T"; 0, z0)|| = o.

Para demostrar la Proposicion, asumiremos que z = 0 es asintoticamente estable para 2/ = —f(z) y
deduciremos que y = 0 es inestable para y' = f(y) de la manera explicada en el parrafo anterior.

Comenzamos usando el hecho de que z = 0 es asintoticamente estable en 2/ = — f(2) para asegurar
que existe n > 0 tal que si [|z9]| < 7, entonces lim; o [|2(£;0,20)|| = 0 (siendo z(¢;0,2p) la tnica
solucion de 2’ = —f(z) con 2z(0) = zp). Sea ahora g9 = 7/2 y tomemos un § > 0 arbitrario.

Escojamos un zg € 0B(0,e9) C B(0,7n), y como lim;_, ||2(¢;0, 2z0)|| = 0 debera existir T' > 0 tal
que 0 < [|2(T;0,20)|| < d. Definimos yo = 2(7%0, z9) € B(0,6) y también la funcion y(t) = 2(T — ).
Veamos ahora que de hecho y(t) es la tnica solucion al sistema vy’ = f(y) con y(0) = yo (por tanto
podemos escribir y(t) = y(£;0,y0)). En efecto

Ademés y(T') = z(0) = zp € 0B(0, p). O

Pasamos ahora a demostrar el Teorema 4.21.
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Demostracion. Dividiremos la demostraciéon en diferentes pasos.
CASO 1: Supongamos primero que todos los autovalores de A tienen parte real estric-
tamente positiva. En este caso, definiendo una nueva funciéon z(t) = y(—t) tenemos que

2= —Az— h(z)

y ademas Re(o(—A)) < 0. Podemos aplicar por tanto el Teorema 4.19 para asegurar que z = 0 debe
ser asintoticamente estable. Ahora usando la Proposicion 4.22 se sigue que y = 0 debe ser inestable
para el sistema original.

*Conclusion mas fuerte que la mera inestabilidad: Probaremos que y = 0 es un punto fuente.

Definicion 4.23. Dado un sistema auténomo =’ = f(z) con f(0) = 0, se dice que el punto de equilibrio
0 es un punto fuente si existe 6 > 0 tal que para toda condicién inicial yo € B(0,9) \ {0} tenemos
que existe T > 0 con |ly(T;0,y0)|| = 6. (Describir al punto de equilibrio y = 0 como punto fuente es
natural porque todas las soluciones que parten cerca de él se alejan).

En efecto, sabemos por el Teorema 4.19 que en el sistema 2’ = —Az — h(z) hay un § > 0 tal que si
||z0|| < ¢ entonces
12(t; 0, 20) || < Me™||z0]

para ciertas constantes M > 0, a > 0. Por reduccién al absurdo supongamos que existe un yo €
B(0,6) \ {0} tal que la solucion y(¢;0,y0) = y(t) satisface que ||y(t)|| < § para todo t > 0. Definamos
para cada 7' > 0 la funcién

zp(t) =y(T —1t), te]0,T].

Tenemos que zp(t) € B(0,0) para todo t € [0,T] y, ademés, zp es solucion de 2’ = —Az—h(z) en [0, T
porque 2y (t) = =y (T —t) = —Ay(T —t) = h(y(T —t)) = —Azr(t) — h(zr(t)) y con 20(0) = y(T),
luego tenemos que (observar que zr(t) = z(¢;0,y(T)))

lzr ()l < Me™"|ly(T)I| < Me™*"s, vt € [0,T].

Por tanto evaluandoen t =T
ol = ll20(T)|| < Me™*Ts.

Como estos calculos son independientes de T' > 0, tenemos que 0 < [|yo|| < Me=T§. para todo T > 0,
lo que es una contradiccién haciendo T — oc.

CASO 2: Supongamos ahora que no todos los autovalores tienen parte real estricta-
mente positiva.

iLO VEMOS SOLO PARA EL CASO n = 2!

Asumamos que o(A4) = {\, u} con Re(A) <0y Re(u) > 0. En particular, se debe tener que A, u € R.
Escribiremos A = PJP~! donde
S_[r o
=10 .

y P es la matriz de paso (donde cada columna esta formada por el autovector correspondiente a cada
autovalor). Si hacemos el cambio z(t) = P~1y(t) tendremos que

() =P Y (t) = P H(Ay(t) + h(y(t)) = P1PIP Yy(t) + P h(y(t)) = Jz(t) + P h(Pz(t)).
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Definiendo h : R2 — R? como h(z) = (P~! o h o P)(z). Tenemos asi el siguiente sistema no lineal y
autéonomo para la funcion incognita z(t) = ( 1(t), z2(t)),

{Zi = )\Zl +E1(21, ZQ)

= uz9 + EQ(Zla 22)

Observemos que como P! y P son transformaciones lineales, la inestabilidad de la solucién z = 0
en el sistema anterior equivale a la inestabilidad de la solucién y = 0 en el sistema original. Se dejan
los detalles de la comprobacién de este hecho al lector. Ademés, la funcién h satisface que

h0)=0 ; heCYR%R?) ; Dh(0)=P 'Dh(P-0)P =0.

Por la definicién de diferencial Dﬁ( 0) sabemos que lim,_,q I H( ”)” = 0, por lo que dado m = % existe

e > 0 tal que |[h(2)|| < ml|z| para todo ||z|| < e.

Objetivo a probar: Queremos ver la inestabilidad de z = 0. Para ello ya hemos encontrado el
e > 0 anterior y probaremos que para todo 0 < § < ¢ existird zg € B(0,d) tal que si llamamos
z(t) = z(t;0, zp) a la solucion del sistema con z(0) = zp entonces existird 7' > 0 con ||z(T)]| = ¢.

Sea 0 € (0,¢) arbitrario. Definimos la funcién de Lyapunov

1
V(z1,22) = 5(23 —21),

y las regiones
Q={(z1,22) ER?*: 2o > ||} ; C.=B(0,6)NQ.

Tomemos ahora zp € B(0,6) NQ C C, y llamemos z(t) = 2(¢;0, 2z0) a la tnica solucién con z(0) = zo,
siendo [0, T}qz) su intervalo maximal de existencia. Probaremos que existira 7' > 0 tal que ||z(T)|| = ¢,
y lo haremos por reduccion al absurdo: Supongamos que ||z(t)|| < € para todo t € [0, Tynas). Observar
que en particular, por la teoria de Cauchy-Lipschitz, esto implica que Tinq, = 00.

Definimos a continuacion y(t) = V(z(t)), t € [0,00) y demostremos las siguientes propiedades:

(1) V(z) > 0 para todo z € C;. Esto es claro.

(2) v/(t) > py(t) para todo t € [0, 00).
Tras varios calculos, usando hechos como que ||h(z)| < m|z|| porque ||z(¢)|| < &, o que A <0, o
que m = u/4, obtenemos que para todo ¢ € [0, 00),
, oV, oV
T o
= —\2f + 523 + 2ha(2) — 21 (2) = +pz3 — A2 — mlz][(]2] + |22)
> (1 —2m)zs — (A +2m)23 > (u — 2m)z5 — 2mz?

2h = —z1(Az1 + h1(2)) + 22(p2z2 + ha(2))

= (25 —27) = wy

(3) z(t) € C. para todo t € [0, 00).
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Por reduccién al absurdo, supongamos que existe t* > 0 de manera que

(4.5)

2(t) e Cey, VEE[0,t%) = V(z(t)) >0, Vtel0,t*)
2(t*) € 9C. = (00N B(0,¢)) U (2N B(0,¢))

Hacemos constar que como z(t) € B(0,¢) para todo t € [0,00) por hipotesis, necesariamente
2(t*) € 90 C {z € R? : V(2) = 0}. Sin embargo, por un lado V(z(t*)) = 0 = ~v(t*). Y por otro
lado, usando (1), (2) y que z(t) € C. paratodot € (0,t*), se tiene que v'(t) > uy(t) = V(2(t)) > 0
para todo t € (0,t*) y asf v es creciente en (0,t*) y podemos escribir 7/ (t) > uy(t) > py(0) =
1V (z0) > 0 para todo t € (0,t*). Esto hace que por continuidad de ' tengamos

V(") =0
V() >0
y asi existird un h > 0 pequeno tal que v(¢) < 0 para todo ¢t € (t* — h,t*). Esto significa que

V(z(t)) < 0 para t € (t* — h,t*), lo que es una contradicciéon con (4.5).

(4) 4/(t) > uy(0) para todo t € [0, 00).

Por (1) y por (3) tenemos que v(t) = V(2(t)) > 0 para todo t € [0, 00). Ahora usando (2) y que
1 > 0 se sigue que 7 es estrictamente creciente, y por tanto podemos escribir

Y (t) > py(t) > py(0), V€ [0,00).

Concluimos la demostracion como sigue. De la desigualdad (4), 7/(t) > pv(0), integrando a ambos
lados obtenemos

V() =7(0) = py(0)t = () = y(0)(1 + pt).

para todo ¢ € [0, 00). Por lo tanto

()1 = 28 () + 23(2) > 5 (:3(t) — 25 (1)) = V(2(2)) = 7(t) 2 7(0)(1 + pt), Yt € [0,00).

| =

Pero esto es una contradiccion con haber asumido que [|z(t)|| < € para todo ¢ € [0, 00), observando que
el término de la derecha de la desigualdad crece linealmente en t (con pendiente positiva uy(0) > 0).
Por lo tanto no queda mas remedio de que exista 7' > 0 con ||2(T)|| = €.

0

Observacion 4.24. Una idea esencial utilizada en la demostracién anterior es que la funcién de
Lyapunov V (z) = 23/2 — 22 /2 satisface

VV(2(t) -2 () > 0

mientras z(t) se encuentre en la zona {V > 0}. Este hecho tiene una interpretacion geométrica muy
clara: las soluciones que en algin momento estén en la zona {V > 0} deben atravesar las curvas de
nivel de la funcién V de las mas bajas a las mas altas. Por lo tanto, si sabemos que V(z(t*)) > 0,
necesariamente se cumple V(z(t)) > V(z(t*)) > 0 para todo t > ¢*. En particular, la solucién nunca
sale de la region {V > 0}. Esta idea volvera a aparecer en el Teorema 4.25 (Teorema de Cetaev).
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Principio de Linealizacion (inestabilidad)| Sea ' = f(x) con f € CY(R™;R"). Si f(Z) =0
y supongamos que existe A € o(D f(Z)) con Re(A) > 0. Entonces T es inestable en 2/ = f(z).

Demostracion. Se demuestra de manera analoga al Principio de Linealizaciéon (estabilidad), usando la

Observacion 4.18 y el Teorema 4.21.
O

4.4.2. Teoremas de Lyapunov

En ocasiones los principios de linealizacidon pueden no proporcionarnos ninguna informacion acerca de
la estabilidad de un punto de equilibrio Z de un sistema 2’ = f(x). Esto ocurre cuando hay autovalores
con parte real nula, y ningin autovalor con parte real positiva. En ese caso, es conveniente disponer
de otros métodos para analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio. Veremos a continuacién los
Teoremas de estabilidad y de inestabilidad de Lyapunov.

Los resultados siguientes aparecen enunciados tinicamente para sistemas donde el origen sea punto
de equilibrio, pero los resultados son anédlogos para otros puntos de equilibrio T # 0.

Teorema 4.25 (Teorema de inestabilidad de Lyapunov (Cetaev)). Sea 2’ = f(z), f €
CL(R™;R"), f(0) = 0. Sean U, C R"™ conjuntos abiertos con 0 € U y con 0 € 99, y sea
V : Q — R funcidn continua con V € C1(;R) tal que

1. V(x) = 0 para todo x € ON2.

2. V(z) > 0 para todo z € QNU.

3. V(m) =VV(z)- f(z) >0 para todo z € QN U.

Entonces el origen es inestable.

\. J

Demostracion. Basta probar que existe € > 0 tal que para todo zp € QN B(0,¢), zg # 0, existira T' > 0
tal que ||z(T';0,z0)|| = €. Sea pues € > 0 tal que B(0,¢) C U (pues U es abierto) y sea zg € QNB(0,¢).
En particular

Vi(zg) =: Vo > 0.
Ahora por reduccién al absurdo supongamos que
x(t;0,20) € B(0,¢), Vte€ [0, Thaz)-

Observamos que necesariamente Ti,q, = 00, pues si Thgee < 00, sabemos que la solucién explota y
saldria de la bola B(0,¢). Supongamos pues que

z(t;0,29) € B(0,¢), Vte[0,00).

Probemos ahora que z(t) = z(¢;0,20) € B(0,e) N Q para todo t € [0,00). Probaremos esto por
reducciéon al absurdo. Supongamos que existe un t* > 0 tal que

z(t) € QN B(0,e), Vtel0,t")

z(t*) € 9(B(0,e) N Q)
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Como por hipotesis z(t*) € B(0,¢) debemos tener que x(t*) € 99, es decir, V(z(t*)) = 0. Ademas
z(t) € QN B(0,¢e), Vtel0,t*) = V(x(t)) >0, Vtel0,t¥).

Asi pues

SV om)(1) = V(a(t) = VV((0) - Flx(t) >0, Ve 01,

por lo que usando el Teorema de Valor Medio existira £ € (0,t*) tal que

V(a(t")) = V(2(0)) = V(x(£))(t" = 0) > 0.
Pero V(z(t*)) — V(2z(0)) =0 — V(x¢) < 0, luego tenemos una contradicciomn.
Resumiendo, hemos probado que z(t) € B(0,¢) N Q para todo t € [0,00). En particular, sabemos
que %(V oz)(t) > 0 para todo t € [0,00), lo que implica que (V o z)(t) es creciente en t, y podemos

escribir
V(z(t)) > V(x(0)) =V >0, Vtel0,o00).

Tenemos que

z(t) € V- H([Vo, +00)) N B(0,2) Vt € [0, 00), (4.6)

donde el conjunto V~1([Vo, +00)) N B(0, ) es un compacto (usar continuidad de V). Luego existe

a=min{V(z) = VV(2) f(2): z € V" 1([Vh, +00)) N B(0,2)} (4.7)

Observemos que o > 0. En efecto, si a < 0 existiria un w € V=1([Vp, +00)) N B(0,¢) con V(w) < 0.

Es decir existiria w € QN U con V(w) > Vy >0y con V(w) < 0 a la vez. Pero por las hipdtesis 1. y

2. si V(w) > 0 necesariamente w € QN U, y por tanto por la hipotesis 3. se seguiria que V(w) > 0.
Debido a (4.6) y (4.7) se sigue que V(x(t)) > « para todo ¢ € [0,00). Integrando tenemos que

V(z(t)) > at+Vy, Vte]|0,00).

Pero
sup V(z(t)) < sup V(z) < o0,
t€(0,00) 2€B(0,e)
Por lo que tenemos una contradiccién, y el teorema queda probado. O

Observacion 4.26. En muchas ocasiones en sistemas auténomos 2x2, funciones de Lyapunov del tipo
2 2 2 2 2 4
x Y y x
V =——-Z .V =2 _Z . Vv —
@y =5-5 5 Vey=5-5 : Viey

pueden utilizarse para estudiar la inestabilidad del origen.

Teorema 4.27 (Teorema de estabilidad de Lyapunov). Sea 2’ = f(z), f € CY{(R%;R"),
f(0) =0, U C R" abierto con 0 € U. Sea V : U — R de clase C* con V(0) =0 y V(z) > 0 para
todo x € U \ {0}. Entonces

x
2 4

NN

2

(a) Si V(:U) =VV(z)- f(z) <0 para todo x € U, entonces 0 es estable.

(b) Si V(w) =VV(x)- f(z) <0 para todo x € U\ {0}, entonces 0 es asintoticamente estable.
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Demostracion. (a) Sea e > 0 tal que B(0,e) C U. Sea
me = min{V(x) : z € 9B(0,¢)}.

Por compacidad de la frontera de la bola y continuidad de V, es claro que el minimo se alcanza y
ademas m. > 0.

Por continuidad de V, como V(0) = 0, existe 6 > 0 tal que si ||z]] < ¢ entonces V(z) < m./2.
Tomemos zp € B(0,0) y veamos que z(t) = x(¢;,0,z9) no sale de la bola B(0,¢). Por reduccién al
absurdo, supongamos que existe t* > 0 tal que

{az(t) € B(0,e), Vte[0,t)
()] = e
El hecho de que para todo ¢ € [0,t*) tengamos que z(t) € B(0,e) C U implica que
d
7V or)(t) =VV(x(t)) - f(z(t)) <0
Luego (V o x)(t) es decreciente, y entonces
V(z(t)) <V(x(0)) =V(xg) <m:/2, Vte]|0,t")
Por otro lado, como ||z(t*)|| = ¢,
V(z(t*)) > me.

Estos ultimos dos hechos suponen una contradicciéon con la continuidad de V o .

(b) Seae > 0 tal que B(0,e) C U. Por el apartado anterior tenemos estabilidad, en concreto, existe
0 > 0 tal que para todo zp € B(0,0) entonces x(t) = x(t;0,z9) € B(0,¢) para todo t € [0, Tiez) =

[0,00) (va que Tingr < 00 10 es posible porque sino habria explosion en tiempo finito y la solucion x(t)
saldria de B(0,¢)). Nos falta por probar que

lim z(t) = 0.

t—o00

El caso xgp = 0 es inmediato pues x(¢;0,0) = 0 para todo ¢ > 0. Luego asumimos que xg # 0. Por
reducciéon al absurdo, en caso contrario existiria n > 0 y una sucesion creciente de tiempos (tx)r>1
tales que t; — oo y tal que para todo k € N

()]l = 7.

Como z(tx)r>1 C B(0,¢), por compacidad existe una subsucesion de (tx)r>1, denotada igual, tal que

ka x(ty) = z0 € B(0,¢) \ B(0,n).
— 00

Observamos que

» Voux es (estrictamente) decreciente, porque para todo ¢ € [0,00) tenemos que z(t) € B(0,e) C U
y asi

SV om)(1) = YV ((t) - Flalt) <0.

Ademés V o x es acotada inferiormente, porque V' > 0. Asi debe existir el limite

t—o00

lim V(z(t)) = kli}r{)lo V(z(tr)) = V(20)-
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s Por la dependencia continua de las soluciones respecto de las condiciones iniciales, y tomando un
t > 0 tal que t € I,,, donde I, denota el intervalo maximal de definicién de la solucion z(t; 0, zo)
que sale de zg, tenemos
lim z(t;0,2(tx)) = 2(t; 0, 29).
k—o00
De estos dos hechos deducimos que V' aplicado a la solucién que parte de zg deberfa ser constante a
V(2p) en el intervalo donde existe I, N[0, 00) = [0,7T), esto es,

V(z0) = lim V(x(tx)) = lim V(z(s)) = lim V(x(s;0,20)) = lim V(x(t+ tx;0,20))
k—o0 §—00 §—00 k—00
= ka V(z(t;0,2(tr))) = V(2(t;0,20)), Vte[0,T)

—00
Y esto contradice el hecho de que (usando que zg € B(0,¢) \ {0} C U)
d
7V 02(50,20))(0) = VV(2(0; 0, 20)) - f(2(0;0,20)) = VV(20) - f(20) <0

O

Observacion 4.28. En muchas ocasiones en sistemas auténomos 2x2, funciones de Lyapunov del tipo

2 2 4 4 4 2 2 4
_r ¥y . _r ¥y . _r ¥y . _r Y
pueden utilizarse para estudiar la estabilidad del origen.

Concluimos esta seccién con un altimo resultado, que damos sin demostracion, que puede entenderse
como un inverso del Teorema de Lyapunov, en el sentido que nos aseguraré que en todo sistema donde
el origen (u otro punto de equilibrio) sea una solucion asintéticamante estable, debera existir una
funciéon de Lyapunov asociada.

Teorema 4.29. Sea x = 0 punto de equilibrio asintéticamente estable de ' = f(x), con f: U — R”
localmente Lipschitz, siendo U abierto y 0 € U. Sea Ag C U la cuenca de atraccion del origen. Entonces
existe una funcion V : Ag — R de clase C' tal que

» V(z) > 0 para todo x € A \ {0}.
» V(0) =0.

» VV(x)- f(x) <0 para todo x € Ag \ {0}.

4.5. Cuenca de atraccién, regioén invariante y teorema de Lyapunov
mejorado

Esta tltima seccién del Capitulo 4 tiene un enfoque diferente a las seccién previa sobre estabilidad
de sistemas no lineales. Observemos que todo el estudio realizado en la Seccién 4.4 es puramente
"local”. Ahora intentaremos dar informaciéon global del comportamiento de las soluciones. Para ello,
introduciremos nociones como regién invariante y cuenca de atraccién , que nos permitirdn entender
el comportamiento de las soluciones a un escala més global. De hecho, los teoremas de Lyapunov
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presentados en la Seccion 4.3. dan realmente la idea de como encontrar resultados que explican de
manera global la dindmica de las soluciones en algunos casos.

Comenzamos con unas definiciones?.

Definicion 4.30. Sea 2’ = f(z), f € C*(R").

1. Decimos que 2 C R™ es una region invariante del sistema si para cada xg € Q, z(¢;0,29) € Q
para todo t € I, = I, = (o, w).

» ) se dice positivamente invariante si para cada zg € Q, z(t;0,z¢) € Q para todo ¢ € [0,w).

» () es negativamente invariante si para cada xg € Q, x(¢;0,2z9) € Q para todo t € («, 0].

2. Supongamos que f(§) = 0 para algin £ € R™. Se define la cuenca de atracciéon del punto de
equilibrio £ como aquella region A¢ C R™ tal que si zg € A¢ entonces limy_.oo 2(£;0,20) = &.

Entenderemos mejor la definicién de regién invariante con un ejemplo.

Ejemplo 4.31. Sea el sistema
o= -1 -a? -y
y = (2 = 1)(1-2>—y?)

» El conjunto C = {(z,y) € R? : 22 4+ y? < 1} es invariante, pues dC esta formado por puntos de
equilibrio. Luego si (zo,y0) € C, la solucion correspondiente (z(t),y(t)) no puede atravesar 0C
por la unicidad de soluciones (observar que f(x,y) = ((y?—1)(1—22—y?), (22 -1)(1—2%2—9?)) €
C'(R?)). Luego (z(t),y(t)) € C para todo t € I (4, ,,)- Como la region C' esta acotada, la solucién

no puede explotar en tiempo finito y asi deducimos también que I(,, ,,) = R.

» R={(z,y) € R?: x =y} es invariante. En efecto, si zg = yo, nos planteamos el PVI

{z'=< 1)(1 - 222)
z(0) = Yo

y vemos que debe existir una tnica solucion (z, I). Tomando (z(t),y(t)) = (2(¢), 2(t)) vemos que
debe ser la unica solucion del sistema inicial con (z(0),y(0)) = (xo,y0). Luego (z(t),y(t)) € R

para todo t € I(Iyy) =1, = (a,w) con (z,y) € R.

= Se deja como ejercicio al alumno determinar todos los puntos de equilibrio del sistema y estudiar
su estabilidad.

Veremos ahora como argumentos parecidos a los teoremas de Lyapunov nos permiten conocer infor-
macién sobre regiones positivamente invariantes y cuencas de atraccién de puntos de equilibrio. Para
ello, utilizaremos el siguiente lema clave.

Lema 4.32. Sea 2’ = f(x) un sistema auténomo con f € C1(R™;R").

?Podriamos haber definido cuencas de atraccién y regiones invariantes para sistemas z’ = f(z) donde f solo sea
localmente Lipschitz en algtn abierto 2 C R™.
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System:x= (=D (1-22=y), y=C-Dx(1-x*—)?)
_ e

cx=0
1 S y=0
O  Unstable Fixed Point

(a) Supongamos que existe V€ C1(R™;R) tal que

V(z)=VV(z)- f(z) <0 VaeR"
Entonces para todo ¢ € R los conjuntos K, = {x € R" : V(z) < ¢} son positivamente invariantes.

(b) Supongamos que existe un abierto U C R™ y una funcion V € CH(U;R) tal que

V(z)=VV(z)- f(z) <0 VzeU.

Entonces para todo ¢ > 0 tal que el conjunto K. = {x € U : V(z) < ¢} sea cerrado, K. es
positivamente invariante.

Demostracion.  (a) Por reduccion al absurdo supongamos que hay alguna soluciéon x(t) con z(0) € K,
y tal existe t* > 0 con x(t*) ¢ K. Esto es V(z(t*)) > c. Si definimos la funcién z(¢) = V(z(t))
y aplicamos el Teorema del Valor Medio en el intervalo [0,¢*] llegamos a que debe existir un
£ € (0,t%) tal que

VV(@(8)) - f(@(€) = 2/ (€) = (2(t") — Z(O))tl* >0

En lo anterior hemos usado que V(z(0)) < ¢y que V(x(t*)) > c. Pero por hipétesis tenfamos
que VV(x)) - f(z) <0 para todo z € R"™, por lo que hemos llegado a una contradiccion.

(b) Probemos que K, debe ser positivamente invariante por reduccion al absurdo. Supongamos que
existe xg € K, (en particular V(xzg) < ¢) tal que existe t* con z(t*;0,29) ¢ K, (esto es,
V(z(t*;0,29) > ¢). Como K. C U es cerrado dentro del abierto U, por continuidad de z y de V/,
podemos asumir que z(t*;0,x9) € U y que x(t;0,20) € U para todo t € [0,¢*]. Si aplicamos el
Teorema del Valor Medio a la funcién V o z en el intervalo [0,¢*] tenemos que deberia existir un
€ € (0,t%) tal que

¥
4 (v 0 2)(6:0,29) = LEED VD)
Pero a la vez sabemos que

> 0.

&V 02)(6:0,20) = V(2(6:0,20)) <0.
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Teorema 4.33 (Teorema de Lyapunov mejorado). Sea 2’ = f(x), f € CLR™;R"), f(z) =0
Sea también U C R™ abierto conT € U, y V : U — [0,00) funcion de clase C' tal que V(z) =0
si y solo si x = T. Supongamos que VV (x) - f(z) <0 para todo x € U \ {0}. Entonces

1. T es asintdticamente estable.

2. St dado m > 0, el conjunto K,, = {x € U : V(z) < m} es compacto con K,, C U,
entonces K, es positivamente invariante y forma parte de la cuenca de atraccion de T.

Demostracion. La primera parte ya estd probada en el Teorema 4.27. Probemos la segunda parte.El
hecho de que K, debe ser positivamente invariante es consecuencia del Lema, 4.32.

Solamente nos falta probar que K, debe formar parte de la cuenca de atraccién de . Tomemos
xg € K, y debemos comprobar que z(t) = x(¢;0,x¢) — Z cuando t — co. En primer lugar observamos
que al ser K, compacto y positivamente invariante, y como zog € K,,, se debe tener que x(t) esta
definida en todo [0, 00), luego tomar el limite cuando ¢t — oo esté justificado. Por reduccion al absurdo,
si el limite no fuese T existiria una sucesién de tiempos creciente (tk)kzl con tp — oo y tal que
llz(tx) — || > n para cierto n > 0. Como (z(tx))k>1 C Ky estd dentro de un compacto, existe una
subsucesion de (t;)k>1, que denotamos igual, tal que existe el limite

lim z(ty) =20 = lm V(x(tx)) = V(20).
k—o0 k—oc0

En particular V(zp) < 0. Ademéas, puesto que V o x es decreciente en t € [0,00) y esta acotada
inferiormente por cero, realmente tenemos

V(z0) = kl;r{:o V(z(ty)) = tliglo V(z(t;0,x0)).

Y usando la dependencia continua respecto a las condiciones y las propiedades de las trayectorias que
veremos en el Capitulo 5 (en concreto el Corolario 5.5) tenemos que para todo t > 0 con t € I,

V(z0) = lim V(z(t;0,20) = klirilo V(z(t+ tg; 0,20)) = lim V(x(t;0,2(tg))) = V(2(¢;0,20)). (4.8)

t—00 k—o0

Esto implica que la funcion V' (z(¢; 0, 29)) es constante en t € I, N [0,00), pero por otro lado tenemos

%(v 0 2)(0:0, 20) = V(2(0:0, 20)) = V(20) < 0.

Esto es una contradiccién, luego la demostracién esta acabada.
O

Y por ultimo, enunciaremos el Teorema de Lasalle, que permite concluir la estabilidad asintética de
algunos puntos de equilibrio donde pareceria que los teoremas de Lyapunov solo nos darian la mera
estabilidad. La demostracién de este Teorema se verd en detalle en la Seccién 5.7.
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Teorema 4.34 (Teorema de Lasalle). Sea 2/ = f(z), f € C*(R";R"), f(Z) = 0. Sea también
U C R™ abierto conT € U, y V : U — [0,00) funcion de clase C* tal que V(x) = 0 si y solo si
x = T. Supongamos que VV (x) - f(z) < 0 para todo x € U\ {0} y que ademds el conjunto

{z: VV(x)  f(z)=0}NU
no contiene ninguna trayectoria, aparte de T. Entonces:
1. T es asintdticamente estable.

2. Si ademds K C U es un conjunto compacto con T € int(K) y positivamente invariante,
entonces K forma parte de la cuenca de atraccion de T.

\ J

Demostracion. Véase la Seccién 5.1.2. O]

=y
Yy =—ad+x—y

Estudiaremos la estabilidad del punto de equilibrio (1,0). Sea la funcién de Lyapunov

Ejemplo 4.35. Sea el sistema

2 4 2 2

P oat a1 2, ]

v,r_ r -_Y 122 > 0.
LI R S s G

2
Tomemos el abierto U = R?\ {(0,0), (—1,0)}, que contiene a (1,0) € U. Ademéis V € C}(U;[0,00)) y
V(z,y) =0 con (z,y) € U siy solo si (z,y) = (1,0). Por otro lado,

V(.I',y) =

para todo (x,y) € U. Finalmente, el conjunto
{(z,y) €R*: VV(2,y)- f(z,y) =0} NU ={y =0} NU

no contiene ninguna trayectoria aparte de la solucion constante (1,0). Esto se debe a que si (zg,yo) €
{y=0}nU)\{(1,0)} entonces

2'(0) =0

Y (0)=—23 +10#0

Luego las soluciones que tocan al eje y = 0 (y no son constantes) deben atravesar el eje y abandonarlo.
(Se puede usar un argumento similar al de la seccion de los sistemas de Lotka-Volterra).

Podemos por tanto aplicar el Teorema de Lasalle (Teorema 4.34) y concluir que el (1,0) es un punto
asintoticamente estable. Ademaés, para todo m € R tal que m < 1/4, los conjuntos

Ky ={V(z,y) <m}n{z >0}

son entornos compactos de (1, 0) positivamente invariantes (el hecho de que es posotivamente invariante
se prueba de la misma forma que en la primera parte de la demostracion del Teorema 4.33). De hecho
tenemos dos componentes conexas, cada una de ellas positivamente invariante. El Teorema de Lasalle
también nos dice que K,, forma parte de la cuenca de atracciéon de (1,0).

Un estudio analogo se podria haber hecho para el punto de equilibrio (—1,0).
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System:x=y, y=—-x4+x—y

cx=0

. o~ =0
L/, p ~ ~_ y
8 {/ ST T~ T \ @  Stable Fixed Point
I / R "_O  Unstable Fixed Point
2‘ N |
[ (|
| ‘ \ v
U vl
. ’ | |
= h\ | | |
Ui e RIS R PRSP o QRIS Ol S S [y ‘
| .
| I I
=1 A | [l
| v
20 4
“.“‘.“ e [
BH //,,
1 \ =l
-3 2 1 0 1 2 3

Ejemplo 4.36. Sea el sistema

/

v =—z(x+2)(z+1)+y?
y =~y

Intentaremos determinar el conjunto méas grande posible que rodee al origen y forme parte de su cuenca

de atracciéon. Definimos la funcién de Lyapunov
2 2
€ Y
Vv = — 4+ =.

Tomando el entorno abierto del origen U = {(x,y) € R?: x > —1} tenemos que

V(z,y) = —2%(x+2)(z+1) <0

vy ademads observamos que el conjunto

{(z,y) €R?: V(z,y) =0} NU = {(z,y) e R*: =0}

no posee trayectorias aparte de la de la solucion constante (0,0). Esto se debe a que si (z9,yo) € {z =
0} \ {(0,0)} entonces

y'(0)=0
Esto muestra que toda soluciéon que toca al eje x = 0, y es diferente de la solucién nula (0,0) debe
abandonar el eje necesariamente.
Por todo lo anterior podemos aplicar el Teorema de Lasalle para asegurar que el origen es asintoti-
camente estable. Més aun, para cada m < 1/2 tenemos que

Ky ={(z,y) €R?: V(z,y) <m}

{x'<o> =3 #0

es un compacto tal que (0,0) € int(K,,), que ademés es positivamente gracias al Lema 4.32. Luego
el Teorema de Lasalle nos dice que K, forma parte de la cuenca de atraccién del origen para todo
m € (0,1/2). Por lo tanto concluimos que

U Kn=B0,1)={(z,y) € R*: 2> +3° < 1} C Ay,
mE(O,l/Z)
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es decir, la bola unidad abierta forma parte de la cuenca de atraccion del origen.

Indicamos por tltimo que ninguno de los Principios de Linealizacién nos hubiesen servido para deter-
minar la estabilidad del origen, puesto que la matriz que define el sistema linealizado tiene autovalores
0Oy —2.

System:x=—x#(x+2)#(x+1)+)> y=—xxy
5 e

cx=0
...... =0
S | @ Stable Fixed Point
©  Unstable Fixed Point
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Capitulo 5

Dinamica de sistemas auténomos

Consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales y auténomos, esto es, del tipo

¥ = f(x) (5.1)

Ademés, asumiremos que f es localmente Lipschitz (por ejemplo si f € C1(€2;R™)), con  C R™ abierto,
por lo que la existencia y unicidad de soluciones estan asegurada por la Teoria de Cauchy-Lipschitz
local. Ademés los teoremas sobre soluciones maximales nos dicen que, dado el PVI

{x’ = f(z) 52)

I‘(to) = T,

existird una solucion maximal definida en algin intervalo maximal (o, w) = (a(to, zo),w(to, o)) (pu-
diendo ser & = —0c0 y w = 00, pero si son finitos sabemos que debe haber explosion de la solucion).

5.1. Trayectorias de soluciones

Definiciéon 5.1. La trayectoria u érbita de una solucion x(t) = x(t;0,z9) del PVI (5.2) definida en
I, = (a,w) se define como

I'=T,= F(to,xo) = {.Z‘(t) 1t e Ix} C R™.

La trayectoria positiva '™ C T es
't ={x(t): t € [to,w)}

y la trayectoria negativa I'" C T’
'™ ={z(t): t € (a, o]}

Definicion 5.2. El diagrama de fases de un sistema auténomo x’ = f(z) serd la representacion de
todas sus trayectorias en el espacio R™. Normalmente se anaden flechas en las érbitas de los diagramas
de fases para indicar el sentido en el que las soluciones se mueven cuando ¢ crece. Si n = 1 se le suele
llamar recta de fases, y si n = 2 se le suele llamar plano de fases.

87
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5.1.1. Primeras propiedades

Proposicién 5.3. En un sistema auténomo z' = f(z), con f € C1(;R"™) siendo Q C R™ abierto, si
x(t) es solucion en (a,w) entonces y(t) = z(t+C) es también solucion en (o« —C,w—C) para cualquier
C € R. Ademds si I, = (a,w) es el intervalo mazimal de = entonces (o — C,w — C) = (a,w) — C =
I, — C =1, es el intervalo mazimal de y.

Observacion 5.4. Usaremos el convenio de que si &« = —oo entonces a + C = —co+ C = —o0 y que
si w = 400 entonces w + C' = 400 + C' = 400.

Demostracion. Si tomamos un tiempo t € (« —C,w —C') se tiene que t +C € (a,w). Entonces, usando
que x es solucion en (o, w), se sigue que

y(t)=2'(t+C) = fx(t+C)) = f(y(t)).

Esto nos dice que y(t) es solucion del sistema en (o, w) —C El intervalo maximal de I, no puede ser més
grande que I, — C'. Si fuese asi, y tuviésemos que y es solucion en J D (a,w) — C, entonces J+C D I,
seria un intervalo de tiempos donde z seria solucién, ya que

Y1) =yt —O) = fy(t - O)) = f(alt), Vte+C,

contradiciendo la maximalidad de I.
O

Corolario 5.5. Sea 2’ = f(x) con f € C1(Q;R"), Q C R™ abierto, zg € R™. Si x(t), y(t) son soluciones
mazimales y existen t1 # to tales que x(t1) = y(t2), entonces

1. z(t) = y(t + ta — t1) para todo t € I,.
2. 1, = Iy — (tz — tl).
3. T, =T,.

Demostracion. Definimos

Observamos que z(t) también es solucién con intervalo maximal de definicion igual a I, = I, — (to —t1)
(usando la Proposicién 5.3). Por otro lado, z(t1) = y(t2) = x(t1), significa que tanto z como x son
soluciones del sistema con la misma condicién inicial, luego por unicidad z(t) = z(t) en todo tiempo
t de sus intervalos maximales de definicién, que deben ser los mismos. Esto es I, = I,. Luego I, =
I, — (t2 — t1). Por altimo

Ip={z(t):tel}={yt+ta—t1): tely—(ta—t1)} ={y(t): te L} =T,.
O

El resultado anterior nos permite, a partir de ahora, usar la notacién I'y,, ¢ € (2, para referirnos a
la orbita generada por cualquier solucién que en algiin momento pase por xg. Tenemos entonces que
Iy, = P(O,mo) = F(t,:co) para todo t € R.

Observacion 5.6. Algunas observaciones mas a tener en cuenta son:
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» Si 2(t), y(t) son soluciones maximales, o bien sus trayectorias coinciden y satisfacen x(t) =
y(t + C) para algin C € R, o bien no tienen ninglin punto en comun.

= Por unicidad, las soluciones no constantes no pueden alcanzar ningan punto de equilibrio en
tiempo finito.

» A la hora de dibujar diagramas de fases, es util dibujar paralelamente el campo vectorial x —
f(x), que nos indica la direcciéon con la que atraviesan las trayectorias en esos puntos.

Veamos ahora méas propiedades importantes sobre el comportamiento de las trayectorias. En las 5
propiedades siguientes consideramos sistemas x’ = f(x) con f € C*(R";R").

Propiedad 1: Si z(t) es solucién con z(t) € K para todo t € [0,w) = [0,w(0,2(0))), donde
K C R"™ es un compacto, entonces w = +o0o. (Véase también el Corolario 2.39).

Demostracion. Siw < oo, por los Teoremas de Cauchy-Lipschitz sobre soluciones maximales, sabemos
que x(t) debe explotar en tiempo finito. Esto es,

lim ||x(t)]| = oo.
t—w—

Pero z(t) € K C R", con K un compacto, para todo ¢t € [0,w), luego el limite anterior no puede ser
infinito. Necesariamente w = +oc. O

Propiedad 2: Sea z(t) una solucién en [0,w) = [0,w(0,2(0))) con lim; , - z(t) = & € R™.
Entonces w = 400 y, ademas, £ es un punto de equilibrio del sistema.

Demostracion. Tenemos = lim,_, - x(t). Entonces
ITufe ={z(t): t€ [0,w)} U{} CR"

es un conjunto compacto. Esto puede argumentarse diciendo que I't U {¢} es cerrado y acotado, o bien
que 't U {£} es secuencialmente compacto (pues toda sucesién posee una subsucesién convergente).
De esta forma, por la Propiedad 1 se sigue que w = +00. Por otro lado, si miramos componente a
componente x = (z1,...,T,) tenemos que

lim .%'j(t)ZSjGR Vi=1,...,n.

t—o00

Ahora tomamos h > 0 y se tiene que
.tlgrolo\xj(tJrh)ij(t)\:O Vi=1,...,n. (5.3)
Usando el Teorema del Valor Medio, para cada j, tenemos que existe 7; € (¢,t 4 h) tal que

| (t + h) = 2;(t)| = [2f(rj)|h = | fi(@1(75), - .., on(T5)| = | f(2(75)) A
Haciendo tender t — oo, y por tanto 7; — 0o, y usando la continuidad de f y (5.3) tenemos que para
cada j =1,...,n,
0= Jim hlf;(x(t)] = hlf;(€)]

Asi fj(§) = 0 para cada j = 1,...,n, y por lo tanto f(§) = 0. Entonces £ € R” sera un punto de
equilibrio.
O
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Propiedad 3: Sea z(t) una solucién maximal tal que x(t1) = z(t2) para ciertos t1,t2 € I, =
(a,w) con ty # ty. Entonces I, = R y ademas

1. O bien z(t) = € € R™ es una solucion constante (punto de equilibrio).

2. O bien z(t) es periodica con algin periodo minimal® 7 > 0. Esto es, (¢t + 7) = z(t) para
todo t € R, siendo 7 > 0 el valor positivo mas pequeno que satisface lo anterior. Siendo

mAs riguroso
Ti:=min{T >0: z(t+7T)==x(t)Vt € R}

“Si una funcién es continua, periddica y no constante, siempre existe un periodo minimal 7 > 0. Por otro
lado, existen funciones periddicas (discontinuas), que no tienen un periodo minimal positivo, como por ejemplo
z(t)=1sit=k27" con k € Z, m € Ny z(t) = 0 en caso contrario.

\. J

Demostracion. Sea I, = (o, w) el intervalo maximal de definiciéon de z. Por el Corolario 5.5 podemos
escribir
z(t)=z(t+t1—t2) =ax(t+ (ta—t1)), Viel,=1,—(t1 —t2) =1 — (t2 — t1).
El hecho de que I, = I, — (t1 — t3) = I, — (t2 — t1) no nos deja més opcion que tener que I, =
(—o0,+00) = R. Sea ahora el conjunto de periodos
P={TeR:z(t+T)=uz(t)Vtc R} CR.

Es facil comprobar las siguientes propiedades.

» P+ porque0€ P, t; —ty € P.

» 11,15 e P = T £Ty € P.

s heP meZ = mi)€P.

» P es un cerrado en R porque, si T, — T con (1,,)n>1 C P, por continuidad de x(t) se tiene que
para todo t € R,
z(t+7T)= lim z(t+71,) = lim x(T,) = =(T).
n—oo n—oo
Sea ahora 7 = inf(P N (0, 00), que esté bien definido por ser un conjunto acotado inferiormente. Ahora
tenemos dos opciones:

1. O bien 7 = 0. En este caso probaremos que para todo T' € R, z(t + T') = x(¢t) para todo t € R.
Esto significard que P = R y por tanto x(t) = z(s) para todos t, s € R, luego z(t) = £ para todo
t € R con £ € R” solucion constante.

En efecto, tomemos T' € R y € > 0 arbitrario. Veremos a continuacién que existird s € P con
|s —T'| < e. Como sabemos que P es cerrado se seguird que 7' € P y habremos acabado. Como
ya hemos dicho fijemos T € Ry € > 0. Como 0 = inf(P N (0,00)) existe T3 € P con 0 < T} < e.
Por la propiedad Arquimediana existird m € Z tal que

T

mgfgml = mh <T<Tim+1T.
1

Definiendo s = Tym € P (porque T} € P, m € Z) tenemos que

s =T|=T'm-T|<T) <e.
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2. O bien 7 > 0. En ese caso PN (0,00) = PN|[T,+0o0) y, como P es cerrado, tenemos que PNI[T,00)
debe ser cerrado y acotado inferiormente; luego existe min(P N [7,00)) = min(P N (0,00)) =
inf(P N (0,00)) = 7. Si llamamos 7 =7 € P tenemos que 7 > 0 debe ser el periodo minimal de
la solucion z(t).

O]

Definicion 5.7. Una curva es una funcién continua x : I — R", donde I C R es un intervalo. En
ocasiones también llamaremos curva a la imagen de la funciéon x, esto es z(I).

= Una curva cerrada simple! es la imagen de una funcién continua z : [a,b] — R"™ con a,b € R,
z(a) = z(b) y tal que x|[a7b)) es inyectiva.

» Una curva abierta simple es la imagen de una funciéon continua e inyectiva x : (a,b) — R™. Aqui
el intervalo (a,b) permite la opcién de que a € RU{—oo} y b € RU {+00}.

Con las propiedades vistas hasta ahora sobre trayectorias, podemos concluir que el diagrama de

fases de o' = f(x) con f € C'(R™;R") consta de trayectorias que no se cortan y que pueden ser de
tres tipos.

1. En el caso de que x no se corte consigo mismo: Curvas abiertas simples.
2. En el caso de que x se corte consigo mismo:

2.1 Curvas cerradas simples, esto es, soluciones peridédicas definidas en R.

2.2 Puntos de equilibrio, esto es, soluciones constantes definidas en todo R.

Propiedad 4: Sea I' C R™ una curva simple (abierta o cerrada), donde I" no tiene por qué ser
orbita. Si I' no contiene puntos de equilibrio y I';, C I' para cierto o € R", entonces I';, =I".

Demostracion. Llamemos z(t) = z(t;0,z0) y asi ['y, = I'y.

Caso I' curva simple abierta: Sea ¢ : (a,b) — R" con I' = g((a, b)) siendo g continua e inyectiva.
En particular la inversa g~ : T' — (a,b) estd bien definida y ademés podriamos probar de hecho que
g serd un homeomorfismo sobre su imagen I" (se deja como ejercicio al alumno). Definimos ahora

-1
g loz: (w)=I, =T L= (a,b)

t a(t) = g7 (2(t)

Claramente ¢~ oz es una funcioén continua por ser composicién de funciones continuas. Probemos que

ademads debe ser una funcién inyectiva.

!Se deja como ejercicio al alumno probar que toda curva cerrada simple I' es homeomorfa a la circunferencia unidad
St ={(x,y) e R?*: x? +¢* =1}.
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» Inyectividad de g~! o x: Sean t1,to € I, con g~ '(x(t1)) = g~ '(x(t2)). Entonces, tras aplicar g,

tenemos que z(t1) = z(t2). Si t1 # t2 la Propiedad 3 nos dice que z(t) solo admite 2 posibilidades.
O bien es un punto de equilibrio, pero en ese caso I'y = I'y, = {x0} € T, lo que es una contradic-
cioén con nuestras hipotesis. O bien z(t) es periddica, y por lo tanto I';, seria una curva cerrada
simple. Como 'y, C ' es un conjunto compacto y conexo y ¢~! es un homeomorfismo se tiene
que g~ 1(Ty,) seria un compacto conexo dentro de (a,b), es decir, g~ 1(Ty,) = [s, 8] C (a,b). En
ese caso estarfamos diciendo que g : [s, s'] = 'y, serfa un homeomorfismo (pues recordamos que
g es inyectiva). Pero esto tltimo es claramente falso?. No queda, pues, mas remedio que t; = t3.

Lox: (a,w) = (a,b) que la funcion es

o x es creciente. Nuestro objetivo es probar
“loz)(a,w) = (a,b), que sumado a

Podemos concluir de la continuidad y de la inyectividad de g~
de hecho monétona. Asumiremos en primer lugar que g~ !
que I' =T';,,. Obsérvese que una vez veamos esto se tendra que (g
que hemos supuesto que g~ o z es creciente, implica
lim g Y(x(t)) =a ; lim g *(x(t)) =b. (5.4)
t—at t—w™
Supongamos por reduccion al absurdo que existe ¢ € T con ¢ = g(c¢), ¢ € (a,b), tal que ¢ ¢ T'y,.
Entonces el conjunto

S={g ' (w(t): te L)

satisface que S C (a, c) obien S C (¢, b). En el caso de que S C (a, b) tendriamos que lim,_,,- g~ (z(t)) =
m € (a,c]. Como g es continua, entonces lim, , - z(t) = g(m) € T', y por la Propiedad 2 deduci-
mos que g(n1) es punto de equilibrio, jcontradiccion!. En el caso de que S C (¢,b) tendriamos que
lim,_, o+ g1 (2(t)) = n2 € [c,b). Como g es continua entonces lim,_,,+ z(t) = g(n2) € T, y por la
Propiedad 2 deducimos que g(n2) es punto de equilibrio, jcontradiccion!.

En el caso de que ¢! o 2 hubiese sido decreciente hubiésemos argumentado de manera similar y
entonces podemos concluir que I'y, = I' y ademas que g~! o x es sobreyectiva con

limy o+ g~ (@(t) = a

limy_,- g~ (z(t)) =

-1

g ~ox creciente = {

h/n’lt—mz7L g_l(x<t)) i b (55)

; g 'ox decreciente { .
lmy_,- g~ (x(t))

S

Caso I' curva simple cerrada: Tenemos g : [a,b] — R" continua con g(a) = g(b) y gl[a) inyectiva,
y donde T" = ¢g([a, b]).
Por reduccién al absurdo, supongamos que existe ¢ € I', ¢ = g(c) para algin ¢ € [a,b) y tal que
q ¢ I';. Reparametrizando supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = g(a) = g¢(b). La curva
' =T\ {q} es simple y g : (a,b) — R™ es una parametrizacion suya, esto es, g(a,b) = I'* y ademas
I', € I'*. Usando el caso anterior tendremos que I'y, = I'* y por (5.5) ademads
lim g~ (z(t)) € {a,b} ; th’m g H(z(t)) € {a,b}.
—wW

t—at

En cualquier caso se sigue que

lim z(t) = lim z(t) = g(a) = g(b) = q.

t—at t—w—

La Propiedad 2 nos dice que ¢ seria punto de equilibrio, jcontradiccion!.
O

2Para probar que no existen homeomorfismos g : [s, s'] = I'z, podemos tomar 5 € (s,s’) y considerar g : [s,s']\ {5} —
Tz \ {9(3)}. Mientras que [s, s'] \ {5} es disconexo, T';, \ {g(3)} es conexo, y de ahi se puede deducir una contradiccién.




5.1. TRAYECTORIAS DE SOLUCIONES 93

Ejemplo 5.8. Sea 2/ = f(x) con f € C'(R). Supondremos que el conjunto A = {x € R: f(x) =0}
esta formado por puntos aislados®. Consideremos ahora dos puntos &1 < & con f(&) = f(&) =0y

con f(x) # 0 para todo x € (&1,&2)
Usando la Propiedad 4 podemos deducir

» Tenemos que I' = (z1,z2) es una trayectoria que satisface que si xzo € T', se tiene claramente
que, por unicidad de soluciones, I'y, C I'. Luego la Propiedad 4 nos da automéaticamente que
'y = ' = (&1,&). Como la trayectoria es un conjunto acotado, se debe tener ademas que el
intervalo maximal de la solucién es I, = R.

» El signo de f indica el crecimiento de las soluciones. Luego, si f hubiese sido positiva en (£, &),
se deberfa tener que

limy 00 2(t; 0, 20) = &2
lim,_, o~ x(t;0,20) = &

Sin usar la Propiedad 4 también podemos deducir lo mismo.

» Entonces, para cada xg € (£1,&2) la solucion z(t) = x(t;0,x0), que estd definida en I, = (a,w),
no puede atravesar los valores x = £; ni * = &, por unicidad de soluciones. Por tanto, se debe
tener que I, = Ry, ademés, z(t) € (£1,&2) para todo t € R. Como el signo de f es constante en
(&1,&2), la solucion x(t) sera monotona y se debe tener que existen los limites

Ly = lim z(t) ; Lo= lim xz(t)

t—o00 t——o0

La Propiedad 2 implica que los dos puntos L1, Ly deben ser puntos de equilibrio. Como L1, Ly €
[€1,&2] v la funcion f no se anula en (£, £2), no queda mas remedio que Ly y Lo valgan & o &.
El valor preciso dependera del signo de f.

Resumiendo, en este ejemplo 2’ = f(x), donde los ceros de f son aislados, tenemos que las trayectorias
pueden ser de tres tipos: puntos de equilibrio, 6rbitas conectando puntos de equilibrio u érbitas no
acotadas conectando un punto de equilibrio con 4oo.

Definicién 5.9. Sea f € C'(R") y consideremos el sistema 2’ = f(x).
1. Si z(t) es una solucién definida en todo R tal que existe el limite

lim z(t) = lim z(t) =&

t—o00 t——o0

diremos que su trayectoria I',, es homoclinica. En ese caso, £ debe ser punto de equilibrio.
2. Si z(t) es una solucion definida en todo R tal que existen los limites
I t) = = I t
Jm o) =& # & = lim a(f)
diremos que su trayectoria I'; es heteroclinica. En ese caso &1, &2 deben ser puntos de equilibrio.

También se suele decir que estamos ante conexiones homoclinicas u heteroclinicas cuando estemos ante
las situaciones arriba indicadas.

3Se dice que un conjunto A C R esta formado por puntos aislados si para todo x € A existe 7 > 0 tal que (z —r,z +
)N (A\ {z}) = 0. O, equivalentemente, si A’ denota el conjunto de puntos de acumulacion de A se debe tener que
ANA=0
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5.1.2. Conjuntos w-limite y a-limite

Definicién 5.10. Sea f € C'(R";R"). Definimos el w-limite de zo € R™ como

w(zg) = {y € R": existe (tx)r>1, tal que lim tx = 4+ooy lm z(tg;x0) = y}.
- k—o0 k—o0

Se define el a-limite de g € R™ como
a(zg) = {y € R" : existe (tx)r>1, tal que lim ¢ = —ocoy lim z(tx;x0) = y}.
- k—o0 k—o0

A los conjuntos anteriores a veces se les denomina conjuntos limite de zg € R".
Observaciones: Las siguientes propiedades se deducen inmediatamente de la definicién.

» w(xzp) = 0 siempre que I, (el intervalo maximal de la solucion que parte de ¢ € R™) no contenga
ningun intervalo de la forma [tg, +00). Anédlogamente, a(zg) = 0 siempre que I, no contenga
ningun intervalo de la forma (—oo, to.

» Dado zp € R" y su trayectoria I'y,, es claro que si y € T'y, entonces w(zg) = w(y) y que
a(zg) = ay) porque I'y; =Ty, ya que de hecho existe t; con z(t1;29) =y y, por tanto,

z(t;y) = o(t + t1;20)

Ejemplos: Sea 2’ = f(x), f € C*(R™;R").

s Si T € R” es un punto de equilibrio asintéticamente estable, entonces existe » > 0 tal que si
xo € B(T,r) se tiene que w(xg) = Z.

» Si Iy, es una orbita periddica para cierto g € R™ entonces w(xg) = 'y, = a(zo).

= Existen ejemplos donde las soluciones se acercan en espiral a una érbita peridédica. En esos casos,
el w-limite serd toda esa orbita periddica. Por ejemplo, considerar un sistema en coordenadas
polares (ver la Subseccion 5.2.1) dado por (r/,0) = (r(1—r), 1), donde w(xg) = {r = 1} para todo
xg # 0. O incluso en el Ejemplo 5.27, se deja como ejercicio al lector probar que a(zg) = {22 +y?}
para todo xg # 0.

= Existen w-limites y a-limites que no son puntos de equilibrio ni 6rbitas periddicas; véase el
Ejemplo 5.34.

Proposicién 5.11. Sea 2’ = f(x), f € C}(R™;R"), 29 € R™. Supongamos que la semidrbita positiva
It ={z(t;20) : t € [0,w)} es acotada. Entonces

1. w(xo) # 0.
2. w(xg) es cerrado, acotado y conexo.
3. w(xp) es un conjunto invariante.
Los asertos anteriores también se dan de manera andloga para a(xg).

Demostracion. Llamemos x(t) = x(t; zp) a la solucion y (o, w) a su intervalo maximal de definicion.
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1. Como F;fo es acotada, tenemos que w = 400y asi FIO esta contenido en un compacto y, por tanto,
debe existir una sucesion de tiempos (tx)r>1 con limy_,oo t, = 400 tal que existe limy_,o0 (tg).
Se tiene asf que w(xq) # 0.

2. En primer lugar, w(zo) es acotado, pues w(zg) C FT—%, siendo FTJ{O un conjunto acotado. En segundo
lugar, veamos que w(xg) es cerrado. Para ello, tomemos (z,)n>1 C w(xg) tal que lim z, = z. En
- n—oo

ese caso, para cada n € N existe un ¢, > n tal que ||x(t,; o) — 2z, || < 1/n. Se tiene por tanto que
|z (tn; o) — 2| < 1/n+ ||z — zn]|, y tomando limites cuando n — oo obtenemos que z € w(xo).
Acabamos de probar que w(zg) debe ser cerrado.

En tercer lugar, y para concluir, veamos que w(zg) es conexo. Lo probamos por reduccion al
absurdo. Tomemos dos abiertos Uy, Us C R™ con w(zg) C Uy U U, Uy NUs = . Supongamos
ademas que w(zg) N Uy # 0, w(zg) N Us # (. Entonces existen p; € w(xg) NU; para i = 1,2, lo
que implica la existencia de sucesiones (t8),>1 C U;, i = 1,2, tales que lim,, o t!, = +00 y con

lim z(t::x9) = p;. A partir de estas dos sucesiones de tiempos, construiremos a continuaciéon
neyoo ny +0 7 )

dos subsucesiones de las mismas, (t}, )x>1y ({2, Je>1 de tal forma que
thy <t <tp, <to, <o <t <t .
Por continuidad de la solucién z(t) = x(t; o), y como Uy NUs = (), deben existir tiempos tj, tales

que
1 2
by, <l <ty
I(tk) ¢ (Ul U Uz)

para todo k € N. Puesto que {x(t) : k € N} C T'y, C Ty, es compacto, existird una subsucesion
de tiempos (tx,);j>1 de (tx)r>1 y existird z* € R" tal que

lm z(ty,) =2" € R" = 2" € w(w).
J—00
Como x(tg,;) ¢ (U1 U Uz) para todo j € Ny como R™\ (U1 U Usz) es un cerrado necesariamente

z* € R™\ (U UUs). Por lo tanto hemos llegado a una contradiccion con el hecho de que w(zg) C
Uy U Us.

3. Probemos que w(zg) es invariante. Tomemos z € w(xg) y veamos que I', C w(xg). Por definicion
de w-limite, si z € w(zp) existe una sucesion de tiempos t, — oo tal que

nh_}rﬁlo x(tn; ) = nh_}n;o z(ty) = z.

Sea t € R fijo. Entonces, usando la continuidad del flujo respecto de las condiciones iniciales y
las propiedades especiales de las soluciones de los sistemas auténomos (esto es, x(t + s;0,z9) =
x(t;0,x(s;0,x0))),

lim z(t+ tp; x0) = h;m z(tx(tn; o)) = x(t;2) = x(t;2) € w(w).

n—o0

Por tanto tomando Zn = t+t,, tenemos una sucesiéon de tiempos con t, — 0o con lim,, 0 x(t~n; xg) =
x(t; z). Esto significa que I', C w(xp).

O
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Proposicién 5.12. Sea 2/ = f(x), f € C*(R™;R"), g € R™. Si w(xg) consta de un tinico punto
w(zo) = {&} con & € R™ entonces th’m x(t; o) = & (y asi & serd un punto de equilibrio).
—00

Demostracion. Llamemos z(t) = z(t; xg). Supongamos que
lim (t; zo) # €.
t—o00

Entonces existiria un n > 0 y una sucesion de tiempos creciente (t;)>1 tales que ||z(tx) —&|| > n para
todo k € N. Por otro lado, como {£} = w(xg) debe existir otra sucesién de tiempos creciente (sg)g>1
tal que ||z(sg) — z(tr)|| < n/2 para todo k € N. Sin pérdida de generalidad, tras escoger subsucesiones
adecuadas, podemos asumir que t; < sp < trx4+1 para todo k € N. Ahora bien, por continuidad de la
solucion x(t) necesariamente deben existir tiempos r € (tx, sx) tal que ||z(rg) —&|| = 2n/3. Puesto que
0B(£,2/3n) es un compacto, habra una subsucesion de (r;) que denotamos igual tal que (x(rg))r>1 es
convergente a algun valor z € 0B(,2/3n). Pero entonces z € w(xp) con z # &, lo cual no es posible
por hipbétesis. O

Proposicion 5.13. Sea 2’ = f(z), f € C1(R™;R"). Supongamos que existe V € C*(U;R) con VV (z)-
f(z) < 0 para todo x € U. Entonces, si K C U es un cerrado positivamente invariante, para cada
xo € K tenemos que w(zg) C {x € U : VV(x) - f(x) = 0}. (Observar que podemos considerar
K=U=R").

Demostracion. Como xy € K y K es un cerrado positivamente invariante, es claro que x(t; xg) € K C U
para todo ¢t > 0 donde esté definida la solucién. Y ademés w(xg) C K C U.

Sea z € w(xzg). Queremos probar que VV(z) - f(z) = 0. En efecto, como z € w(xg), existe una
sucesion de tiempos tp — oo tales que

lim z(tg;x0) =2 = lm V(x(tg;x0)) = V(2).
k—o0 k—o0

Ademas la funcion V(z(t;zg)) es decreciente para t > 0, por tanto,

lim V(z(t;z0)) = V(2).

t—o00

Sea ahora 7 > 0 fijo, tal que x(7;2) esté definida. Entonces
V(z) = lim V(x(ty + 7520)) = lim V(x(7;2(tg; x0)) = V(2(7; 2))
k—o0 k—o0

por la dependencia continua respecto de condiciones iniciales. Se sigue entonces que

1 VOO VO] gy VD ZVE g 4 (g g =
Concluimos que VV(x(0; z)) - f(z(0;2)) = VV(2) - f(z) =0. O

Usemos el resultado anterior para dar una demostracion del Teorema de Lasalle (Teorema 4.34).
Recordamos el enunciado y damos su demostracion.
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Teorema 4.34 (Teorema de Lasalle). Sea 2/ = f(z), f € C*(R";R"), f(Z) = 0. Sea también
U C R™ abierto conT € U, y V : U — [0,00) funcion de clase C* tal que V(x) = 0 si y solo si
x = T. Supongamos que VV (x) - f(z) < 0 para todo x € U y que ademds el conjunto

{reU: VV(x)- f(x) =0}
no contiene ninguna trayectoria, aparte de T.
1. Entonces T es asintdticamente estable.

2. Si ademds K C U es un conjunto compacto con T € int(K) y positivamente invariante,
entonces K forma parte de la cuenca de atraccion de T.

\ J

Demostracion. Recordamos que por el Teorema de Lyapunov (estabilidad) ya sabemos que T es estable.
Para ver que es asintOticamente estable, bastard que probemos que w(xg) = T para todo zg € K
(observar que int(K) es un abierto que contiene a Z. Pues en ese caso por la Proposicion 5.12 se tendra
que limy_,o 2(t;0,29) = T. Ademas esto directamente servira para probar que todo K C Az.

Sea pues xg € K. Como K es cerrado y positivamente invariante, es inmediato que w(zg) C K con
w # ). Ademaés, por la Proposicion 5.13 tenemos que

w(zg) C{z €U : VV(x)=0}.
Como la Proposicion 5.11 nos dice que w(xg) es invariante se sigue que, si tomamos z € w(xo),
I' Cw(zg) C{zeU: VV(z) =0}

Pero por hipotesis tenemos que {x € U : VV(x) = 0} no contiene trayectorias aparte de T. No queda
mas remedio que z = Z, o dicho de otro modo hemos probado que

w(wo) = {7}.
O

En general el estudio de los conjuntos limite de soluciones suele ser bastante complicado. Sin embargo,
y esto sera muy importante, en R?, debido a sus limitaciones topologicas los conjuntos w y a-limites no
podran ser muy raros. Este sera el contenido del Teorema de Poincaré Bendixson (Teorema 5.32) que
nos dird que los conjuntos limites solo podrén ser puntos de equilibrio, 6rbitas periédicas, o uniones
de puntos de equilibrio con curvas abiertas simples que unen puntos de equilibrio.

Simplemente saltando a una dimensién mayor, en R3, uno puede encontrarse situaciones mucho
més complicadas. Como ejemplo el lector puede leer sobre el sistema de Lorenz, donde para ciertos
parametros aparecen conjuntos w-limites con estructura fractal.

5.1.3. Ecuacién de trayectorias

En esta seccion hemos preferido hacer una exposicién algo mas “informal” sobre la ecuaciéon de
trayectorias para el caso particular de R%. Aunque incluiremos en la parte final un resultado general en
R™ (véase el Teorema 5.18) que demuestra que siempre se puede calcular la ecuacion de trayectorias,
al menos localmente, fuera de los puntos de equilibrio.

Motivaremos el calculo de la ecuacién de trayectorias a través de un ejemplo, y luego haremos una
exposicién algo més rigurosa de qué significa exactamente este nuevo concepto.
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Ejemplo 5.15. Sea el sistema

/

' =y(l—a? —y?)
Y = —a(l—2® — )

Determinamos en primer lugar el conjunto de puntos de equilibrio A = {(0,0)}U{2?+y? = 1}. Fijemos
ahora (xo,y0) ¢ Ay sea (x(t),y(t)) la tnica solucién del sistema con condicién inicial (z(0),y(0)) =
(z0,y0). Ademas, por unicidad de soluciones sabemos que Py NA =Tagyy NA = (). Podemos
escribir para todo ¢ € I(y, )

' (t)(—x(t)(1 - 2(t)* —y(t)*) =y’ (OyO) (L —2(t)* —y(®)*) = —2'()z(t) =y ()y(t)
t A 2 2 2
= / —|—y()(s))ds:/00ds = ( (;) —i—y(;))—zo—y;:&

Hemos deducido por tanto que
x(t)2 + y(t)2 = x(Q) + y(%’ Yt € Lag o)

Podemos concluir por tanto que las trayectorias no constantes del sistema son de la forma {(z,y) €
R? : 22 + y? = C} para algtin C € (0,1) U (1,00). De hecho, si permitimos C € {0,1} la ecuacién
22 + y?> = C nos determina todas las trayectorias del sistema (constantes y no constantes). A esta
ecuacién se le suele llamar ecuacién de trayectorias.
. System:i:y%c(l—xz‘—yz). y=—xx(l—y —x)
x=0

2+ : e 520
: ©  Unstable Fixed Point

Aprovechamos este ejemplo para ver algunas consecuencias interesantes de haber determinado la
ecuacién de trayectorias.

1. Todos los conjuntos T = {(x,y) € R? : 22 + 4% = C}, donde deben vivir las soluciones, son
conjuntos acotados, luego los intervalos de existencia de todas las soluciones son todo R.

2. Por la Propiedad 4 de la seccién anterior, una solucion (z(t),y(t)) con (z(0),y(0)) ¢ A debe
tener una trayectoria que recorra completamente la curva cerrada simple {(z,y) € R? : 22 4¢? =

2(0)* +y(0)*}.

3. Podemos determinar facilmente por la definicion la estabilidad del origen (0,0). (También se
podria haber visto la estabilidad del origen usando la funcién de Lyapunov V (z,y) = 2%/2+12/2
y aplicando los teoremas correspondientes).
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4. Los puntos de equilibrio {22 + y? = 1} son inestables (se deja como ejercicio al lector).

Calculo general de la ecuacién de trayectorias en sistemas planos: Sea el sistema

(5.6)

donde f € C'(R?*R?). Buscamos una funcién y(z) (o Z(t)) de tal forma que si (z(t),y(t)) es
una solucion del sistema, entonces y(x(t)) = y(t) (o Z(y(t)) = x(t)) para todo t donde esta
definida la solucién, y por tanto podamos representar las trayectorias de las soluciones como
(z,y(x)) (o como (z(y),y)). Se puede entender esto como una reparametrizacion de la solucion
t — (z(t),y(t)). A laigualdad y(z) =y (0o z(y) = ) se le llama ecuacion de trayectorias.

En general, determinar la ecuacion de trayectorias de un sistema plano como (5.6) consiste en lo
siguiente: Supondremos que tenemos una solucion (z,y) con (x(0),4(0)) = (zo,yo) y tal que f(xo,y0) #
0 (luego la solucion no es constante). Entonces o bien fi(xg,yo) # 0 o bien fa(zg,yo) # 0. Supondremos
solamente el primer caso. La idea serd buscar una funcién y : R — R tal que y(z(t)) = y(t) para el
mayor intervalo posible de tiempos t. Se debe tener que si derivamos respecto de ¢

dy
dzx

de  dy dy

@)% =2 = LRE).y0) = ha),y).

Asi, para cada x = z(t) debemos tener

Y (@), 50) = ol 7)) 6.7
Esta ecuacion (5.7) no es mas que una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en la funciéon
incognita y(z). Si anadimos la condicion inicial y(x(0)) = y(0) y resolvemos explicitamente, tras obtener
la solucion y(z) obtendriamos la ecuacion de trayectorias y = y(x). De hecho, en ocasiones la solucién
a (5.7) vendra dada de forma implicita como g(x,y(z)) = 0. La interpretacion que debemos hacer es
que hemos probado que I,y C T = {(7,y) € R? : y = y(z)} (o bien Loy € {(2,9) € R? :
glz,y) = 0}).

Observacion 5.16. A priori, los cdlculos anteriores nos permiten asegurar que solamente en un entorno
de ¢ = 0 (donde la resolucién de (5.7)) se tiene que (x(t),y(t)) € T. Sin embargo, en la practica, en

muchas situaciones los célculos nos permiten asegurar que realmente I'(; 0y C 7'

Ejemplo 5.17. Calcularemos la ecuacion de trayectorias del siguiente sistema

v
Y =yly—2)

dx dy dx dy dy
—yly—z)=—= = —(y—x2)=— = —=y-—ux
a?v =y aV Y=y v 77"
En los célculos anteriores hemos asumido que estamos fuera de los puntos de equilibrio, que son toda
la recta y = 0, luego dividir por y estaba permitido.

Tenemos
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Ahora resolveriamos la EDO 3’ = y —x que es lineal no homogénea. Su solucion general vendra dada
por la suma, de la solucién general de la EDO homogénea asociada 3’ = y méas una solucién particular.
Esto es

{Solucién de la EDO homogénea asociada :  yp(t) = Ce*, C €R

Solucién particular :  y,(t) =2 +1

Por tanto tenemos que la ecuacién de trayectorias viene dada por
ylz)=Ce"+2+1, CeR.

Dicho de otra manera, los conjuntos T = {(z,Ce* + z + 1) : x € R} con C € R determinan las
diferentes trayectorias del sistema. De manera méas precisa, queremos decir que si (z(t),y(t)) es soluciéon
no constante en un intervalo t € I(, ), entonces existe un tnico C' € R tal que (z(t),y(t)) € Tc para
todo t € I, (o equivalentemente podrfamos haber escrito I'¢, ) C T¢).

Hacemos constar ademas que para un mismo C' € R, el conjunto T¢ puede ser uniéon de diferentes
trayectorias, incluso incluyendo la posibilidad de que aparezca algtn punto de equilibrio, como es el
caso de nuestro ejemplo. Por ejemplo Tj es unién de 3 trayectorias (2 de ellas son curvas abiertas
simples y la otra es un punto de equilibrio). O por ejemplo T_; /5 es unién de 5 trayectorias (3 de ellas
curvas abiertas simples y otras 2 puntos de equilibrio).

System:x=y, y=y#*(y—x)
A

cx=0

S y=0
Stable Fixed Point
Unstable Fixed Point |

Presentamos para finalizar un resultado general, que indica que en sistemas de R™ siempre es posible
obtener la ecuacién de trayectorias fuera de los puntos de equilibrio.

Teorema 5.18. Sea f € C1(Q;R™) con Q C R™ abierto y sea T = (T1,...,%n) € Q tal que f(T) # 0.
Entonces eziste i = 1,...,n, existee > 0 y existe h : (T;—e,T;+¢) — R™ tal que h((T;—e,T;+¢)) C 'z

y h resuelve (h(r) (h(r)
/ _ Ji(h(T fn(h(T
h((”) - (G Faey)
h(z;))==

Demostracion. Como f(Z) # 0, escogemos i = 1,...,n tal que f;(T) # 0. De esta forma, si llamamos
a z(t;T) a la unica solucion del sistema ' = f(z) con z(0;T) = T, tenemos

z(0;7) = fi(T) #0; 5 w(t;T) e C ; 3i(0,T) =T
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Por tanto, el Teorema de la Funciéon Inversa nos dice que existird una unica funcion o : (Z; —e,%;+¢) —
R, tal que o € C!, o(z;) = 0,
zi(o(T);T) =T

SRS S 1

zi(o(r);7)  fila(o(r): 7))

Definimos h : (Z; —e,Z; + €) — I'z C R™ por

W) = 2(o(7); 7).

Entonces tenemos que
hz;) = z(o(7;);7) = z(0,7) = Z.

y, ademas, para cada j =1,...,n,
dhy A fa(e(r®) | ()
ar (V)= g = Gl i 0 = o E) T k)
O
5.2. Propiedades especificas de sistemas en R?
5.2.1. Cambio a coordenadas polares
Dado un sistema
.27/ = fl(xvy) f17f2 c CI(R2;R), (58)
y' = fa(z,y)

realizar un cambio a polares significa introducir las funciones r(t), 6(t) tales que

(z(t),y(t)) = (r(t) cos(6(2)), r(t) sen(6(t))).

Luego la posicién de una solucién en tiempo ¢ podra darse con exactitud si conocemos su distancia al
origen 7(t) > 0y su angulo 0(t) € [0, 27) respecto del semieje {y = 0,z > 0}. Si queremos despejar las
funciones r y 6 en funcién de x e y podemos escribir (entendemos que la arcotangente toma valores en

(—m/2,7/2).

arctan ( z(t) > 0,y(t) >0
arctan z(—g +27 z(t) > 0,y(t) <0
r(t) = Vai(t) +y2 () 5 0(t) = n/2 z(t) = 0,y(t) >0 -
—m/2 xz(t) =0,y(t) <0
¢
\arctan (%) +7  z(t) <0

En ocasiones, y normalmente en sistemas donde el origen es punto de equilibrio, al introducir las nuevas
funciones incognita (r(t), 6(t)), podemos obtener un sistema

{r’(t) = g1(r(t),0(t))

(5.9)
0'(t) = g2(r(t),0(t))
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que se puede estudiar mas facilmente que el sistema original (5.8), pudiendo asi obtener informaciéon
que de otro modo hubiera sido mas dificil.
Para determinar el sistema (5.9) que satisfacen (r, ) procedemos como sigue:

» Como 72(t) = 2%(t) + y2(t), se tiene que
2r'r = 22’z + 2y'y = 2 (f1(r cos(), rsen())r cos(0) + fa(r cos(0), rsen(0))rsen(d)) .
Por tanto
' = fi(rcos(8), rsen(8)) cos(8) + fo(r cos(), r sen(6)) sen(6).
= Como

I

{x’ =1 cos(f) — rsen(0)0’ = f1(rcos(d),rsen(6))
y' =1"sen(f) + rcos(0)8 = fa(rcos(),rsen(d))
tenemos que

Yy cos(0) — 2’ sen(8) = 120" = fo(r cos(#), sen(8)) cos(8) — f1(r cos(h), rsen(h)) sen(8).

Por tanto 1
0 = ﬁfz(r cos(#),rsen(f)) cos(f) — f1(rcos(6), rsen(f)) sen(f).

Ejemplo 5.19. Sean los sistemas

(P1) {x’:y+x(x2+y2) (P {x’:y—x(x2+y2)

Y =—x+y(* +y?) y =—x—y(x* +y?)

Nuestro objetivo es estudiar la estabilidad del origen de ambos sistemas. Nos centramos primero en
(P1). Lo primero que hay que darse cuenta es que linealizar no nos sirve de nada. Si que sacariamos
informacion si usamos la funcién de Lyapunov V (x,y) = 22/2 +%2/2, pero vamos a estudiar el sistema
haciendo el cambio a polares.

El sistema en polares es (usando que r? = 2% + 2, § = arctan(y/z))

r'r =’ +yy' =2y + 2(2® + %) ty(-o +y(a® +y°) =r! : 3
1 yr—yr 1 2 = r'(t) =r(t)
) _ 2 2,2 2 2 .2y —
6_1+yé- ) _72(—95 +ay(z® +y°) —y* —yx(z® +y°)) = .~ o'(t) = —1
xX

Tenemos que la unica solucion al sistema anterior con r(0) = rg, 6(0) = 6, es

1
r(t) \/m ;o 0(t) t+ 6g.
Observamos que r(t) es siempre creciente, luego se deduce en particular que el (0,0) es inestable.
Ademas cuando t — 1/73 se tiene explosion de la solucién, y cuando ¢ — —oo las soluciones convergen
al (0,0). Por ultimo, las trayectorias se mueven en forma de espirales a lo largo del origen en el sentido
horario de las agujas del reloj.
Si hubiésemos estudiado (P2) habriamos llegado al sistema en polares

r(t) = —r3(t)
0'(t) = 1

en el que el origen serfa un punto globalmente asintéticamente estable, con todas soluciones conver-
giendo a él en espiral en el sentido de las agujas del reloj.
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System:x=y+xx(Z+y), y=—x+y* 2+
5P LY . 4

s \ : e |
\ : @  Stable Fixed Point
3t
2 o ’
11
-
- 0 |
1t -
N . ~—
~ R
3+
ar :
5 [ L ¥ L A N
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
X

El siguiente ejemplo, mas alla de servir para seguir practicando los cambios a coordenadas polares,
nos muestra una situacion en la que un punto de equilibrio (el (1,0) no sera estable, y sin embargo
para todo xg # 0 se tiene que limy_, o (¢;0,20) = (1,0)).

Ejemplo 5.20. Sea el sistema

' = (z—y)vVa2+y2 + (zy — 2° — 2y?)
Y =(@@+yva?+y? — (@ + 2%y +y°)

= Se deja como ejercicio al lector que el (1,0) y el origen son los tnicos puntos de equilibrio.

» Realizando el cambio a coordenadas polares (omitiremos el punto (0,0)que ya sabemos es punto
de equilibrio) se tiene

rrl =z’ +yy =13 —r? ' =r¥1-r)
0 =r—2=r(1—cos(f)) = 2rsen?(/2) 0 =r(1 — cos(6))

De hecho es facil ver que las soluciones giran siempre en sentido antihorario, hasta que convergen
en el infinito a angulo cero. Y que lim;_,o, r(t) = 1. Es decir, toda solucion (z, y) con (z(0), y(0)) #
(0,0) satisface que

lim (z(t),y(t)) = (1,0).

t—o00
» Observemos que la semirrecta {y = 0,z > 0} es invariante pues esta formada por tres trayectorias
diferentes: {y =0,z € (0,1), {(0,0)} y {y =0,z > 1}.

» Cualquier soluciéon (z,y) con y(0) > 0 y con z(0) > 0 en algin momento ¢t > 0 satisface que
z(t) < 0y por tanto ||(x(t),y(t)) — (1,0)|| > 1. Este hecho nos indica que realmente el (1,0) es
un punto inestable (a pesar de que toda soluciéon del sistema converge a él).

» Veamos esto que el punto (1,0) es inestable en detalle: Podemos escoger cualquier ¢ € (0,1/2),
y entonces para cualquier § > 0 tomamos el punto (1,/2) € B((1,0),4). Si llamamos (z(t), y(t))
a la tinica solucion con (z(0),y(0)) = (o, yo) sabemos que existe t* > 0 con z(t*) < 0 por lo que

[z (#), (%)) = (LO)|| = [=(t*) = 1| > 1 > eo,

con lo que hemos acabado.
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System : x = (x — y) # sqri(x> + Y )+ xx y— x> —xx y., y=(x+y) *#sqri(x> + y?) — x> — x°

25F \
A P =0
\ i / ©  Unstable Fixed Point
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5.2.2. Criterios de no existencia de Orbitas peridédicas

Los resultados que veremos en esta seccién seran inicamente validos en sistemas planos, pues el papel
de la topologia de R? sera determinante. En concreto estudiaremos dos criterios (Teoremas 5.23 y 5.28)
que nos ayudardn a asegurar la no existencia de orbitas periddicas en sistemas planos. Sera esencial
trabajar en R? pues necesitaremos usar el famoso Teorema de Jordan-Schénflies que enunciamos a
continuacion.

Teorema 5.21 (Teorema de Jordan-Schénflies). Sea T' C R? una curva cerrada simple. Entonces el
complemento R? \ T tiene exactamente dos componentes conezas, Q0 y ', cuya frontera comiin es la
propia curva I'. Ademds, Q) es acotada (se denomina interior de T', y escribiremos I'™ = Q) y Q' es
no acotada (se denomina exterior de 2, y escribiremos Tt = /).

Ademds T™ UT = Q es un compacto homeomorfo a la bola unidad cerrada. Esto es, ewiste un
homeomorfismo h: Q — B(0,1).

Comenzaremos con el criterio negativo de Bendixson.

Definicién 5.22. Un abierto Q C R? se dice simplemente conezo si es conexo por caminos y ademas
toda aplicacion continua g : [0, 1] — Q con g(0) = g(1) = q es contractible a g, esto es, que existe una
aplicaciéon continua H : [0,1] x [0,1] — € con H(¢,0) = g(t), H(t,1) = 1 para todo t € [0, 1].

De manera algo mas informal se puede decir que un abierto del plano es simplemente conexo si
no contiene "agujeros”. Por ejemplo, R? \ {0} no es simplemente conexo, pero el disco partido Q =
B(0,1)\ ([0,1] x {0}) si que lo es.

e )

Teorema 5.23 (Criterio negativo de Bendixson). Sea Q C R? un abierto simplemente conero
y sea f = (f1, f2) € CH(R?%;R?). Supongamos que

0 0
di(f(z,y)) = aij;l(x’y) + 8];2(35729)

tiene signo constante y no es idénticamente nula en Q. Entonces el sistema auténomo (z',y') =
f(z,y) no posee ninguna drbita periédica en SQ.
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Para la demostracion necesitaremos usar el Teorema de Green, que enunciamos sin demostracién a
continuacion.

Teorema 5.24 (Teorema de Green). Sea I' C R? una curva cerrada simple parametrizada por cierta
funcion g : [0,1] — R? de clase C' y que se recorre en el sentido de las agujas del reloj (orientada
negativamente). Sea D = T C R? la regién abierta delimitada por la curva T'. Sea F = (P,Q) : U —
R? un campo vectorial de clase C' con U C R? abierto tal que D C U. Entonces

ar— [ (9P _99Q
/F(P,Q) dr—/D<8y 8x> dxdy

Observacion 5.25. Precisemos algunos aspectos del enunciado anterior.

» La integral de linea de un campo F' = (P, Q) se define como

1
/ (P.Q)-dr = / (P(g(t)). Q(a(T))) - (1)t
I 0

donde ¢ : [0,1] — I' es una parametrizacion.

= En el caso de que I' esté positivamente orientada, conseguiremos que lo esté reparametrizando
por h(t) = g(1 —t) y asi

/FQ(RQ)‘dT:—/ (P,Q)-dr,

I
donde I'y y I'y, denotan la curva I" parametrizada por g o por h respectivamente,
Demostracion del Teorema 5.23. Supongamos que existe una solucion (x(t),y(t)) periédica con tra-

yectoria I' = T’y ) C €. Supongamos que T > 0 es el periodo minimal de la solucién y asf
(z,) : [0,T] = Q es de clase C! con (2(0),y(0)) = (x(T),y(T)) y con

{(z(),y(t)): t €[0,T]} =T.

Observemos también que por ser  simplemente conexo D := '™ esta totalmente contenido en €, es
decir, D C €. En lo que sigue, quedaré claro que nos dara igual si I' es recorrido por (z(t),y(t)) en el
sentido de las agujas del reloj o no.

Definimos ahora el campo vectorial F' = (P, Q) : 2 — R? como

{P(‘T7y> = _f2(x7y) V(ilf y) cO.

Q(I’, y) - fl(xa y)

Tenemos que F' € C1(Q;R?). Asi, aplicamos el Teorema de Green y podemos escribir (en funcién de
si la curva estd orientada positivamente o negativamente,

oP 0Q
/F(p’ Q) -dr = :I:/ <6y — ax) dxdy,
donde

T
/ (P.Q)-dr = / (—for f1) - dr = / (— fala(t), y(0)), f1(2(t), y(1))) - (@ (2), o/ (1)) dt
I I 0
T T
- / (—y/(8),2'(1)) - (' (1), /(1)) dt = / (—a' () (t) + 2/ (£)y/ (£)) dt = 0.
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oP  9Q dfs  Ofi
+ 7)) dady = + 22 T dgd
/D(@y 01‘) e /D< dy 858) o

:i/ divf(z,y) dzdy.
D

Se deduce pues que fD divf(z,y)dxdy = 0, lo cual es imposible pues por hipotesis tenemos que la
divergencia debia tener signo constante en €2, y en particular en D C €. jContradiccién!. Concluimos
por tanto que no deben existir érbitas periddicas. ]

Observacion 5.26. El criterio negativo de Bendixson admite la siguiente variante, conocida como cri-
terio negativo de Bendixson-Dulac. Esta version establece que basta saber que una regiéon simplemente
conexa ) C R™ existe una funcién ¢ € C1(Q) tal que div(fy)(z,y) tiene signo constante (y no es
idénticamente nula), para concluir que el sistema (2’,y") = f(x,y) no posee ninguna 6rbita periodica
en (2.

La demostracién de esta variante es esencialmente la misma que la del Teorema 5.23, y por tanto se
deja como ejercicio al lector comprobar los detalles.

Ejemplo 5.27. Consideremos el sistema

{a;’ =—y—z+z@®+y?) = fi(z,y)
Y =z —y+y@®+y?) = folz,y).

Sea f = (f1, f2) € C®(R?;R?). Tenemos que el origen es el tnico punto de equilibrio y que

divf(z,y) = Z(x,y)—k%‘?(x,y) = 143224+ — 1+ 43y = 4(2 42 -1/2) =0 & 22t =1/2.

Podemos concluir los siguientes hechos:
» En la region abierta y simplemente conexa Q; = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1/2} tenemos que
divf < 0, luego por el Criterio negativo de Bendixson (Teorema 5.23) sabemos que en €7 no hay

6rbitas periédicas.

» En la region abierta Qo = {(z,y) € R? : 22 + y? > 1/2} tenemos que divf > 0, pero {22 no es
simplemente conexo luego no sabemos si habra érbitas periédicas o no las habré en esa region.

s Por otro lado, si consideramos la funcién de Lyapunov
Vir,y) =2*2+4%/2 = V(e,y) =@ +y°)(® +4° - 1).

Por tanto V(x,y) < 0 para todo (z,y) € B(0,1)\ (0,0). Por el Teorema de Lyapunov 4.33
tenemos que (0,0) serd asintoticamente estable, y que ademas B(0, 1) forma parte de la cuenca
de atraccién del origen.
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. System:x=—y—x+xx(Z+)), y=x—y+y*(Z+y)
sl ‘ i S =0
\ 1% .‘ @  Stable Fixed Point

/

Para concluir esta secciéon veamos un resultado més acerca de la posible existencia de érbitas perio-
dicas en sistemas planos. Siendo més precisos, el siguiente teorema asegurard la existencia de puntos
de equilibrio dentro de 6rbitas peridédicas. Pero ese enunciado tiene el corolario inmediato de que si no
hay puntos de equilibrio en un sistema plano, es que no puede haber 6rbitas peridédicas. De nuevo este
resultado se basa de manera crucial en la topologia restrictiva de R2.

Teorema 5.28. Dado un sistema 2’ = f(x), f € CY(R?;R?), entonces toda drbita periddica no
constante I' posee en su interior un punto de equilibrio.

Para demostrar este resultado, aparte de necesitar usar el potente resultado de Jordan-Schonflies,
necesitaremos usar el Teorema del punto fijo de Brouwer, que enunciamos a continuacién.

Teorema 5.29 (Teorema del punto fijo de Brouwer*). Toda aplicacion continua de una bola cerrada
de un espacio euclideo en si misma admite un punto fijo.

Demostracion del Teorema 5.28. Tenemos que I' es una curva de Jordan (curva cerrada simple). En-
tonces el Teorema de Jordan nos dice que R2\T' = T**UT""  siendo I'**! un abierto conexo no acotado
y I'""* un abierto conexo acotado. Pero sabemos més. Por el Teorema de Jordan-Schonflies también se
tiene que

K=Turm

es un compacto homeomorfo a la bola unidad cerrada B(0,1).

Sea ahora t > 0, que entenderemos durante todo el presente parrafo, y sea ¢! : K — K definida
por ¢! (y) = z(t;y). Por las propiedades de continuidad del flujo (dependencia continua respecto de las
condiciones iniciales) se tiene que ¢! es una funcién continua. Como K es homeomorfo a la bola unidad
cerrada B(0, 1) por el Teorema del punto fijo de Brouwer existira al menos un punto fijo ¢'(z;) = x4
para algin z; € K.

Tomemos una sucesion de tiempos decreciente (¢,,),>1 con Tblggotn =0yparacadan € Nseazx, € K

u (xy) = Tp.- rva que n riamen o n riamente una 6rbi riodi
tal que ot (z T,. Se observa que necesariamente I', es necesariamente una o6rbita periodica de

*Una generalizacion de este resultado seria el Teorema del punto fijo de Schauder: Toda aplicacién continua de un
convezo compacto no vacio de un espacio de Banach tiene un punto fijo.
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periodo (quizas no minimal) ¢,, > 0. Como K es compacto, existe una subsucesion (x,, )y>1 convergente
7= lim z,, € K.
k—o0

Probaremos que T es un punto de equilibrio viendo que para todo t € R, ©'(Z) = Z. En efecto, sea
t € R fijo. Entonces para todo k € N, como I'z,, esuna orbita periddica de periodo t,, , existird una
sucesion de tiempos 0 < s; 5, < tp, tal que @tk (z,,) = @'(xy,) . Asf

‘pt(f) = lim ‘pt(xnk) = lim @tk (xnk) = 90(075) =7z,

k—oo k—o00

donde en el pentltimo paso se estd usando que s, — 0, pues t,,, — 0, cuando k — oo, y la dependencia
continua del flujo respecto de las condiciones iniciales.

Por tanto se ha probado que existe 7 € K = I' UI'™. Sin embargo = ¢ T, pues esta ya era la
trayectoria de una 6rbita periédica, que por unicidad no puede contener puntos de equilibrio. O

Observacion 5.30. El teorema anterior no es vilido si, en vez de una 6rbita periddica, se tiene una
curva homoclinica que conecta un punto de equilibrio £ € R” consigo mismo. Pudiera ser en ese caso

que no haya puntos de equilibrio en el interior de la curva cerrada simple que genera la unién de la
6rbita homoclinica con el punto de equilibrio €. Considérese, por ejemplo:

=2 — y2
y = 2xy
donde la ecuacién de las trayectorias viene dada por

2+ (y—C)32=C2 CeR

System:x=x>—y, y=2%x%y

4 ;
cx=0
el y=0 )
3r _— i | O Unstable Fixed Point
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Corolario 5.31. Sea un sistema 2’ = f(z) con f € C1(R?) tal que no tiene ningiin punto de equilibrio.
Entonces el sistema no posee soluciones periddicas.
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5.2.3. Teorema de Poincaré -Bendixson.

Teorema 5.32 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Sea 2’/ = f(z) con f € C1(R?;R?), zo € R%.
Si T}, (andlogo si T, es acotada) es acotada y w(xo) contiene a lo sumo una cantidad finita de
puntos de equilibrio entonces se da una sola de las siguientes alternativas:

1. w(xy) es un punto de equilibrio.
2. w(xo) es una orbita periddica.

3. w(xwg) contiene una cantidad finita de puntos de equilibrio {x1,...,xn} y una cantidad
finita de orbitas T'y que serdn curvas abiertas simples (6rbitas homoclinicas o heteroclinicas)
que conectan puntos de equilibrio entre si (es decir, a(y),w(y) € {T1,...,Tm}).

Un corolario inmediato de este teorema seria.

Corolario 5.33 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Sea 2’ = f(z) con f € CY(R%*R?), o € R Si
It es acotada (andlogo para Ty, acotada) y w(xzg) no contiene puntos de equilibrio, entonces w(xg) es
una curva cerrada simple que viene de la trayectoria de una orbita periddica.

Solo veremos la demostracién de este tltimo corolario, siendo la demostracién del Teorema, 5.32
mucho mas dificil.

Demostracion. Supongamos que I'; no contiene puntos de equilibrio. Si z(t) = x(t; o) es una solucion
periddica, es claro que w(zg) = I'j, y hemos acabado. Por tanto, asumamos que z(t) no es periodica,
o lo que es lo mismo, que F;‘O no es una curva cerrada simple.

Tomemos p € w(xg) # 0, que sabemos que no es un punto de equilibrio. Obsérvese que por la

Proposicion 5.11 3., esto es, por la invarianza de w(z), se debe tener que w(p) C w(xg).

(1) Probemos que dado ¢ € w(p), este punto forma parte de una o6rbita periddica. De esta forma
tendremos que existe una oOrbita periddica S = w(p) C w(xp)

En primer lugar, como w(xp) no contiene puntos de equilibrio y como para todo p € w(xg), por
invarianza, se tiene w(p) C w(xp), se tiene que ¢ € w(p) C w(xp) no puede ser un punto de
equilibrio, ya que w(zp) no contenia puntos de equilibrio.

Sabiendo que ¢ no es un punto de equilibrio consideramos un segmento transversal [P, Q] que
contenga a ¢ en su interior. Esto es, (P — Q) - f(q) = 0 y ademés tomamos v = f(q)/|/f(q)| de
tal forma que f(z)-v > 0 para todo x € [P,Q]. La continuidad de f nos permite escoger este
segmento [P, Q] tan pequeno como necesitemos y satisfaciendo la propiedad anterior.

Ahora probaremos que existe una sucesion de tiempos (tx)r>1 tal que Py = x(tg;p) C w(xp) N
[P,Q]. Sin embargo, veremos también que necesariamente todos los Py son iguales, es decir,
P, = q € [P,Q]Nw(x) para todo k € N. Luego z(¢; p) debe ser una o6rbita periédica. Definiremos
S = {xz(t;p) : t € R}. Veamos en detalle todo lo expuesto en este parrafo.

» Es fécil ver que como ¢q € w(p), existe una sucesion de tiempos sj creciente con s — 00 y
tal que z(sg;p) se encuentra en un entorno pequeno de ¢. Se deja como ejercicio al lector
que necesariamente (puesto que ¢ no es punto de equilibrio y esté en el interior del segmento
[P, Q]), deberé existir otra sucesion de tiempos (¢;)r>1 también creciente y convergente a
infinito, muy cerca de la sucesion (si)r>1 y tal que z(tg;p) € [P, Q.
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» Probemos que si w(zg) N [P, Q] # 0, entonces w(xp) N [P, Q] es un tnico punto.

Supongamos que hubiese dos puntos q1 # g2 € w(zo)N[P, Q]. Recordemos que f(p), f(q) # 0,
con una idea parecida a la del punto anterior, podrifamos encontrar una sucesiéon de tiempos

(tk)r>1 tal que
r(togsxo) = qup € [P, Q) 5 x(tors1320) = @21 € [P, Q)]

con qi i — q1 y @2k — g2 cuando £ — oo. Pero esto es imposible, porque al estar en R?
disponemos del Teorema de Jordan. Mas en concreto, si lo anterior fuese cierto, encontra-

rfamos tres tiempos tg < tp+1 < tgyo de tal forma que no estan ordenados en el segmento
[P, Q]. Esto es,

{(P — Q) - (x(try13p) — 2(ti;p)) > 0
(P —Q) - (x(tg+2:p) — z(tkt15p)) <0

(o viceversa cambiando los signos). Teniendo en cuenta que las trayectorias de las soluciones
solo cruzan el segmento [P, Q] en un sentido, el interior de la curva cerrada simple

I ={z(t;p) : t € [ty te1]} U [x(tr; p), (trg1:p)]

serfa positivamente invariante o negativamente invariante, en funcién del caso. Pero si resulta
negativamente invariante tenemos que x(txy1 + €p) € 't para cierto € > 0 con g1 +
€ < tpy2. Luego es imposible que x(tgy0;p) vuelva a tocar al segmento [P, Q] desde T,
porque usamos el Teorema de Jordan, y porque se contradeceria la unicidad de soluciones
la invarianza negativa de I'™™. En el caso de que la region I'™ sea negativamente invariante
el razonamiento es analogo, ahora con z(ty, 1 + ¢;p) € I'nt,

(2) Probemos, para acabar, que necesariamente w(zg) = S.

Recordemos que por el punto anterior que ya sabemos que existe una o6rbita periodica S C w(xy).
Analizamos la situacion en funciéon de la posicién de zy respecto de S. Observemos que S es una
curva cerrada simple (curva de Jordan). Si zg € S es facil concluir que I';, = S y hemos acabado.

» 29 € S Tomando p € S C w(zp) podemos tomar un segmento [P, Q] con p en su interior

y tal que sea transversal al campo f(p), esto es (P — Q) - f(p) =0y con f(p)- f(x) >0
para todo x € [P, @]. Como hicimos anteriormente, usando que p € w(x(), encontramos una
sucesion de tiempos creciente tp — oo tal que z(tx;z9) € [P, Q] para todo k € N y con
tp — 0oy x(ty; o) — p. Necesariamente, el orden de los puntos {z(tg; x0)}ren dentro del
segmento [P, Q] debe ser monotono, acercandose al punto p € [P, Q]. Esto obliga a que la
parte interior de todas las siguientes curvas cerradas simples sean positivamente invariante
para todo k € N,

Ly =A{x(t;p) : t € [t ter1]} U [2(tr; 20), 2(trs1; o))

Llamemos

Ry, =T\ s,

Es claro que w(zg) C Ry para todo k € N y nos falta por asegurar que ﬂkeNFTk = S, para
concluir que w(zg) C S C w(xp), y ast w(zg) = S.
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La idea seria tomar un q¢ = x(tg; xg) € [P, @], si llamamos T' > 0 al periodo de la solucion
periédica que pasa por p € S, dado &, por continuidad del flujo respecto del tiempo y de las
condiciones iniciales, podemos encontrar 6 > 0 tal que si ||p — ¢|| <  entonces

l#(t;q) —x(t;p)|| <e YVt e[0,T].
Puesto que z(tx, z9) — p, podemos afirmar que para todo £ > 0,
w(zg) C {x € R? : dist(z, S) < €},

y asi w(xg) C S, y hemos acabado.

Ejemplo 5.34. El sistema

posee tres puntos de equilibrio {(0,0), (1,0),(—1,0)}. Los puntos (1,0),(—1,0) son fuentes (se com-
prueba por linealizacion) y el (0,0) es un punto de silla. De hecho existen dos érbitas homoclinicas
I'1, 'y que "salen y llegan” del (0, 0) y rodean los puntos (1,0) y (—1, 0) respectivamente. De esta forma
'y U{(0,0)} y T2 U{(0,0)} generan dos curvas cerradas simples. Estas curvas I';,I's actian como la
variedad estable e inestable del (0,0), que es un punto de silla.

Resulta que para cualquier zg ¢ (I'y U {(0,0)})"t U (' U {(0,0)})"t se tiene que
w(xo) =14 u {(0,0)} Ul

Y si g € (T1 U {(0,0)})™ o0 2o € (T2 U {(0,0)})* se tiene que

{w(xo) =T u{0.0} {wm) =T>U{(0.0)}
(o) = (1,0) o) = (~1,0)

respectivamente.

Es esencial entender que el Teorema de Poincaré-Bendixson solo es valido para dimensién n = 2. En
dimensiones mayores los conjuntos w-limites pueden ser muy extranos (véase el sistema de Lorenz).

Una aplicacién muy ttil del Teorema de Poincaré-Bendixson es probar la existencia de o6rbitas
periddicas en ciertas regiones.

Corolario 5.35. Sea 2’ = f(x), f € C'(R?%R?). Sea K C R? compacto positivamente invariante sin
puntos de equilibrio. Entonces K contiene una orbita periddica. De hecho sizg € K, o bien w(zg) = I'y,
es directamente una orbita periddica, o bien x(t;xo) se acerca en espiral a una orbita periddica (no
constante) cuando t — oo.
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m:x=—y— (' =) (") = (FR2)+ (12)), ¥ =2 —x—y* (x4 = (F12) + (5712)))

|

lf e =10
2r N B —}'-:0
©  Unstable Fixed Point |-

Ejemplo 5.36. Analizaremos en detalle el comportamiento de las soluciones y de las correspondientes
trayectorias del sistema siguiente.

y/ —_ —:17—|—y(1 —I‘Z _2y2) —_ f2($,y) f: (flaf?)

{x/_y_ f1<1'7y)

El tinico punto de equilibrio es el (0,0). Si linealizamos en él obtenemos

Dien = |y Loy 1ot _gp] = DI00=[C ] = e0r0.0) = p/2(vE,

Por los principios de linealizacion estamos ante un punto inestable, de hecho una fuente (pues ambos
autovalores tienen parte real positiva).

Construyamos a continuacién un anillo en torno al origen que sea positivamente invariante. Para
ello consideramos la funcién de Lyapunov

V(z,y) =a®+y*
Observamos que
» Si V(z,y) > 1 entonces VV(x,y) - f(z,y) = 2y*(1 — 22 — 2y?) = 2y%(1 — 22 — ¢?) < 0.

» SiV(z,y) < 1/2entonces VV (z,y)- f(z,y) = 2y*(1 — 22— 2y?) = 2y2(1— 222 — 2y%) +2y%22 > 0.
Veamos que esto nos permite probar que el conjunto compacto K = {B(0,1) \ B(0,1/v/2) es po-
sitivamente invariante. En efecto por reduccién al absurdo supongamos que para alguna solucién
(z(t),y(t)) tal que (2(0),y(0)) € K tenemos que existe t* > 0 con (z(t*),y(t*)) ¢ B(0,1) (el caso
(z(t*),y(t*)) ¢ B(0,1/4/2) se argumenta de manera analoga). Entonces por continuidad de la solucién
debera existir 0 < t < t* tal que

{(a:(t),y(t)) ¢ B(0,1) para todo t € (L, "]
(x(), y(t)) € 9B(0,1)
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Sea z(t) = V(z(t),y(t)). Tenemos que

2(b) = V(x(®),y0) = 1
2(t7) = (()y( ) >1 N
Z(t) = VV(x(t),y(t) - f(x(t),y(t)) <0 Vt € (£,t7)

Pero estos tres hechos son una contradicciéon entre si, pues al ser z decreciente en [i‘v, t*] se debe tener
que z(t) > z(t*), pero z(t) = 1 < z(t*).

Una vez hemos verificado que K = {B(0, 1)\ B(0,1/v/2) es positivamente invariante, y sabiendo que
en K no hay puntos de equilibrio, usamos el Corolario 5.35 para deducir que debe existir una érbita
periddica en K.

System:x=1y, y=—x+y#*(l—x>—2%y%)

3r “‘ s x =0
- y=0
O  Unstable Fixed Point

5.3. Flujo. Teorema de Grobman-Hartman. Variedad estable e ines-
table

Comenzamos recordando la nocion de flujo, que ya se introdujo en la Definicién ?77. Reescribiremos
tal definicion en el contexto de sistemas auténomos.

Definicion 5.37 (Flujo de sistemas auténomos). Dado un sistema auténomo 2’ = f(x), f € C1(Q;R")
con ) C R™ abierto, definimos el flujo como la aplicaciéon

v W —=Q
(t,2) = o(t, )

donde W = {(t,7) e Rx Q: t € I} y ¢(t,x), para cada z € {2 fijo, la solucién maximal del PVI

L olt,3) = Flp(t,)
0(0,2) =z

con intervalo maximal de existencia I.
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Por los resultados sobre dependencia diferenciable respecto de las condiciones iniciales (Teorema
2.66) sabemos que ¢ € C1(W), donde W es abierto.
Por otro lado, introducimos la notacién

p(t,z) = i) = ¢'(2).
Por ejemplo el sistema 2’ = Az con A € M, (R) tiene como flujo ¢;(x) = ez con (t,z) € W = RxR".

Proposicién 5.38. El flujo ¢ de un sistema auténomo z' = f(x), f € C1(Q;R™), con Q C R™ abierto,
verifica que

1. @o(xz) = = para todo x € Q

2. Para cada x € Q) fijo, sity € I, yt1 € 1

o1y (z), €ntonces i +tg € I, y, ademds, ot 41,(T) =
Pt (thz(l‘))'

Demostracion. 1. Trivial.

2. Las funciones

y(t) = ¢, o1, (2))
z(t) = @(t + t2, )

solucionan el mismo problema de valor inicial (con z €  fijo) puesto que y(0) = ¢y, (x) =
o(ta, x) = 2(0) y ademés

{y’(t) = ot (@) = flo(t e (2)) = fy(t)
2(t) = Go(t+ta,2) = flo(t+t2,2)) = f(2(1))

Sean ahora ty € Ip y t1 € Iy, () fijos. Como y(-) estd definida en ¢; entonces z(-) estd definida

en t1, luego t1 +to € I;. Por otro lado y(t) = z(t) para todo t € I, (), por lo que

y(tl) = Z(tl) = Qp(tlv Pty (ZL')) = thl(cptz (ZL')) = Sp(tl + t27x) = Pti+to (1‘)
O
Proposicion 5.39. Sea el sistema o' = f(x), f € CY (4 R™), Q C R” abierto y sea o su flujo. Sea

ademds U C Q abierto, t € R y consideremos V. = ¢,(U). Entonces V es un conjunto abierto y

@1 : U =V es un homeomorfismo. Ademds (p;)~! = ¢_y.

Demostracion. Por la unicidad de soluciones tenemos que ¢; es una funcién biyectiva. Gracias a la
Proposicién 5.38 tenemos que

{@—t opi(x) = p_t(pe(x)) = po(x) =2 VeeU
prop(y)=y VyeV

Luego se deduce que ¢_; = (¢;)~! es una funciéon continua (pues ¢_; lo es usando el teorema de
dependencia continua respecto de las condiciones iniciales). De hecho ¢; sera un difeomorfismo. O

Aprovechamos este momento para introducir los sistemas dindmicos de manera general.
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Definicién 5.40. Sea ) C R™ abierto y sea ¢ : R x 2 —  una aplicacién de clase C'. Para cada t € R
definimos ¢;(+) = ¢(t,-) como la aplicacion wy : Q — Q dada por pi(x) = p(t,x), z € Q. Diremos que
{¢t}t es un sistema dindmico si

1. Yo = Id
2. ¢t 0@y = ¢, 7 para todo t,t € R.

Observacioén 5.41. De la definicién de sistema dinamico {¢;(-)} se deduce que ¢; € C*(£;9) con
inversa de clase C'! dada por ¢_; : Q — Q.

Proposicion 5.42. Sea 2/ = f(x), v € Q, donde sabemos que hay ezistencia global de soluciones.
Entonces podemos definir el sistema dindmico ¢ : R x Q — Q como ¢(t,§) = x(t;€) donde x(t;€)
denota la inica solucion del PVI 2’ = f(x), (0) = &.

Observacion 5.43. Por otro lado, todo sistema dindmico {¢;}; permite obtener una ecuaciéon dife-
rencial auténoma

d
flz = @Sﬁt(l’)h:o.

Ejemplo 5.44. Veamos algunos ejemplos de sistemas dindmicos y no dindmicos.

1. ¢(t,z) = t2 + 2 no es sistema dindmico porque

orlps(@) =t s> +a) =2+ s>+
ris(x) =(t+s)P2+a=t>+s>+2s+u

no son iguales.

2. p(t,x) =t + 2 no es sistema dindmico porque p(0,z) = 2 # x en general.

1
3. o(t,x) = § , con @ R x (R\ {0}) — R\ {0} si es sistema dinamico porque ¢ es de clase C*

en R x (Rz\ {0}), y ademas para todo t,s € R, z € R\ {0},

ei(ps(r) = @(t, ps(r)) = —F =1, ;= ¥res(@)

po(r) =z

Dejamos ahora a un lado los sistemas dinamicos para enunciar los importantisimos teoremas de
Grobman-Hartman y de la variedad estable e inestable. Para ello, necesitamos extender la nocién de
punto hiperbélico que vimos en la Definicién 4.12 a sistemas no lineales auténomos de la siguiente
forma.

Definicién 5.45. Dado un sistema auténomo 2’ = f(z), f € C1(Q;R") con  C R™ abierto, decimos
que un punto de equilibrio T es hiperbdlico si (A) # 0 para todo A € o(Df(T)).
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Observemos que el hecho de que un punto de equilibrio sea hiperboélico siempre indica que los
Principios de Linealizacién nos daran informacién acerca de su estabilidad.

Teorema 5.46 (Teorema de Grobman y Hartman). Sea T un punto de equilibrio hiperbdlico de
un sistema ' = f(x), f € C1(;R? con Q C R" abierto. Entonces existe un entorno abierto U
de T y otro V de 0, y existe un homeomorfismo h : U — V tal que h(Z) = 0 y tal que se cumple
lo siguiente.

1. h(z) =0.

2. Si ot denota el flujo del sistema en U y ¢t = POt es el flujo del sistema y' = Df(z)y,
entonces xg € U con ¢'(xg) € U para algint € R si y solo si h(zg) € V con ¥t (h(xg)) € V
para el mismo t. Y ademds en ese caso h o ¢(zg) = ¥!(h(z0))-

Demostracion. La demostracion de este Teorema no es abordable para este curso de Ecuaciones Di-
ferenciales, por su extension y complejidad. Nos limitaremos a dar la referencia [?], para el lector
interesado. O

Una manera de interpretar el enunciado del Teorema de Grobman-Hartman es que el homeomorfismo
h transforma orbitas en orbitas, y que el dibujo del diagrama de fases del sistema 2’ = f(z) cerca de
un punto de equilibrio hiperbélico T es una deformacion topologica del de y' = D f(T)y. Se suele decir
que los flujos ! y 9! son C°-conjugados.

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que no solo tenemos una deformacion topologica (a través
de un homeomorfismo) entre las trayectorias de las soluciones del sistema no lineal y del sistema
linealizado en torno a los puntos de equilibrio hiperbdlicos, sino que realmente aquellas trayectorias
de soluciones que convergen hacia el punto de equilibrio cuando ¢ — + < 00, 0 aquellas que vienen
del punto de equilibrio cuando ¢ —+ —oo, deben hacerlo de manera tangencial a cémo lo hacfan las
trayectorias correspondientes en el sistema linealizado.

Definiciéon 5.47. Dado un punto de equilibrio hiperbélico Z de un sistema 2’ = f(x), f € C1(Q;R")

con ) C R™ abierto, y dado un entorno abierto U de T, definimos el conjunto estable local de T en U,
Wg(z,U) =, y el conjunto inestable local de T en U, W} (z,U), como

VVZSOC(E7 U) = {5 eU: .Cl?(t,é) e UVt >0 y tli)réloﬂf(t,g) = f}
Wiee(@,U) = {‘f eU: z(t,§) eUVt<O0y tli)m x(t;€) = f}

Ejemplo 5.48. Si f(z) = Az, A € M,(R) con R(c(A)) # 0, entonces existen dos subespacios E*, E*
tales que E* @ E* = R"™ y tal que si &, € E° entonces e, € E5 y

ledtes]| < Me™||&,]|, YVt >0 (para ciertos M > 0,a > 0)
y tal que si &, € E" entonces et¢, € E¥ y

le*6ull < Me&ull, ¥t < 0 (para ciertos M > 0,a> 0).
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Teorema 5.49 (Teorema de la variedad estable e inestable). Dado T € R™ un punto de equilibrio
hiperbélico de ' = f(x), f € CY(R™;R"), entonces existe U entorno abierto de T tal que

1. Wi (z,U) es una variedad diferenciable que es tangente a T+ E° en el punto T, donde
E* es la variedad/subespacio estable del sistema lineal ' = D f(T)x.

2. WE.(z,U) es una variedad diferenciable que es tangente a T+ E* en el punto T, donde
EY es la variedad/subespacio estable del sistema lineal 2’ = Df(T)z.

Demostracion. De nuevo, al igual que pasaba con el Teorema de Grobman-Hartman la demostracion
de este resultado es larga v técnica y la omitiremos en este curso. O

Ejemplo 5.50. Sea el sistema
' =—x
y =y+a’

La resolucién explicita de este sistema es:

1
z(t)=etz(0) ; yt)=¢€ <y(0) + 356(0)2) — ge_Qtaz(O)z.
Tenemos que el punto de equilibrio (0,0) es hiperbélico, pues si tomamos f(z,y) = (—, y+2?) tenemos

Df(x,y):[;xl (1’] - Df(O,O):[_Ol (1)] = o(Df(0,0) = {*1}.

Ademis, si U es cualquier abierto que contiene al origen

{W“(O,m — {(0,50) € U : 0 = 0}
W#(0,U) = {(x0,y0) € U : yo = —x3/3}

Por otro lado, la variedad estable del sistema lineal 2/ = D f(0,0))x es
E" = span((0,1))

y la variedad inestable es
E* = span((1,0)).

5.4. Sistemas conservativos y disipativos.

Dividiremos esta seccién en dos subsecciones. Una tratando los sistemas conservativos y otra tratando
los sistemas disipativos.
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System:x=—x, y=y+x
3t / \ \ \
\ S x=0
/ b y=0
2r / / 4 O  Unstable Fixed Point
i/ ‘ LR

5.4.1. Sistemas conservativos
Definicién 5.51. Sea 2’ = f(z), f € C'(R™;R"). Decimos que el sistema es

1. Conservativo: Si existe £ € C1(R™R") con VE(z) - f(z) = 0 para todo # € R™. A la funcién
E se le denomina energfa.

2. Gradiente: Si existe V € C?(R™R) con VV(z) = —f(z) para todo # € R™. La funciéon V se
llama potencial.

3. Hamiltoniano: Si n = 2 y existe H € C%(R?%;R) con

%H(xay) = fl(xay)
Y Y(z,y) € R%
OH

Observacion 5.52. Tenemos lo siguiente:

1. Los sistemas Hamiltonianos son conservativos, pues VH (z,y) - f(x,y) = 0 para todo (x,y) € R?,
luego la funcién H acttia como energia.

2. Dada una funcién H € C?(R?;R) definimos su sistema Hamiltoniano asociado como

x/ — 87H

(H) %
. oH
y = ———
ox

Dada una funciéon V € C1(R™; R) definimos su sistema gradiente asociado como

(Q) 2’ = -VV(z).
3. Los diagramas de fases de un sistema Hamiltoniano y de un sistema gradiente del tipo

' =0H/0y . ' = —-0H/0x
y = —0H/0x y' =—0H/dy
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para la misma funcién H(x,y), H € C?(R?;R?) poseen trayectorias que son ortogonales (per-
pendiculares) entré si en cada punto.

Proposicion 5.53. Sea f € C1(R™). Entonces

(a) Six' = f(x) es conservativo con energia E entonces {(z,y) € R" : E(x,y) = a} es un conjunto
wmvartante para todo a € R.

(b) Six' = f(x) es gradiente con potencial V (i.e. tal que VV (z) = —f(x)) entonces {(x,y) € R™ :
V(z,y) <a} es un conjunto positivamente invariante para todo a € R.

Demostracion. 1. Supongamos que dado a € R el conjunto {E(x,y) = a} no es invariante. En se
caso existiria zg € {E(x,y) = a} tal que la solucién z(t) con z(0) = x satisface que existirian
t1 < tg tales que

{E(x(tl ) =a
E(z(t)) #a VYt e (t1,t2]

Sin embargo esto implicaria que por el Teorema de Valor Medio deberia existir un t* € (t1,t2)

con p
—FE(x(t))|= # 0.
SE@)lir #
Sin embargo por hipotesis tenemos que

%E(w(t)) =VE(z(t)) - (2/(t)) = VE(z(t)) - f(z(t)) =0 VteR.

2. Esto ya se prob6 en el Lema 4.32.
O

El siguiente resultado nos da una caracterizacion de los sistemas Hamiltonianos como aquellos donde
la divergencia del sistema se anule. Y esto no serd mas que una aplicaciéon de potente Teorema de Stokes.

Teorema 5.54. Un sistema

{x/:fl(m) . i f2 € C\®Y).

y' = fa(z,y)
es sistema Hamiltoniano st y solo si su divergencia es nula en todo el dominio:
0 0
dinf () = G ) + 2 a) =0 Vay € R

Demostracion. Laimplicacion =) es inmediata, luego probemos simplemente <). Puesto que divf = 0,
se tiene que el campo vectorial (z,y) — (—fa(z,y), fi(z,y)) es un campo gradiente por lo que el
Teorema de Stokes nos garantiza que existe H € C?(R?;R?) con

0
%(m’y) = _f2(x7 y)
OH

Ty(xay) = fl(may)
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Ejemplo 5.55. Si consideramos el sistema

o' = —y+a* +y* = fi(z,y)
y' =z —2zy = fo(z,y)
como tenemos que f € C'(R?) y ademas se puede comprobar que divf(z1,22) = 0, podemos usar

el Teorema 5.54 y asegurar la existencia de una funcién (energia) E € C'(R?;R?) con VE(x,y) =
(—f2, f1). Para calcular F razonamos como sigue. Escribiremos

.732

B(w.y) = [ 2oy - 2)do + hiy) =2y - 7.
donde h(y) es una funciéon a determinar. La determinamos sabiendo que 0FE /0y = f1. Esto es

OF 2 / 2 2 / 2 y3 y2
8—y(x,y):a: +hy)=-y+z°+y° & My =-y+y° <« h<y):§_5

Asi E(x,y) = 2%y +13/3 — 22/2 — y?/2. Hay que observar que la funcién E no es tinica, pues podemos
sumarle cualquier constante. Ademés la funcién los conjuntos de nivel de la funcién E(z,y) nos estara
dando la ecuacién de trayectorias del sistema haciendo

E(xz,y)=C, CeR.

Recordemos que gracias a la Proposicion 5.53 los conjuntos { E(z,y) = C} son invariantes (y podrian
incluir a una o a la unién de varias trayectorias diferentes).

System:x=—y+x2+y,, y=x-—2%x%y

3 Y
- - y=0
251 @  Stable Fixed Point
— O  Unstable Fixed Point

Un ejemplo importante de sistema conservativo (de hecho Hamiltoniano) para cierta f € C1(R)
es
=y

2+ flz)=0 < {y’:—f(x)

J

En este caso también una EDO de orden 2 dada por 2" + f(z) = 0 es llamada sistema conservativo.
El sistema asociado tendré energia

2 T
E(z,y) = % —I—/O f(u) du.
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A la cantidad y?/2 se le llama energia cinética y a la funcion U(xz) = [ f(u) du se le llama energia
potencial. La ecuacién de trayectorias del sistema vendra dada por la familia

2
E(z,y) = %—FU(az) =FE, FEe€R,

o bien
y==+v2(E-U(z)), FEecR.

Observemos que f(Z) = 0 si y solo si (Z,0) es punto de equilibrio del sistema y si y solo si U tiene
un punto critico en T (es decir, U'(T) = f(x) = 0). Para esbozar el plano de fases de un sistema
conservativo asociado a una EDO 2 + f(z) es de mucha utlidad entender la grafica de U(x) y ubicar
sus minimos y méximos locales (y sus puntos de inflexion que sean puntos criticos).

Proposicion 5.56. Sea f € C1(R) y sea el sistema conservativo " + f(x) = 0 donde

x
U(x) :/ f(u) du
0
denota la energia potencial. Entonces

1. Los minimos locales de U(z) son centros del sistema. Esto significa, que el (0,0) serd un punto de
equilibrio estable y que existe un entorno del mismo donde todas las trayectorias son soluciones
periddicas al alrededor de él. En particular, los puntos de equilibrio (z,0) son estables.

2. Los mdazimos locales de U(x) son puntos de silla. Esto es, que el sistema linealizado realmente
tendrd un autovalor con parte real positiva y otro con parte real negativa, y asi por Grobman-
Hartman y el Teorema de la variedad estable e inestable tenemos un comportamiento local del
plano de fases como un punto de silla en los sistemas lineales. En particular, los puntos de
equilibrio (Z,0) son inestables.

3. Los puntos de inflexion de U(x) que sean ademds criticos (esto es con U'(T) = 0, siendo T ni
mdzimo ni minimo local) se llaman puntos elipticos, y se tendrd que (T,0) es inestable.

Demostracion. Se deja como ejercicio la lector. O

Veamos ahora en detalle como podemos determinar completamente el diagrama de fases de los
siguientes 3 ejemplos de sistemas conservativos.

Ejemplo 5.57. Sea la EDO 2" + 23 — Az = 0 con \ € R. El sistema asociado es

=y
y = \x — a3

La energia potencial del sistema es U(z) = x%/4 — \z?/2.

» Si A < 0 solo hay un punto de equilibrio, el (0,0). Como U(x) tiene un minimo local en x = 0
se sigue que el origen es un centro, es decir, una solucién estable con 6rbitas periédicas a su
alrededor.
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System:x=y, y=—-x—x

s x =0
=0 \
@  Stable Fixed Point

= Si A > 0 tenemos tres puntos de equilibrio {(0,0), (v/,0), (—v/X,0)}. Vemos que para z = 0 el po-
tencial U tiene un maximo local, luego estamos ante un punto de silla. Y para z = +v/X el poten-
cial U tiene dos minimos locales, luego estamos ante dos centros. También es interesante destacar
la existencia de dos trayectorias homoclinicas que "conectan el (0,0) consigo mismo”, recordemos
que esto significaba que esto son soluciones (z(t), y(t)) tales que limy_, 1 (z(t),y(t)) = (0,0).

También indicamos que usando los principios de linealizacién, como

Df(0,0) = [2\ é]

R N Df(ﬁ,0)=[_; [1)] ,

o[ ]

\

podriamos decir que el (0,0) (para A > 0) es un punto de silla y que para los otros dos puntos
no podriamos concluir nada sobre estabilidad.

3

System:x=y, y=x-—x
25F : :

: : x=0

2r ] : s y=0
: Stable Fixed Point

Unstable Fixed Point

o
0@
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r =Y

Y =22\ y el potencial es

Ejemplo 5.58. Sea 2’ = X\ — z2. Tenemos por sistema asociado {
Uz) = 23/3 — \x.
= Si A < 0 tenemos que no hay puntos de equilibrio.

» SiA=0el (0,0) es el tnico punto de equilibrio y sera eliptico, pues x = 0 es un punto de
inflexién para U(x) = x3/3 sin ser maximo ni minimo local.

System:x=y, y=x>
oA / /

/
3l e g

o e

e - ©  Unstable Fixed Point

= Si A > 0 tenemos dos puntos de equilibrio {(v/A,0),(=v/A,0)}. En 2 = /X hay un minimo
local para el potencial, luego (v/A,0) sera un centro, y en # = —v/A hay un méximo local luego
(—=v/A,0) es un punto de silla (esto también se podria haber visto por linealizacion).

Aparte es interesante observar que tenemos una conexién o trayectoria homoclinica "conectando
el origen consigo mismo”.

System:x=y, y=2x>—1
R
pd e sy =0
/ ; T Stable Fixed Point
4 B Unstable Fixed Point

w

oe

Ejemplo 5.59. Sea la ecuacién del péndulo sin rozamiento dada por

=y

/

2" +sen(z) =0 = {
y' = —sen(z)
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El potencial del sistema es
T
U(z) = / sen(u) du =1 — cos(z).
0
Tenemos en este caso infinitos puntos de equilibrio
{(km,0): ke Z}.

» Los puntos (2km,0) con k € Z son puntos estables (centros), ya que 2km son minimos locales del
potencial U.

» Los puntos (2km + 7,0) con k € Z son puntos inestables (puntos de silla), porque 2km + 7 son
méximos locales del potencial U.

» Existen infinidad de conexiones heteroclinicas uniendo puntos de equilibrio del tipo (2kw — 7,0)
con k € Z (cuando t — —o0) a puntos de equilibrio del tipo (2k7 + 7,0) con k € Z (cuando
t — 400).

System: x =y, y= —sin(x)

Acabamos nuestro estudio de los sistemas conservativos con un ultimo resultado que nos da ciertas
propiedades interesantes.

Proposicion 5.60. Consideremos un sistema conservativo del tipo 2" + f(z) = 0 con f € CL(R).
Entonces:

(a) El sistema no puede tener puntos asintdticamente estables.

(b) Si la energia potencial U(x) estd acotada inferiormente, entonces todas las soluciones estdin de-
finidas globalmente en R.

(c¢) Sila energia potencial U(x) satisface que existen a < b con U teniendo un minimo local € en (a,b)
y con U'(x) # 0 para todo x € [a,b] \ {{} y tal que U(a) = U(b) = E € R, entonces existe una
solucion periddica x(t) con a < z(t) < by con trayectoria satisfaciendo y(t) = £4/2(E — U(x(t)).
Ademds el periodo T > 0 de la solucion serd

T:/b dx
2 Ja V2(E-U(x))
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(d) Si(z(t),2'(t)) es una solucion con z'(t) > 0 para todo t > 0 y explota en tiempo finito Tpax > 0

dx
20E—-U(x))

entonces el tiempo de explosion viene dado por la formula T, = fo

Demostracion. (a) Supongamos que existe un punto de equilibrio £ € R™ asintoticamente estable del

sistema,

"
y' =—f(x)

Entonces existe un entorno abierto de £, W C R"™, tal que

{limHoo(x, y)(t; (zo,90)) =&

(,9)(t; (z0,90)) €W ¥(z0,90) € W, Vt € [0,00).

Pero en ese caso, siendo la energfa del sistema E(z,y) = y*/ + [ f(u)du, tenemos que por
continuidad de E y puesto que la energia es constante en sistemas conservativos,

E((x,y)(t; (v0,v0)) = E(z0,%0) = E(§) Vvt >0.

Pero por otro lado es facil comprobar que la energia nunca es constante en ningiin entorno abierto
de R? (basta dejar fijo 2 y mover y).

=y

y' =—f(z)

con intervalo maximal de existencia (o, w). Tenemos que

()] < |2/ ()] < V2AE - U(z(t), Vte (a,w).

Sea M > 0 tal que U(z) > —M para todo z € R. Entonces |2'(t)] < +/2(E + M) para todo
t € (a,w) y por el Teorema del Valor Medio

| (t) 0)] <V2E+ M)|t] Vte (a,w).

En el caso de que w < oo (si @ > —o0o se razona andlogamente) tendriamos que (z(t),y(t))
vivirfa en un compacto para todo t € [0,w). Luego por la teoria de Cauchy-Lipschitz esto es una
contradiccion (pues deberia haber explosion en w).

Sea (x(t),y(t)) solucion del sistema

La ecuacién de trayectorias asociada a energia F = U(a) = U(b) viene dada por
y==£v2(F —-U(x)).

Es claro por hipotesis que U(x) < E para todo x € (a,b), y que U esta acotada inferiormente en
x € [a,b]. Esto significa que el conjunto

I'={(z,y) € [a,b] x R: y = +/2(E - U(x))}

es una curva cerrada simple. Ademés sabemos que I' no contiene ningan punto de equilibrio (x,0)
puesto que en ese caso U'(x) = 0, pero solamente hay un punto critico £ de U en [a, b] que es
minimo local, luego U(¢) < U(a) =U(b) = E, luego (x,0) ¢ I'.
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De esta forma, usando la Propiedad de 5 sobre trayectorias, y tomando cualquier condicién inicial
xo tal que (xg,0) € T se sigue que I';, = I' y por tanto estamos ante una orbitas trayectoria.

Para determinar su periodo t > 0 escribimos

T B T/2 B T/2 :L'/(t) B T/2 :L'/(t)
7 /o bt = /o 0" RE_veo) "

b dx

T a2(E-_UQ@)

(d) Puesto que 2/(¢) > 0 para todo t € [0,w) es riguroso escribir

Y Y A O I 2 (t) [ dz
w—/o 1dt—/0 x(t)dt—/o 2<E_U(x<t)),dt—/0 st

5.4.2. Sistemas disipativos

Son aquellos de la forma
" +ex’ + f(x) =0, feCYR).

donde € > 0 es un parametro. Los puntos de equilibrio son los mismos que en el sistema conservativo
asociado (¢ = 0).

{x/’ =Y = Puntos de equilibrio = {(z,0) : f(z) = 0}.
Yy =—f(z) —ey

También llamaremos energia a la funcion E(z,y) = 3?/2 + U(x) y energia potencial a U(z) =
fox f(u) du. Ahora, la energia no se conservard, se disipara. Llamando g(z,y) = (y, —f(x) + €y), se
tiene que

Dotot) = |y | = D) =< 5 dex(Dg(o, ) = £ (o)

Por el método de linealizacién se puede ver que si T es punto de equilibrio entonces seré
» Asintoticamente estable si f/(Z) > 0. Se tiene que (T, 0) es un sumidero.
» Inestable si f/(Z) < 0. En este caso T,0) serda un punto de silla.

Para los sistemas disipativos la energia F(z,y) no se conserva, pero sabremos que es decreciente (se va
disipando). Esto es, si (z(t),y(t)) es solucién, entonces

%E(x(t% y(1) = y(O)y' (t) + U'(2(t))a’ (t) = y(t)(— F (2(2)) — ey(t)) — f(z(t)a'(t) = —ey?(t), V=0

Luego E(z(t)),y(t)) < E(z(0),y(0)) para todo ¢t > 0 donde esté definida la solucién.

Proposicién 5.61. En un sistema disipativo 2" +ex’'+ f(x) = 0 toda solucion no constante (x(t),y(t))
satisface que E(z(t),y(t)) es estrictamente decreciente.
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Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que existen ¢; < to con E(z(t1),y(t1)) =
E(z(t2),y(t2)). En ese caso, como sabemos que % E(z(t),y(t)) < 0 se tiene que E(z(t),y(t)) es cons-
tante en [tq, to]. Asi,
d
0=—Bx(t),y(t) = —ey(t), Vt€(tit) = 2()=0 Ve[t
Por tanto z(t) = x(t1) para todo ¢ € [t1,ts]. Por tanto, tomando cualquier t* € (¢1,t2) se tiene que
' (t*) = y(t*) =0y que 2" (t*) = ¢/ (t*) = 0, asi que

Y () = —ey(t") — f(2(t") = 0=0-f(z(t"))

Se sigue que 0 = f(z(t*)) = f(x(t1)) y asi z(¢1) seria un punto de equilibrio. Luego (z,y) = (z(¢1),0)
era una solucién constante y se tiene una contradiccién con las hipétesis del enunciado. O

Ejemplo 5.62. Sea el sistema disipativo

=y

I J—

e —x+23=0 ; {
Yy =—cyt+r—=x

3

con ¢ > 0. Los puntos de equilibrio son {(0,0),(1,0),(—1,0)}. La energia del sistema es E(z,y) =
y?/2 + 2*/4 — 22 /2 y la energia potencial es U(z) = x*/4 — 22/2.

Si linealizamos en el (0,0) podemos ver que estamos ante un punto hiperbodlico que es punto de
silla (es un minimo local del potencial). Y si linealizamos en (£1,0) tenemos que ambos puntos son
asintéticamente estables. Es interesante observar que estos puntos de equilibrio hubiesen sido centros
en el sistema conservativo asociado, pero al introducir el término disipativo +ez’ los hemos "convertido”
en asintéticamente estables.

Por la Proposicién 5.61 sabemos que la energia es estrictamente decreciente fuera de los puntos de
equilibrio. Y si (zg,y0) € {E(z,y) < 0} tendremos que la solucién correspondiente (x(t), y(t)) converge
a (1,0) o a (—1,0). Podemos ver esto tltimo con un argumento similar al del ejemplo 4.35 donde ¢ = 1.

System:x=y, y=-y+x—x

3k PSSR LN

4 ™~ O\ o s x=0

“y=0

Stable Fixed Point
Unstable Fixed Point

ce

I y\
[ | |
| | | |

i A /|

2k

e
3 - ‘
2.5 2 15 1 0.5 0 0.5 1 15 2 25
Ejemplo 5.63. Sea el sistema disipativo
2 =y
2 tex' e =0 , 2
Yy =—cy—xe *
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. eger . . , . 2 —z2
con € > 0. El tinico punto de equ1121br10 es el origen. La energfa del sistema es E(x,y) = 4 — 45—y la
energia potencial es U(z) = —%. Como x = 0 es un minimo local para el potencial U(z) sabemos

que el origen es asintoticamente estable. Ademas, podriamos usar el Teorema de Lasalle con la funcion
de Lyapunov

2 —2?
Y e 1
1% -7 _ -
(@y) =%~ +35
que satisface que V' > 0 en todo R?, que V(z,y) = 0 si y solo si (x,9) =0y que VV(z,y) - (y, —ey —
xe‘””2) = —ey? < 0. Entonces, si m > 0 es tal que {V(x,7) < m} es un entorno compacto del origen,

entonces debe ser positivamente invariantes y formar parte de la cuenca de atraccidon del origen. Asi,

U Vy) <m}={V(z,y) <1/2}

me(0,1/2)

forma parte de la cuenca de atraccion del origen. No esta claro en cualquier caso que todas las soluciones
del sistema vayan al origen.

También podria ser interesante estudiar los tiempos maximales de existencia. Pero tras una breve
conmprobacion se puede ver que la funcion g(z,y) = (y, —ey — xe‘”2) es globalmente Lipschitz en R?,
luego toda solucién estd definida en todo R.

System:x=y, y= —y—xx exp(—x7)

=0
=0
table Fixed Point
Unstable Fixed Point

. ~ T~ ]

X
-9
S

oe

0.5

05k

Proposicién 5.64. Consideremos una EDO disipativa 2" + ez’ + f(z) = 0 con e > 0 y f € CL(R).
Entonces:

i) Para toda solucion cuya semidrbita positiva es acotada, su conjunto w-limite estd formado por
equilibrios.

i1) Si los equilibrios forman un conjunto discreto (por ejemplo si hay solo un nimero finito de ellos)
entonces el conjunto w-limite de las soluciones del apartado i) estin formados por un tnico
equilibrio y la solucion converge a ese equilibrio cuando t — oo.

i) Siy es un minimo local estricto de la energia potencial U(x) = [ f(s)ds tal que z, € (a,b) tal
que U(a) = U(b), en [a,b] y asumimos que no hay otros puntos criticos de U. Sea Ey = maxy, ) F
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(que verificard Ey = U(a) = U(b)). Entonces para cualquier dato inicial en
U={(z,v), z € (a,b), E(x,v) < Ep}

la solucion converge, cuando t — oo, a (x4,0). Por tanto (x.,0) es asintéticamente estable y U
estd dentro de su cuenca de atraccion.

iv) Sixy es un mdzimo local aislado de U entonces (x,0) es inestable.

Demostracidn. Se deja como ejercicio al lector. O

5.5. Aplicacién: Sistemas de Lotka-Volterra

Sea z(t) el namero de presas de cierta especie en tiempo t, y sea y(t) el nimero de depredadores
de cierta especie en tiempo t, que conviven en el mismo habitat. El modelo de Lotka-Volterra de tipo
presa-depredador con crecimiento Malthusiano (sin competencia intraespecifica) viene dado por

=X —bry = (\—by)x
, y=0A-by) be, A, > 0 (5.10)
y'=—py+cry = (—p+cx)y
Podemos reducir el namero de parametros que aparecen en el modelo haciendo el cambio x = u/c,
y = v/b. De esta forma

~

A, > 0.

v (—p+ u)v

- = () £ 0o (=0
= ;L
= (—p+ca)y = <—u+0%>%=(—u+u)g v =

@‘@\Q‘Q

Los diferentes modelos de tipo Lotka-Volterra (2 especies interaccionan) son los siguientes (con reduc-
cion de parametros como se ha indicado).

1. Crecimiento Malthusiano. Sean A,y > 0.

=z —xy

a) Presa-depredador: {
Yy =—py+ry

¥ =Mr— a2y
/

b) Competicion:
y = —py —xy
/ — _)\
¢) Simbiosis: v vy
r_
Y =—py+zxy

2. Competencia intraespecifica (o modelo logistico). Sean A, u, ¢, b > 0.

a) Presa-depredador:

/:/\ _ 2—b
x/ r—x . TY (5.11)
Y =—py —y- +cxy

¥ = x — 2% — bx
b) Competicion: < ) Y
Yy =py—y —cry
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v = —r — 2% + by

¢) Simbiosis: { )
Y =~y —y° +cay

Realizaremos un estudio a fondo tnicamente del sistema (5.11), de tipo presa-depredador con compe-
tencia intraespecifica. El valor del producto bc > 1 0 be < 1 determina el grado de intensidad en la
interaccion entre x e y. Si bc > 1 se dice que hay alta intensidad, y si bc < 1 se dice que hay baja
intensidad. Los puntos de equilibrio son

{0.0,0.-0.000)(4.8)= (TS )

14+bc’ 1+0bc

aunque el punto (0, —u) no se estudiard por no pertenecer al primer cuadrante. En lo que sigue sera
esencial ir distinguiendo el caso eA—p > 0 del caso eA—p < 0 pues (A, B) estara en el primer cuadrante
en el primer caso, y no lo estard en el segundo.

Antes de comenzar el estudio del sistema (5.11), enunciamos sin demostracion el siguiente lema que
serd de utilidad para determinar que ciertas regiones son positivamente invariantes.

Lema 5.65. Sea un sistema auténomo x' = f(x) con f € C*(R%;R?). Sea C C R? una curva ezpresada
por C = {s(x,y) = 0} donde s es una funcion de clase C'. Sea (xg,1y0) € C y sea U C R? abierto con
(xo,y0) € U. Supongamos que Vs(x,y) # 0 para todo (x,y) € U, y llamemos (z(t),y(t)) a la tinica

solucion del PVI
{(xlv y,) = f(.T, y)
((0),9(0)) = (20, y0)

Entonces

(1) SiVs(xo,y0)- f(zo,y0) > 0 tenemos que existe § > 0 tal que (x(t),y(t)) € U para todo t € (—6,0)
y ademds

{<x<t>,y<t>> € {s(x,y) <0} Vte (-4,0)
(2(t), y(1)) € {s(z,y) >0} Vit e (0,0)

(11) Si Vs(zo,yo)- f(xo,y0) < 0 tenemos que existe & > 0 tal que (x(t),y(t)) € U para todo t € (—9,9)
y ademds

{<x<t>,y<t>> e {s(z,y) >0} Vte (-4,0)
((£), y(1)) € {s(z,y) <0} Vte (0,0)

e Soluciones del tipo (x(t),0), (0,y(t)). En el caso x = 0 es facil ver que al resolver independien-

temente los sistemas
7' =0 Y =y -y
Yy )
z(0)=0 y(0) = o

obtendriamos las soluciones (0,y(t)) explicitamente. En particular las rectas {x = 0}, {y = 0} son
conjuntos invariantes.
La recta de fases del sistema en el eje x = 0 queda como sigue.

y="2 y=0

© ©
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x=0: X=2
O

Un razonamiento anilogo nos daria la recta de fases en el eje y = 0.

e Linealizaciéon en los puntos de equilibrio del primer cuadrante. Podemos calcular la matriz
Jacobiana de derivadas de la funcién f(z,y) = (A\x — 2% — bay, —uy — y? + cry),

A—2x — by —bx ]

Df(x,y)Z[ oy Cp—oyter|”

La linealizacién en el origen
A0
D —
o=y .
junto con el Teorema de Grobman-Hartman (pues se trata de un punto hiperbélico), nos indica que
estamos ante un punto de silla. Ademas ya conocemos que la variedad estable es {x = 0} y la variedad
inestable {y = 0}. Por otro lado tenemos

Df(3,0) = {_0)\ —M_TcA] '

Ahora estaremos ante un punto asintoticamente estable si —p + c¢A < 0 e inestable si —p + c¢A > 0. De
hecho, en este ultimo caso el Teorema de Grobman-Hartman (pues estamos ante un punto hiperboélico)
nos dice que tenemos un punto de silla, y el Teorema de la variedad estable / inestable nos dice que la
direcciéon de entrada del conjunto estable local de (A, 0) es el eje {y = 0} y el conjunto inestable local
serd paralelo a la recta generada por las soluciones

—“At+p—ch —bA| (x| |0 - _)\—u+c)\x
0 0 y| |0 N bA '

Por ultimo, en el caso de que —p+cA > 0 tenemos un tercer punto de equilibrio en el primer cuadrante,

el punto (A, B). La matriz Jacibiana seria

DHAE) = [—A —bA]

cB —-B

Se tiene que

Det(Df(A, B))) = AB + bcAB > 0

por lo que la parte real de todos los autovalores es estrictamente negativa. Asi sabemos que se trata
de un punto de equilibrio asintéticamente estable.

{Traza(Df(A, B)=-A-B<0

¢ Regiones invariantes. Campo de pendientes. Convergencia de las soluciones.

A la hora de esbozar el diagrama de fases con precision (solo en el primer cuadrante) es util definir
las siguientes tres regiones (si cA — u < 0) y las cuatro regiones siguientes (si ¢cA — u > 0), donde
béasicamente estamos distinguiendo las partes donde 2’ <0 o2’ >0y 3 <00y > 0. En lo que sigue
definimos las rectas r(z,y) = A — z — by, s(x,y) = —p — y + cx, y observamos que

{ZL'/ = zr(x,y)

Y =ys(z,y)
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Sea también R% = {z > 0,y > 0}.
CASO c) — p < 0: Sean las regiones

I=RIn{z’ <0,y >0} =R3iN{s>0,r <0}
IT=RIN{z' <0,y <0} =RIN{s<0,r <0}
III=Rin{z >0,y <0} =RiN{s<0,r>0}

Es importante también observar que 2’ = 0 si y solo si z =0 o r(z,y) = 0, y que ¢y = 0 si y solo si
y =00 s(x,y) = 0. Estas regiones vienen indicadas en el dibujo que aparece mas abajo; Dibujo 5.1.

Lema 5.66. Toda solucion que parte del primer cuadrante Ri debe converger al punto (A, 0) cuando
t — o0.

Demostracion. 1. Toda trayectoria que comienza en I entra en I1.

Sea (z(t),y(t)) solucion con (z(0),y(0)) € I. Supongamos que (z(t),y(t)) € I para todo I C R
intervalo maximal de existencia de la solucién. Entonces

2'(t) <0Vtel = (decreciente) p/c < xz(t) < x(0)Vie INI0,00)
y'(t) >0Vt el = (creciente) y(0) < y(t) < cx(0) —pu VvVt € INJ[0,00)

Esto nos dice que (x(t)

,y(t)) se encuentra en un compacto para todo ¢t € I N [0,00) luego
necesariamente I N[0, 00) =

[0,00) y por acotacién y monotonia de la soluciéon debe existir
T ((2), (1)) = (€,7),

donde (£,m) debe ser un punto de equilibrio. Sin embargo en la regién I no hay puntos de
equilibrio, luego tenemos un absurdo.

2. Ninguna trayectoria puede entrar en la regién I desde la region I1.

Para justificar esta afirmacion usaremos el Lema 5.65. De hecho, considerando la recta s(x,y) =
—y + cx — p tenemos que para todo (z,y) € {s =0} N {zx > 0}

Vs(x,y) ’ f(l',y) = (Cv _1)(33 ’ T(x7y)ay : 8($,y>) = (Cv _1)(‘73 ’ T(x7y)’0) =CT- T(%,y) <0,

porque tenemos 7(z,y) < 0. Aplicando pues el Lema 5.65 concluimos que toda solucién que toque
a{s=0}N{z >0} vadelaregion {s > 0} a la region {s < 0}.

3. Laregiéon I11 es positivamente invariante y toda trayectoria que comienza en I11 debe converger
a (A, 0) cuando t — oo.

La region II1 es positivamente invariante porque si una solucién sale de alli, deberfa cortar a
otras trayectorias (las de los ejes, y esto no puede pasar por unicidad de soluciones) o deberia
irse a la regién I, pero un argumento analogo al realizado en el punto anterior impide que esto
pueda ocurrir.

Por tanto tenemos que toda soluciéon (z,y) que sale de I11 satisface que (z(t),y(t)) permanece
en un compacto para todo t € [0, Tynqz)- Esto implica que Thpae = +00 por la teoria fundamental
de existencia y unicidad sobre soluciones maximales. Ademas tenemos que z/(t) > 0y y/(t) <0
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System:x=x—x>—x*y, y=-2%y—y 4+xky
’ -
............. 20
- y=0
| - @  Stable Fixed Point
4 | / > ©  Unstable Fixed Point

Figura 5.1: Diagrama de fases del sistema (5.11). Caso cA — u < 0.

para todo t € [0, 00), y como ambas funciones estan acotadas inferiormente por cero, debe existir
el limite

lim (2(t), y(t)) = (&) € ITT

t—o00

que sabemos debe ser punto de equilibrio. En 177 hay dos puntos de equilibrio, el (0,0) y el (A, 0),
pero se descarta facilmente la opcion de que (€,1) = (0,0) porque x(0) > 0 y al ser 2/(t) > 0
para todo ¢t > 0. Luego en efecto se tiene que toda solucion que sale de la region I11 va a (A, 0).

4. Toda trayectoria que comienza en I esta definida en [0,00) y también acaba convergiendo a

(A, 0) cuando t — oo.

Si una solucién sale de 11 ya sabemos que no puede entrar en la region I por el segundo apartado.
Ademés tenemos que si una solucion (z,y) satisface que (x(0),y(0)) € IT se tiene 2/(t) < 0y
y'(t) < 0 para todo t € [0, Tjnas)- Por tanto

= z(t,y(t)) vive en un compacto Vt € |0, Tnaz)-
0 < y(t) < y(0) Yt € [0, Tinaz) (z(t,y(t)) p [ )

0
0 < a(t) < YO vt € [0, Tz
<
Se tiene que Tz = 00 y ademaés habria dos posibilidades. O bien que la solucién pase a la region
III,y en ese caso ya sabemos que acabara convergiendo a (A, 0). O bien que permanezca siempre
en I, pero al estar z,y acotadas inferiormente y ser estrictamente decrecientes, deberia existir

lim (2(¢), y(¢)) = (&,n) € 7.

t—o00

Sabemos que en ese caso (£,7) es un punto de equilibrio, y como en IT solo hay un punto de
equilibrio, el (A,0), la solucion solo puede converger a ese punto.
O

CASO c) — p > 0: Ahora aparece otro punto de equilibrio, el (A4, B) en R?. Sean las regiones
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I=Rin{2’ <0,y >0} =R N{s>0,r <0}
IT=RiN{2' <0,y <0} =RIN{s<0,r <0}
ITT=R3N{z’ >0,y <0} =RZ N{s<0,7>0}
IV=Rin{z' >0,y >0} =R N{s>0,r>0}

Podemos hacer un primer esbozo del campo de direcciones de las soluciones en el primer cuadrante,
incluyendo las regiones arriba definidas.

Lema 5.67. Toda solucion que parte del primer cuadrante Ri debe converger al punto (A, B) cuando
t — 00.
Demostracion. 1. Toda solucién (z,y) con (z(0),y(0)) € R2 esta definida en [0, c0).
Se deja como ejercicio al lector.
2. Toda trayectoria que comienza en I, II, I1I o IV o bien pasa a II, III, IV o I respectivamente,
o bien converge al punto de equilibrio (A, B).

Se deja como ejercicio al lector.

3. Toda solucion de R% acaba convergiendo a (A, B) cuando ¢ — oc.

Basta que comprobemos que no pueden existir 6rbitas peridédicas en el primer cuadrante, pues
en ese caso, usando el Teorema de Poincaré-Bendixson, sabremos que toda solucién del primer
cuadrante debera converger al inico punto de equilibrio del mismo, el (A, B). Las soluciones que
salen de Ri nunca pueden converger al origen, pues este era un punto de silla, y sabemos que su
variedad estable se encontraba en el eje {z = 0}.

Para demostrar que no hay érbitas periédicas en ]Ri usaremos el criterio de Bendixson-Dulac
(véase la Observacion 5.26). Por ejemplo, para el caso particular de

/ p—

=2z — 2% —xy
Y =—y—y +uay

si tomamos la funcién ¢(z,y) = 1/zy que es de clase C! en R%, tenemos que

div(fe)(z,y) = (~1/y) — (1/2) <0 V(z,y) € R}.

La misma funcion ¢(x,y) = 1/xy sirve para demostrar el caso general (se deja como ejercicio al
lector).

O
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System:x=2%x—xX’—x%y, y=—y— Y +x%y

i 5=0
Stable Fixed Point
Unstable Fixed Point

Figura 5.2: Diagrama de fases del sistema (5.11). Caso cA — p > 0.
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Apéndice A
Repaso de sistemas lineales

Definicion A.1. Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es de la forma

(t) = an(®)z1(t) + - + a1n(t)zn(t) + g1(¢)
(t) = az1(t)z1(t) + - + azn(t)zn(t) + 92(2)

X

X

NS =~

(A1)

x, (t) = an1(t)z1(t) + - - + apn(t)zn(t) + gn(t)

donde g;, a;; : I — R son funciones continuas para todo 1 < ,j < n en cierto intervalo I C R.
En forma matricial escribirfamos 2/(t) = A(t)x(t) + G(t) donde

z1(t) a11(t) ... a(l) 91(1)
z(t) = | A= ;G = |
Zn(t) ain(t) ... apnp(t) gn(t)
Si G(t) = (0,...,0) se dice que el sistema es homogéneo.

Ahora realizaremos un estudio de la estructura que forman el conjunto de soluciones de un sistema
de EDOs de orden 1 lineal. Para ello necesitaremos previamente enunciar el siguiente teorema de
existencia y unicidad.

Teorema A.2. Sea I C R un intervalo y sean ai;,9; € C(I) para todo 1 < i,j, < n. Para cada ty € I,
xo € R", existe una tnica solucion x : I — R™ al sistema (A.1) satisfaciendo las condiciones iniciales

x(tg) = xo.

Demostracion. Usar el Teorema de Cauchy-Lipschitz global. O

A.1. Estructura del conjunto de soluciones

Durante esta seccién denotaremos por I a un intervalo de R.

Definiciéon A.3. Decimos que un conjunto de funciones x1, ...,y : I — R" son linealmente depen-
dientes en I si existen \i,..., A\, € R no todos nulos tales que

MZL(E) + -+ Am@m(t) =0 Wt €T,

Decimos que x1, ..., x,;, son linealmente independientes en I si no son linealmente dependientes en 1.

137
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Definiciéon A.4. Dado un conjunto de funciones 1 = (211, ..., Z1n), -« s Tn = (Tni,y -« Tnp) : L = R?
se denomina Wronskiano de estas funciones a la aplicacion Wizy,...,z,] : I — R dada por
z11(t)  z12(t) - T1R(D)
l‘gl(t) X292 (t) S (t)
W[xlaaxn](t) = det . . . n
Tnl (t) $2n(t) o Tpn (t)
Lema A.5. Sixzy,xa,...,2, : I — R”™ son linealmente dependientes en I entonces Wzx1,...,x,|(t) =0
para todo t € I.
Demostracion. Trivial. O

Definiciéon A.6. Se denomina conjunto fundamental de soluciones del sistema lineal homogéneo
2'(t) = A(t)z(t) (A.2)
en un intervalo I a cualquier conjunto de n soluciones linealmente independientes en x1,...x, : I — R™.

Teorema A.7 (Teorema de estructura de sistemas lineales homogéneas). Sea I C R intervalo y sea el
sistema lineal homogéneo

2'(t) = A()x(t),
donde A(t) = (aij(t))i<ij<n » aij € C(I) para todo 1 <i,j < n. Entonces:

(a) Sixy,...,zn: I — R™ son soluciones, cualquier combinacion lineal suya también lo es. Si ademds
son linealmente independientes, entonces Wx1,...,x,|(t) # 0 para todo t € I.

(b) Siempre existe un conjunto fundamental de soluciones {x1,...,zn} y dada cualquier otra solucion
x: I — R"™, siempre existirdn constantes (unicas) ci,...,c, € R tales que

z(t) = crz1(t) + - + cpun(t), VEe L

Demostracion. (a) La primera parte es trivial. Veamos la segunda parte. Supongamos por reduccion
al absurdo que existe ¢ty € I tal que Wizy,...,x,](to) = 0. Entonces

.1‘11(75) l‘lg(t) cee .rln(t)
dot xgl(t) :ng(t) xgn(t) 7&0
2r(t) Tan(t) o wanll)

y por tanto si nos planteamos el sistema lineal

Cll‘ll(to) + -+ Cnl‘ln(to) =0

c1Zn1(to) + -+ - + cnpn(to) =0

sabemos que existira una solucion no nula (cy, ..., ¢,) # (0,...,0). Consideramos ahora la funcion
dada por la combinacién lineal z = cyx1 + - - - cpzy,. Por un lado sabemos que 2z debe ser solucién
del sistema homogéneo y por otro lado satisface la condiciéon inicial

Z(to) = Cll‘l(to) + - ‘Cn.rn(to) = (0, ... ,0).
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Sin embargo, esto significa que el PVI dado por

a'(t) = A(t)x(t)
z(t) =(0,...,0)
tendria dos soluciones, la nula y la funcién z. Por el Teorema de existencia y unicidad A.2

se seguirfa que z(t) = 0 para todo t € I. Esto implica que {z1,...,2,} serian linealmente
dependientes, contradiciendo la hipotesis.

Seatgel yparacada j=1,...,nseael PVI

2'(t) = At)z(t)
(PVI); 7
.Z’(to) =€ = (0,...,1,...,71)

Por el Teorema de existencia y unicidad A.2, para cada j = 1...,n, existe una unica solucion
xj : I — R" Ademéas Wixy,...,2,](to) = det(Ipxn) = 1, luego por el Lema A.5 las funciones
{z1,...,2,} deben ser linealmente independientes y asi forman un conjunto fundamental de
soluciones del sistema 2/(t) = A(t)x(t).

En el caso de que z = (21, ..., 2y,) : I — R™ sea otra solucion, tomando tg € I arbitrario, sabemos
que W{z1,...,x,)(to) # 0 gracias al primer apartado. Si ahora planteamos el sistema (algebréico)
lineal

c1r11(to) + - + ca1n(to) = 21(to)

c1Tn1(to) + -+ - + cnTan(to) = 2n(to)

sabemos que debe existir una tnica soluciéon (ci,...,¢,) € R™ Definimos la funcion w =
c1x1 + -+ ¢y, Por un lado tenemos que debe ser solucion al sistema z'(t) = A(t)x(t) por
ser combinacién lineal de soluciones, y por otro resuelve el PVI

{:c’(t) = Az (t)
z(to) = z(to)

Sin embargo, el PVI anterior también es resuelto por la funcion z(t). Aplicando el Teorema de
existencia y unicidad A.2 se obtiene que

z2(t) = w(t) = crxi(t) + - - + cpzp(t).

O]

Se sigue del Teorema A.7 que el conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo (A.2) tiene
estructura de subespacio vectorial de dimension n dentro del espacio C'*(I;R™). Una base del subepsacio
viene dada por cualquier conjunto fundamental de soluciones.

Definicion A.8. Dado un sistema lineal homogéneo 2/(t) = A(t)x(t) con A(t) € C(I;M,,), donde M,
denota el conjunto de matrices n x n, decimos que la funciéon matricial ®(t) € C(I; M,) es una matriz
fundamental del sistema si sus columnas forman un conjunto fundamental de soluciones. En el caso de
que exista to € I tal que ®(tg) = Idpx, decimos que ®(t) es una matriz fundamental principal'.

!Siempre hay varias matrices fundamentales principales.



140 APENDICE A. REPASO DE SISTEMAS LINEALES

Observaciones:
» Podemos escribir la solucion general de un sistema lineal homogéneo a'(t) = A(t)z(t) como

Cy

donde de hecho

Pasamos ahora a estudiar el sistema no homogéneo 2/(t) = A(t)z(t) + G(t) con G = (g1,...,9n) : I —
R™ continua (ver (A.1)).

Teorema A.9. Sea I C R intervalo y sea el sistema lineal ' (t) = A(t)z(t)+G(t) con A(t) € C(I;M,,),
G(t) € C(I;R™). Si{x1,...,xn} forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo

asociado z'(t) = A(t)z(t) y si zp : I — R™ es una solucion particular del sistema no homogéneo,
entonces para cualquier otra solucion x : I — R™ existen constantes C1,...,C, € R tales que

2(t) = zp(t) + Y Crap(t).
k=1

Demostracion. Sea x : I — R" solucién. Basta que comprobemos que x — x;, es solucion de la EDO
homogéneas asociada, donde x, denota nuestra solucién particular al sistema no homogéneo. En efecto,

(@ —xp)'(t) = ' (t) — 2, (t) = A(t)2(t) + G(t) — (A)zp(t) + G(1)) = A(t)(2(t) — 2p(1)).

Aplicando el Teorema A.7(b), existiran constantes (anicas) c1,...,¢, € R tales que x—xzp, = > 15, ¢y,
por lo que

n
T =xp+ g CiT;.

i>1

A.2. Sistemas lineales con coeficientes constantes
Sea A = (aij)i1<ij<n € M, y consideremos el sistema
2'(t) = Ax(t) + G(t),

donde G : I — R" es una funcién continua.



A.2. SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

A.2.1. Estudio de las soluciones del sistema homogéneo x'(t) = Ax(t)

Buscaremos soluciones de la forma

:c(t):Ve)‘t: : M v, .., op, A ER.

En ese caso, si una expresion del anterior tipo es solucién se sigue que

x (t) Avgelt

dt)=| : | =] : | =AVeM=AVeM o AV = AV

x (t) v et
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Es decir, A debe ser un autovalor de la matriz A y V' es un autovector asociado. Por tanto, la busqueda
de soluciones del sistema lineal homogéneo pasa por el cilculo de las rafces de la ecuacién caracteristica
de la matriz A, esto es, det(A — AI) = 0. En funcién de si estas raices, es decir los autovalores, sean
reales o complejos y dependiendo de sus multiplicades algebraicas y geométricas apareceran diferentes

situaciones a la hora de dar la solucion general del sistema 2’ = Ax.

(a) A tiene n autovalores reales diferentes.

Un conjunto fundamental de soluciones viene dado por

I (t) = Vle)‘lt

T (t) = Vyetnt

donde Aq, ..., A, son los autovalores y Vi, ..., V, son sus autovectores asociados.

Ejemplo A.10. Resolveremos el sistema x' = [g _21} X .

Las raices de la ecuacion caracteristica son Ay =5 y Ao = —2. Ahora calculamos los subespacios

propios asociados a cada autovalor.

0 2
(A-snV=| 1 & V=k 1],keR

0 1
(A+2nV=|1 & V=k 3],keR

Podemos escribir por tanto la solucién general del sistema como

1

.’L’(t) =] |:?:| ot + Cy |:3:| 672t, Cy,Cy e R
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(b)
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System:x=4%x+2%xy, y=3kx—y

3k S a0
\ N - =0 -
©  Unstable Fixed Point
2L o\ — -

A tiene un auotvalor A € R con multiplicidad algebraica igual a la geométrica m = mg(\) =
mg(A).

Un conjunto de m soluciones linealmente independientes der soluciones viene dado por

T (t) = Vle/\t

Ty (1) = Ve
donde Vi, ..., V), son m autovectores linealmente independientes de A.

A tiene dos autovalores complejos conjugados A = a + i con autovectores asociados V, V (aqui
V = (v1,...,7,) denota el vector conjugado).

Un conjunto de dos soluciones linealmente independientes esta dado por

) (t) — Ve(or‘rﬁi)t
zo(t) = Vela=Bit

0, si queremos que nuestra soluciones tomen valores reales, por

D) £ 20 _ ot (Re(v) cos(6t) — Im(V) sen(51))

2
t) — t
””1()22.””2() = e (Im(V) cos(Bt) + Re(V) sen(Bt))
1 0 0
Ejemplo A.11. Resolveremos el sistema x' = [2 -3 0] x.
1 3 2

La ecuacién caracteristica asociada a la matriz de coeficientes del sistema, que llamamos A, es

det(A—X)=(1-=X)((2=N2+9).
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Sus rafces son Ay = 1, Ao = 24 3i y A3 = 2 — 3i. Ahora calculamos los subespacios propios
asociados a A1 y Ao.

0 10
A-DV=|o| & V=k|-3|,keR
0 ~1
0 0
(A-2+3)NV=|0] < V==k|i|l,keR
0 1

Observar que automéaticamente también sabemos los autovectores asociados al autovalor A3. Estos
serén los conjugados de los de Ay, esto es la recta generada por el vector (0, —i,1). Escribimos la
soluciéon general del sistema como

10 0 0
z(t) =Cy | 3| et + Cye® | |0 cos(3t) — | 1] sen(3t) | +
—1 1] 0
0 0]
Cze® | |1] cos(3t) + [0 sen(3t) |, C1,Cs,C5 €R.
0 1

(d) A tiene autovalores complejos A\ = a £ i de multiplicidad algebraica igual a la geométrica
m = mg(a+ Bi) = mg(a + Bi).

Un conjunto de 2m soluciones linealmente independientes es

$1(t) _ V'le(a+ﬁi)t flfm+1(t) _ Vle(afﬁi)t
T (t) = Vppelotht Tom(t) = VpelaBit
donde V1, ..., V), son autovectores linealmente independientes de a + Si.

(e) A tiene un autovalor A real o complejo con multiplicidad algebraica m,(\) > 2 y geométrica
mg(A) < mq(N).

Ya sabemos que disponemos de m, soluciones linealmente independientes dadas por

T (t) = Vle’\t

Ty (t) = Vmgekt

pero jcomo buscamos mq(A) — mg(A) solucines méas? Procederemos como sigue:

Para cada j =1,...,mq(\) — mgy(X) buscaremos soluciones de la forma

2I(t) = eM(Up + Uit + - - + Ujtd),
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donde imponemos que U; # (0,...,0). Si 27 es solucién llegamos a las siguientes igualdades
(29) (t) = XM (Up + Urt + -+ - + Ujt?) 4+ &MUy + 2eMUst + - - - + jU;t7 1M
= A2 (t) = eM(Aug + AUt + - + AUH) &
(M — A)Up + t((M — AUy + 2U3) + - - - 77 H(A — A)U;j_1) + jU; + /(A — A)U;) = 0.

Concluimos que para que la igualdad anterior se de para todo t € R se deben satisfacer las
siguientes condiciones:

(A= AUy = U b= (4= 200,
(A—)\I)U1:2U2 Ug:i(A—)\I)QUD
: & ;
, 1 .
(A—)\I)Uj_l :]Uj Uj:ﬁ(A—AI)]UO
((A=ADT; =0 (A= DU, =0
\

1 .
Como queremos que U; no sea nulo es obligatorio imponer que U; = f‘(A — Xi)?Uy # 0. Esto,
J

junto con la tltima condicién de la lista anterior implica que debemos p.edir que
Up € ker((A — X))\ ker((A — AT)7).

Una vez hayamos escogido cualquier Uy de tal forma, los demds vectores Uy,...,U; vendran
dados por las igualdades anteiores. Y de esta forma habremos encontrado una nueva solucién
z7. Repitiendo este proceso para cada j = 1,...,mq(\) — my(\) obtendremos mq(A) — mg(A)
soluciones linealmente independientes mas.

Ejemplo A.12. Resolveremos el sistema x’ = B _73] X
La ecuacién caracteristica asociada a la matriz de coeficientes del sistema, que llamamos A, es
det(A—A) =1 =M\ (7T—=X)+9=X—8\+16.

Posee una raiz doble A = 4. Ahora calculamos el subespacio propios asociado.

0

(A—4D)V = [O

] & V:k[_ll],k:eR.

En particular my4(4) = 1 y sabemos que una solucién del sistema sera

21(t) = et [_11]

pero debemos encontrar otra de la forma xo(t) = e* (U + Uyt) donde

Ui = (A — 41Uy
Uop € ker(A — 4I)? \ ker(A — 41)
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Como

(A—4I)? = [8 8}

-3

podemos tomar Uy = [ 3

0] y por tanto Uy = (A—4I)Up = [

1 ] . Escribimos finalmente la solucion

general como

2(t) = Oyt [11] + Chett (H 4 [_ﬂ t) . C1,Cs€R.

System:x=x—-3%y, y=3xx+T7*y

wx=0
=0
Unstable Fixed Point

A.2.2. Estudio de las soluciones de sistemas no homogéneos x’' = Ax + G(t).

Por el Teorema de estructura de sistemas lineales A.7 sabemos que la soluciéon general vendra dada
por
.’L’(t) = .’Eh(t) + Ip(t) = ClCCl(t) + - Cnﬂfn(t) + Ip(t)u Clv ceey Cn € Ru

donde {x1,...,z,} forman un conunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo asociado e
Tp es una solucion particular del sistema no homogéneo. La pregunta ahora es jcémo encontramos una
solucion particular?

(a) Método de los coeficientes indeterminados.
Si
G(t) = e (P (t) cos(Bt) + Q,(t) sen(5t))

con P,,,Q, : R — R" son polinomios de grados m y r respectivamente 2 entonces una solucién
particular seria de la forma

zp(t) = e (Ry(t) cos(Bt) + Sk (t) sen(Bt)) (A.3)
donde

2Decimos que una funcién vectorial P : R — R™ es un polonimio de cada componente de P es un polinomio como
funcion real de variable real.
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= s es el orden de multiplicidad de la raiz o + 8¢ del polinomio caracteristico del sistema
homogéneo asociado.

» k=max{m,r}+ s.

s Rp,Sk: R — R" son polinomios de grado k con coeficientes vectoriales a determinar.

(b) Método de variacion de las constantes.

A.3.

Dada la solucion general del sistema homogéneo asociado z(t) = > p_; zx(t), C1,...,Cp € R,
buscamos una solucién particular de la forma

0> Crlyan(t) (A1)
k=1

Observamos que si consideramos la matriz fundamental ®(¢) cuyas columnas son las soluciones

del sistema homogéneo {z;(t),...,x,(t)}, podemos escribir
Ci(t)
zp(t) =@@) | | =2()CH),
Cn(t)

Cp(t) a determinar. Para
) sea solucion.
(

donde C(t) es un vector-columna formado por las funciones Ci (%), .. .,
calcular una posible solucién de C(t) simplemente imponemos que x,(t

zp,(t) = ®'(t)C(t) + ®()C"(t) = Azp(t) + G(t) = AD(t)CO(t) + G(t).
Como ®(t) es matriz fundamental, sabemos que ®'(t) = AdP(t) asi que
dHC'()=Gt)= = C'(t)=d HH)G(®).

En el calculo anterior recordemos que det(®(t)) # 0 para todo t € R. Integrando la ultima
expresion obtendriamos C(t).

De hecho, sabiendo que e es una matriz fundamental (ver siguiente seccion), de aqui tenemos

la Formula de Varaiacion de las Constantes, que nos dice que si z es solucion del sistema x’ =
Az + G(t) con z(0) = x¢, entonces

t t
x(t) = ey + eAt/ (eAS)flG(s) ds = ey + / 6A(tfs)G(8) ds
0 0

Exponencial de una matriz

Definiremos a continuacién una nocién que servird de mucha utilidad a la hora de realizar una
representacion formal e intuitiva de las soluciones de los sistemas lineales homogéneos con coeficientes
constantes. Este concepto nuevo es el de exponencial de una matriz. De la misma forma que cuando
tenfamos una EDO del tipo 2’ = ax con a € R, las soluciones venian dadas por x(t) = Ce®, C € R,
ahora con sistemas ' = Ax donde A € M, pasara algo parecido.

Definicion A.13. Sea A € M,,. Definimos la exponencial de la matriz A como

A? AF =, AF
eh =T A+ ot 25 (A.5)
=0
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Observacion: Si n =1, entonces A = a € R y tenemos la definicién usual de exponencial

[e o] (Lk
_ZE'
k=0

Propiedades:

1.

4.

3.

e esta bien definido.

A

Es decir, necesitamos comprobar que cada entrada de la matriz e” viene dada por una serie

convergente. Sea ”AHOO == méxlgmgn |6Lij| donde A = (aij)lgingn.

Lema A.14. Si llamamos A*F = (afj)lgmgn € M, para cada k € N, entonces ||Allcoc <
(nl|Alloo)*.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. O

Aplicando el Lema A.14 tenemos que cada entrada de la matriz A* estara acotada por la serie

[el) k [e'e)
agj nHAHoo
D] < 3 el
k=0 k=0
Como -
(n[|Allo)"*
LD Al
im ————2 = lim =0,
koo (nf[Alle)®  kooo k41
k!

por el criterio del cociente la serie serd absolutamente convergente, por tanto convergente.

. Si la matriz A es diagonal

AN - 0

entonces es facil comprobar que

el =1.

A2 Akz—l
Si A es nilpotente, es decir, si existe k € N tal que A¥ = 0, entonces e = I+A+§+- . -+W.
e’ = eI para todo r € R. Esto es claro porque

o0

OOT
ng
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6. Si A, B € M son matrices que conmutan, esto es que AB = BA, entonces e85 = e4eB. Se deja
como ejercicio al lector probar esto.

7. det(e?) # 0 para toda matriz A € M.

En efecto, basta con comprobar que det(eA) = etraza(4) Y esto es asi porque tras escribir PAP ™1,

donde J es la forma candninca de Jordan de A y P es la matriz de paso, tenemos

A = (PIPHYE S pgkptt
e’ = kz I = kz I = Pe’ P =
=0 =0

det(e?) = det(Pe’ P) = det(P) det(e?) det(P™1) = det(e!) = eMH+rn = ghrazal)),
Ahora simplemente falta comprobar que traza(J) = traza(A), lo cual es inmediato una vez

se demuestre que dadas cualesquiera dos matrices My, My € M, se tiene que traza(MyMs) =
traza(MoMy). Se deja al lector la comprobacion de este hecho.

8. (eA)™! = e 4. Esto es claro tras aplicar 6..

Ejemplo A.15. Calcularemos la exponencial et y €8t t € R donde A =

o O o

10
0 1 ,B:B :g].
0 0

En el caso de la matriz A, observamos que es una matriz nilpotente, esto es A¥ = 0 para todo k > 3.
Se tiene

1t t2)2

At)?
eAt:I+At+(2'> =10 1 ¢
: 00 1

En el caso de la matriz B, tenemos que los autovalores son A\; = 1 y Ao = 2, y la matriz candnica de

Jordan y la matriz de paso seran
10 3 2
SR il

Entonces

3 2][¢ 0][-1 2 —3ef +4¢* 6! — 6e*
Bt __ Jt 1 _ =
e’ =Pe’"P " = [2 J [0 6Qt] [2 _3] o [—Qet—l-Qth 4et — 32t

At

Teorema A.16. Dado el sistema homogéneo ' = Ax donde A € M, entonces €' es una matriz

fundamental principal. Ademds, si ®(t) es otra matriz fundamental, entonces ®(t) = eA1®(0).

Demostracion. Cada entrada de la matriz e* viene dada por una serie que no solo es absolutamente

convergente, sino que la serie de sus derivadas también converge absolutamente y uniformemente en
compactos de t € R. Esto indica que la derivacién término a térnimo esta justificada y deducimos que

d A d Z Aktk Z d Akt Z kAR¢h—1 Z Al
_— = — —_—) = —_——) = —_— A =
dt(e ) dt( k! ) (dt( k! ) k! ;

k=0 k=0 k=0 7=0
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Esto significa que cada columna de la matriz e? es solucion del sistema 2/ = Az. Por otro lado es

claro que det(eAt) # Opara todo t € R por la propiedad 7., luego las columnas de et son linealmente
independientes. Asi concluimos que e es una matriz fundamental. Pero es que ademas e = I, asi
que debe ser principal también.

Veamos ahora la segunda parte del enunciado del teorema. Sea ®(¢) otra matriz fundamental de
' = Az. Tenemos que ®'(t) = A®P(t). Si llamamos Vi(¢),...,V,(t) a las columnas de ®(¢) por el
Teorema A.7 sabemos que existen vectores constantes tnicos

011 Cnl
Ci=| ] - Cu=|":
Cln Cnn
tales que
Vi(t) =eMCi; o 5 Vi(t) = eMCn.
Por tanto si llamamos C' a la matriz cuyas columnas son C1, . . . , C,, entonces ®(t) = eA*C. SI evaluamos

en t = 0 se sigue ®(0) = C' y concluimos que

d(t) = eMP(0).

/
o : z' = Az L y _
Consecuencia: Si consideramos el PVI { la tnica solucion es (t) = eAt—t0) 5.

x(to) = xo
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