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Resumen

El objetivo de mi investigacion es dar una resolucién para el fibrado conormal de
la grassmanniana general G(k,n). Primero recordaremos algunos conceptos sobre grass-
mannianas, como la inmersién de Pliicker, las coordenadas de Pliicker, fibrados vectoria-
les, fibrados universales,...Las herramientas principales que usamos son varias sucesiones
exactas, entre ellas la sucesion exacta universal, el complejo de Eagon-Northcott y la
sucesion de Euler de manera que construyamos un diagrama conmutativo. Finalmen-
te el lema de la serpiente aplicado a este diagrama conmutativo produce la resolucién
buscada.

Abstract

The aim of my research is to give a resolution for the conormal bundle of the general
Grassmannian G(k,n). We first recall some concepts about Grassmannians, like Pliicker
embedding, Pliicker coordenates, vector bundles, universal bundles,....The main tools we
use are several exact sequences, among them the universal exact sequence, the Eagon-
Northcott complex and the Euler sequence in order to build a conmutative diagram.
Finally the snake lemma applied to the conmutative diagram produces the resolution
sought.
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1. Introduccién

Una de las herramientas mas importantes para entender la geometria de las inmersiones
de una subvariedad dentro de un espacio mayor es estudiar el fibrado normal de una inmer-
sion. Por ejemplo, las deformaciones de la inmersion corresponden con secciones del fibrado
normal. Kl caso en el que el espacio ambiente es el espacio proyectivo ha sido estudiado
exhaustivamente a lo largo del tiempo. Como un ejemplo del interés del fibrado normal de
variedades proyectivas, la conjetura de Hartshorne esta relacionada con que el fibrado normal
escinda y la amplitud del fibrado normal nos facilita una simple demostracién del teorema de
Barth-Larsen usando el teorema de anulacién de Le Potier para fibrados vectoriales amplios
[4].

Sin embargo, cuando la variedad ambiente no es un espacio proyectivo, pocas cosas se
conocen. Por ejemplo, Ballico estudi6 la amplitud del fibrado normal de curvas en cuadricas,
mientras Papantonopoulou y Goldstein restringfan su atencién a la cuddrica 4-dimensional
identificada con la variedad Grassmanniana de rectas en P3, habiendo estudiado no soélo
curvas, sino también superficies. El caso general del fibrado normal de (n-1)-variedades en la
grassmanniana de rectas de P" ha sido estudiado por Arrondo, Bertolini y Turrini en [2].

El objetivo de este trabajo es poder dar una resolucién para el fibrado conormal en el caso
de G(k,n). Para ello en el capitulo 2 recordaremos las definiciones y propiedades de cualquier
grassmanniana de subespacios de dimension k en P” (el caso k=1 se encuentra en [5]).A con-
tinuacién en el capftulo 3 recordaremos la construccién de la sucesién de Eagon-Northcott,
va que es una de las sucesiones que vamos a utilizar para construir nuestro diagrama. Y
probaremos que es exacta partiendo de una sucesion exacta de espacios vectoriales, primero
lo en términos de aplicaciones multilineales (subseccion 3.1.1) y despues lo probaremos en
términos de producto tensorial para ello veremos el isomorfismo que existe ente ambas suce-
siones y veremos que cada uno de estos diagramas conmuta (subseccion 3.1.2). En el capitulo
4 daremos unos conceptos y proposiciones sobre fibrados vectoriales y fibrados universales.
Y finalmente en el capitulo 5 hallaremos la resolucién del fibrado conormal.

2. Preliminares sobre grassmanianas

Fn esta seccién recordaremos los resultados principales sobre grassmannianas. Los detalles
pueden encontrarse por ejemplo en [1].

2.1. Las grassmannianas como variedades

Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n + 1 sobre un cuerpo K de caracteristica 0
(podemos suponer que tratamos con el cuerpo de los complejos C). Consideramos también
P(V) = P™ el espacio proyectivo de todos los hiperplanos de V. Otra forma de ver P(V) es
como el conjunto de rectas en V*.



Definicion 2.1. Definimos las grassmannianas G(k,n) como el conjunto de subespacios
lineales k—dimensionales de P™. También podemos identificarlo naturalmente con el conjunto

de subespacios lineales (k 4+ 1)—dimensional de V* (o con el conjunto de cocientes (n —
k)—dimensionales de V).

Durante esta seccién abusaremos un poco de la notacién ya que identificaremos un
k—plano de P" con el correspondiente subespacio lineal (k 4+ 1)— dimensional de V*.
Algunos casos particulares son los siguientes:

= G(0,n) =P
= G(n—1,n) =P"

Ahora daremos estructura de variedad a G(k,n). La idea es recubrirlo por cartas afines
v analizaremos cémo funcionan en la intersecciéon de dichos conjuntos afines.

Empezamos fijando un sistema de coordenadas (g : ... : x,) de P" o equivalentemente,
fijaremos una base {wo, ..., wy} de V*. Representaremos un elemento A de G(k,n) por una
matriz (a;;) que llamaremos matriz de Pliicker

aopp ... Qon

A=
aro -.. Qpp

donde las filas son las coordenadas de una base de A.

Si cambiamos la base de A, la matriz Pliicker cambia multiplicando a la izquierda por
una matriz cuadrada (no degenerada) de dimension k + 1 que corresponde al cambio de base
en A.

Si asumimos que el menor correspondiente a las primeras k + 1 columnas no es cero,
podemos multiplicar por una matriz determinada y asi representar A de forma tnica por la
matriz siguiente:

1 0 ... 0 bogs1 --- bon
0 1 0 bigt1 --- bin
0 0 ... 1 Dbrgy1 --- bikn
Asi sabemos que G(k,n) contiene un subconjunto abierto afin de dimension (k + 1)(n — k)
de coordenadas bogy1,.-.,bk,. Este subconjunto puede ser descrito como el conjunto de
k—planos que no cortan al (n — k — 1)—plano de ecuaciones z¢g = ... =z} = 0.
Como al menos uno de los menores de orden k+ 1 de la matriz Pliicker no es cero, G(k, n)

puede ser recubierto por (Zﬁ) piezas afines.

Notacion 2.2. Denotamos por Uy, ., al subconjunto abierto afin de G(k,n) correspondiente
al subespacio que no corta al (n — k — 1)—plano de ecuaciones z;, = ... = x;, = 0. O
equivalentemente, subespacio tal que el menor mazimal de la matriz de Pliicker considerando
las columnas ig, ..., no es cero.



Se ve facilmente que el cambio de coordenadas de una pieza a otra viene dado por cocientes
de polinomios en las coordenadas, lo que demuestra que G(k,n) es una variedad abstracta
de dimension (k+ 1)(n — k).

2.2. Inmersion de Pliicker

Para ver G(k,n) como una variedad proyectiva, necesitamos considerar la siguiente apli-
cacion que llamaremos tnmersion de Plicker

o GEPV) —  PAY)
L[Uo,...,vk] — [Uo/\.../\vk]

donde Llvy, ..., v] representa el espacio lineal en P(V') generado por los vectores linealmente
independientes vo, . .., vx € V* y [igA. .. Ay simboliza el punto de P(A*™! V) representado
por vy A ... Avy (tomando en A¥V* la base {...,wi, A... A Wiprs- o))

Fijamos una base en V* y la inducida en /\lCJrl V*. Entonces ¢y, asocia al espacio generado
por las filas vg, ..., v; de la matriz de Pliicker un punto en P(A*!' V) cuyas coordenadas

son las del menor maximal de la matriz. Es decir, g, asocia a un espacio definido por una
n+1
. . -1
matriz de Pliicker el punto de IF’(k’+1) cuyas coordenadas son todos los menores de orden

k + 1 de la matriz. Ademas se verifica que ¢, esta bien definido.

Definicién 2.3. Las coordenadas homogoneas en IP’(/\’H'1 V) inducidas por la eleccion de las
coordenadas en P(V') se llaman coordenadas de Pliicker y se denotan por pi,... i, - (L0S pig....ip
son las coordenadas que corresponden al determinante de la matriz (k+ 1)(k + 1) obtenido
tomando las columnas ig, . .., ix.)

Ahora, se verifica que g, es una inmersién de G(k,n) en P(A*™ V) como subvariedad
algebraica. Veamos por qué.

- Para cada conjunto afin abierto Vi, i = {pi,..i, # 0} C ]P’(/\ngrl V) se tiene que la
siguiente igualdad

©kn(G(k,n)) m Vo = Phn(Uig,...ix))

serd suficiente para probar que ‘Pkn‘UiO _____ ;, €5 una inmersion algebraica en Vi, . i
Trabajaremos con Uy . . Viene representado por la matriz siguiente,

ket

10 ... 0 bogsr ... bon
01 0 b1k+1 bln
00 ... 1 buggpr ... bn

Para esta matriz tenemos que pg ., = 1 y consideramos el resto de las de Pliicker
como las coordenadas en Vj . Pero todas las coordenadas de Uy 1 (que son los



(bi;)) aparecen como coordenadas de ¢y,. Mas preciso, cada b; aparece como el menor
de la matriz anterior tomando las columnas 0,...,4,...,k,j. Esto prueba salvo signo
que Qr, €s una inmersion.

Ademas cada p;,.. ;, esuna expresion polinomial en los b;;, por lo que cada g, (G(k,n) ( Vo..k)
es algebraico en V. Al cambiar este abierto por otro Uj,. ; cualquiera se obtiene que
G(k,n) es una subvariedad algebraica de P(A*1 V).

Consideramos ig < - -+ < i ya que pig. i, = 89(0)Pg(ip)....o(i,) Siendo 0 una permutacion
de los elementos {ig, ..., ik }

Observacion 2.4. En realidad, se puede demostrar que G(k,n) estd definido dentro del
espacio proyectivo por formas cuadrdticas. Veamos qué aspecto tienen. Para cada subespacio
A con coordenadas de Pliicker p = (p;,..q,,) definimos los vectores

Wig...ip_1 — (pio...ik,107 e ,pio...ik,ln)

con ig, ...ip—1 = 0,...,n y las formas lineales
L = m . op . S k+1,. .
Hloulkjo = Dig...ix,Tjo — Pig...ix—150Lix +oe (_1) Piy . igjoLio

con i, ---ik, jo = 0,...,n donde xg, ...,y forman un sistema de coordenadas de P™.
Tenemos que:

= los vectores w;,.. i, , generan el subespacio lineal de ACV* que define A.

» las formas lineales H;, ;. j, generan el subespacio lineal de V definido por las formas
lineales en P" que se anulan en A

= de hecho, las ecuaciones de G en el espacio de Pliicker son HiO---iij(wjl---jk) = 0 para
iO? "'7ik>j0aj17 7]k = Oa cee, N

Si damos las ecuaciones Hy_ i, j,(wj, . j.) = 0 de forma explicita obtenemos las ecuaciones

cuadrdticas de G(k,n):

o m. L M k+1, o
Dio.ixPjojigr — Piowin_1joPirjr-gx T+ (=1)" " Diy_LixjoPiojr...jx = 0

Notacion 2.5. Se tiene que las coordenadas de Plicker representadas por pi,..i, son los

. . k1 .
nidmeros en si, mientras que ¢, € /\ TV representan las coordenadas en el espacio en
el que estd la grassmanianna que vamos a estudiar.

Observacion 2.6. Sabemos que el espacio V estd generado por las formas lineales xq, ..., Ty,
de P" y ademds se verifica que x;y N\ -+ N\ i, = Giy..q;, para 0 < ig < --- < i < n.



3. Preliminares de sucesiones exactas

En esta secciéon recordaremos los dos resultados fundamentales sobre sucesiones exactas
que necesitaremos en el trabajo: el complejo de Eagon-Northcott y el Lema de la serpiente.

3.1. Complejo de Eagon-Northcott

En esta primera subsecciéon recordamos el complejo de Eagon-Northcott, que veremos
en dos versiones distintas, en lenguaje de formas multilineales y en lenguaje de tensores en
espacios vectoriales (que sera el que necesitaremos).

3.1.1. Version multilineal

Demostraremos aqui el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Dada una sucesion exacta de espacios vectoriales:

B @

0 v |4 Vv’ 0

con dim V’=k+1, entonces para cada m < k + 1 eziste una suceston exacta larga:

0 — Mult(V' x - x V') —A Mult(V, V' x --- x V') — -
—_—— —_———
m—sim m—sim
o Mult(V X -+ X V, Sim(V', V")) —Am=t Mult(V x - x V, V') —Am
N—— N———
m—2—antisim m—1—antisim
—Am Mult(V x - x V) —Am40 Mult(V" x - x V") — 0
N—— —
m—antisim m—antisim

donde para cada i la aplicacion A; viene definida por:

i—1 m—i+1 i m—i

——— e rm— A T — LT
Mult(Ant(V x -+ x V), Sim(V' x --- x V')) =5 Mult(Ant(V x -+ x V), Sim(V' x --- x V"))
-

A(vi, .o, im0, 0, o, 0) )\(vl,‘...,vi,vgﬂ, ) =
= Z;Zl(—l)ﬁ'l/\(vl, ey Uy ey Vi @(V), V15 ooy Upyy)

Demostracidon. Definiremos las aplicaciones mas detallamente



- Definimos Aj:

N —
Vix-ox V' K

m m—1
. / 7 Ay . / 7
Mult(Sim(V' x --- x V")) — Mult(V,Sim(V' x --- x V"))

— d=n7voa
donde tenemos que:

- v es multilineal y simétrica en las m coordenadas

- a(vy,vh, .., vl) = (p(v1),vh, ... 0))
/

- y por tanto 5(171’”5’ "-aU7/n> = 7(¢(Ul)>v,2> ~-'>Um)

Luego ¢ es multilineal porque = lo es y es simétrica en lag m-1 tltimas coordenadas ya
que v lo es.

- Definimos As:

. ' l Az . / l
Mult(V,Sim(V' x --- x V")) — Mult(Ant(V,V),Sim(V' x --- x V"))

0 — a=20Jdob
donde tenemos que:

- § es multilineal y simétrica en las m-1 tltimas coordenadas

b1, 02, ey ) = (02, 9(01), Vg V) — (01, 9(02), Vo V)

- y por tanto a(vy, va, Vs, ..., vl,) = 0(ve, p(v1), v5...,v),) — 0(v1, p(v2), Vh..., v,)



Luego « es multilineal ya que d lo es, es simétrica en las m-2 ultimas coordenadas ya
que ¢ lo es y es antisimétrica en las 2 primeras coordenadas ya que:

Oé(’l)l, V2, .uey ’U;n) = 6(“27 (P(Ul)a Ug"'v v;n) - 5(“17 (,0(712), Ug"'v v;n)

CY(’UQ, U1y -eey /U';n) = 5(017 (P('UQ), Ug"'v /U';n) - 6(027 (P(vl), Ué"'v /U';n)

con lo cual vemos que efectivamente «(vy, ve, ..., v),) = —a(va, vy, ..., v},)

- Definimos A;:
i—1 m—i+1
/_Aﬂ ,—/\—
VU x o xVxV' xRV — =K

i—1 m—i+1 i
,—’% /ﬁﬁ

X " —
Mult(Ant(V x - x V), Sim(V' x -~ x V') 25 Mult(Ant(V x -~ x V), Sim(V' x - --

— A=Aon
donde tenemos que:

- A es multilineal, antisimétrica en las i-1 primeras coordenadas y simétrica en las
m- i+1 tltimas coordenadas
oy AN _1)\j+1 - . N o
= VL, ey Uiy Vg g5 ey V) —ijl( D01 ey Uy oy 03, 0(05), Vi g -0, V)
-y por tanto:
i

AL, oy Uiy Uy 15 ey Upy,) = ijl(—l)j‘HA(vl, ey Uy ey Vi @(Vf), Vi1 oo Upyy)

Luego A es multilineal ya que A lo es, es simétrica en las m-i iltimas coordenadas ya
que A lo es y es antisimétrica en las i-1 ya que X lo es, tambien es antisimétrica en las
i ya que:

71—

2
)\(Ul, Vi1, Ui,U;_H, cey ’U;n) = Z(—l)j+1A(Ul, ...ﬁj, ey Vj—2, V51, Uy, @(vj),vgﬂ, ceey ’U;n)
j=1

/

+(_1)i_1+1A(v17 cey Vi—2, U4, @(Ui—1)7 U7IL+17 seey vm)+(_1>i+1A(vlv ey V3—2, V51, @(Ui% U7/;+17



Por otro lado,

i—2
AV, 04, Vi1, Vg gy ey V) = Z(—l)jHA(vl, ey ey Vim2, V3, Vi1, (05), Uiy 1 ey Ury)
j=

—_

(=D A (01, ey vim2, Vi1, ©(01), Vs ey V) H (= 1) A (V1 ey vi—2, Vi, (V1) Vs ey V)

vemos entonces que

/ / / /
AV1, Vi1, Vi, Ui g5 ey Upy) = —A(V15 00045 Ve 1, Vi g -ons Upy)

- Definimos A;1:

Voo xVxVixooox V!
i+1 m—i—1

3 m—1i i+1 m—i—1
ST e o) i+ — N
Mult(Ant(V x --- x V), Sim(V' x --- x V")) Mult(Ant(V x - x V), Sim(V' x --- x V"))

—
A — p=Jdoc

S

donde tenemos que:

- X es multilineal, antisimétrica en las i primeras coordenadas y simétrica en las m-i
ultimas coordenadas

™ ,
= (VL5 ey Vi1, V) gy ey V) = Z;il(—l)J(vl,...,vj, ey Vi1, P(V5), Ul gy ey V)
- y por tanto '

P(VLy ey Vi 15 Uy oy Upy) = Z;:ll(—l)J)\(vl, ey Ujy ooy Vi1, (V) , Vi gy ey V)

Luego p es multilineal ya que A lo es, es simétrica en las m-i-1 altimas coordenadas ya
que A lo es y es antisimétrica en las i primeras ya que A lo es, también es antisimétrica
en las i+1 ya que:

P(V15 Vi Vi1, Ul gy ooy Uy ) = Z(—l)j)\(vl, Uy ey Vim 1, Uy Vi 15 P(05), Uiy gy oves Ury)
j=1



+(_1)i)\(7}17 ooy Ui—1, Vi41, Qo(vi)a U£+27 ey U;n)+(_1)i+1)\(v17 2oy Vi—1, Vg, so(vi-f—l)u U£+2) ey U;n)

Por otro lado,

i—1

PV e Vi1, Viy Ul gy ooy Upy ) = Z(—l)j)\(vl, ey ey Vim1, Vi1, Uiy @(05), Ul gy vy Ury)
j=1

F (= 1) N1 evey Vi1, Uiy @(Vi 1), Uy vy Ui ) H (= 1) N1 ooy Vi, Vi1, @(01), Vs vy V)
vemos entonces que
A1, o Vi1, V3, Vi gy ooy Uy ) = =AU, 20, Vi1, Vg g oo, Uly)

- Definimos A,,:

m—1 m

— A —
Mult(Ant(V x --- x V), V") = Mult(Ant(V x --- x V))

€ — og=¢coe
donde tenemos que:

- € es multilineal, antisimétrica en las m-1 primeras coordenadas

- C(’Ul, ...,Um) = Z;’n:l(_l)']—i_l(vl; "‘7UAj7 "'7/Um780(/vj))

m

- y por tanto o(vy, ..., V) = ijl(—l)j“‘le(vl, ey Uy ooy Uy 0(05))

Luego o es multilineal ya que € lo es y es antisimétrica en las m-1 ya que A lo es,
también es antisimétrica en las m ya que:

m—2

(V1 eeey Ume1, V) = Z (—1)j+1e(vl, o Ujy ey Um—2, Un—1, Um, 9(5))
j=1

+(—1)m_1+1e(v1, ceey Um—2, Uy @(Um—1)) + (—1)m+1e(v1, ceey Um—2, Um—1, ©(Um,))



Por otro lado,
m—2

(V1 eeey Uy Up—1) = Z (—1)j+16(1)1, Uy ey Umn—2, Uy Un—1, ©(V5))

7j=1
+(_1)m71+16(v17 vy Um—2, Um—1, QO(’Um)) + (_1)m+16(1}17 <oy Um—2, Umy, @(Um_l))
vemos entonces que o (v1, ..., Um—1,Um) = 0(V1, «vy Uy Un—1)

- Definimos A,+1:

WVxoo o xVi——=K

7
VX xV
—_———
P —
Mult(Ant(V x - x V) 55 Apuli(Ant(V" x - x V7))
o — upu=ocod

donde tenemos que:

- o es multilineal, antisimétrica en las m coordenadas
- d(vll/a ceey U;’z) = (B(U/l/)v s B(U’Z’L))
- y por tanto p(v1,...,vm) = o(B(vY), ..., B(v]))

Luego p es multilineal ya que o lo es y es antisimétrica en las m coordenadas ya que o
lo es.

Demostramos que la sucesién segun la hemos definido es exacta:

Por definicién sabemos que:
=  es sobreyectiva

. Im(B) = ker(y)

= [ es inyectiva

Tenemos que probar que:

10



1. La aplicacion A; es inyectiva
2. La aplicacion A,,4+1 es sobreyectiva
3. Im(A,) = Ker(Apt1) con p = 1...m (maés tarde identificaremos los tres casos)

A continuacién probaremos cada uno de los requisitos

1. Aj es inyectiva

Para probar que A; es inyectica debemos ver que si Aj(vy) = 0 entonces v = 0. Es
decir,

&siy(e(vr),vh, ...,vl,) = 0 para cada v1 € V y vh, ... v, € VI = ~(v],vh,...,v],) =0

/ / / !
para cada v}, vy, ..., v, € V'7

Como ¢ es sobreyectiva entonces para cada v] € V' existe v; € V tal que ¢(v1) = v].

/

Y como y(p(v1),vh, ..., vl,) = 0 entonces se tiene que (v}, v}, ...,v),) = 0.

2. A1 es sobreyectiva.

m

/_/_
Ay seréd sobreyectiva si para cada p € Mult(Ant(V" x --- x V")) existe
m

—
o € Mult(Ant(V x --- x V)) tal que p = Ayy1(0), es decir,
A /_H /_jiﬂ
. para cada p € Mult(Ant(V" x --- x V")) existe ¢ € Mult(Ant(V x --- x V)) tal
que

P oo V) = 0 (B(07), s B(0]))

para cada v{,...,v), € V''?
m
——
Debemos construir la aplicacién o € Mult(Ant(V x --- x V)) que verifique la igualdad
anterior. Como f3 es inyectiva, entonces podemos poner V como suma directa de S(V")
y un espacio complementario.

V=3V"aew
Definimos
m—antisim
——N—
o Vllx...xvll e K

(BY) + w1, BOY) + w2, ey BOL) + W) > (] 0y )

Debemos probar que o estd bien definida y que verifica que

P oo V) = 0 (B(07), s B(0]))

11



- | o esta bien definida?

Sabemos que o estd bien definido ya que si tomamos

v = B(’U/l/) + 1171

O
v = B(Ulll) + wq
y .
U = B(V) + Wi
O

Um = 5(%’%) + wm

entonces o (v1, ..., Uy) = p(vf,...,v) es independiente de la eleccion de los ele-

s Uy,
mentos de W que hagamos.

- p(f, s v) = 0 (B(V]), - B(up))?
La igualdad anterior se verifica por como hemos definido o.

3. Im(Ap) = ker(Ap41) parap =1..m

Tenemos que tres casos:
» Casol: Im(A;) = ker(As)

» Caso2: Im(A;) = ker(A;41) parai =2..m — 1
» Caso3: Im(A,,) = ker(Am+1)

Veamos cada uno de los casos
Casol: Im(A;) = ker(As)

m—1 m
—_—~ —_—~
- Im(Ay) = {6 € Mult(V, Sim(V' x --- x V') tal que existe v € Mult(Sim (V' x --- x V'))
m—1

—
con § = Ay(7)} = {6 € Mult(V,Sim(V' x --- x V")) tal que existe

——~
v € Mult(Sim(V' x -+ x V")) con §(vy, vh, ..., vl.) = v(o(v1),vh, ..., v},)
para cada v1 € V y para cada v}, ...,v,, € V'}

m—1
——
- ker(Ag) = {6 € Mult(V,Sim(V' x --- x V")) tal que A3(6) =0} =

m—1

——~—
{6 € Mult(V,Sim(V' x - -- x V')) tal que a(v1, v2, v}, ...v},) = 0 para cada vy, v2 €

12



m—1

—N—
V y para cada v},...,v,, € V'} = {§ € Mult(V,Sim(V' x --- x V")) tal que
d(v2, o(v1), 05, ..., vl,) = d(v1, @(va), V5, ..., v),) para cada vi,ve € V y para cada
v, v, € V'Y
Veamos que Im(A;) C ker(Asz).
m
——
Sea 6 € Im(Ay), entonces tenemos que existe v € Mult(Sim (V' x -+ x V'))
tal que 0(v1,vh,...,v0,) = v(p(v1),vh,...,v),) para cada v; € V y para cada
Vv, € VL
00 € ker(A2)? L8(va, o(v1),vh, ..., vl,) — 6(v1, p(v2), v, ..., v),) = 07 Por definicion
tenemos que:

/

5(7)27 (,0(’01),7):,3, "'7vm) = 7(90(”2)7 (Ul avév ey Uqln)

/

5(7)17 90('02)7 vi,’w ) vm) = 7(90(”1)’

Como 7 es simétrica entonces y(¢(v2), ¢ (v1), VG, ..., v),) = v((v1), p(v2), V5, ..., v],)
y por tanto d(ve, p(v1), v, ..., v),) = d(v1, (v2), V5, ..., v,).
Luego (v, (v1), v, ..., vh,) — d(v1, o(v2), vh, ..., v),) = 0y asi & € ker(Asg).

Veamos que ker(As) C Im(Ay).
Sea ¢ € ker(B), entonces (v, ¢(v1), 05, ..., vh,) — 0(v1, @(v2), V5, ..., v),) = 0 para
cada v1,ve € V' y para cada vj, ...,v,, € V'

m

—_—~—
&6 € Im(A1)? & Existe 6 € Mult(Sim(V' x --- x V') tal que
d(v1,vh, . vh)) = v(p(v1), 05, ..., v),) para cada v € V' y para cada v, ...,v], € V'
?
Debemos construir v simétrica en las m coordenadas tal que d(vy,vh,...,v),) =

Y(p(v1), v, ..., vl,) para cada vy € V y para cada v}, ...,v), € V',

sabiendo que §(va, @(v1), 05, ..., v5,) —d(v1, p(v2), v, ..., v),) = 0 para cada vy, vy €
V y para cada v}, ...,v,, € V'
Sea B’ = {v},...,v]_,} una base de V''y B = {v1,...,v,_} conjunto de ele-
mentos de V' tal que ¢(v;) = v
Definimos la aplicaciéon 1) que manda los elementos de B’ en los elementos de B.
v Vo — V
/

v, >

Esta aplicaciéon esté bien definida. Usando ¥ definimos la aplicacién v como sigue:



~ estd bien definida por como la hemos definido. Faltaria probar que es simétri-

ca, es decir, y(v},vh, ..., v)) = v(vh,v],...,v],)7. Evaluamos las dos partes de la

igualdad que queremos probar,
YV, vy, vl ) = S(p(V)), v, . vl)) = §(v1), go(vg),vé, ey U)

y(vh, v, vl = 6(P(Vh), 0], -y v)) = 8(va), p(v1), V5, oy V)
Pero como § € ker(Asz) se tiene que:

/

6(1)27 <P(U1)a Uév ey U';n) - 5(017 ()O(UQ)a U‘lja -"7Um) =0

para cada vq,ve € V y para cada vj, ...,v,, € V'.

Entonces v es simétrica.

Caso2: Im(A;) = ker(Aiy1)

i m—i
- Im(4;) = {\ € Mult(Ant(V x -+ x V), Sim(V' x --- x V")) tal que existe
i—1 m—i+1
A € Mult(Ant(V x -+« x V., Sim(V' x --- x V")) con X = A;(A)} =
i m—i
{X € Mult(Ant(V x -+ x V), Sim(V' x --- x V')) tal que existe
i—1 m—i+1

——— P N—
A € Mult(Ant(V x -+ x V), Sim(V' x -+ x V'))con A(v1, ..., 0, U, ...0),) =
= Z;Zl(—l)JHA(Ul,...,U}-,...,vi,w(vj),vgﬂ,...,v;n)
para cada vy,..v; € V' y para cada vj_,...,v;, € V'}.
i m—i

—_— — e
- ker(Ai1) = {\ € Mult(Ant(V x -+ x V), Sim(V' x - x V) tal que A;11(N\) =

0} =
— —_———
{X e Mult(Ant(V x -+ x V), Sim(V' x - x V') tal que p(v1, ..., Vi1, V) o, ... 0),) =

i+1 - -
=3 L (1IN0 s Ty e Vi1, 9(V5), Vi gy o, U7,) = 0 para cada vy, .01 €V
y para cada vj_,...,v,, € V'}.

- Veamos que Im(A;) C ker(A;y1).
i—1 m—i+1
Sea A € Im(A;), entonces existe A € Mult(Ant(V x --- x V), Sim(V' x --- x V"))

oyl /)y — N j+1 7. ) N\ o /
con A(V1, ooy Uiy Vg5 V) = D51 (1) T A (01,0, 05, e, 03, 0(05), Vi e Up)
para cada vy,..v; € V y para cada v} ,...,v;, € V'
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LA € ker(Ai)?

1 .
& ZH_ ( ) (U17"'7Uj7 "'7vi+1790(vj)7vé+27' “ m) =0
para cada vy, ...v;41 € V' y para cada vj_ o, ..., v, € V'} 7

Por definicién tenemos que:

A(Ula-~-7 Vjyoeey Vit1, @(Uj)vﬂvngl?“'v;n) =

J
= Z D) LA (U1 ooy Uy ooy Ty oy Vi1, ©(00), 9(07), Uy vy V) +
i+1
Z (1) LA (U1 ooy Uy ooy Uy oy Vi1, ©(00), 9(05), Vs vy V)
n=j+1

Luego Z;—;ll(_l)])‘(vh ) vAja ooy Vit 1, SO(U])? 'Ug+2, ) U;n) =

i+l j
:Z Z n+1A vl,...,v}“...,v},...,Ui+1,<p(vn),g0(vj),v£+2,...,v;n)+
i+1
Z (1) LA (ULy ooy Uy ooy Uy oy Vi1, ©(00), 9(07), Vg vy V)
n=j+1

desarrollandolo y sabiendo que A es simétrica en las m-i+1 tltimas coordenadas
llegamos a que es igual 0 luego A € ker(A;+1)

Veamos que ker(A;+1) C Im(A4;).
Sea A € ker(A;;+1), entonces
i+1

Z(—l)j)\(l}l, ...,UA]', ceey U1, gO(’Uj), Uz/'+2> ...,’U;n) =0
7j=1

para cada vy, ..v;41 € V' y para cada vj_y, ..., v, € V

i—1 m—i+1
/_/% . / / /‘
N e Im(A;)? L Exlste A€ Mult(Ant(V x -+« x V, Sim(V' x --- x V"))

con A(vg, ..., vi, v i1y ) =
= Z;zl(—l)jHA(Ul, e Uy oy V3, @(0f), Ul g 2oes V)
para cada vy, ..v; € V' y para cada vj ,...,v;, € V'?

i—1 m—i+1
Debemos construir una aplicacion A € Mult(Ant(V x - x V), Sim(V' x --- x V'))con
AL, ey V3, Vg, - 0p,) = Z;Zl(fl)jHA(vl, ey Ujy wey Vi, 0(V), Vi 15 ey V)

15



para cada vy,...v; € V' y para cada vj_y,...,v;, € V' sabiendo que

i+1

D (=1AW1, oy Gy oy Vi1, 9(05), V95 ey V) = 0

j=1
para cada vy, ..v;41 € V' y para cada vj_y, ..., v, € V'
Para definir A usamos la base B’ = {v},...,v/,_,} de V', el conjunto B =
{vi,...,vp—i} de elementos de V tal que ¢(v;) = v} y la aplicacion ¢

v Vo — V
/

/

Se verifica que p o1 = Id pero v o p # Id
Ademas,

v—(p(v)) € Ker(p) = Im(B) = v — ¥ (p(v)) = B(0")

para algin v” € V.
Usando ésto definimos A como sigue:

i—lantisim m—i+1lsim

—N—
A: Vx - xVxVx--.xV — K

/ /
(V15 eeey Vi1, V) oy U, ) — %
Siendo * igual:
1 m
/ ! / / 7 !
A1, oy Vim1, U5, ey Uy,) = e E A1,y vie1, Y(Uy,), U5, oo, U, o Up)

n=t

1 i—1 m

(m—i+1)(m—i+2) Z

=1 n=¢

A1, ooy W(P(Up)), ooy Vi1, Y(VL), Ul ooy 0 o 0L

1—2 1—1 m

(m z+1)(m z+2 (m—i+3) Z Z Z

p=1 g=p+1 n=t

A1, oy (V) ooy W(0(0g))s evvy Vi1, Y(VL), Ul ey O o0

i—1-li—1-1+1

1 i—1 m
+(_1)l (m—i+1)(m—i+2)--(m—i+1+0) Z Z Z Z
1=Ti—1 n=1

l ri=1 ro=r1+1 r=ri—
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A(”L'"ﬂb(@(”ﬁ)%"'7¢(90(UT2))7"‘7¢(¢(vrl)) 5 Vi-1, 1/}( )7 Vg - 7“217'”77)%)
1

(m—i+1)(m—i42)---(m—i+1+i—1)
i—1

— e (=1

Z AW(@(Ul)), E) w(gp(vi—l)% w(viz)v 'Uz/" "'UZw sy ’U;n)

Es una aplicacién bien definida y desarrollando se comprueba que efectivamente
A€ Im(A;)

Caso3: Im(Ay,) = ker(Am+1)

m m—1

/—/% . ——
- Im(Ap,) = {o € Mult(Ant(V x --- x V)) tal que existe € € Mult(Ant(V x --- x V), V')

—
con o = Ap,(€)} = {o € Mult(Ant(V x --- x V)) tal que existe

m—1

——— .
€ € Mult(Ant(V x --- x V), V') con o(v1,,...Um) = Z;nzl(—l)J‘He(vl, ey Ujy ooy U, 0(05))
para cada vy, ..., € V}.

———
- ker(Am+1) = {0 € Mult(Ant(V x --- x V)) tal que Ap41(0) =0} =

—
{o € Mult(Ant(V x --- x V)) tal que o(B(v)),...,B(v1)) =
para cada vf,..v) € V"}

- Veamos que Im(Ay,) C ker(Am+1).

——
Sea o € Im(A,,), entonces existe € € Mult(Ant(V x --- x V), V') con

m
vlw"' Z ]+1 vlw“aﬁja-'wvmagp(vj))
7j=1

para cada vy, ...v;, €V .
bo € ker(Am+1)? bo(B(W)), ..., B(W))) = 0 para cada vf,..v), € V" ?

m
Por definicién tenemos que:

a(B(v1), s = > (T B@1), o BWY), s B, 2 (B())))

J=1
Como Im(B) = ker(p) = Im(B) C ker(y)

=pofB=0
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entonces sigma(B(vY), ..., B(vy,)) = Y5, (=1)7 e(B(v1), ...,B(;};,), e B(V1),0)
=0 € kerAp41.

Veamos que ker(Am,+1) C Im(Ap,).

Sea o € ker(Ay+1), entonces o(B(vY), ..., B(vl)) =0

para cada v{,..v) € V"

—1
i oeIm(Ay,)? i Existe e € Mult(Ant(V x --- x V), V') con
m .
o(V1y,y.Um) = Z(—l)”le(vl, cees Ujy ooy U,y 9(05))
j=1
para cada vy, ...vy, € V7
m—1

. . . *
Debemos construir una aplicacion € € Mult(Ant(V x --- x V), V') con

m

(U1, ... 0p) = z:(fl)jﬂe(vl7 ey Uy ooy U, 0(05))
j=1
para cada v1,...u, € V sabiendo queo(B(vY), ..., B(v)))) =0
para cada v{,..v), € V"
Para definir € usamos la base B’ = {v],...,v],_,} de V', el conjunto B =

n
{v1,...,vp_1} de elementos de V tal que ¢(v;) = v} y la aplicacion ¢

p: Vo o— V
!

/

Se verifica que p o1 = Id pero 9 o p # Id
Ademas,

v —P(p(v)) € Ker(p) = Im(B) = v — P(p(v)) = B(V")
para algin v” € V.

Usando ésto definimos e como sigue:

e: A"'VxV — K
(V15 ey U1, 0),)  —> %

Siendo * igual:

€(V1y ey U1, Uh) = (V15 ooy U1, (V) —

m—1

1

- > oW1 B(P(Vn)s oo U1, (V],))

n=1

18



[asry

m—2 m—

g 30 S 001, B (P (00))s s YD (0p))s s D1, B(0)
2

=1 p=n+1

3

m—1—Im—1-I[+1

_'”+(_ 12u+1 Z Z Z

ri=1 ro=ri+l1 TI=Ti—1
(V15 e Y(0 (V7)) o0 V(D (Vry)), s Y ((0r,)) ooy U1, Y (V],)
-t (*1)’”_1(1_2,,_%0(1#(90(@1)), o Y(P(Um—1)), ¥ (v],))
m—1

Es una aplicacién bien definida y desarrollando se comprueba que efectivamente
o€ Im(An)

O]

3.1.2. Version tensorial de espacios vectoriales

Construiremos aqui el complejo de Eagon-Northcott como una sucesion exacta de espa-
cios vectoriales de tensores.

En primer lugar daremos una notacién que usaremos que aqui en adelante:
Notaciéon 3.2. s S'X representa el producto simélrico i-ésimo de X

] /\iX representa el producto exterior i-ésimo de X
para cualquier X espacio vectorial, fibrado vectorial, ...

A continuacién demostraremos el siguiente:
Teorema 3.3. Dada una sucesion exacta de espacios vectoriales

B ®

0 w’ w w” 0

con dimW”’=k+1, para cada m < k + 1 existe una sucesidn exacta

2
0— S™W™ — W* @ S TW™ — AW @S PW — - —

— W@ /\ W*—>/\W*—>/\W’*—>O
donde cada i definimos

/\i*l W* x Sm—i+1w!l* N /\l W* x Sm—iw/l*
A AAXNC) @ (0 agy) = 20 (M A AXim1 Ap*(a)) @ (af - dj - ony)
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Como las flechas estan definidas de forma natural, el mismo resultado sigue siendo cierto
para fibrados vectoriales, que es el que usaremos:

Corolario 3.4. Dada una sucesion exacta de fibrados vectoriales

0 F’ F F" 0

con dim F’=k+1, para cada m < k + 1 existe una suceston exacta

2
0— STF™ — F*@ S" P — NFr @ Sm R — e —

m—1 m

e F™ /\F*—>/\F*—>7\F’*—>O

Empezaremos llamando V’, V, V” respectivamente a los espacios vectoriales duales de
W2, W, W” con lo que tendremos una sucesiéon exacta,

0 v V Vv’ 0

a la que podemos aplicar el Teorema 3.1. El punto clave es que la sucesién que queremos de-
mostrar es equivalente a la dada por el Teorema 3.1. Para ver ello necesitamos una, definicién
previa:

Definicion 3.5. Sea A € M,,, definimos su permanente por la férmula:
[A] =2 0es, Lj=1 4500

Observacion 3.6. Para cada i existe un isomorfismo
AN V@ Sm=V™ = Mult(V x - x V) V' x --- x V') donde

Vv
i—antisim m—i—sim

Para ()\1/\/\)\Z)®(a;+la;n) G/\iv*®5m—ivl*

NV x§miV K
/ /
(VLy ooy Uiy Uj gy ey Uy > K5

**

stendo ** igqual

Ar(v1) oo Aa(vi) i1 (Vigr) oo (Vi)

M) () oLy (o) e al(th)

de esta forma definimos el isomorfismo como determinante por permanente.
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El Teorema 3.3 quedara demostrado en cuanto demostremos el siguiente:

Lema 3.7. Con los isomorfismos de la Observacion 3.6 y las aplicaciones definidas en los
enunciados de los Teoremas 3.1 y 3.3 se tiene un diagrama conmutativo:

0 gmy V@ §moty
OHM’Lth(V){ XV)HMUH(V,V/X‘-'XV/)H---
/\m—2 V*® SQvl* /\m—l V*® VI
s Mult(V X - X V, Sim(V! V) ——= Mult(V x - x V, V') ——

m—2—antisim m—1—antisim

/\m V* /\m V//*

.

—— Mult(V x -+ x V) ——= Mult(V" x --- x V") ——=0
—_—— —_———
m—antisim m—antisim

Demostracion. Tenemos que demostrar para cada i la conmutatividad del diagrama:

/\i—l V*® Sm—i+1y/7x b3 /\l V*® gm—iy/rx

=p1 l =pg

Mult(Vx - xVV'x+ oo x V) ——= Mult(V x -+ x V) V' x - px V) —

i—1l—antistim m—i+1l—sim

t—antisim m—i—sim

donde p; v p4 son los isomorfismos de la Observacién 3.6, ps es el homomorfismo del
Teorema 3.1 y p3 es el homomorfismo del Teorema 3.3
Para ver que conmuta el diagrama comprobamos que py o p; = pg o p3

Definimos el isomorfismo py:

Para (M A~ AXN—1) ® (o - ol € /\i—l V* @ §m—itlyrx
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ANV x gmoitlyr K

/ /
(V1 ey U1, V), ooy 0],) > ok

siendo ** igual
AM(v1) oo A(vier) al(v)) ..o o, (V)
)\i_l(vl) . /\i_l(vi_l) a;(vq’n) . OJ;n(U;n)
Definimos ps:

Para A € Mult(\'""'V, 8™ +1V"), definimos A € Mult(\'V,S™ V") de la siguiente

forma

%
)\(’Ula -eey Ug, Ug—i—l? v;n) = Z(—l)]+1A(U1, "'7’UAj7 -eey Uiy SO(Uj)?U:L-i-la "'7v;r7,)

7j=1
Luego p2 o p1(At A=+~ AXic1) @ (0 a,)) =
i )\1(1]1) e )\1(’()];1) )\1(’0j+1) e )\1(?./1‘)
= ( 1)j+1 : : :
J=1 )\1;1(’01) e )\1;1(’03;1) )\ifl(’U]LFl) e )\2;1(1}1')
a;(p(vy)) i (evy) - al(e(v;))
a;(vngl) O‘;+1(U§+1) e O/m(vz/'ﬂ) B
aj(vy,)  dig(om) o an(un)
i )\1(1}1) . )\1 (’Ujfl) )\1 (/UjJr]_) e )\1(1}1‘)
=> (- ' : '
=1 Xi—1(v1) Xi—1(vj—1)  Ai1(vj41) Xi—1(v;)
m a;’(vz/'-l—l) e O/pfl(vz—i—l) 041/9+1(”i+1) Oéén(”;ﬂ)
> ap(p(vh) : : :
PR ey Lo@ilom) (o) () (o)

Por otro lado tenemos

Definimos el isomorfismo py:
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Para ()\1/\/\)\Z)®(a;+1a;n) E/\iv*®sm—ivl*

NV xsm=v'  — K

/ /
(V1y ooy Viy Ui gy oy Uy > K5

siendo ** igual
A(vn) o M) || i (i) e (Vi)

)\Z-(.vl) /\i('vi) a;_ﬂ'(v;n) a;n(.vﬁn)

Definimos pj:

/\i—l V*® SmfiJrlvl* SN /\l V*® Smfivl*
(A AAXC) @ (o rag,) > 2 (M A AXic1 Ap*(a)) @ (af - dj - ony)

Luego psop3((Ar A+ AXic1) @ (o -+~ o)) =

A1(v1) . A1(v;)
T Ai(w) A (vr)
Fal)(vr) .. ot (al)(vi)
aé(vz{—i-l) O‘;ofl(vg-&-l) O‘p+1(”z/‘+1) am(”é‘ﬂ)
Qo) o b () A (Uh) e ala(vh)

desarrollando el determinante por la ultima fila nos queda:

m i )\1 (’Ul) ce )\1 (’Uj_1> )\1 (Uj-‘rl) N )\1(1),‘)
=33 (=1t : : :
p=t j=1 )\i_l(vl) . /\i_l(vj_l) /\i_l(ij) ... )\i_l(vi)
O‘;(Uz/#l) e oz;_l(vngl) 0‘;+1(U§+1) ‘e a;n(vngl)
" (0p) (v5) : : : :
a(vy) o (v) (o) ag ()
Efectivamente tenemos los mismos sumandos en ambas expresiones y el signo coincide
luego ps o p1 = p4 o p3 y por tanto el diagrama conmuta O
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3.2. Lema de la serpiente

Terminamos esta seccién recordando el Lema de la serpiente, que dice:

Lema 3.8. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Dado un diagrama conmutativo de
R-mddulos con filas exactas:

h (s

0 N’ N N
PSS
M- 0

existe una aplicacion § en el diagrama inducido siguiente

coker(f) . coker(f) v coker(f")

7I'f/ Trf 7I'f//
0 N h N YN
s ! %
Y M Ay 1/ 0
iy 'Lf if//

ker(f') —— ker(f) — 2 ker(f")

donde i es la aplicacion inclusion candnica, ™ es la aplicacidn proyeccidn candnica y 0 :
ker(f") — coker(f’) es tal que la sucesion siguiente es exacta

ker(f") 2 ker(f) EN ker(f") LN coker(f") LA coker(f) ¥ coker(f")
y cualquier seccion del diagrama es conmutativo. Ademds se verifica que:

1. Sila aplicacion ¢ es inyectiva, entonces ¢ también es inyectiva.

2. Si la aplicacion v es suprayectiva, entonces ¥ también es suprayectiva.
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4. Fibrados vectoriales

En esta seccion recordaremos algunas nociones sobre fibrados vectoriales. En la subsec-
cién 4.1 recordaremos algunas definiciones y propiedades de los fibrados vectoriales y en la
subseccion 4.2 recordaremos algunas nociones sobre los fibrados universales.

4.1. Definiciones

Definicion 4.1. Un fibrado vectorial de rango r de una variedad X sobre K es una variedad
F con un morfismo F 5 X tal que

w existe un recubrimiento de X, X = JU;

o Vi I m H(U;) 2 U; x KTy el siguiente diagrama conmuta

o

7 1(U;) =—U; x K"
Ui
» Ademds se tiene que Vi, j :
I U) 2 U xK 2 Y (U;nU;) Ca Y (U;) 2U; x K"

y por la equivalencia anterior tendriamos:

N U;NU) = (U;NU;) x K"
y JA;; matriz r X r con elementos en O x (U; NU;) tal que:

UiNUj) xK' — a1 (U;NU;) —  (UiNUj) x K"
(x,v) — (z, Aij(z) - v)

Observacion 4.2. Hay una equivalencia entre lo categoria de fibrados vectoriales y haces
localemente libres sobre esquemas de tipo finito. Trataremos a la par fibrados y haces, los
distinguiremos por el tipo de letra: si F' es un fibrado entonces F serd su haz correspondiente

Definicion 4.3. Sea X es una variedad lisa que tiene un fibrado cotangente Qx (localmente
libre, de rango igual a la dimensidn de X y generado por las diferenciales), Y C X subvariedad
lisa y Qxy haz de las diferenciales de X restringido a Y , entonces ewiste el epimorfismo
stguiente

Qxjy — Qy

que consiste en la restriccion de las diferenciales.
De esta forma
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w Se llama fibrado conormal de Y en X ,N{HX, al nicleo del epimorfismo anterior.
= Se llama fibrado normal de Y en X, Ny |x ,al dual del fibrado conormal.
Por tanto se tiene la siguiente sucesion exacta:
0= Nyjx = Qxpy = Qy =0
Observacion 4.4. Eziste una sucesion exacta llamada sucesion de Euler:

0 — Qpn(1) = Ipit — Ipn(1) = 0

que se denota identificando Qpn(1) como el nucleo del morfismo Opi' — Ipn(1). Esta iden-
tificacion en el abierto x; # 0 se define como:

T Tk 1
d(—) = ——,0,... —
(:1:2) (07 707 JZ‘?,O’ 707 T 707 70)
——

(%) (k)

n+1
Ejemplo 4.5. Para x-pGi)-1 — p y Y=G(k,n) = G, para hallar los elementos de Qp
procedemos de la misma forma que para k=0 que es la observacion 4.4
Para nuestro ejemplo la sucesion de Euler es la siguiente:

0 — Qpg — 19[?'@(_1)(21}) — 9 — 0

y los elementos de Qp|g son de la formad((go‘%j’“) donde
/LO”'Z]C

d(Bo=dny — (0,0, -l o o, ,0,...,0)
Qig.. iy, 0. ik Dig...ip,

Ademds por la definicion anterior se tiene la siguiente sucesion exacta
*
0 — Ngp — Qpig = Q¢ = 0

Proposicion 4.6. Sea F un fibrado vectorial de rango r sobre un X arbitrario. Se tiene que

F*= \N"'F.

Demostracion. Como F es un fibrado vectorial de rango r, tenemos la aplicacion no degene-
rada siguiente,

r—1 T
Fe NF— \F
Como A" F = dx entonces tenemos la siguiente aplicacion bilineal

r—1

F®/\F—>19X
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y por tanto
r—1

F®/\F—>19X

sigue siendo una aplicacién no degenerada. Entonces se verifica que el dual del primer ele-
mento del producto es isomorfo al segundo elemento del producto, es decir F* = /\T_1 F. O

4.2. Fibrados Universales

Usaremos la notacion y los conceptos dados en [1].

Sea G = G(k,n). Consideremos A € G como un subespacio lineal k-dimensional de P(V)
o como un subespacio (k+ 1)-dimensional del espacio de vectores V*. Segtn el punto de vista
que tomemos tenemos dos diagramas donde las aplicaciones son proyecciones naturales:

I={(p,A) € XGIPEA}

{(v,A) e V¥ x Glv € A}

/ \G

El segundo diagrama da a @Q* una estructura de fibrado vectorial sobre G. Es mas, Q* es
un subfibrado vectorial del fibrado trivial V* x G. De aqui podemos considerar el cociente

*XG/Q*

que llamaremos fibrado vectorial cociente, S.
Podemos asociar a los fibrados Q* y S su haz localmente libre correspondiente sobre G:
Q* y §. Dualizando obtenemos la sucesidn exacta universal sobre G

0 —S§"—VRIg—Q9——0

Definicion 4.7. Los haces S* y Q de la sucesion anterior se llaman subfibrado universal (de
rango n — k) y cociente subfibrado universal (de rango k + 1) respectivamente.

Notacion 4.8. Llamaremos fibrados universales a los haces localmente libres correspondien-
tes. La notacion es consistente si miramos los espacios grassmannianos como el espacio
de cocientes de V. Puede no ser notacion estdndar pero preferimos que S y @ tengan el
mismo comportamiento al dualizar. Esto es asi porque tememos la siguiente identificacion
G(k,P") =~ G(n—k—1,P""). Y entonces la sucesion exacta para G(n—k—1,P"*) es la dual
de la sucesion anterior. De esta forma podemos intercambiar los fibrados de S y Q.
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Al intercambiar de forma libre las nociones de haz localmente libre y fibrado vectorial
tenemos que:

s mirando como fibrado vectorial, el fibrado universal cociente puede ser interpretado
como el dual del subfibrado Q* del fibrado vectorial trivial G x V*, Q* = {(A,v) tal que
v € Aquede fineA}

Ademds se verifica que Q|U7.Ozk viene generado por los siquientes vectores definidos en
la seccion 2.2

_ * * * _ * * *
Q|Uzozk =< w’io‘..ikfl’ e wl1’Lk > Y Q |Uzozk =< wio...ik,17 7w7,1’Lk >

» también consideramos el fibrado wvectorial universal S := G x V*/Q* que puede ser
interpretado como el dual del subfibrado de G x V' que consiste en S* = {(A, H) tal que
H se anula en A}

Ademds se verifica que S|y, viene generado por alguno de las formas lineales H;. ;, j,

definidas en la seccion 2.2

0---1k

S*’Uz'o“.ik =< Hio--.ikjoa Jjo=0,....n, JjoF# ig...ip >

Un modo alternativo de construir fibrados universales es considerar en P" = P(V) la
sucesion de Euler

0 —_— Qpn(l) —_— V ® 19[pm —_— ﬁpn(l) e 0
levantandola a I mediante p y bajandola a G mediante g. Asi tendriamos :

- 8% = qup* (Qpn (1))
- Q= q.p"(Jpn(1))

Observacion 4.9. En G(0,n) = P, la sucesion exacta universal coincide con la sucesion
de Buler y Q =pn(1) y S = Tpn(—1), es decir, Qpn(1) = S* ® Q* . En G(n — 1,n) =P,
tenemos que Q = Tpn+(—1) y S = Upn=(1).

De las identificacones de S* y Q con las proyecciones p y ¢ se sigue que H%(G,Q) =V y
considerando los duales, H%(G,S) = V*. En particular:

- dar una seccion no nula de Q es lo mismo que dar un hiperplano de P" (salvo constantes)
- dar una seccién no nula de S es lo mismo que dar un punto en P" (salvo constantes)

Maés en general, tomamos sg,...,s, 7 + 1 secciones independietes de S. Generan un
subespacio lineal W C V* de dimensién r + 1 que define un r-plano €2 C P". Consideramos
el siguiente diagrama conmuitativo de sucesiones exactas de fibrados vectoriales:
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W x G
S
0 Q* V*x G S——=0
VW x G
0
donde s esta definido por las secciones s, ..., s, dadas de §. Queremos estudiar cuando

s: WxG — S

0 su asociada
W x 19((; — S

no es inyectiva.

Del diagrama tenemos que un elemento (w,A) € W x G va a 0 por s si y s6lo si su imagen
en V* x G esta en Q* y ésto ocurre si y solo si w € A. Esto quiere decir que s no es inyectiva
en la fibra de A si y s6lo si A tiene interseccién no nula con W.

Asf tenemos que el conjunto donde s es degenerada localmente coincide con el conjunto
de k-planos A € P™ tal que A corta a €. (Tenemos un resultado anélogo para las secciones
de Q). Todo ésto se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.10. Tenemos las identificaciones naturales H*(G,Q) =V y
H°(G,S) = V*. Bajo estas identificaciones, s secciones independientes de Q corresponden
con un subespacio lineal A C P™ de codimension s.

Si s < k41, el conjunto de dependencia local de las secciones coincide con el conjunto
de k-planos que cortan a A en dimension al menos k — s + 1.

Andlogamente, r+ 1 secciones independientes de S corresponden con un subespacio lineal
B C P"™ de dimensidn r.

Sir+1 < n—k, el conjunto de dependencia local de las secciones coincide con el conjunto
de k-planos que cortan a B.

Si tomamos s = k+1 y r+1 = n—k, entonces tenemos el mismo conjunto de dependencia
local que coincide con el conjunto de k-planos que cortan a un (n — k — 1)-plano fijado ya
que tenemos la siguiente identificacion de haces invertibles /\k”Jrl Q= /\”_k S (podemos ver
la equivalencia mediante la sucesion exacta universal).
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Observacion 4.11. Como este haz invertible es dado por la inmersion de Plicker, lo deno-
taremos por Vg (1).

A continuacion daremos una propiedad del fibrado universal ) basado en una proposicion
de la subseccién 4.1 y utilizando los elementos de la base de ) definidos en 4.2

Observacion 4.12. Se tiene Q* = /\k Q(—1) y el isomorfismo viene dado por la siguiente
aplicacion

A Q @ ve(—1) =~ Q"
wz’fo...ik_gik, ARERRA w;...ik @ jy...iy, — Wigiy...ig—1
Wi gy N Wigig_gip_yiy N AW @ iglgy, —Wigiy i oy
— .
Wi e N A w:oil...ijlzij_l...ik @ ag...iy, — (_1)J+1wi0i1...ijll...ik
: > :
Wi N AW @ gy — (=) 2w, 4,

Finalmente enunciamos una generalizacion de las Observaciénes 4.4 y 4.9, el isomorfismo
entre fibrados universales y haz de las diferenciales S* ® Q* =2 (g, solo lo enunciamos sin
demostrarlo porque la demostracién es bastante engorrosa

Proposicién 4.13. Sea U;,. ;. el subconjunto de G que consiste en aquellos subespacios
(k+1)-dimensionales donde las coordenadas de Plicker p;,. ;, no son cero. Por una particu-
larizacion el Ejemplo 4.5 se sabe que U, 4, es un conjunto abierto afin de G con coordenadas

. Qig...ip_ 17 .. . . .
afines de este tipo —=—=LL (con todos los subindices de arriba iguales a los de abajo menos
Zk

@
uno), donde jo =0,. .(.),Z'A[], e yip, ..., n. Entonces existe un isomorfismo
0" @ 5* =~ O¢
determinado en cada U;,. 4, por
Q*® S* — Q¢

_ o o 2 Qig...ip_ 170
(P, Wig...ig—1 ®H10---2k30) ’ pio...ikd(iqiomik )

donde p son las coordenadas de Pliicker de un elemento de U;,. ;, .
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5. Fibrado conormal de la grassmaniana

En esta seccién hallaremos la resolucion del fibrado conormal de la grassmaniana. En
concreto demostraremos el resultado principal de esta investigacién. Para ello nos apoyamos
en [2] y en la idea de seccion 5.1 de [5]

Teorema 5.1. FEl fibrado conormal NéIIP’ de la grassmaniana

G(k,n) = G, admite la siguiente resolucion:

>
0 — Fr1(S*) — V@ Fp(S") — AV @ Frq(8%) — -+

k—i k—i+1
o= ANV Fi(S) — N\ Ve F(S) — -

k—2 k—1
— /\ V ® F3(S*) — /\ V@ F5(S*) — Ngp — 0

donde F;(S*) = (S* ® S©718*/S'S*) @ ¥g(—1)

Observacion 5.2. Para el caso k =1 la expresion del fibrado conormal coincide con la
expresion a la que se llegé en [5]

Partiendo de la resolucion anterior para el caso particular k=1 nos queda la siguiente
sucesion exacta:

0 — F2(5") — Ngpp — 0

Por lo tanto la ezpresidn del fibrado conormal es Ngp = Fy(S*) = (S* ® §*/5%5%) @
Og(=1) = A\ S* @ 9g(—1) luego efectivamente coinciden .

5.1. Demostraciéon del Teorema principal

Para demostrar el Teorema 5.1 demostraremos una serie de lemas y proposiciones a
continuacion. Primero de todo formaremos un diagrama conmutativo partiendo de la sucesion
enunciada en la Definicién 4.3

0— Ngp = Qpig = Q6 = 0
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Hallaremos dos resoluciones una para {p|g(Lema 5.3) y la otra para Qg (Lema 5.4). Estas
resoluciones son sucesiones de Eagon-Northcott(Teorema 3.3)

Lema 5.3. La siguiente sucesion es exacta

2
0 — SM1S* @ Yg(—1) — V@ de(-1) @ ¥ — AVedg(-1) @ 518 — - —
k—i ‘ k+1—1 '
o AV@dg(-) @58 — A\ Veds(-1) @S85 — -

k
...—>S*®/\V®19G(—1)—>QP|G—>O

Demostracion. Para hallar la resolucion para {dpg partimos de la sucesion exacta univer-
sal(vista en la seccion 4.2)
0— 5" —VRiIg—Q ——=0

Aplicamos esta sucesion a la siguiente sucesion de Eagon-Northcott, la cual hemos pro-
bado en Teorema 3.3 que es exacta:

2
0— S"V* S V*® Smflvl* N /\V* ® Smf2vl* SN

m—i—1 m—i
m—1 m m
= Ve ANV AV — AV —0

Aplicamos el caso m=k+1, con lo cual nos quedaria la siguiente sucesiéon exacta:

2
0— 1S 5 VR shs — A\Velgesh s — ... —

k—1 k+1—1
o AV @I SIS — N\ Vedee S8 — -

k k+1 k+1
~--—>S*®/\V®z9¢;,—> /\V®19G*> /\Q—>O
N—— ——
(1) 95(1)
’911»\@

Unimos esta sucesion en la parte final con la sucesion de Euler(vista en la seccion 4.3)
para la grassmaniana G(k,n)
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0 Q 1 ﬁ(zﬂ) Ve (1 0
— P\G( )*> P|G G( )

Asi tendriamos:

00— SFS* @0 —=V @5 @ SFS* —= N’V @ g ® SF16* — ...

k+1 k+1
AV @9g @ S* o AVvess -  AQ@— 0
—— ~——
(k11) Pa(l)
19[94@
N /!
Qpg(1)
pN
0 0

Multiplicamos tensorialmente por ¥g(—1) y obtenemos una sucesiéon que sigue siendo
exacta y es la resolucién que buscabamos

2
0 — SMS* @g(—1) — V@ ig(-1) ® ¥ — AVeig(-1) @ $F18 — - —
k+1—i—1 ‘ k+1—1 ‘
o= N Veds(-1) eSS — A\ Veds(-1) @88t — -

k
--~—>S*®/\V®19¢;,(—1)—>QP|G—>O

Lema 5.4. La siguiente sucesion es exacta
2
0 — S*@S*S* @U6(-1) — S*RVIe(-1)S"1S* — S*© /\ Veve(-1)os* 25" —
k—i—1 4 k—i '
e SR /\ V®ﬁ@(_1)®sz+ls* 5 ® /\V®19@(—1)®S’S* ..

k—1 k k
e 570 [\ Vag(—1) — ' \ Veds(-1) — S*0 /\ Qeds(~1) = S*®Q* — 0
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Demostracion. Para hallar la resolucion para Qg = S* ® Q* partimos de la sucesion exacta
universal(vista en la seccion 4.2)

Aplicamos esta sucesion a la siguiente sucesion de Eagon-Northcott, la cual hemos pro-
bado en Teorema 3.3 que es exacta:

2
0— S™V* — VsV — AV sV — . —
m—i—1

m—1 m m
Aplicando el caso m=k nos quedaria la siguiente sucesiéon exacta:

2
0— S*S* — Ve — AVede®sh2s —

k—i—1 k—1
o= N\ Vedge st — AVedse SiSt— -

k—1 k k
.--—>S*®/\V®z9¢;,—>/\V®19q;—>/\Q—>O
—~—

Q*(1)
Multiplicamos tensorialmente por S*(—1) y la sucesiéon que nos queda sigue siendo exacta
v es la resolucién que buscabamos:

2
0 — S5*@5* 5 *@ie(—1) — S RVeIe(-1)@S 15" — '@ /\ Vxig(—1)@5* 25" —

k—i—1 k—1
St N\ Veds(-1) @ ST — 5T e A Veds(-1) @85 — -

k—1 k k
= 570 \ Vag(—1) — ' \ Veds(-1) — §* 0 /\ Qeds(—1) = S*®Q* — 0

O]

A continuacién relacionaremos estas dos resoluciones mediante el siguiente lema. Mas
adelante lo utilizaremos en la, demostracién de la proposicién 5.7
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Lema 5.5. Partiendo de la siguiente sucesion exacta de espacios vectoriales

B

0 (A g W 0

entonces V 1 el siguiente diagrama es conmutativo

St Ly ® /\k—i W*+ b2 W & Sy ® /\k—i W*

X o]

Git2yy1 Q /\k—i—l W* P4 W @ SHIW™ & /\k—i—l W

donde p1 y ps estdn definidas como en el Teorema 3.3 y pa y pa estin defnidos de la
siguiente forma
Definimos pa como:

Py S & /\k—i W* — W™ @ STW"™ /\k—i W*
(af - af ) ® Nig2 A - Adpy1) — 23211 ol @ (af ---all o )®
®(Nir2 A Agy)

Definimos py como:

P4 S22 & /\k—i—l W* s W@ S /\k—i—l W*
(0 -0y) ® Nigs A hest) — S ap @ (af o+ ally)®

@(Aits A A Agg1)

Demostracion. Para ello tenemos que demostrar que ps 0 p1 = p3 0 py
Por un lado tenemos:

p1 SEF2py17* ® /\k—i—l W* gty Q /\k—i W*
(@f 0l y) @ Nigs Av - Adep1) +— Soii(af ol -+l ,)®

(@ (ag) A Xis - A Aggr)

po Si+1W//* ® /\kfi W* N W/'I* ® SiW//* ® /\kfi W*
(0f -+l ® Wipz Ao Adern) — Siffal @ (af - -al-aly)o
®(Nig2 A Agr1)

Luego
p2opi((af - afa) ® Niga A Adpp1)) =
i+2
=pa(D (o -+ all -+ afy) ® (0" () Adigs -+ Ades)) =
g=1
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Y por otro lado tenemos:

ps W @ S @ \F
o @ (af - ag--afip) ® (Niag A

@ivo) @ (" () AXigs A+ Aig1)

cag s 0fn) @ (97(ag) Adigs A Aegr)
off o o) @ (0 (ag) ANigs A Apy)]
Y O‘;/JrQ) ® ((p*(og;/_i_Q) AXig3 A= Agg1)

s W ® Siw!/* ® /\kfi W*
-1
A1) = 2o ag® R

®(p* (ar) A )\i+3 ARERNA Ak+1)+
k+1

Zr q+1a ® R

(] - alf--all ol ))®

R (7)) A Aigs A v A A1)

Py ST /\k—i—l W* — W™ e ST g /\k—i—l W
(of +-alia) @ Qi Ao Aea) = Dyl o (of - Ll )@
®(/\H_3 /\ A lambdag1)
Luego
p3opa((af -+ afys) @ Nigz A+ Apy1)) =
i+2
3(2 g @ (of Xha) @ (Nig3 A Adpg1)) =
q=1
1+2
—Zal ® 041 call ol ) @ (9" (o) Adigs A Ngt)
i+1 g—1 .
+> D e Loeay o) @ (97 (e)) A Xigs A Aggr)
q=2 r=1
i+2 A
+ Z ag ® ( afl o) @ (9 () A Xigs A Mg
r=q+1
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i+1
+3 ol @ (af -l +2) ® (" (al) Adiss A~ A1)
r=1

Vemos que efectivamente es lo mismo po 0 p1 = p3 o pg ya que  y r se mueven ambos
entre 1 y i+2 por lo el diagrama conmuta. O

Corolario 5.6. El lema anterior funciona tambien para los fibrados vectoriales F;(S*)Vi =
2...k + 1 definidos el teorema 5.1

Con estas dos resoluciones del Lema 5.3 v 5.4 formamos el diagrama siguiente:

Proposicion 5.7. El siguiente diagrama es conmutativo

0 0
Ném], QP\G S* ® Q* = QG 0
0 S* @ N*V ® 9g(—1) S @ \*V @dg(-1) 0

04>S2S* ®/\k_lv®19([;(_1) . S5*®S* ®/\k_1V®19((;(—1) 4)/\k_1V®F2(S*)

00— 535 N2V @ dg(—1) —= 5* @ S25* @ A" 2V @ 9g(—1) —= A" 2V @ F5(5%)

0—= S 19 @ A2V @ dg(—1) —= §* ® SF28* @ A2V @ dg(—1) —= A’V & F_1(S¥)

00— SFS* @V ®dg(-1) S* @ SF1S* @V @dg(—1)

V ® Fi(S¥)

0 —— SFF1G* @ Y (—1)

S* @ SFS* @ dg(—1)

Fi11(8%)
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donde la primera y la sequnda sucesion son las de los lemas 5.3 y 5.4 respectivamente y
las sucesiones horizontales son las aplicaciones naturales y de esta forma la tercera sucesion
estara formada por los conucleos de dichas sucesiones horizontales

Demostracion. Vamos aplicando el lema de la serpiente(Lema 3.8) a cada de estos pequenos
diagramas, sabemos que podemos aplicarlo porque cada diagrama conmuta por el lema 5.5
y el corolario 5.6:

Imf] Imfi Imfy

T

T
TH SkS* @V @dg(—1) —=S* @ SF1S* @V @ ¥g(—1) —=V @ Fi.(S*)
0

|

s SRS @ g (—1) S* ® SkS* @ vg(—1) Fip1(S%)

0 0

Imf} Imfs Imfy
0—=S*28* @ N>V @ 0g(—1) —= S* ® S¥ 35 @ A°V @ ¥g(—1) —= A>V @ Fy_o(S*)

00— 5F15* @ A2V @ 9g(—1) —= 5* ® S¥ 25" @ A2V @ ¥g(—1) —= A2V @ Fy_1(S*)

0 ker f3 ker f3 ker fg
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!/ 1"
Imfk—i+1 Im fr—iy1 Imfi_ i

0—5'S* @ NV @ dg(—1) —= 5* @ 5715 @ AV V @ de(—1) —= ATV @ Fi(S7)

0—= ST A"V @ig(—1) ——=5* 2 S'S* 9 AF 'V @ g (-1) —— NIV @ Fiya (S%)

0 ————kerf;_ ker fr_ii1 kerfy ;i1

Imf, | Imfr_1 Imf! |

0—=525* @ A"V @ g (-1) S* @5 NV @dg(—1) —= N1V @ Fy(S*)

0—=535* @ A" 2V @ g (—1) —= §* © S25* @ A 2V @ dg(—1) —= A" 2V @ F3(5*)

kerf;_, ker fr_1 kerf; |

De forma que estos diagramas se van pegando ya que las sucesiones son exactas, con
lo cual en la tercera sucesiéon vertical se van pegando los conucleos. Por lo tanto tenemos
que esta sucesion vertical es exacta hasta A" 'V ® Fy(S*). Para comprobar que es exacta
veremos el siguiente y Gltimo diagrama que estudiaremos en el siguiente lema 5.8 y que por
tanto pondra fin a la demostracién de esta Proposicion 5.7. 0
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Lema 5.8. El siguiente diagrama de sucesiones exactas es conmutativo:

0 0

N(EI]P’ QP\G S* ® Q* = Q(G E—— 0

@)

S @ NV @ e (-1) —= S @ A"V @9g(-1) —=

kerf,’ﬁl ker fri1

0 0

Demostracion. El diagrama central inferior conmuta por definicion.
A continuacién probaremos la conmutatividad del diagrama central superior:

Qpc a Q=S ®Q"

o] K

SNV @dg(—1) —= 5o A"V @ 9g(—1)

Para esto estudiaremos cada aplicacién por separado y de forma local, trabajaremos en
los abiertos Uiy, ...i).

1. (pltﬁp‘@,—)ﬂ@%s*@@*

Esta aplicacion viene de la sucesion mencionada en la subsectién 4.1
*
0— Ngp — Qpig = Q¢ =0

Qig---ik—140
Gig...i
subindices del numerador todos iguales menos uno a los subindices del denominador,

habra (kzl) (n — k) (estas diferenciales tambien son elementos de Qpg)-

Sabemos que Qg esté generado por las diferenciales del tipo d( ) (es decir, los

Faltaria dar la imagen de d(g’oi”“) Para ello usaremos la relacion de Pliicker ya cono-
0k
cida,

Dio...ix.Pjo...jr — Pio..cik—1joPirjr-.sk + Pio.cip—2irjoPig—141.jx —

k+1
-~ (=1) + Piy..injoPioj1..jx =0
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y de aqui obtenemos una relacién entre las diferenciales,

d( jo...ji

— p’io...ikfle d(qzk]l]k) + szﬂ]k d(qio-nikfle)

Gig...ix, Dig..ip, Qig...iy, Qig...i5,

Gig...ix,

Pig..cik—2irjo 5, Dik—141.-Jk Piy 11k 5, %o ix—2ikjo
- d( ) — d( )

Dig...i Qig...ix, Dig...i

4o (_1)k+2pi1---ikjo d( Gioj1.-jx )+ (_1>k+2pi0j1---jk

Qig...iy,

Qi ..igj
d( 1 k]O)

Usamos también el isomorfismo Qg =
subsecciéon 4.2

Asi tendriamos que:

Qig...ix

S* ® Q* definido en la proposicién 4.10 de la

. * *
P1: Op|g — Qe=5"®Q
Qig...i};_140 Qig.ig 100\ ~v 1
d qig-.-ik d( %04.4% ) (wZO Zk 1 ® HZO Zk]O) ’Lo 4
Q- iy, Pig..cig_1d0 7/ Qigi1--d Pigj1.--3 Qig.--ig 130
d( o k) } d( EI1- k)+ klllkd(
q7404.4'Lk p'LO Zk qlo 'Lk p204.474 q'LO Zk
_ Pig-ip_gigio d(qlk 191 Jk) _ D141k d(qlo “ik—29Kd0
pzo Zk qi i on Zk (I'L Zk
Piq...igd0 Qigjy--J k»+2p10j1.4.]k iy .00
. 1 k+2Piy - i d -1 d
+ ( ) on Zk ( on ’Lk ) + ( ) pio...ik ( qio...ik )

Ya tenemos definida la primera de las aplicaciones.

2. 2 : S* NV @Ue(—1) = 5* @ Q*

Esta aplicacion viene de modificar la sucesion exacta universal definida en la subseccion
4.2 y usamos también los elementos que generan la base de @Q* y @ definidos también

en la subseccion 4.2

Por ello sabemos que @ =< w!
De

*
foin_ 1 Wiy

0—=-S5S"=Vig—>0Q—0

tenemos que
/\k V®idg — /\k @ es una aplicacion sobreyectiva

Entonces,

/\V®19<@, —>/\Q®19G 1)=Q"

sigue siendo una aplicacion lineal sobreyectiva entre fibrados
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Si hacemos producto tensorial porS*,

k
S*® \Veds(-1) = S @ Q"
sigue siendo una aplicacion lineal

Asi tenemos la aplicacion $* @ A"V @ dg(—1) = S* ® Q* que es un morfismo de
fibrados triviales localmente. Ahora, para definir la aplicacién debemos tener presente
que V estd generado por los hiperplanos x; de P" que verifican g;,. s, = iy A -+ - A i,

Definimos primero la aplicacion /\k Veideg(—-1) — /\k Q®Ig(—1) =2 Q*

Para ello necesitaremos también el isomorfismo enunciado en la proposicién 4.9 de la
subsection 4.2, /\k Q®Ig(—1) = Q*

De manera que,

k k
NV @dg(-1) — AN Q®de(-1)
. R L Pigjy-- g, % " * * -
Tjy N Ty, @ Qigiy, — Pigi, WLigeino1 777 N Wigig.ig, N Wiy iy, © g i,
Pig_141--9k % A * S
Pyt Wigeiipy N Wio.igi, N Wy gy © Gigig, -
Pigj1--dg ,, % * Ak -
+ Dig...ij, wio...ik,1 N N wioig...ik A Wiy ..., ® Qig...i,
Entonces,
k
N Q®de(-1) — Q"
Piggr--dg % * * . N Digj1 gk .. . Pig_1jrdg 0 .
pZB””k wio...’ik_l ARRREA wioig...ik N wllzk ® Qi ...ip, Pig...ig Wig..igg—1 — Pig...ij, 0.0k —2k
=171k o o * - o (_1)k+2Pigd1 I
pi%mik 10Tk —1 A Wig..ik—oik N wil...ik ® Qig...ip + ( 1) Pig...ip Wiy ...y,
o Plod1dE g gk o I -
+ + Pig...ip, wlo---Zk—1 A A wZOZQ---Zk A Wiy .., ® Qig...i,
Y por tanto:
. * k * *
0 S*@ NV @dg(-1) — S*®Q e
o ) ) L L g1 Tk .
Hiy..ijo ® 5 A N Tj, @ Qig.i, = Hig.ipjo ® Pig...iy Wig...ig 1
Pig_141---Jg
_Hiomikjo ® — Pig.ip Wig...ik—2ik
(12 oo (—=1)k+2Pi0d ke,
+ ( 1) H%omlkjo ® + ( 1) Pig.iy Wiy...ig

es la aplicacion que estabamos buscando.
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3. 015" @ NV @g(—1) = Qpig

Esta aplicacion viene de completar el complejo de Eagon-Northcott (visto en la sub-
seccion 3.1)

2
0 — S - Vede® s — \Vedee s s

k—i—1 k—i
— o N\ Vede® (57287 — A\ Vedse (571287

k—1 k
N /\V®19G®(525*)—>/\V®29@®S*

k+1 k+1
— /\ V @dg — /\ Q—0
N—— N——
(1) 95(1)
ﬁn»m;

con la sucesion de Euler(visto en la subseccion 4.1)

(i)

PG Je(l) —=0

00— Qp(1) — =
Asi tendriamos:

0—=SFS* — >V @igeShs* —= AV @idg @ Sk 15% — ...

k+1 k+1

NV ® g ® S — AVvedl -  AQ@— 0
N—— N——
(if1) e
ﬁP\G
N /
Qpi(1)
0 0

multiplicando por ¥g(—1) tenemos la siguiente sucesion

00— SFS* @ ¥g(—1) —=V @ 9g(—1) @ §¥5* —= N>V @ ¥g(—1) @ SF18* —~ ...
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AV @ dg(—1) @ §* — ANV @dg(-1) — dg — 0
N /
Qpic
e N\
0 0

Llamamos % a la siguiente aplicacién
ANV @ dg(-1) 5 e
y llamamos ¢ a la siguiente
ST N Veis(-1) 5 ATV eve(-1)

Tenemos que dar una base del nucleo de ¢ y relacionar la imagen de los elementos de
la base de S* ® /\’C V ® ¥g(—1) por ¢ con los elementos del nucleo de . Entonces,
primero definiremos ¢, dando la imagen de los elementos, luego definiremos v, dando
los elementos del nucleo y por tltimo relacionaremos ambas cosas.

Empezamos definiendo . Damos la aplicacién de forma explicita,

©:S* NV ®Ig(-1) — ATV @ 9e(-1)
Hig ipjo @ Tjy N ANTj @ @iy, — Higiggo N Tjy N+ AN Tjy, @ @ig. iy,

Ahora sabemos que:

. — e .. o o L (1R,
Hiy.ijo = Pio...ivTjo — Pio...in—1jo%ix, T Dio..ip—ainjoLix_1 (-1) Piy . ipjoTio

YN — e M. . —m. . L e (1N,
Hiy.ixjo (w]1~--]k) = Dig...iPjo...jx ~Pio...in_1joPigjr...jx TPio..ix_ainjolLix_1j1.-jr (-1) Pii . ikjoPiogr ...k

Hig.igjo NTjy N- - NTjp = Pig.iQjo...jie — Pioein—1joBingi-ji T Pio-in_sirjodin_1j1.jx — "
(_1)k+1pi1-~-ikj0ql'oj1~-~jk

donde pg.. . son las coordenadas de Pliicker (nameros) y las qo.; estédn en el espacio
vectorial AFT1 V.

Asf tenemos que Hjj. 4, o A xj, A--+ Axj, son ecuaciones de hiperplanos en el espacio
de Pliicker donde estad nuestra grassmanniana. Luego,

p: S N VeIg(-1) — ATV eds(-1)
Hig.igjo @ Tjy A -o - ANxjy, @ @iy > Higigjo NTjy N2 Ny ® @iy,
= Pig...irsjo...jx @ Gig...ijy — Pig..sigg_150Birjr...ju & Qig...ix
tPio..ig—2iggo Tir—1j1-dr & Vig...ix
- (71)k+1pil--'ik]'0Qi0j1~~-jk & ig...iy,
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Para dar los elementos del nucleo de 1 repetiremos un razonamiento analogo a la

subseccion 4.3 para la grassmanniana G = G(k,n). De esta forma obtenemos que los
elementos de la base del nucleo son de la forma d((;],o'%?’“) donde
ZO.H”Lk

o L 1
d(m):(07...,O>_p]0m]k707'"707770""’0)

L 2 L
Q.. iy, 0.1k Dig...ix,
(i0..-ix) (Jo---3k)

s . Big...g
Por ltimo vamos a dar una relacion entre los elementos de la base del nucleo, d( %)
lOAHZk

y los hiperplanos.

o L 1
d(Hosdny — (0,... 0, Dhodx o 0,——0,...,0)
Qig...iy, 0.1k Pig...iy,
(’Lo lk) (]Ojk)
!
1 Djo...j
. . QJojk - 20 . q’LO'Lk
plo...lk 'LOlk

Para dar la aplicacién que queremos debemos poner
plolkqjojk & aio...’ik - pZolk,L]quk_]l_]k & a’io...ik

FPio..in—zirjoTir—1j1...55 @ Cig...iy,

k+1, =
—-(=1) Diy..injoioji...jx @ Gig...iy,

Pig...ix Qjo...jk. — Pio-..in—1joLirj1...jx T Pio..ik—zirjolix—1J1...jk

k+1, o
- (_1> Piy..igjoQiog1 .. jk

de la aplicacién ¢ como combinacién de los elementos del nucleo dados anteriormente
d( 95o-..Jg )

Qig...ip, *
Entonces tenemos que ,

Pig...ix@jo...jx — Pio...ix—1joBixj1...jr. T Pio..in—2irgoTir—1j1...jx

W o P aiPagieds
-t (_]-) Diy..ixjoiogi...jx — Pjo... 5k Qio...ix + T Qig...i5
Dig...ix,
Dig..ix—gixjoPig_1j1-gx 1 kPir.igjoPioji.gx . _
- Gig...ip, + - (_ ) Qig...i, =
Dig...i Dig...ip
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= Pig...ix@jo-jx — Pio.cir—1joirj1...jr. T Pio..ik—2irjoTir—1j1...jx
R+l . Pio..ixPjo...gi, .~ _
: (_1) Diy...ixjo%i051...5 — Pjo...5k Dig...ix + ])‘7‘%0“.% -
20...2k

= Dio...ir,Qjo--.jx — Pio-wip—1joBiggr-jx T Pio.wip—irjoTip—171.--Gk
k+1,. o
: (_1) Diy..igjo%i0d1 .. g

!

2 Qjo...j Qigjy...j Qi _1j1.-.k
pio...zkd(ﬁ) - Pio...ik_ljopio...z‘kd(%) +Pio...z‘k_gikjopz‘o...ikd(T)
101 101 101k
k1 Giojr..j
'(_1) + pi1~~-ikj0pi0-~~ikd( 19]1 .jk)
Qig...i5

Definimos finalmente la aplicacién ¢y

p1:5* @ \"V @9g(-1) — . Qpg ;
— 2 i0---J 3.1 --0
qik—ljlmjk)
qZOZk

+p102k,21k]0plozkd(
(=D i iioPio..in d(

Qiojl...jk)
dig...i

Por tltimo comprobaremos que el diagrama conmuta, es decir la composicion de @1 ¥ ¢4
es igual a @9 ya que s es isomorfismo Damos la composicién de las aplicaciones ¢1 y @4

_ jo...5 Qixj1...5
©1 0 ¢4(H’Lozk]0 X le ANRRRA wjk ® aiO---ik) = p?olkd(M) - pZOZk—IJOpZOde(M)
101k 100k
o dw kL g Bodnedi y
+Dig...ig_oioPig...ik ( . ) T ( ) Diy...igjoPig...ip ( . ) =
Qig...ip Qig...i5

G i Giii i G ir
Ik g i vioDionin QTR g o Dio.i (TR

Qig...i5, Qig...i5, Qig...i5,

e1(p5, i d(

k+1, . o g %iogi gk 2 Dig..ix_1jo ;,Pirj1..jk 2 Digjr...ji 5. Pio--ix—13o
Qig...ip Dig..ip Pig...ip, 100k Dig...ix,

Pig...ig_oirjo ;, Pip_151...5 Diy_1j1...5 Dig...i5_2ikj0
2 kaJd( k—1J ]k)_2 k—1J ]kd( k2k])

—Pig..i i0...0

O D Dio...iy, O D Dio...iy,

5 5 Diyoini Dioir i bio o Dioir i Diroini Giriroi
o ()R], T gy (_q)RrRpn L STl (Lt oDy (L)

Dig..i, Dig...i, 0.0k Dig...i5, Gig...ip,

Qig_151.-.3 1 Qipj1...5

+pi0...ik,2ikj0pio...ikd(k'lil.k) T (_1)k+ pi1~~-ikj0pi0mikd(M) =
0.5k Gig...ip
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Pirji.j DPig...ix_150 Piy_1j1..5k
pio---’ik—ﬂopio--ikd(g) =+ pikjl---jkpio---ikd(%) - piO---ik—2ikj0pi0---ikd(%)
501k Dig...iy, Dig...iy,
Pig...ip_2igjo k+2 Pigjr..j
Dig...ix, Dig...ix,
DF2p g P o g Likdd o g g
(= 1) " Pigji...giPio.win A=) =Pig..sige—1joPio-..iy ) FPig..ig_gingoPig...if A(—————) -+~
90...0% Gig...i5, Gig...i5,
k+1 Qioj1...Jx Dig...ix,_1j0
(=D piyiggoPionin A(T) = Pigjy i Pig.i A(— )
10... 1 Dig...iy,

d(pio-..ik—Qiij) L. (_1>k+2p10]1]kp101kd(p“lk]o )

—Diy_1j1...55Pig...i5 — —
on...zk 20...1k

s* e NV evs(-1) 25 og
Hig..igjo ® Tjy N+ N Tjy ® Qig.iyy pikjl..-jkpio...ikd(W
_pik*1j1-'~jkpi0...ikd(W)
B (_1)k+2pioj1...jk-pio”.ikd(lm)

pLozk
Por otro lado tenemos
(H- e RTi A AT ® .—.)_H. . ®pikj1-~jk o
P2{L1ig..ipjo & Ljy L, & Qig...iy, ) = Llig..iggo Dio_ i Wig..ig—1
70..1k
Ho .. Piy_1j1.. gk o ) 1 k+2H' o Piojy.gr . _
—4dgg...0190 ® fwlo...zkfglk + - (_ ) 20..-2%J0 X fwll...zk -
Dig...ix, Dig...iy,
Pig...ix—1jo Pig...ig_2irjo
PirgrgxPioind(———=) = Pir_1jr..jxPig..in, d(—————) -+
Dig...i5, DPig...ix,
k+2 Piy.. i jo
(=1 Pigjr..jsPio...ir, A . )
Dig...iy,
SNV @dg(-1) B Qg
_ Dig...ij_140
Hig o @xjy N Nxjy, @ g5, pikjl...jkpio...ikd(ipiomik )
Dig...ij_oigdo
7pik—1j1~--jkpi0~--ikd(W)

k+2,. . .. 110
-~ (=1) Pioga...juPio...ip, A ()

p’LO“.Zk

Observamos que tenemos el mismo resultado, luego el diagrama conmuta. ]

Fin de la demostracion del Teorema 5.1: Aplicando el lema de la serpiente al diagrama
del Lema 5.8 se observa que N(EHP es el conucleo de k:e?“f/,’chl — ker fryr1 y por exactitud este
diagrama se pega al anterior y entonces el fibrado conormal para la grassmaniana general
admite la siguiente resolucion:
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2
0 — Fi1(S7) — V@ Fi(57) — /\V ® Fip_1(S*) — - --

k—i k—i+1
S /\V®Fi+1(5*)—> /\ Ve F((S) —---

k—2 k—1
— A\ VeF(S) — \ Ve F(S) — Nip — 0

donde F;(S*) = (5* ® S1719%/515%) @ ¥g(—1).
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