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1 Modelos climatices de balance de eneraia

“Se entiende por clima el estado promediado de la
atmosfera observado como tiempo meteorologico
sobre un periodo finito de tiempo a lo largo de los anos.”

(S. H. Schneider 1992)

Modelos de Budyko v Sellers (1969)

e Modelos simples pero muy aproximados

e Sensibilidad respecto a la constante solar (fragil habitabilidad)

(catastrofica transicion hacia un planeta cubierto de hielo)
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Figura 1.4: Balance de radiacidn del sistema climatico.




Balance energético

(M., g) es una variedad Riemanniana bidimensional de clase ('°°, compacta, sin borde, conexa y
orientada (donde g representa la métrica en la variedad).

capacidad calorifica o calor especifico

nubes, circulacion atmosférica,

difusion termica corrientes oceanicas...

D = div(kgrad y) coeficiente de difusion

clx)ys — div(k(x)grady) = Ry(x,y) — Re(x,y), (t,x) € (0,00) x M,
y(0,z) =yolz), = M.




Ro(x,y) = QB(y)S(x), x €

coalbedo

radiacion solar absorbida

T T U,
radiacion solar incidente albedo

(hielo transparente a blanco)

Bly) = ,;'+( 2t (Bu— ),
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coalbedo zona sin hielo

AR  coalbedo zona con hielo




radiacion emitida por la Tierra como cuerpo caliente (creciente con y)
Depende del efecto invernadero

Modelo de Sellers el = emisitividad
7. temperatura (Kelvin)

e L

Re(y) = "-T'y‘l (1 — mtanh( T :‘:‘;

e = opacidad de la atmodsfera

(temperatura en centigrados)

Modelo considerado

(ley de Stefan-Boltzmann)
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problema parabodlico degenerado (modelo unidimensional)
flujo degenerado [f3] cuando

Y — kype = Rale,yov) — Re(zeoy), xe(=1.1). t =0,
{PH:] yﬂ:{t:_l:]:ymtt:]-jzﬂs t}nr
ylz,0) =yo(x). v e (=1.1).




g(0) =0y limyy_ . [a(s)| = +oc

Lipschitz continua

Diferencias finitas

N = 1 nodos ri=—1+4+ I:I — 1] h

Ui (t) — 2y (t) + yi—1 (1)

Yze(t, 23) ~




yn+1(t) —unl(t)

Yoty = 1) = -

=0=9Ynt+1 =UN

; . - ]r. e .-t.
y:l:f.| r = _]_J ot M _

[
y;tﬂ] = y[:ﬂ} :":-:'.:] , § = 1.1 ]

yy — kB = Ro(—1,41,v) — Re(—Lyi), i =1,

S Ll 2wt
i 'I’- Rz

un — RN — R(1 y;,0) — Re(1,4i), i = N .

= Ro(xi,y;,v) — Relziyy) , i =2,...,1]

yi(t) = (n(t),....un(t)T € BN

(Py) y(t)+ Any(t) = Raly(t). v(t)) — Re(y(t)), t >0,
v =0

simetrica y definida positiva




v esta localizado en m € M nodos con 1 < m < N — 1

vj(t) = v(t) si 7 es uno de los m nodos donde el control esta localizado v v;(t) = 1 en caso contraric

2. Estados estacionarios: Nueves: resultados

(F3') f(y,1,1,Q) =0 problema estacionario

) )< (s

S(-1)
+ QM [ S(0)
S(1)




Hipotesis  [ifa supp_y 1) f = —Cy <0 (min f < f(z;) < —Cy),

(Hz) /3 es una funcién Lipschitz creciente y existen 0 < m < M y € > 0 con

m, re(—o0,—10—¢),

flr) = {M e (=10 46 400)

Notacion g(v) = (glwn) glu). alus

S = (5(—1),5(0), 5(1))"

v de forma anéloga se definen las desigualdades estrictas. Ademas, si o € B, la notacién o < y con
y < B3 implica que « < y; para todo 2 = 1,2, 3,




Teorema 1 Supongamos que se verifican las hipotesis anteriores y sean y,, (resp. yjs) las tinicas
soluciones del problema (F35 ), (resp. (F3")u ). Entonces:

para cada () > 0 cualquier solucién y de {P.:SF ) debe satisfacer

g (Qsgm 4 min f) < (ynm
g (QsoM + min f) < (upr);

g{—10 4+ ¢) — min f - soM
g(—10 —€) + Cy

(Hey) o(=10—€)+Cp >0 y

0<@Q < P“":’ tiene una unica solucion v = v, con y,,, < —10

[Pﬁ"’] tiene una tnica solucion My = y,r, con ypr > —10

min f) < liminf ||y||« < limsu o < g H=C
g~ '(min f) minf |yl < mpllyll 9 (=Cy)




Qs < Q < Q4 {P&“] tiene al menos tres soluciones Vi=¥M > Vi =¥V =Vm
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Demostracion

principio de comparacion

DmS +1f < EAv + g:}r: < QMS +f Vm =¥ S ¥VM

Definimos

V=g {((QsiM — Ct)e) es supersolucién de (Fg ) .

Yo = g_l[ (Qsym — E-f_f Je) es supersolucién de I:Rj Jm »

Y, = g_I{ (QspM +min fe) es subsolucién de (F57 )ar

Y, = g_I{ ((sgm + min fe) es subsolucion de (P57 ), .

AV, +2(¥y) = (QsiM — Cyle = QSM + £,
AV +2(¥a) = (Qsym — Cple = QSm +-f |
Ay, +gly,) = (QspM + min fle < QSM + 1,
‘4£2 + EZ[EE ) = (QQepm +min fle < JSm + 1,




método de sub v supersoluciones de Amann

.':_'-'_1{: l'.:.]' sgm + min f :| : :::ym. ] i ‘_“ g_ll::{:'?"ql'm’ o I[:?-ir :I !

g~ (QsoM +min f) < (uar)s < 971 Q1 M = C)

o o L g(—10 —e)+ C
Vi=8 (@M = Cple) < g7 (aM—— 71—

51 1'1.{

—Crle)=—-10—¢,

“(s1m

—Crle) < —10—¢€,

g ((Qsim — Cyle) < g

. ‘,-_1_}; + g[ v :| = L:-_]'S'E'T.!.- + f}




o o B —104+¢) —mi o
v, = g_ll[ ((QsgM +min fle) = g1 ((spM M + min fle) > —10+4+ ¢,
— spm
o o 1., —10 4+ €) — mi o
y, = g_ll[ (Jsom +min fle) > g 1|:__ I:_.Sl]'ﬂ't-w + min fje) = —10+ €,
ENLL

en ambos casos

(P1) 2(U)=Qs3(U)e - Cre supersolucionde (19

() g(V)=0Qs3(V)e+ min fe soluciom de (F) subsolucion de I:P'%'G )

sub y supersoluciones constantes de (Fg°)




soluciones de ( P )

(—10+¢€) —
soM
=g ((g(=104¢€) — (min f + Cf))e) > —10+¢

U, =g (@i M — Cple) > g~ ((s: M2

g(—10—¢€) + Cy
S1772

)+ (C¢ +min f)le) < —10 — ¢

+ min f)e) <

Vo< Us < —10—¢ < —104¢ <= V1 < Uy,

Paso 2: Existencia de soluciones de (/)
método de las sub y supersoluciones que existen dos soluciones y1, y2 de (F;7)

Vi<yi<U;, parai=1.2.




vi>—10+¢ y1 verifica (P57 ) BEE=s

unicidad
Vo "i.r-E!I‘iﬁl:'-El. |: R:i;i :| M

(Fo') Ay +gly) =08(y)S +f toda solucion y de (Fg7) es un punto fijo
y = (A+g)"(QA(y)S +f)

Lema Sea X un retracto de un cierto espacio de Banach E y sea F': X' — X una aplicacién compacta.
Supongamos ademés que Xy v Xo son retractos disjuntos de X, v consideremos Y7, Y5 subconjuntos
abiertos de X tales que Y, C X para b = 1,2, Si F(X,) € Xy v F no tiene puntos fijos en X — Y}
para k = 1,2 entonces F' tiene al menos tres puntos fijos xy,x0 v 23 con xp € Xg para bk = 1,2 v
rg € X — (X U Xy).

(H. Amann 1976)

F = BR? espacio de Banach F(v)=(A+ g:]_lll:f..:?,.{'];.k (v)S 4 f)

continua + acotados en acotados




Teorema 2

1
J

¥ contiene una componente conexa no acotada que comienza en (0, g~} (—Ce))
v tiene forma de S
Demostracién

Lema Sea E un espacio de Banach. Si F' : R x E — E es compacta v F(0,u)
Y

L =1

= () entonces
(Q,u) | F(Q,u) = u} contiene un par de componentes no acotadas CT CRT x Ey O~ Cc R x E

tales que CT M C'™ ={(0,0)}.

(P. H. Rabinowitz 1971)

Paso 1: ¥ tiene una componente conexa no acotada que contiene al punto (0,g ' (—Cle))

g(o) =glo +g'(—Ce)) +Ce

B¢ : L z es una solucion de (P35
Blo) = Ble+ g H—Ce)). Q

Definimos ¥ analogamente a X

ad

FiQ).z) = (A+g) -1 ((23(z)S 4+ f) B compacto en B*




ol Z = OB R Vol (Rl lucgo F'(0,0) = O.

o

o . A = ‘._.1' + . _'_'1._ . - e
Y contiene dos componentes no acotadas Ot v CTncT = 4{(0,0)
¥ es una traslacion de X

¥ contiene dos componentes no acotadas C'7 y O~ Ctnc™ = {(0,g7'(-Ce))

nuestro modelo ¢ = 0 B proyeccion sobre el eje () es [0, oo

Nno acotada

solucion tnica yg

(. AT lim|S|—-~r:va::- lal(s)] = +oc
mayor que g~ ((@soM — C')e)

Paso 2: Diagrama de bifurcacién para dos problemas auxiliares

(P1) gly)+Ce=QsB(y)e _
Y1 v 2o tienen forma de S

(Fh) gly)+Ce=0Qsy(y)e




Paso 3: Argumento de comparacién

i ;r'|ﬂ+flll+ﬂ. - 5 jllr_rﬂ'EJ-f'f

——

IFH I j'ru

gl-lo+El+£ 4i-10-€) + C

sa M So L




3 Contrelabilidad: Nuevos resultados

{% (t) =f(y(t).ult)), t >0, ) : R™ control

v(0) = o, y(t) = (y1(t), ... un(t))" € R" REENSERT

estado deseado

controlable en tiempo T si, para cada estado inicial yp € B" v cada estado deseado vy = v(T) € "
existe al menos un control u € Y de tal forma que y(T;u(T)) = vga.

E ,{ — L_E‘H.'.i' |: [I} '_"5-:., ]Em. :|

controles admisibles




controlabilidad local

Sea B.(x) la bola de centro x y radio r en R". Se dice que el sistema es “localmente controlable en
v, € " en un tiempo T si para todo € > 0 existe 4 € (0, €) tal que para cualesquiera yg, ¥vq € Bsl(y.)
existe un control u € I{ verificando:

L y(Tia(T)) =vya,
2. wltiu(t)) € B(y,) para todo t € [0,7].

Controlabilidad via linealizacion

Teorema Supomgamos que f es continuamente diferenciable en un entorno de un punto de equilibrio
(¥ oos Ung ). Entonces, si la linealizaciéon del sistema en torno a (¥ ... 0, ) verifica la condicién de Kalman,
se tiene que nuestro sistema es localmente controlable en el punto y.. para cualquier 1" > 0.

matriz de controlabilidad (o de Kalman) A = Dyf (Voo o) = fi {ym,um))

K =[B,AB,...,A" 'B] € My..nm

i,j:l...ﬂ.

n,m

Bfi

B = Duf [}"’Do, lloc.] = (au (}'FDO:. um})
J

rg(K) = n (condicion de Kalman) ij=1




Resultados modelo continuo  Diaz, Garcia (RACSAM)

% Ay +a(y) = (vxe + 1)QS(2)B(y) + f(t,2) , en (0,T) x Q,
%‘% =0, en (0.7) x 902,
y“l :I — Lﬂ]:] » €l 0 »

abierto acotado £} de B?

w abierto acotado de €}

modelo de Sellers (p=4)

i = LR - I — 2y LT LA R -
“aprorimadamente controlable” W e = 0 existe u, € L=((0,T") = w) tal que

Nu(T,- 5 ue) —2
fendmeno de obstruccion
e C([0,T] x (2 —@)) tal que para todo u € L2((0,T) x w

¥(t,z) € (0,T) x dw,
"[t z) € (0,T) x 91}.

ly(t,z:u)| < Yao(t,z), Y(t,z) e (0,T] x (2 —&)




no es
aproximadamente
controlable

D C @} — & es un subconjunto de medida positivs




Nuevos resultados para el modelo discretizado

oy + Ay (t) = Ra(y (). v(t) — Re(y(t), u(t)) . t >0,
y(0) =yo,

Teorema 3 Sea (v(Jo. ¥¢) un estado estacionario estable de {Fy, ", Entonces

1. Siw(f) actiia sobre todos los nodos de la particién entonces para cualquier otro estado estacionario
(0o, ¥o) existe un instante de tiempo ' > 0 y un control continuo a trozos v € L™(0,71") tal
que la solucion y(t) de (Fp,)" con dato inicial y(0) = yo verifica y(T") = y.

En el caso de que »(t) esté localizado en el nodo ecuatorial de la particion se obtiene el mismo

resultado simpre y cuando (vaQp. vo) v (v .FQU: Yy ) estén suficientemente préximos.

Demostracién

temperatura simétrica respecto del Ecuador




L Ke(yo — )+ v(t) Ra(w) — glur) )
SRR (,_21-:- (v1 —u2) +olt)Ralu2) — alu2),

(Q(7) = v(1)Qg, v* (7)) camino C'!

Qlr)=(1—-7)voQo+7vsQo=v(r)Qo, T €[0,1],

y* |: T:l es solucion de :R-E;Eu ] v(T) LT E [l]} 1] .

dado e > 0 [0, 1/€e] — R x B? B (Q<(t), y*(t)) = (Q(et).y" (et))

J o |:' ef 'J

“casi” una solucion de (Fo, ye (t) — £(y* (1), 1, v(et), Qo) ‘ = O,

como (v¢Qp.¥y) es estable podemos asumir que y*(7,) (con T, = 1/¢) esta préximo a vy

(lonectaremos ahora y*(T,) con y/ mediante un control #(t) definido en [T, T]




Linealizando (F) en torno a (vyQo.yy)

—k-l—m:_f—d

G:v}rftﬁ’fglﬁl‘_f:@ﬂ) — ( Ek —Ek—l—b’[‘f—f

rg [B.CB]l =2 < det( [B,CB] ) #0&

condicion de Kalman

. = k{yﬁ_yl}l-l_Ra’l:ylj_g(yl) inealizando (P) en torno a (v
P ¥i8) = (Ek(m—yﬂ}ﬂ-‘{t]ﬂuiwl—g(*yz)) pinealzance (1) en ¢ o0y

—kta—d k _ _ (Y

rg [B,CB] = 2 & det( [B.CB] ) # 0 < kb #0 controlabilidad

condicion de Kalman (S uf. Proxi mOS)




Conclusiones

. Diagrama de’ bifurcacion: enl fierma de' S
(Cemo en el caso continue)

. Evitar el fendbmeno de obstruccion del

medelercontinle) 1vajo; IPOLESIS MEaSs
[elajadas




