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Abstract

The symplectic geometry is at the heart of classical mechanics after the introduction as a
model for geometric optics by Hamilton. After that, Hamilton himself applied his
discoveries to classical mechanics. Wave optics can be seen as a mother theory for
geometrical optics: this last theory can be produced from the first one by a contraction
process, in the limit of cero wavelength. By other hand geometrical optics can be
produced by symplectic linear maps defined over the phase space of an optical system,
while non linear maps are known as aberrations.

The main purpose of this work is to study the connection between a classical phase
space and the corresponding quantum Hilbert space taking the development of wave
optics from geometrical optics as a guide. Especially the work is focused on the
development of geometrical entities over the phase space that can be linked to quantum
behavior or quantization processes.

These new geometrical structures are mainly produced by the introduction over the
phase space of various Brownian motions modeled as Tto diffusions. These stochastic
processes can be linked to various metric structures over the symplectic space. The
relation of these metrics with the quantization processes is the final part of the work.

Key Words: Symplectic Geometry, Quantization, Stochastic Differential Equations,
Brownian Motion.

MSC200: 53205 (Differential Geometry, Applications to Physics).



Resumen

La geometria simpléctica esta en el centro de la mecanica clésica desde que Hamilton la
introdujera como un modelo de la dptica geométrica. El propio Hamilton adaptdé sus
resultados para que sirviese como modelo de la dindmica de un sistema mecénico. Asi,
el estudio de la dinamica clasica aparece unido al de las variedades simplécticas.
Tomando como analogia la dualidad entre dptica geométrica y ondulatoria, la primera
puede verse como una aproximacion de la segunda regida por un proceso de contraccion
o deformacién a través del parametro de la longitud de onda. Por otro lado, la dptica
geométrica permite tratar, en principio, todas las transformaciones simplécticas del
espacio de fases asociado. Las lineales dan lugar a la Optica lineal y gaussiana, mientras
que las no lineales se conocen con el nombre de aberraciones.

El motivo del presente trabajo es analizar estas correspondencias entre el espacio de
fases clasico y cuantico tomando como guia el paso de dptica geométrica a ondulatoria
Mediante esos paralelismos se trataria de indicar la relacion de los principios de
incertidumbre en espacios clasicos y cuanticos asi como dilucidar la posible
construccion de estructuras geométricas no triviales en espacios cuanticos con analogia
con los clasicos a través de algunos procesos de cuantizacion descritos en la literatura al
respecto.

Estas nuevas estructuras se basan en la introduccién sobre una variedad simpléctica de
un proceso estocastico de Tto que permite la definicion de estructuras métricas sobre la
variedad. Se estudia la relacion de estas métricas con los procesos de cuantizacion.

Términos clave: Geometria simpléctica, cuantizacion, Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas, Movimiento Browniano.

MSC200: 53205 (Geometria Diferencial, Aplicaciones a Fisica).
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Introduccion

1. Introducciéon y motivacion del trabajo.

A la edad de 19 afios Hamilton presentd a la Royal Irish Academy un trabajo sobre
oOptica en el que estudiaba la propagacion de los rayos de luz a través de la introduccion
de una funcion caracteristica que englobaba las caracteristicas fisicas del sistema 6ptico.
El trabajo fue rechazado en una primera version, pero entre 1834 y 1835 Hamilton
amplio dicho trabajo presentado la transformacion optica anterior como un ejemplo de
lo que hoy se conoce como transformaciones candnicas sobre un espacio de fases.

Posteriormente, aplic6 este mismo formalismo Optico a un sistema mecanico obteniendo
las hoy denominadas ecuaciones de Hamilton de un sistema mecéanico a partir de un
principio variacional mas amplio que los conocidos hasta el momento. El impulso
definitivo hacia este tipo de mecanica fue dado por su contemporaneo Jacobi que
estimuld el desarrollo del calculo variacional y el estudio de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales de primer orden [Goldstein 1987].

La principal virtud de la formulacién Hamiltoniana es que la teoria matematica que estéa
detras, las variedades simplécticas, permite establecer mdltiples enlaces entre la
mecanica clasica y la mecéanica cuantica, asi como con otras areas donde la
simplectizacién sea una parte importante: Optica geométrica, sistemas de ecuaciones
diferenciales, etc. La gran variedad de sistemas fisicos en los que la geometria
simpléctica juega un papel importante ha llevado a algunos autores a hablar de una
"simplectizacion de la fisica", especialmente desde hace unos 30 afios [Guillemin 1984].

Para su formulacién, la mecanica Hamiltoniana utiliza el espacio de fases del sistema
fisico que se representa matematicamente por una variedad simpléctica. Estas
estructuras simplécticas forman tambien la base del programa de "cuantizacion
geométrica” donde se intenta realizar una cuantizacion del espacio de fases utilizando
técnicas provenientes de la geometria diferencial [Simms, Woodhouse 1976].



Introduccion

1.1 Mecanica y variedades simplécticas

Las ecuaciones de movimiento de un sistema fisico pueden obtenerse a partir de un

principio variacional. Introduciendo una funcién Lagrangiana L(q,q,t), que depende de
las coordenadas q=(q,,......q, ) del sistema fisico en un cierto espacio de configuracion
y de sus derivadas, se define una accion como:

f:jL(q,d,t)dt (1.1)

to

Las ecuaciones para la curva solucién q(t) surgen de imponer que (1.1) sea un extremal.
Eso conduce a las ecuaciones de Lagrange:

d{ oL | oL

dt adi 0q;

(1.2)

que forman un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden [Goldstein
1987], muchas veces dificiles de resolver. En un sistema mecanico la funcion
Lagrangiana es la diferencia entre la energia cinética del sistema que viene expresada en
funcion de las derivadas de q (velocidades) y una funcién potencial que depende de las

coordenadas g como, L=T(q) -V (q). En el caso de una particula libre de masa m que

se mueve bajo la accion potencial en un espacio unidimensional con coordenada de
o2
posicion x, L=1/2mx —V (x). Las ecuaciones de Lagrange darian como resultado:

d, = oV
—(mx)=—2_=F 1.3
dt( ) ax (1.3)

siendo F la fuerza derivada del potencial. Si la masa es constante, las ecuaciones se
reducen a la segunda ley de Newton que es lo que en realidad enmascara la forma de
(1.2) y la eleccion concreta de la funcion L que se usa para definir la accion. Por otro

lado, el momento mecanico se define como mx que aparece en la parte izquierda de
(1.3).

Llevado por esta analogia, la idea de Hamilton es la de la introduccion de un nuevo y
afiadido sistema de coordenadas, denominadas momentos, definidos por:

oL
aq,

pi = (1.4)
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Con esta introduccion, el sistema fisico pasa a estar representado por una cantidad doble
de coordenadas (q;,pi). Este nuevo espacio de dimension 2n en la que se desarrolla la
mecénica Hamiltoniana frente a la mecénica Lagrangiana se denomina espacio de fases
del sistema. La introduccion de los momentos permite introducir una nueva funcion H
denominada Hamiltoniano del sistema y definida como:

H=Ypg-L (L5)

Si L se escoge como T-V para que las ecuaciones resultantes concuerden con las de
Newton, H resulta ser T+V, es decir, la energia del sistema. Es facil comprobar que las
ecuaciones de Lagrange ser reescriben como:

. oH oH
a; o p 2 (1.6)

Si se introduce el espacio de fases, las dos ecuaciones anteriores describen la evolucion

del vector u=(q;,p;) como:

0 1)\ oH/oq

d—u= /o =JVH .7
dt (-1 O0)\JH/op,

siendo 1 la matriz identidad n x n y J la forma simpléctica asociada al espacio de fases
en coordenadas candnicas. La existencia de esta forma permite introducir una operacion
entre funciones definidas sobre el espacio de fases. En particular si denotamos el

sistema mediante el sistema 2n de coordenadas X; =(0,....,d,, Py,-----P,) , S€ define el
paréntesis de Poisson {f,g} como:

j of of

(1.8)
OX; OX;

{f.g}=1

donde se utiliza el convenio de Einstein sobre la sumacion sobre indices dobles. Esta
operacion define un producto de funciones en el espacio de fases con las propiedades de
linealidad, es antisimétrico, cumple la regla de Leibniz (es una derivacion) y la
identidad de Jacobi. En funcion de este producto, las ecuaciones de Hamilton se

escriben de manera concisa como:

du

—={uH}=L,(u) (1.9)
dt

donde aparece definido el operador de Lie, Ly definido tal como aparece en (1.9) y las
ecuaciones se toman componente a componente del vector u. La simplicidad de esta
ecuacion permitiria, al menos formalmente la integracion inmediata de las ecuaciones
como:
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J'LHdt

U =e " U (1.10)

donde el operador que aparece actuando sobre up se considera en sentido de la
exponencial de un operador A como

0 1 k
eh =) —A (1.11)
2
A pesar de que la solucion, en principio formal, es conocida, su calculo reviste en la
mayoria de los casos gran complejidad dado que el operador definido en (1.10) puede
tener problemas de convergencia y los Ly asociados al paso por diferentes puntos del
espacio de fases pueden no conmutar. [Torre 2005]

1.1.1 El caso de la 6ptica geométrica

Tradicionalmente, los métodos variacionales aparecen en el terreno de la optica con el
principio de Fermat. Este principio variacional rige la propagacion de los rayos de luz
en un medio con indice de refraccion n. El indice de refraccion es una medida de la
razén de la velocidad del rayo en el medio (v) respecto a la del vacio o medio que se
toma como referencia (c) que se define como c/v [Sagrario 2004]. Dado que la
velocidad en un medio es siempre menor que en vacio, el indice de refraccién es mayor
de 1.

B
Figura 1.1: Principio de Fermat para el calculo de la ley de la refraccion. El rayo de luz no
viaja directamente de A a B sino que pasando por C minimiza el camino 6ptico ¢ =nl, +n'l,.

Fermat establecio que, en el salto entre dos medios de indice de refraccion distinto la luz
no sigue el camino mas corto geométricamente, sino la linea a través del cual el camino
oOptico, definido como el producto del indice de refraccion por el camino geométrico, es

9
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un extremal (en la mayoria de los casos un minimo). Si se calcula que punto "x" en la
figura 1.1 verifica ese minimo-extremal, se obtiene la ley de la refraccion [Sagrario
2004].

Si el indice de refraccion cambia con la posicion, el camino dptico se calcula como:

P, P, P 2 2
2 2 2 dX dy
/= n(x,y,2)ds =| n(x,y,z)/dx? + dy® + dz? =|n(x,y,2).[1+| — =2 ldz(.12
pfl(XyZ) |_)[(XYZ)\/><+Y+Z ,;[(Xyz)\/+(dz)+(dz] z(1.12)

siendo ds un elemento diferencial de longitud tomado a lo largo del arco definido por el
rayo. La expresion anterior define un Lagrangiano optico Loy como:

Lope = N(X, Y, 21+ (X2) + (y?) (1.13)

donde x'=dx/dz,y'=dy/dz Con ello pueden calcularse los momentos Opticos que
resultan ser,

dx
p, =n(X, y,z)d— =n-senq,
d; (1.14)
p, =n(x, y,z)g =n-senc,

donde los angulos son los explicitados a través de la figura 1.2

X

/

Plano de referencia

Figura 1.2: Sistemas de referencia usados en 6ptica Hamiltoniana. Un plano perpendicular a
un eje tomado como eje oOptico, generalmente el z, en un punto determinado se toma como
sistema de coordenadas. Un rayo de luz queda especificado por la altura a la que corta al
plano (coordenada de posicion) y por la inclinacién respecto a ese plano medido por el
momento P =n-seno(«). En el caso de la figura sélo se dibujan los rayos que viajan en el

plano del dibujo.

10



Introduccion

Tras algo de algebra este sistema fisico puede caracterizarse también por un
Hamiltoniano dado por:

Hope = —/N%(X, ¥,2) — (P2 + p?) (1.15)

Este Hamiltoniano es altamente no lineal y las ecuaciones que surgen de él son bastante
complicadas. Sin embargo, sobre todo para aplicaciones practicas, interesa conocer, al
menos la parte lineal de las ecuaciones solucion (1.9) y (1.10), para lo cual, el
Hamiltoniano debe contener, a lo sumo, términos cuadraticos. Afortunadamente, si los
angulos que formar los rayos con el eje dptico son pequefios y las superficies de
separacion entre medios no tienen grandes curvaturas, el Hamiltoniano dptico puede
desarrollarse hasta segundo orden sin perder mucha precision. Esta aproximacion se
conoce en dptica como aproximacion paraxial [Torre 2005], [Sagrario 2004]. Bajo esta
aproximacion el Hamiltoniano Optico se escribe como:

paraxial = ﬁ ( pi + pi) + %qTAnHoq (116)
siendo An la diferencia de indices entre los medios que separa una superficie dptica, Ho
el Hessiano que nos da las curvaturas de la superficie en el punto "0™ considerado, ng el
indice de la superficie en ese punto y g=(dx,dy) las coordenadas de posicion del rayo en
el plano de referencia (ver figura 1.2). Observemos que este Hamiltoniano paraxial seria
el de un oscilador arménico en dos dimensiones cuando sustituimos z por el tiempo t.

De igual modo a como se mostrd en la seccion anterior, podemos definir un corchete de
Poisson sobre el espacio de fases optico y las correspondientes ecuaciones de Hamilton,
asi como la forma simpléctica asociada.

La dptica paraxial puede verse entonces como el estudio de las transformaciones
lineales simplécticas del espacio de fases [Torre 2005],[Guerrard 1975]. Si
desarrollamos el Hamiltoniano hasta mayores 6rdenes produciremos transformaciones
simplécticas no lineales sobre el espacio de fases Optico. A este ultimo tipo de
transformaciones se les conoce como aberraciones Opticas [Wolf 2004].

1.1.2 Caracterizacion geométrica de la mecanica simpléctica

Tomando como base los ejemplos anteriores, podemos definir en general una mecénica
simpléctica sobre un espacio de fases de la manera siguiente:

e Sobre un espacio vectorial E de dimension 2n se define una 2-forma
antisimétrica y no degenerada. Si denominamos a esta forma w, el par
(E,w) forma un espacio vectorial simpléctico. Aunque, en principio,
dicha forma es arbitraria, guarda una estrecha relacion con el principio
variacional que se imponga sobre el espacio. Por un mecanismo similar
al explicitado anteriormente para dar con la forma J, el principio

11
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variacional adoptado marca la forma antisimétrica y al revés [Guerra
1983],[Hofer 1994].

e La representacion matricial de la forma o (J) cumple, en virtud de las
propiedades de ® que J?=-1, por lo que las ecuaciones de Hamilton (1.7)
pueden escribirse

J(du/dt) = -VH (1.17)

Si u(t) es la curva solucion de la dinamica, sus derivadas en cada punto
del espacio de fases determinan un campo vectorial Xy tal que las
ecuaciones del movimiento se pueden escribir en notacién intrinseca
como:

Iy, @=—0dH (1.18)

e Asi, la funcion Hamiltoniana determina la forma de contraccion del
campo vectorial solucién con la forma simpléctica del espacio de fases.

e La forma o permite la definicion de un paréntesis de Poisson sobre el
espacio de fases que establece un algebra entre las funciones continuas y
derivables que se pueden establecer sobre él.

e La dinamica también puede ser vista desde el punto de vista del conjunto
de flujos Hamiltonianos producidos por el campo vectorial solucion.
Dichos flujos determinan mapas sobre el espacio de fases. La parte lineal
de dichos mapas puede representarse mediante operadores matriciales
que forman el grupo simpléctico. A lo largo de los ultimos afios se han
aplicado técnicas de teoria de grupos para asociar elementos de este
grupo a diversos sistemas fisicos, en especial dpticos [Wolf 2004],[Torre
2005], [Simon 2000].

Las anteriores caracteristicas son las més destacables, a modo de resumen, pero no son
las Unicas. El lector interesado puede remitirse a [Wolf 2004], [Hofer 1994], [Castillo
1989], [Guerrero 1995], [Torre 2005].

1.2 Los procesos de cuantizacion.

1.2.1 Cuantizacion candnica.

A comienzos del siglo XIX, un joven fisico y médico, que participd incluso en el
desciframiento del lenguaje jeroglifico egipcio, Thomas Young, realizé un famoso
experimento en el que registraba la luz que se producia en una pantalla tras dos rendijas
muy proximas entre si. Para su sorpresa, la intensidad de la luz tenia maximos y
minimos de interferencia imposibles de explicar con, la todavia en boga, teoria
corpuscular de la luz. Young observo que cuando la diferencia del camino dptico para
rayos que provenian de las dos rendijas era un mdltiplo entero de una cantidad A

12
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especifica de cada color, se producia una interferencia constructiva y habia mas luz en
ese punto de la pantalla mientras que era la distribucién de luz disminuia en intensidad
cuando no se cumplia esa condicion.

Fresnel intentd explicar ese fendbmeno asociando a cada punto del camino Optico
recorrido por un rayo una fase compleja, de manera que si nos movemos a lo largo del
rayo un camino |, se produce un cambio en la fase de exp(2#il/1). En este sentido, la
condicion de Young para un maximo se podria explicar como:

exp (27 %) =1 (1.19)

siendo I(») el camino Optico asociado al trayecto y. Si la luz llega a un punto Q
procedente de varios caminos, cada rayo llevara una determinada cantidad de energia y
fase que se sumard. La intensidad total seria proporcional al médulo cuadrado del
namero complejo resultante, pudiéndose producir, asi, fendmenos de interferencia y
difraccion.

¢Cual es la relacion entre esta dptica ondulatoria y la anterior dptica geométrica que
hemos descrito? Puede demostrarse que la dptica geométrica se recupera en el limite en
que A tiende a cero. Dada la pequefiez de esta longitud de onda en el caso de la luz
visible, la Optica geométrica es una buena aproximacion en muchos casos de interés
[Cabrera 1998].

A principios del siglo XX, esta conexion entre la Optica ondulatoria y la Optica
geométrica a través de la formulacion de Hamilton habia sido estudiada con cierta
profundidad. Cuando la teoria cuéntica aparecié en escena con su dualidad onda
corpusculo y sus fendmenos ondulatorios asociados, Schrédinger inmediatamente penso
en esta conexion e intentd derivar una ecuacion de ondas que, en el limite de algin
pardmetro analogo a la longitud de onda, recuperase la mecénica clasica.

Podemos interpretar la Optica de Fresnel como uno de los primeros procesos de
cuantizacion, ya que no trata de determinar la asociacion entre un rayo a la entrada del
sistema con otro a la salida (transformaciones del espacio de fases), sino de asociar una
distribucion de luz a la entrada del sistema con una distribucion a la salida. Es decir, una
funcién con otra. Por tanto, la arena donde se desarrolla la dindmica es un espacio de
funciones o espacio de Hilbert. De igual modo, ya no tendremos matrices simplécticas
produciendo las transformaciones sobre el espacio de fases, sino que la dinamica vendra
representada por operadores en un espacio de Hilbert [Guillemin 1984].

A su vez, las funciones sobre el espacio de fases, que pueden asociarse con
"observables" clasicos, pasaran a ser operadores en el espacio de Hilbert. El espacio de
fases simpléctico de base estd dotado de un algebra para estos observables que, en el
espacio de Hilbert, tendré que convertirse en un algebra de operadores.

13
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Por tanto, un primer proceso de cuantizacion general seria el de asociar a todo espacio
de fases simpléctico un espacio de Hilbert, de tal modo que exista una correspondencia
entre el algebra de los observables cléasicos (paréntesis de Poisson) y el algebra de los
operadores que los representan en el espacio de Hilbert (conmutador). La principal
dificultad radica en que este proceso de adscripcion no es unico en general debido a las
relaciones de no conmutacion entre los operadores cuanticos lo que conlleva problemas
de "ordenacion”.

Sin embargo, para Hamiltonianos cléasicos cuadraticos, el proceso anterior puede
realizarse de manera precisa (cuantizacion candnica). Mediante este proceso el grupo
simpléctico se pone en correspondencia 1:2 con el grupo correspondiente de operadores
asociado. En este sentido este grupo es el doblemente recubridor o grupo metapléctico.

Realizando un paralelismo Optico, la dptica geométrica emerge de la geometria
simpléctica del espacio de fases optico, mientras que la Optica ondulatoria emerge de la
geometria del grupo recubridor del grupo simpléctico, esto es, el grupo metapléctico. La
evolucion de la 6ptica geométrica implica flujos simplécticos a través de las ecuaciones
de Hamilton asociadas. De la misma manera, la evolucion ondulatoria estaré asociada a
flujos metaplécticos. Dada la relacion entre los dos grupos, estos dos flujos no deberian
estar desconectados; pudiéndose pasar de uno a otro mediante la relacién que liga
matrices simplécticas en el espacio de fases con operadores sobre el espacio de Hilbert.
En esto consistiria la cuantizacion candnica en un espacio de fases dptico.

Lamentablemente, como ya se ha remarcado, tal proceso de asociacidén sélo es bien
conocido en el caso de que la evolucion del espacio de fases primario esté dada por un
Hamiltoniano cuadréatico. La generalizacion a Hamiltonianos de orden superior siempre
tropieza con las dificultades en investigar las propiedades recubridoras de grupos
generales que involucran transformaciones no lineales del espacio de fases (en el caso
Optico, las aberraciones). El proceso de poner en correspondencia elementos del
Hamiltoniano, matrices simplécticas sobre el espacio de fases y operadores sobre el
espacio de Hilbert se denomina también como cuantizacién de Weyl. En ella se
demuestra que, al menos para Hamiltonianos cuadraticos existe una correspondencia
uno a uno entre flujos en el espacio de fases generados por ese Hamiltoniano y grupos
de operadores uniparamétricos que satisfacen la ecuacion de Schrodinger tras sustituir
en el Hamiltoniano cada polinomio por su correspondiente operador. Estos conceptos y
su posible ampliacion hacia flujos no lineales pueden consultarse en la referencia
[Gosson 2011].

El teorema de Groenwald-van Hove limita el uso de esta cuantizacidon canonica ya que
demuestra que el algebra de los polinomios cuadraticos es un subalgebra méaxima (bajo
la operacidn del paréntesis de Poisson) del algebra de todos los polinomios [Guillemin
1984] por lo que no hay manera de extender la representacion metapléctica mas alla de
las transformaciones simplécticas asociadas a Hamiltonianos clasicos cuadraticos. Es
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importante decir que este aparente resultado negativo no impide "otros" procesos de
cuantizacion asociados a otros grupos no contenidos en la representacién metapléctica
[Guillemin 1984].

1.2.2 Deformacién de algebras

La mecénica cuéntica se distingue generalmente de la mecénica clasica por el caracter
de las cantidades observables. En el caso clasico, los observables son funciones sobre el
espacio de fases con un producto entre ellas. En el caso cuantico los observables estan
sometidos a la no conmutatividad cuyo efecto mas espectacular es el principio de
incertidumbre de Heisenberg.

Esta analogia entre el algebra de operadores en el escenario clasico y cuantico a través
del paréntesis de Poisson (analogo clésico del conmutador cuéntico entre operadores) ya
fue sefialado por Dirac [Dirac 1930]. Es natural pensar, entonces, en un conjunto de
algebras asociativas Ay, dependientes de un pardmetro h, tal que A, sea el algebra de
observables clasica y Ay el de los observables cuanticos.

Formalmente estas algebras se constituyen a partir de una familia de productos *;
asociativos definidos como:

a*, b=>B,(ab)h’ (1.20)

Precisamente, el ejemplo fundamental de uno de estos productos * es el producto de
Moyal-Weyl, aplicable a aquellos espacios sobre los que esté definido un paréntesis de
Poisson. Entre ellos, los mas importantes son los espacios simplécticos. Si (X1,....,Xm)
son las coordenadas sobre espacio V y dado el algebra generada por el corchete de
Poisson {x,,x,}= ., el operador B; anterior en el producto de Moyal es:

I‘S’

B;(a, b)(X)——( Z rs——)’a(Y)b(Z))y 2=x (1.21)

Si V es regular, entonces un operador como el dado en (1.21) puede construirse al
menos localmente. El problema es como relacionar estas deformaciones locales para
producir un producto estrella global. Un resultado interesante es que tal posibilidad es
segura siempre que exista una conexion lineal plana y sin torsion para la cual la
derivada covariante V z sea cero. En otros casos es todavia posible definir un producto
estrella global con condiciones méas estrictas. Para consultar mas detenidamente los
procesos de cuantizacion asociados a las deformacion de algebras se remite al lector a
las siguientes referencias [Weinstein 1994],[Sternheimer 1998].
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1.2.3 Otras cuantizaciones

Si bien los anteriores procesos de cuantizacion han sido los mas estudiados en la
literatura, no han sido los Unicos. Los descritos hasta ahora se basan sobre todo en
analogias matematicas. Digamos que son las matematicas las que guian el proceso para
la cuantizacion.

Otros tipos de cuantizaciones buscan justificaciones “fisicas” de los procesos cuanticos
buscando analogias con sistemas clasicos que puedan exhibir algun tipo de
comportamiento cuantico y que pueda dar pistas de lo que esta detras de la cuantizacion.

Un importante grupo de estos modelos es el de la cuantizacion estocastica desarrollada
en un trabajo seminal por Nelson [Nelson 1966] y, posteriormente, por varios
autores,[Misawa 1987], [Guerra 1983],[Lazaro-Cami 2007]. En este caso la teoria que
lidera la analogia es la fisica estadistica. La dinamica se modela mediante un proceso
estocastico sobre el espacio de configuracion del sistema que permite construir una
funcién compleja que sigue en su evolucidn una ecuacion analoga a la de Schrodinger
que es, en realidad, una ecuacion de difusion. Sin embargo, no aparece claramente cual
es la conexion fisica que generaria en primera instancia ese proceso estocastico. Si bien
la formulacion original de Nelson se centra sobre el espacio de configuracion, otros
autores han intentado acercar el planteamiento a una formulacién sobre el espacio de
fases [Guerra 1983]. Estos trabajos se vieron potenciados por el desarrollo del célculo
estocastico de Tto.

Otra vertiente interesante es la encabezada por Gerard’ Hooft. Este autor considera que
muchas de las aparentes paradojas asociadas a la teoria cuantica provienen de un
desconocimiento radical de las bases reales de la misma. Su propuesta es la de modelar
la mecanica cuantica como una teoria resultante de procesos simples sobre unos grados
de libertad de los que los observables macroscépicos son amalgamas complejas en
donde los procesos asociados a la disipacion y pérdida de informacion juegan un papel
relevante. Sus esfuerzos ligan también algunas caracteristicas cuanticas a una influencia
de la ley de la gravedad. [Hooft 1988], [Hooft 1999]. La fuerte relacién y analogia que
existe entre la fisica estadistica y la mecéanica cuantica también ha llevado a otros
autores a presentar la cuantizacion como una interferencia real entre un conjunto de
sistemas, tomando como “reales” el conjunto de sistemas que parece describir un tnico
sistema cuantico. [Smolin 2011].

Otra propuesta basada en la cuantizacion a partir del espacio de fases clasico es la
propuesta por John R. Klauder, actualmente en la Universidad de Florida [Klauder
1996a]. Parte de la siguiente apreciacion: casi todos los procedimientos de cuantizacion
con un amplio respaldo experimental descansan sobre una forma especifica del
Hamiltoniano de base. Ahora bien, siempre podemos realizar un cambio de coordenadas
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compatible con las forma simpléctica de las ecuaciones de Hamilton y expresar el
Hamiltoniano mateméticamente de otra forma. Esta posibilidad es, cuando menos,
paraddjica ya que nada tan “fisico” como el mecanismo de cuantizacion, debiera
descansar sobre la posibilidad de atinar con el sistema de coordenadas adecuado. Este
mismo planteamiento aparece también en la obra de Dirac : “.. La asuncion de
reemplazar coordenadas candnicas clasicas por su correspondiente operador
(cuantizacion canonica de Weyl) en la practica parece sélo funcionar cuando se aplica a
un sistema de posicién y momento referido a un sistema de coordenadas cartesiano y no
a coordenadas curvilineas generales..” [Dirac 1930] Ahora bien, como muy bien sefala
Klauver, coordenadas cartesianas globales sdlo pueden existir en un espacio plano. De
ahi pasa a mostrar como la cuantizacion candnica puede verse como una manera
encubierta de introducir una métrica plana sobre el espacio de fases. Esta métrica esta
en principio relacionada con las incertidumbres en la posicion y momento, aunque
puede generalizarse a otros tipos de métricas siempre planas [Klauder 1996b]. La
existencia de esta métrica plana puede utilizarse para definir estados coherentes (los
analogos cuanticos de los estados clasicos de un sistema fisico) y regularizar las
integrales de camino que aparecen en la formulacion de Feynmann. De este modo, la
teoria cuantica no supone mas flexibilidad, sino el afiadido de una estructura adicional
(métrica) sobre el espacio de fases. Dicha métrica es proporcional a la constante de
Planck y, por tanto, totalmente irrelevante para objetos grandes.

1.3 Motivacion y estructura del trabajo
Varias han sido las motivaciones y objetivos del trabajo:

1.- ¢Es posible fabricar sistemas cuanticos? Es decir, segin hemos visto, los principales
procesos de cuantizacion pueden realizarse matematicamente, en un amplio conjunto de
sistemas simplécticos. Sin embargo, lo cuantico estd asociado a un pequefio grupo de
sistemas fisicos reales, quizas por la pequefiez de la constante de Planck.

2.- ;Cudl es el origen y significado de esta constante? En la mayoria de los sistemas de
cuantizacion mas fisica, un modelo (proceso estocastico, etc) se introduce sobre el
espacio de fases con una serie de pardmetros entre los que suele aparecer una constante
que juega el papel de la constante de Planck. En el presente trabajo nos hemos
propuesto partir de modelos anclados en situaciones fisicas concretas y ver si de ellos
surgen constantes o estructuras relacionadas con los procesos de cuantizacion.

3.- Para ello se ha propuesto un modelo alternativo como es el de la dptica paraxial, a
fin de poder contar siempre con algun tipo de interpretacion fisica de los modelos

matematicos usados.

4.- A fin de poder comparar con los procesos descritos en las secciones anteriores, se
partird de un espacio de fases simpléctico con un Hamiltoniano cuadratico con la
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interpretacion o bien de un oscilador armonico o bien de una Hamiltoniano éptico
paraxial.

Como linea general de trabajo se parte de la introduccion de procesos estocasticos sobre
el espacio de fases. La memoria se estructura segun el siguiente criterio. Tras el capitulo
presente de introduccion, en el capitulo 2 se presentan los procesos estocasticos
principales a estudiar y su relaciébn con modelos fisicos reales. Estos modelos nos
llevaran a la introduccién de movimientos Brownianos sobre el espacio de fases. En el
capitulo 3 veremos cOmo estos procesos Brownianos inducen métricas sobre el espacio
de fases y se estudia el caracter plano o no de las mismas en relacion con el movimiento
Browniano introducido. Finalmente se describirdn las principales conclusiones y lineas
de trabajo futuras.

18



Aleatoriedad y espacios de fase

2. Aleatoriedad y espacios de fases.

La idea principal es introducir una aleatoriedad en el Hamiltoniano de un oscilador
armonico y estudiar como esta aleatoriedad se manifiesta en los objetos matematicos
que pueden derivarse de él. En Mecanica Hamiltoniana podemos considerar el siguiente
esquema simplificado. Sea un espacio de fases (M, w) simpléctico, siendo w la forma
antisimétrica asociada, de dimension 2. Sobre él se define una funcion Hamiltoniana
H(u) = H(q,p), siendo u=(q,p) un punto de M denotando la variable de posicién q y su
momento conjugado p. La funcion H genera un campo vectorial X} cuyo flujo asociado
son las ecuaciones u(t)=(q(t), p(t)) dindmicas del sistema. Asi que hay tres niveles de
aleatoriedad: sobre la funcion Hamiltoniana, el campo vectorial asociado y el flujo
provocado por el mismo.

2.1 Aleatoriedad sobre el Hamiltoniano.

Consideremos el caso de una Hamiltoniano del tipo:
1 1
H.(w) = up® +5Kq? (2.1)

que seria el de un oscilador arménico de masa m = 1/u y constante de recuperacion K.
El parametro € = (K, u) es un indice que denota los valores concretos de (K, u)
Supongamos ahora que Py K son valores aleatorios, u = uy + Au, K = Ky + AK,
siendo Au, AK variables aleatorias de media cero y varianza a,f,a,%. (Podemos suponer
que su distribucion es gaussiana).
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Con la nomenclatura anterior, sobre cada uno de los puntos u del espacio de fases se
define una variable aleatoria que es el valor del Hamiltoniano en el punto u. Tras esta
definicion es ldgico preguntarnos por el valor medio y la covarianza entre estas
variables. En general, la variable ¢ es una variable bidimensional que asumiremos como
una gaussiana multidimensional completamente determinada por su matriz de

covarianzas S, dada por:
o C
S, =| © , 2.2
: { c o (2.2)

Siendo C = pogo., el valor de la covarianza entre las variables (K,u) y p, el

coeficiente de correlacion entre ellas. Con esta nomenclatura, para el caso del
Hamiltoniano de la ecuacion (2.1), su valor medio E(H(u)) resulta:

1 1
E(H, W) =54 p* *3 Koa® : (2.3)

La covarianza entre las variables aleatorias sitas en u y «’ se define como:
R(u,u') = E(H, (U)H, (u") - E(H, (u)) E(H, (u) SN X

Y realizando los célculos necesarios el resultado puede expresarse como:
] 1 T ]
R(u,u") = Zu S, : (2.5)

donde S, es la matriz de covarianzas siguiente:

2 1 C '

uw O_k qq. qu [ ' (26)
Cpg' o,pp

La varianza de cada una de las variables posicionadas en u=(qg,p) no es mas que R(u,u).

Si la expresamos en la forma de la ecuacion (2.5) se obtiene:

Var(u)zluTSuu:—uT )
4 Cpg o,p

1 ;|okq* Cagp
4

}u = %(aiq“ +o.p* +2Cp*q®) .(2.7)

Es importante recordar que la variable aleatoria que hemos definido, en cada punto del
espacio de fases, es el valor del Hamiltoniano de la ecuacién (2.1). A partir de aqui
podemos realizar algunas aseveraciones:

e El conjunto de variables aleatorias definidas no son independientes.

e Sus valores en dos puntos diferentes u,u’ del espacio de fases pueden
tener covarianzas distintas de cero que vienen dadas por los valores no
diagonales de (2.5).
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2.2. Punto de vista de las ecuaciones de evolucion dinamicas.

La siguiente pregunta a realizar es qué significa resolver las ecuaciones dinamicas
asociadas al conjunto de Hamiltoniano de la ecuacion (2.1). Vamos a considerar , de
momento la siguiente interpretacion: el Hamiltoniano de la ecuacion (2.1) representa, en
realidad, un conjunto de Hamiltonianos, uno para cada valor de la variable aleatoria
bidimensional €. Podemos, por tanto, resolver las ecuaciones de evolucion dinamica
para cada una de estas realizaciones y considerar magnitudes estadisticas sobre las
curvas solucion. En concreto, podemos preguntarnos sobre cual es la curva media
solucion. Esto es lo que intentaremos resolver a continuacion.

Las ecuaciones de Hamilton para un valor concreto de € son:

- 0H,
ap
2.8
.o, (2.8)
g

Si introducimos la notacién desarrollada en el apartado anterior, estas ecuaciones
pueden escribirse como:

° 0 4 0 Au q
u:(A)+AA)u:{_KO OH_AK O}Hp} @)

cuya solucion puede expresarse como:

cos wt ﬁsinwt
ut)=| w U, (2.10)

—sinwt  coswt
W

siendo W =,/Ku la frecuencia de oscilacion. La solucion descrita por la ecuacion (2.10)

se corresponde con un valor concreto de K y de p. Dado que estos dos valores son
variables aleatorias de matriz de varianzas S, (ver ecuacion (2.2)), la solucion u(t)
describe en realidad un proceso estocastico en la variable "t", ya que para cada valor del
tiempo tendremos una variable aleatoria segun la frecuencia w va tomando diferentes
valores. Para calcular su valor medio, deberiamos de tomar el valor medio de cada uno
de los elementos de la matriz de la ecuacion (2.10) considerando la funcion de
distribucion de probabilidad de la variable w. Esta variable seria la raiz cuadrada de la
multiplicacién de dos variables gaussianas con una correlacion no nula entre ellas.
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Una de las situaciones de mas interés es considerar que las desviaciones provocadas por
la aleatoriedad son pequefias para poder hacer una estimacion de la funcién de densidad
de probabilidad de w. En efecto, si expandimos la expresion de w obtenemos

W= Ku = /(Ko + AK) (g + Art) = [Koty + KoAu+ AK gy + AKAL = W, + e (2.11)

siendo Wy la frecuencia de oscilacion cuando no hay aleatoriedad y la constante a viene

dada por,

a =K Ap+ p,AK + AKAu . (2.12)

Considerar que la aleatoriedad es pequefia es hacer que a/w; <<1, por lo que se puede

desarrollar la raiz cuadrada de la ecuacion (2.11) y quedarnos con el término lineal en a.
El resultado final es que la frecuencia de oscilacién w puede expresarse como,

L@ la la
W=W0 l+v EWO(]."FEW):WO +§W y (213)
0 0 0

con el valor de a dado por la ecuacion (2.12). Asi pues, el planteamiento anterior
supone considerar que la frecuencia de oscilacion w es una variable aleatoria cuya
funcion de densidad de probabilidad vendréd regida por la de la variable a. Segtn la
expresion (2.12), esta variable se compone de la suma de dos partes claramente
diferenciadas. La primera es la combinacion lineal de dos variables gaussianas que
hemos supuesto tienen una distribucion multinormal con matriz de covarianzas S dada
por (2.2). La segunda parte de la variable es el producto de dos variables gaussianas de
media cero matriz de covarianzas S. Su funcion de densidad de probabilidad conjunta
viene dada por:

f L o (2.14)
&= =——17¢ .
(AK,Ap) 2ﬂ| S|1/2

El problema de calcular la funcion de distribucion producto no es un asunto trivial dado
que la solucion formal es dificil de calcular en muchas ocasiones. Sin embargo, en el
caso de distribuciones normales y en algunos casos de multinormales el resultado final
puede expresarse analiticamente.

Sean X e Y dos variables aleatorias de distribucién conjunta fxy, su producto v=xy se
distribuye como, [Glen 2002], [Rohatgi 1976]:
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0= [ 00 Lox 2.15)

Denotando como v a la nueva variable producto v=4KAy, y aplicando a nuestro caso las
ecuaciones (2.14) y (2.15) podemos calcular la funcién densidad de probabilidad del
producto. Las matrices Sy S™ son facilmente calculables:

2 C 2 _ 2 _
> = CZ:K A e U B L e . (218)
c oo, —-C*|-C ot | [S||-C of

7

Introduciendo (2.14) y (2.16) en (2.15), resulta finalmente:

) 1 ,ﬁ{AKzaz —2CAKAu+ AP |

AK Ay — W

U
+00 v 1

100 = [ (4K, ) e d(aK) @17
U

W= pe e T Ly,

v 27r|S|l/2 o |X|

La ultima forma de la expresion (2.17) contiene una integral que describe una funcién
simétrica respecto de cero que puede ser escrita como el doble de una integral entre cero
e infinito. Bajo esta forma es integral resulta ser la funcion de Bessel tipo K de orden
cero, Bk o. Reagrupando términos obtenemos finalmente:

1
1] 1 5@ oo
f - = ‘S‘ B K~ u
B 7r{|s|“2e }[ E

donde, recordemos C = poy o, siendo p la correlacion entre AK'y Ap. La funcion

V|J (2.18)

descrita en (2.18) tiene interesantes propiedades:

e Su dependencia de la funcién de Bessel Bk hace que no esté acotada en
el punto v=0 y decae rapidamente a ambos lados de este punto, siendo
una funcidn simétrica.

e Silas variables AK y A exhiben correlacién, aparece un factor adicional
creciente, si la correlacidn es positiva o decreciente, si es negativa. En
cualquier caso, representa una factor que no es simétrico para valores de
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Vv positivos y negativos, por lo que introduce una cierta asimetria en la
funcion.

En la figura siguiente se ha representado dicha funcion para el caso de ck=0.1, 5,=0.3 y
un valor de la correlacién p que varia entre 0.1, 0.6 y -0.6. Es posible ver las dos
caracteristicas anteriores; su no acotacion en torno al cero, su asimetria dependiendo del
valor de la correlacion y su rapida caida a ambos lados del valor v=0.

45 3 L L L L L

T

w
()]
T

w
o
T

N
a1
T

[EEN
a1
1

[EEN
o
1

-0.2 -0.15 -0.1 0.05 0.1 0.15

Figura 2.1: Representacién de la funcién f,(v) para varios valores de la correlacion Phi entre las
variables AK y Au. Los valores para el resto de las variables aparecen en el texto.

En realidad, la expresion (2.18) describe una distribucion mas que una funcion. Lo
importante es darse cuenta de que esta distribucion se asemeja bastante a una delta de
Dirac 3(v). Si el valor de la correlacion entre las variables fuese cero, no habria gran
diferencia.

La otra dependencia de la variable a consiste en una combinacion lineal de AK y Ap.
Concretamente, p=K,Au+1,AK. Esta variable sera gaussiana de media cero y

varianza dada por Ko’ + usop +2w;C tomando en consideracion que las variables

AK'y Ap son multinormales con matriz de covarianzas S [Morrison 1990]. Por tanto, la
variable a es la suma de dos variables aleatorias de distribucion conocida. Sin embargo,
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ambas partes de a dependen de las mismas variables base (AK y Al) y puede que no
sean independientes. Para serlo, todos los momentos conjuntos de ambas partes de o
deberian de ser cero. Este primer momento conjunto, la covarianza entre p y v, se
expresa como,

var(p,v) = E[pv]- E[pJE[v] = E[pv] = E[K,AK (Ar)? + 1 (AK)?Ane]  (2.29)

Que, como vemos, involucra los momentos y cumulantes de orden 3 de la distribucion
multinormal original. Sera por tanto cero. El resto de momentos y cumulantes de mayor
orden también se expresard&n como combinaciones de alto orden de los de la
multinormal original. Salvo los de orden par, todos serdn cero y los de orden par
involucraran potencias de AK y A superiores a 2. Pero estos son los términos que se
han despreciado en primer término para llegar a expresar la variable o segun la ecuacion
(2.11) y (2.12). Luego, si, de nuevo, la aleatoriedad es pequefia, las variables p y v son
cuasi-independientes en una buena aproximacion.

En este caso, la funciéon densidad de probabilidad final de la variable o sera la
convolucion de una gaussiana con fy(v). Y por la discusion anterior sobre el caracter de
esta ultima funcion, el resultado final de la convolucion serd, en la aproximacion de
aleatoriedad pequefia, una gaussiana, ya que seria como convolucionar una funcién con
una funcion muy proxima a una delta de Dirac (la funcion fy(v)).

Teniendo en cuenta todas las consideraciones anteriores hemos llegado a la conclusién
de que a debe ser, aproximadamente, una variable aleatoria cuya distribucién de
densidad de probabilidad esta muy cerca de ser una gaussiana si el valor de aleatoriedad
es pequefio y la correlacién entre las variables no muy alta (para mantener la simetria de
fy(v)). Por tanto, estd completamente determinada por su valor medio « y su varianza

o’ . Ambas cantidades pueden calcularse directamente a través de la ecuacion (2.12),

tomando valores medios y usando de nuevo la multinormalidad de AK y Ap. El
resultado final es:

a=C

2.20
o2 = K2o% + 1i0? + 20(C + {02 + 2C7) (2:20)
donde los dos ltimos términos en la varianza de o provienen de considerar los términos
en E(4K2Ap®) para los que se ha usado la multinormalidad de las variables. Finalmente,
relacionando la variable o con la frecuencia de oscilacion w (ecuacion (2.13)), tenemos
que, dentro de las aproximaciones tomadas, la frecuencia de oscilacion es una variable
aleatoria gaussiana con media y varianza:

_ C
W = WO + 2—
W,
° (2.21)
2 1 2
O-w = 2 Ga
4w,
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En las figuras siguientes aparece una representacion con calculo numeérico para la
variable a que hemos estado discutiendo. En la columna de la izquierda aparece el valor
de la parte puramente gaussiana junto con la convolucion de esta parte con la funcion
fv(v). En la parte izquierda, aparece representado el valor de fy(v). Tal como puede
apreciarse, solamente para valores elevados de la aleatoriedad y de las correlaciones, los
dos tipos de aproximacidén comienzan a ser diferentes. Puede apreciarse también como,
a medida que aumenta el valor de la correlacion, la distribucion fy(v) se vuelve mas
asimétrica.

6 40
30+
4+
< _
@37 E/> 20
2;
10+
l;
85 0 05 95 0 0.5
alfa v
0.5 . . : 30
0.4 : 25¢
_ 03} 20
£ S
s = 15
0.2 ol
10¢
0.1}
5;
0 r
-4 -2 0 2 4 0 -
alfa '4 '2 0 2 4
\
0.1 4
0.08} 3r
s _
go 06 E’> 2
0.04; —Gauss Aprox. 1l
——Convolucion
O'026 -21 2 0 2 4 6 (-)6 4 ) 0 2 4 6
alfa \

Figura 2.2: Funcion de densidad de probabilidad para la variable o. A la izquierda se representa la
parte gaussiana junto a la parte final de convolucién con fy(v). A la derecha aparece representada la

. . -z . .z . - e 2
distribucion fy(v). Los valores de simulacion son los siguientes. Para todas las gréaficas W, = 6. Para el

resto de valores, comenzando por la parte superior: 0x=0.01,0.1,0.9;¢,=0.03,0.3,0.9;0=0.1,0.6,0.6.
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A fin de tener una Ultima comprobacion se realiza el célculo siguiente. Hasta ahora
hemos obtenido que la frecuencia de oscilacion sigue una distribucion gaussiana que
viene determinada por los pardametros dados (2.21). Podemos comparar esta distribucién
directamente con una simulacion experimental en la que se calcula directamente la
distribucion de w. Para ello se calcula numéricamente AK e Ay como:

(A,u]_ o, 0 n, (2.22)
AK ) owp o J1-p? \ng '

siendo ny y nk variables normales de media cero y varianza unidad. Puede comprobarse
facilmente que las variables AK e Ap calculadas a traves de (2.22) tienen matriz de
covarianzas S, segun se ha definido en el presente trabajo (ecuacion (2.2)). Es pues facil
generar una larga secuencia de valores aleatorios n, y nk. A partir de ahi, calcular (2.22)
y sumar el resultado a valores prefijados de o y Ko que son los que definen el valor de
la frecuencia de oscilacion wy.

Dichos célculos se han implementado en MATLAB y la distribucion experimental de w
se aproxima a través del histograma de los resultados con 50000 valores. Los resultados
aparecen en las gréaficas 2.3 y 2.4. Como puede verse, el resultado de la aproximacion
realizada es muy bueno comparado con la aproximacién al histograma real. De nuevo,
existe una pequefia desviacion para el caso de correlaciones altas y aleatoriedad elevada.
Por comodidad s6lo se han representado dos casos tipicos: los correspondientes a alta y
baja aleatoriedad y correlacion. En las dos gréficas, wytoma el valor 4.

Conocida ya la distribucién de la densidad de probabilidad de w, la solucion media de
las ecuaciones de evolucion se calculan tomando medias respecto de w en la ecuacion
(2.10). Esto es:

<cos(wt) > < ﬁsin(vvt) >
<u(t) >= w U, (2.23)
< —%sin(wt) > < cos(wt) >

donde el corchete <,> denota media respecto de la variable w. EIl calculo explicito de
este ultimo resultado puede ser complicado por el término en el seno. Pero, no obstante,
es facil darse cuenta de que esta solucion no es la solucion asociada al Hamiltoniano
medio sin valores de ruido. Para ello fijémonos en la condicién inicial u, =(q,,0)y

estudiemos solamente el valor medio de la posicion <cos(wt)>. Para una distribucion
gaussiana, la funcién caracteristica de la misma nos dice:

2,2
oyt

Ele]=e" 2 (2.24),
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siendo x,o?, la media y la desviacion estandar de la variable x. Por medio de (2.24) es
facil ver que:

1 20

<q(t) >=q, < cos(wt) >=que 2" cos(wt) (2.25)

donde avzvyv_v vienen dadas por las ecuaciones (2.21). Respecto al comportamiento de
esta solucion podemos destacar varios aspectos:

e La frecuencia de oscilacion w no es la frecuencia de oscilacién asociada
al Hamiltoniano medio, wo. Su valor difiere de éste solamente sin las
variables AK e Ap estan correlacionadas.

e La solucion es una solucion disipativa, que decrece con el tiempo. Es la
existencia de este factor disipativo lo que més aleja a la solucion media
de la solucion del Hamiltoniano medio. De nuevo, este factor esta
dominado por el valor de correlacion de las variables AK e Ap (ver
ecuaciones (2.20),(2.21)).

e La solucion media cumple la siguiente ecuacién diferencial de segundo
orden:

2
‘:Tg ——(W +0+02)q— (o2t +1) ?j—f (2.26)

Esta ecuacion describe un oscilador con friccion y un desplazamiento de
la frecuencia que viene incluido en el factor de w.

Un modelo fisico para este tipo de aleatoriedad podria ser un metamaterial con
desorden. Los metamateriales con compuestos artificiales que son ensamblados
mediante técnicas quimicas, fisicas u dpticas de tal modo que presentan propiedades que
no se dan de forma natural. De especial interés son los materiales que presentan en
algun rango de longitud de onda indices de refraccion negativos. Dado que uno de los
objetivos del trabajo es encontrar modelos fisicos que implementen los modelos
matematicos presentados se ha realizado un analisis computacional de un metamaterial
compuesto por blogues perfectamente ordenados cuya posicion dentro de una cadena es
una variable aleatoria. Las caracteristicas de la resonancia en estos materiales hacen que
el Hamiltoniano total sea del tipo de oscilador armoénico con la aleatoriedad en
constantes que se ha presentado. EI modelo semianalitico desarrollado calcula una gran
cantidad de estas cadenas aleatorias y estudia la media de sus respuestas en resonancia.
Posteriormente estas soluciones son estudiadas estadisticamente para comprobar si,
aparte del efecto disipativo, hay algo mas presente en un Hamiltoniano real del tipo
descrito en este trabajo. Los resultados han sido aceptados para publicacion y confirman
los resultados expuestos hasta aqui: la resonancia se desplaza y baja en amplitud en
completo acuerdo con la existencia de una friccion o elemento disipativo. El trabajo se
encuentra en publicacion [Rico 2011].

28



Aleatoriedad y espacios de fase

= N
ul N Ul
] ] ]

Densidad de probabilidad
H

0.5~

0 e i i ; > L
3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5
w(unidades arbitrarias)

1.5

Densidad de probabilidad

0.5~

3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 i 4.6 4.8
w(unidades arbitrarias)

Figura 2.3: Funcién de densidad de probabilidad para la frecuencia de oscilacion. La linea continua en
rojo representa el valor calculado a través de la aproximaciéon de la ecuacion (21). En azul el
histograma experimental. 0x=0.1,5,,=0.3 y p=0.1 (arriba), -0.1 (abajo). Wy=4 en ambos casos.
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25 T T 3 3 3 3 3 3 3

T

15

Densidad de probabilidad

L

o™ I I
3 3.2 34 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5

w(unidades arbitrarias)

3.5

I
1

2.5 .

15

I
1

Densidad de probabilidad

I
1

0.5

[ L [ [

0
3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8
w(unidades arbitrarias)

Figura 2.4: Funcién de densidad de probabilidad para la frecuencia de oscilacion. La linea continua en
rojo representa el valor calculado a través de la aproximaciéon de la ecuacion (21). En azul el
histograma experimental. ox=0.1,6,=0.3 y p=0.8 (arriba), -0.8 (abajo). Wy;=4 en ambos casos. A
diferencia del caso anterior, ahora hay una ligera diferencia, aunque pequefia, entre los dos tipos de
curva.
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2.4 Hamiltonianos puramente estocasticos

En las secciones anteriores el Hamiltoniano considerado era aleatorio en el sentido de
que las constantes que aparecian en su definicion (K y ) no estaban definidas de
antemano sino que seguian una cierta distribucion conjunta de probabilidad. En sentido
estricto no se trabaja pues con un solo Hamiltoniano, sino con un conjunto de ellos.
Tiene sentido entonces preguntar cual es la “curva solucion tipica” de dicho conjunto.
Para ello calculamos la media de todas las posibles soluciones, llegando a la conclusion
de que esta solucion media no se corresponde con la solucion del Hamiltoniano medio o
mas probable, sino que describe una solucion disipativa donde la frecuencia de
oscilacién cambia respecto de la oscilacién media del Hamiltoniano en un factor que
depende de la correlacion entre las variables K y p. Esta correlacion también es
responsable de la mayor parte de los términos disipativos.

Estos resultados nos llevan a considerar otro tipo de aleatoriedad sobre el espacio de
fases con unas propiedades mejores respecto de la solucion media. Seria deseable que la
solucion media tuviera una correspondencia con la solucion que proviene del
Hamiltoniano medio. Por otro lado, también seria deseable que la aleatoriedad fuera
“intrinseca”. Por este término designamos la propiedad de que se la propia dindmica de
evolucidn la que sea aleatoria y no se introduzca por una falta de conocimiento sobre
qué Hamiltoniano en concreto esta gobernando la evolucién.

La manera mas sencilla de introducir las anteriores propiedades es considerar el
Hamiltoniano como estocastico, donde las variables Ap y AK son ahora variables
aleatorias que toman valores distintos en funcion del tiempo, A, AK:. Aplicando estas
consideraciones a los Hamiltonianos cuadraticos en g y p que hemos utilizado hasta
ahora, las ecuaciones de Hamilton darian, para las variaciones de q y p:

q=tPp+Aup

p= _Koq _AKtq

(2.27)

El problema es como interpretar ahora estas ecuaciones, ya que la parte de las variables
aleatorias son claramente no derivables respecto al tiempo. Las ecuaciones (2.27) son
ecuaciones estocasticas. Normalmente, para una ecuacion diferencial, tanto su forma
habitual en forma de diferenciales como su forma integral son equivalentes. Para una
ecuacion estocastica ambas formulaciones no lo son, ya que, normalmente, la forma
diferencial no tiene sentido, como es este caso. Si las transformamos a su forma
integral:
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t t t t
g, —0 = .[“0 p, dt +I p,Audt = .[”0 p,dt +I p,dB,
0 0 0 0 (228)

t t t t
P — Py = [~ Kogdt - [ ,AK dt =[ - K,q,dt - [ g,dB,
0 0 0 0

Donde se han utilizado las siguientes consideraciones a la hora de entender cémo
calcular estas ecuaciones [Martinez 2003]:

e Los productos Audt e AKdt definen dos procesos estocasticos
Brownianos dB, y dBy dado que Ap: e 4K; se definen como variables
normales de media cero y varianza oy Y ok para todo t.

e En este sentido, las segundas integrales que aparecen en las ecuaciones
(2.28) deben ser interpretadas como integrales de It6, perfectamente
definidas para procesos Brownianos como los considerados.

o Finalmente, los dos procesos dB,, y dBy no son independientes ya que las
variables que Ap; e AK; tienen matriz de covarianzas no nulas igual para
todo t.

e Las variables q y p son ahora no funciones, sino procesos estocasticos
solucion de las ecuaciones (2.28).

Con las anteriores puntualizaciones es corriente escribir en forma simbolica las
ecuaciones (2.28) como:

dq = 4, pdt + pdB,,

(2.29)
dp =-K,qdt —qdB,

En lugar de escribir estas ecuaciones en funcion de los procesos Brownianos dB,, y dB,
es mejor escribirlas en funcién de dos procesos de Wiener estandar de media cero y
varianza unidad, dW,, dWx con una correlacion nula entre ellos. En funcion de procesos
los dB,, y dBy originales pueden escribirse como:

dBy [ o 0 dW# (2.30)

dBy B op o1-p? \dW, .
Es facil comprobar que, con esta reescritura, los procesos originales mantienen su
varianza y covarianza en el mismo punto “t”.

EldB,?|= o2dt
EldB?|= 0202 + 02 (1- p?) = o2t (2.31)
E[dB#dBK]: a#o-KpE[dW#z]+ 0,0¢~\1- o’ E[dWﬂdWK]z o0 pdt=C , dt
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Las ecuaciones (2.29) definen en realidad un proceso estocastico vectorial. Para
diferenciar este proceso del vector u=(g,p) que hemos utilizado para denotar una
posicién sobre el espacio de fases vamos a denotarlo por U=(qp;). Con esta notacion,
he introduciendo los nuevos procesos definidos por (2.30), las ecuaciones pueden
escribirse como:

0 0 YdB
du = Mo lgge 4| P #
“K, 0 0 —q)dB,

U
dU = AUdt + B“UdW, + B*UdW,

donde el valor de las matrices Ao,B",BX se desprende facilmente de la comparacion entre
las dos ultimas formas de la ecuacion (2.32). Esta ltima ecuacion estocastica vectorial
es del tipo general,

dX, = {A@t)X, +a(t))dt + i{si(t)xt +b (1) Jdw, (2.33)

siendo X; un proceso estocastico vectorial de dimensién m, A(t), B!(t), matrices mxm y
a(t) y b(t) vectores de dimensién m. Si comparamos (2.33) con (2.32) veremos que, en
nuestro caso, los vectores a(t) y b(t) son cero. A pesar de su aparente simplicidad y, a
diferencia de lo que ocurre en el caso escalar, la ecuacion estocéstica (2.33) no admite
una solucién analitica a menos que todas las matrices A,B que aparecen en ella sean
constantes y conmuten entre si [Cyganowski 2001], [Kloeden 1992], quedando como s
alternativa su resolucion numérica. Este es el caso que nos ocupa, ya que, aunque las
matrices involucradas en (2.32) son constantes, no conmutan entre si.

Sin embargo, si que puede darse una solucion explicita para los momentos
E[Xt ]=m,E[Xt XtTJ= P. Esto es, para el valor medio del proceso y su matriz de

covarianzas [Cyganowski 2001 ]. Teniendo en cuenta que a(t) y b(t) son cero, la media
y la matriz de segundos momentos del proceso cumple las siguientes ecuaciones
diferenciales [Cyganowski 2001 ]:
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dp ] ) (2.34)
i AP +PAl +B*“PB* +B"“PB"
El valor de la matriz de covarianzas, V, es, sin embargo:
V =E[X, X7 |- E[X,JE[X,] =P-M (2.35)

donde, segun hemos definido, m=E[X;]. De la primera de las ecuaciones (2.34)
obtenemos que:

d

a{E[xt]E[xt]T f= AM + MAT (2.36)

Y, por tanto, la variacion temporal de la matriz de covarianzas de las variables (q,p) se
puede escribir como:

‘i'j_\t’ AV +VAT + 3 (BVB™ + B'MB") (237)

i=u,K

Antes de expresar la forma completa de la ecuacion (2.37) es mejor reformular la matriz
M en una notaciobn mas compacta. Volviendo de nuevo a la nomenclatura de las
ecuaciones (2.32), el proceso X; general de la ecuacion (2.33) es el U de la (2.32). La

primera de las ecuaciones (2.34) define pues cudl es su valor medio, U , definido por

Ho

_ cos(w,t) — sen(w,t)
NV T "o (‘;]{qj (2.38)

dt _th sen(w,t)  cos(w,t) 0 P
0

Con esta notacion, la matriz M puede escribirse:

2
M — qm qm pm (2.39)
UnPn  Pi

Finalmente, la expresion de la derivada de la matriz de covarianzas es:
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d_V:i 0'5 qu _ ZﬂOqu ,uoaﬁ — Koag N 0505 —C#Kqu .
dt dt{C, 05 ,uOO'; - KOO'; - KoCyp -C«Cq aioﬁ
.................................. + O-‘Z‘ P = Cukcn P

_C,qum pm Gliqri
(2.40)

Ecuaciones que también pueden reescribirse en funcién de los tres valores
H H 2 2 .
independientes o, 0,,C,, como:

o, 0 o, 24 |og o’pl
™ 05 =l ot 0 -2K, O'§ +|  okq? (2.41)
qu - KO Ho — C,uK qu - CﬂK U P

En este punto, merece la pena detenerse en varias consideraciones que surgen a partir de
(2.40) y (2.41).

e En primer lugar, estas dos ecuaciones nos revelan que definir un punto
u=(q,p) no tiene mucho sentido, ya que, al ser U un proceso estocastico,
en realidad sélo podemos hablar en propiedad sobre valores medios
tomados sobre sus realizaciones, esto es, del valor medio de la posicion y
del valor de la varianza en cada una de esas posiciones. Esto hace que, de
las dos partes de (2.41) la que se corresponde con los valores medios de
la posicion (gm,pm) Sea la mas “importante”.

e Esta parte no es solo la méas facilmente atribuible de sentido fisico, sino
que puede darsele otro valor. Las posiciones medias sobre el espacio de
fases cambian con el tiempo segun las ecuaciones (2.38) que describen el
movimiento cuando el valor de aleatoriedad es nulo (esta era una de las
propiedades interesantes que menciondbamos al comienzo de esta
seccion).Tomando sélo esta parte, esta claro que las varianzas y
covarianzas de las posiciones en (q,p) también son funciones del tiempo,
produciendo una difusion sobre el espacio de fases. En este sentido
podriamos decir que la dindmica expuesta en esta seccion seria descrita
como la de un movimiento Browniano sobre un espacio simpléctico.

e ;Cual de estas estructuras es la mas importante? Si la aleatoriedad es
nula, la evolucion es la dada por el Hamiltoniano medio, cuyas curvas
integrales son aquellas cuyos vectores tangentes vienen dados por la
diferencial de ese Hamiltoniano medio. En este sentido, domina la
estructura simpléctica del espacio de fases. Pero si la aleatoriedad es muy
alta, el valor medio de la posicién sobre el espacio de fases no sera de
gran interés frente a la difusion provocada por los términos de varianzas
y covarianzas (ver ecuaciones (2.40) y (2.41)) y las curvas que describen
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la evolucion dinamica sobre el espacio de fases seran practicamente
irreconocibles.

e El mayor interés sera cuando las curvas solucién sean todavia parecidas o
reconocibles como cercanas a las curvas solucion del Hamiltoniano
medio. Este régimen es el régimen de aleatoriedad pequefia, en el que los
términos o, /1, , 0y Ko, 0,0 0/ 14,K, SON pequeios.

2.4.1 Resolucion numérica de las ecuaciones

Dada la no existencia de solucién analitica para las ecuaciones estocasticas integrales
(2.32) que describen el problema bajo estudio, se ha realizado una implementacion
numérica de las mismas teniendo en cuenta las especiales caracteristicas de las mismas
en cuanto a la presencia de términos aleatorios. Teniendo en cuenta (2.30) y (2.31), la
version discretizada de las ecuaciones (2.32) resulta [Cyganowski 2001 ]:

Qg =0, + 4 P AL+ o, pt\/A_tNl
P = Py — KoQAt — o o0, \/ENl — Qo y1- p2 \/ENZ

donde Ni=1, son dos variables normales independientes de media cero y varianza
unidad. Introduciendo un valor inicial en las anteriores ecuaciones podemos simular la
dinamica del sistema.

(2.42)

o 0 .

Figura 2.5: Resolucion numérica de las ecuaciones (42) para los parametros de simulacion siguientes,
At=0.0001, 0x=0.005, 6,=0.002, p=0.5,K=Ho=2; o=3,po=0.
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En la figura 2.5 aparece representada una posible trayectoria con un nivel de
aleatoriedad muy bajo. La separacion respecto de la trayectoria sin ruido es
insignificante.

T T T T T T T [ T T
6 * Ruido bajo
Ruido medio

4 * Ruido alto

Ruido bajo
Ruido medio |

-1.6f
-1.8f

Ruido alto

bl

-2.21

2.4+
Q o6l

-2.81

-3.2

]

-3.6

r r r [

-6.5 -6 -5.5 -5 -4.5 -4

Figura 2.6: Representacion de trayectorias con diferentes niveles de aleatoriedad. Nivel ruido
bajo (o0xk=0.005,0;,=0.002), ruido medio (ox=0.05,0;,=0.02) y ruido alto (0x=0.05,5;,=0.02). El
resto de los parametros de la simulacién son los mismos que los de la figura 2.5. En la parte de
arriba se representan las trayectorias, mientras que en la parte de abajo se representa una
ampliacion de una de las trayectorias para el caso de ruido alto.
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En la figura 2.6 aparecen representadas varias trayectorias para las mismas condiciones
de simulacion que las de la figura 2.5, pero alterando el nivel de aleatoriedad. Vemos
como, a medida que aumenta la aleatoriedad en K y L, la trayectoria se va pareciendo
mas a una difusion en el espacio de fases.

También es relevante el diferente comportamiento de estas trayectorias cuando cambia
la correlacion entre las variables K y . Los resultados de las simulaciones pueden verse
en las siguientes gréaficas.

——¢=-01
i —¢=-0.5 |
4r c=-0.8]
3 Y
2 Pk W«» ]
A | |

o
ok |
1+ 3‘1:“ i
iy " \ g 4
v A
4+ i
6 6

Figura 2.7: Tres trayectorias tipo para los parametros de simulacion de la figura 2.6, pero con
ruido alto y correlaciones negativas entre las variables Ky p.
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6r ——¢=0.1]
—¢=0.5

4\ c=0.87]

2, -

Q o -
2 B
-4 B
_67 I I I r I r il

8 6 4 -2 0 2 4 6

Figura 2.8: Tres trayectorias tipo para los parametros de simulacién de la figura 2.6, pero con
ruido alto y correlaciones positivas entre las variables Ky .

En las dos ultimas graficas el nivel de ruido o aleatoriedad se ha tomado como “alto”
para observar el efecto de las correlaciones. Claramente afecta su valor a la forma
general de la difusién y, lo que es mas importante, el signo de la correlaciéon es
importante, observandose un diferente comportamiento con s6lo cambiar su signo.

Este efecto no es debido solamente al nivel de ruido, alto en este caso, sino que es
propio del signo de las correlaciones. Para comprobarlo se han realizado nuevas
simulaciones, pero en éste caso con un nivel de ruido bajo. En este caso, aunque todas
las trayectorias se parecen bastante a la trayectoria sin ruido, los efectos provocados por
la existencia de correlaciones se evidencian si aumentamos la resolucién gréfica de las
figuras. (ver figuras 2.9 y 2.10). En la altima de las figuras mencionadas (figura 2.10)
aparecen los mismos efectos debidos a la correlacion que los que aparecen en las figuras
2.8 'y 2.9 en cuanto a qué correlacion concreta tiene cada trayectoria respecto a su
posicién en una zona mas cercana o alejada del origen de coordenadas.
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—c¢=-0.1
—¢=-0.5
c=-0.8]|

—¢=0.1
—¢=0.5
c=0.8

[ |

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.9: Simulacion de trayectorias de bajo ruido con los mismos parametros de simulacién
de la figura 2.5, pero cambiando el nivel de la correlacion entre las variables K 'y . Tanto para
el caso de las correlaciones positivas como negativas, las trayectorias son practicamente
iguales a las de nivel de ruido cero.
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Figura 2.10: Ampliacion de las graficas de la figura 2.9. Comprar con las trayectorias de las
figuras 2.8y 2.9
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Del mismo modo podemaos calcular cual es el valor de las varianzas y covarianzas de las
variables u=(q,p) resolviendo las anteriores ecuaciones numeéricas para un conjunto de
trayectorias que parten del mismo punto inicial up sobre el espacio de fases. Para este
conjunto de trayectorias se calcula la varianza en cada una de las variables, asi como su
correlacion. Por comparacion con las gréficas anteriores, el valor de ruido escogido se
toma como medio (cx=0.05, 5,=0.02) y los valores de la correlacion p=0.5y -0.5.

0.03 T : 0 :
— Varianza g
— Varianza p
— Covarianzas pq

T

0.025

0.02

0.015

0.01

Varianzas

0.005

0

-0.005

r r r

-0.01
0 1 2 3 4 5

Tiempo (u.a.) x 10"

0.035 c r . ‘
— Varianzas q
—Variaznas p
— Covarianzas pq

0.03

T

0.025

0.02

0.015

0.01

Varianzas

0.005

0

-0.005

001, 1 2 3 4 5

Tiempo (u.a.) x 10*
Figura 2.11: Valores de las varianzas y covarianzas entre las variables (q,p) en funcién del
tiempo para los parametros de simulacién de la figura 2.5 con ruido medio. Arriba, correlacion

p=-0.5, abajo p=0.5.
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Figura 2.12: Valor de la correlacion entre las variables de posicion (q,p) en funcion
del tiempo para las simulaciones de las graficas 2.11. Arriba, p=-0.5, abajo p=0.5
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2.5 Difusion de Tto y dinamica aleatoria.

De las simulaciones anteriores y especialmente de las relacionadas con las expresiones
(2.40) y (2.41) podemos extraer varias consideraciones. La primera es que, las varianzas
de las variables de posicion u=(q,p) no solo varian con el tiempo (de acuerdo con lo
calculado por las expresiones (2.40) y (2.41), sino que aumentan en el tiempo, tanto en
g como en p. Esto es indicativo de un proceso de difusion, donde la variacion
cuadrgtica media de la posicion aumenta con el tiempo. Si el proceso sufre un
movimiento Browniano en una dimension, dicho crecimiento es lineal en el tiempo.

En efecto, los procesos de difusidbn pueden caracterizarse mediante procesos
estocasticos multidimensionales del tipo [Moro 1999], [Martinez2003]:

dX, = p(X,, t)dt + (X, t)dW, (2.43)

donde X; es un proceso estocastico N-dimensional, (L un vector de difusion of “drift" , o
una matriz de difusion N x N y dW; un proceso Wiener estandar N-dimensional. Si
comparamos esta representacion con la de la ecuacion (2.32) observaremos que el
proceso que estamos describiendo puede expresarse como:

0 H
du, = (_,uop jdt + _G”p N thK (2.44)
KOq O-qu O-Kq 1 P th

en la que se reconocen claramente los términos de la ecuacion (43), vector "drift" y

( J

[ o,p 0 J
0=
—o P — o Qyl-p°

Una manera alternativa de considerar una difusion de Tto es estudiar la ecuacion o
ecuaciones de Fokker-Planck asociadas a la misma. Una ecuacién de Fokker-Planck es
una ecuacion para la densidad de probabilidad de, dadas unas condiciones iniciales, la
posicion de la particula sobre un punto X, en el tiempo t, sobre el espacio considerado
[Referencia Fokker-Planck]. En el caso en que x denote la posicion sobre un espacio N-
dimensional, dicha ecuacion es:

(2.45)

o Lo A Y
E:—Zﬂ:&[q(xl,....,xN)f]+;;M[DU(Xl,----,XN)f] (2.46)
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donde los términos D'y D? se suelen denominar como término de arrastre-transporte y
tensor de difusion, respectivamente. La relacion con la difusion general de Tto
(expresada por (2.43)) es:

D'=p
D? = lmsT (@47)
2

Si aplicamos estas ecuaciones al caso particular que estamos estudiando obtendriamos:

D! :[ HyP ]
_Koq

DZ — l O_,i pz _C,ukqp
2(-C,ap  oxq’

(2.48)

Este tensor de difusién nos dice que el movimiento en el espacio de fases produce una
variacion de las dispersiébn media de la posicion que es anisétropa y, ademas,
dependiente del punto u=(q,p) considerado. Por tanto, tiene que estar relacionado con la
matriz de covarianzas entre las posiciones (g,p) en el espacio de fases que ha sido
calculada previamente mediante la ecuacion (2.40). Si comparamos con esta ecuacion,
vemos como el tensor de difusion es el ultimo término de dV/dt en la expresion (2.40),
pero particularizado para la posicion media (gm pm)- De ahi que el resto de las matrices
que aparecen tiene que ser también interpretadas como difusiones por un razonamiento
de dimensionalidad.

Resumiendo el razonamiento llevado a cabo en esta seccion. La introduccion de una
aleatoriedad temporal en el Hamiltoniano puede ser interpretada como una difusion de
Tto sobre el espacio de fases lo que lleva, via la ecuacion de Fokker-Planck, a ver la
evolucion de la densidad de probabilidad asociada producida por un término de
transporte mas un término de difusion. Este término de difusion, que proviene de la
aleatoriedad en las constantes del Hamiltoniano, es el responsable de la evolucién
temporal de la matriz de covarianzas entre las posiciones u=(q,p) en el espacio de fases.

Podemos avanzar un poco mas en esta linea de pensamiento. Fijémonos en que la
ecuacion (2.46) no esta escrita en una forma covariante. Esto es debido a la peculiaridad
del célculo de Tto, donde, en los desarrollos de Taylor de funciones que dependen de
procesos estocasticos, debemos incluir, como primer orden en dt, los términos de
segundo orden, hessiano, del desarrollo de la funcion, ya que estos, al contener los
términos de ruido, tienen varianzas proporcionales a dt [Martinez 2003]. La ecuacion de
Fokker-Planck anterior puede reescribirse como

of 0 0°

N __ 0 g, 9
a ax” Taxox

D2 f (2.49)
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¢Como se comporta esta ecuacién frente a un cambio de coordenadas? Por las
consideraciones del parrafo anterior esta claro que la condicién no es obvia, dado el
cambio en la expresion de las diferenciales de una funcion que exige el calculo de Tto.
Supongamos que el espacio de fases esta provisto de un tensor métrico que puede
provenir de la expresion de la métrica cartesiana estandar en otro sistema de
coordenadas. Denotando como G=det(g;;), siendo g;; el tensor métrico mencionado, la
ecuacion (2.49) puede escribirse en forma tensorial como [Fredkin 2001]:

oF y 1 0 sy OF
S \/_a,(f A'F)+ o (\/ED anJ (2.50)

donde aparece la densidad F = f /+/Gy un nuevo término de arrastre p definido por
[Fredkin 2001]:

f=p- J—a,f (2.51)

En la ecuaciones (2.50) y (2.51) siguen apareciendo claramente discernibles los
términos de transporte y el de difusion. Sin embargo, esta forma covariante de la
ecuacion de Fokker Planck permite establecer un reinterpretacion de la misma.

Supongamos que, en lugar de la difusion Browniana considerada aqui, hubiésemos
considerado una difusion isotropa y con varianza unidad (procesos de Wiener estandar).
La parte asociada al tensor de difusion en (2.46) seria simplemente la actuacion del
operador Laplaciano 1/2A. Si, en lugar de producirse la difusion sobre un espacio de
fases plano, lo consideramos sobre una variedad de tensor métrico gij, el operador
asociado seria el asociado al operador de Laplace-Beltrami 1/2A,g, siendo este Gltimo
operador:

1 0 i 0
ALB=ﬁ§[J€g axjj (2.52)

y donde g” denota el inverso del tensor métrico. A la vista de este operador surge la
siguiente pregunta. ¢Seria posible ver la matriz de difusién como la inversa de un tensor
métrico? Si fuese asi, segun los razonamientos anteriores, la difusion sobre el espacio de
fases que hemos estado estudiando hasta ahora podria verse como una difusion estandar
sobre un espacio de fases que estaria dotado de una métrica. Sobre dicho espacio, el
valor de transporte también cambia introduciendo un término adicional debido a la
métrica dado por (2.51). A la posible definicion y significado de este tensor métrico
vamos a dedicar el siguiente capitulo.
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3. Métricas sobre el espacio de fases

En el apartado anterior se expuso como introducir aleatoriedad sobre el espacio de fases
de un sistema. Las opciones son varias. Sin embargo, si exigimos que las ecuaciones del
movimiento del sistema sin aleatoriedad sigan siendo las mismas que las ecuaciones
medias del sistema con aleatoriedad, las posibilidades se restringen.

Una opcidn ha sido la definicion de movimientos Brownianos sobre el espacio de fases.
Para seguir manteniendo una interpretacion fisica estos movimientos reflejan la
aleatoriedad en las constantes que caracterizan al sistema fisico bajo estudio y que se
introducen en el Hamiltoniano del mismo. En el caso del capitulo anterior, estas
constantes eran la masa reducida y la constante de recuperacion de un oscilador
armonico. A fin de utilizar la teoria de movimientos Brownianos tipo Wiener, estas
constantes eran vistas como variables aleatorias gaussianas con correlacién entre ellas.

En la parte final del capitulo anterior se llegaba a la formulacion covariante de dicho
movimiento Browniano sobre el espacio de fases, donde se explicitaba una métrica
sobre el mismo. En este capitulo se estudiara la relacion entre el tensor de difusion y la
posibilidad de definicion de una métrica en el espacio de fases. Tal posibilidad sugiere
ver la evolucion de la densidad de probabilidad sobre el espacio de fases como una
evolucion sobre una variedad con un tensor métrico que venga dictado por el tensor de
difusion fisico.
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3.1 Vectores y variables aleatorias multidimensionales.

En el capitulo anterior hemos visto como se puede definir sobre el espacio de fases de
un sistema fisico un movimiento Browniano multidimensional. En el caso especifico
gque examinamos, este movimiento Browniano se realizaba sobre una variedad
simpléctica bidimensional y con una correlacion entre los movimientos brownianos
definidos. Matematicamente, las ecuaciones de movimiento daban lugar a una ecuacion
diferencial estocéastica de Tto dada por [Moro 1999]:

dU, = pdt + cdW (3.1)

donde p era el término que en la ecuacion de Fokker Planck producia el transporte y o
una matriz que controla las covarianzas entre los procesos de Wiener estandar
englobados en el vector dW.

Si no existiese ningun tipo de aleatoriedad las ecuaciones (3.1) vendrian dadas por:

dUt:udt:%:u: 9=y, (3.2)

p

donde Vj es el campo vectorial asociado a la curva solucion del Hamiltoniano sin
aleatoriedad (recordemos aqui que las ecuaciones (3.1) se han calculado partiendo de la
solucion de las ecuaciones de Hamilton). En el caso del oscilador armonico que hemos
estudiado en el capitulo anterior este término de arrastre es:

(P ) (0 m)a)
) S o3

Formalmente, podemos transformar la ecuacion integral (3.1) en una ecuacion
diferencial como:

du,
dt

=V =V, +c6& =V, + AV (3.4)

siendo & un vector aleatorio de media cero y con matriz de convarianzas las matriz
identidad. Dicha expresion debe entenderse como formal, entendiéndose siempre como
una ecuacion integral de Tto dada por (3.1). Sin embargo, vista desde otro punto de vista
la anterior ecuacion integral admite una interpretacion mas interesante en términos de
campos vectoriales.

Efectivamente, las ecuaciones de Hamilton determinan un campo vectorial a través de la
diferencial de la funcion Hamiltoniana. El flujo asociado a dicho campo vectorial
proporciona las curvas solucion en funcion del tiempo. O , lo que es lo mismo, las
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ecuaciones de Hamilton determinan un campo vectorial que, en cada punto del espacio
de fases, es tangente a la curva solucion que pasa por dicho punto.

La ecuacion (3.4) nos da esta informacion, pero incluyendo ahora el efecto de la
aleatoriedad. Las ecuaciones de Hamilton aleatorias que estamos tratando no producen
un campo vectorial, sino un campo vectorial aleatorio. Esto es, en cada punto del
espacio de fases no tengo definido un vector, sino un conjunto de ellos dador por (3.4),
dependiendo del valor concreto de las variables aleatorias €. En este sentido, el campo
vectorial es considerado como un campo vectorial aleatorio. Esta es la otra forma de ver
las ecuaciones integrales (3.1).

¢Cémo podemos tratar a ese campo vectorial aleatorio? La propuesta mas interesante
surge de interpretar dicho vector como una variable aleatoria multidimensional. (Si lo
aplicamos a los casos del capitulo anterior, esta variable aleatoria es bidimensional).
Como tal variable aleatoria, tendra un valor medio y una matriz de varianzas y
covarianzas. El valor medio se corresponde con Vy y la matriz de covarianzas X viene
dada por:

E=E[V -V -V) ]=06" =5, (3.5)
que es 2D?, el doble del tensor de difusién segin se ha definido previamente.

Llegamos asi a un importante resultado como es el siguiente: un Hamiltoniano
aleatorio determina sobre el espacio de fases, a través de las ecuaciones de
Hamilton, un campo vectorial aleatorio cuyo valor medio viene determinado por el
campo asociado al Hamiltoniano sin aleatoriedad, mientras que las covarianzas de
las componentes de dicho campo determinan un tensor de difusion sobre el espacio
de fases. Ese tensor de difusion esté relacionado con la matriz de covarianzas entre las
componentes del vector aleatorio.

La anterior relacion entre matriz de covarianzas y difusion nos permite dar una
interpretacion fisica a la ecuacion (3.5). Efectivamente, dado un vector unitario en una
determinada direccion, u,, la varianza en esa direccion viene dada por [Morrison 1990]:

u;zu, (3.6).

En virtud de lo anterior, dicha cantidad representa fisicamente el coeficiente de difusion
en esa determinada direccion del espacio de fases en el punto donde se ha calculado X.

La definicion de la matriz de covarianzas permite definir una métrica o distancia
denominada distancia de Mahalanobis en honor al estadistico que potencidé su
desarrollo. Dicha métrica viene definida por la relacién siguiente [Morrison 1990],[Pefia
1991],[L6pez-Alonso 2002] :

dl\z/l = (Vz _Vl)T 2_1(\/2 _V1) (3.7)
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donde V1 y V, son realizaciones del campo vectorial aleatorio en el punto en el que se
ha calculado X. ;Cual es el significado de la distancia de Mahalanobis? VVeamos primero
un ejemplo en una sola dimension.

Supongamos que tenemos una variable aleatoria x de media X, y varianza
o®. Una medida de la dispersion seria medir la diferencia respecto a la
media (X-Xo). Sin embargo, una mejor idea sobre la dispersion nos la da
esa distancia comparada con la "dispersién media esperada”, esto es, con
el valor de la varianza ¢®. Asi que una mejor medida seria (x-xo)*/o*.
Segun la definicion anterior (3.7) este valor es el cuadrado de la
distancia de Mahalanobis entre la observacion "x" de la variable y su
valor medio, d;, (X,%,) .

En el caso de una variable aleatoria N-dimensional el anterior
planteamiento puede realizarse, pero ahora tendremos diferentes valores
de dispersion en diferentes direcciones, dados por el valor de (3.6). Para
verlo mas claramente a través de un ejemplo, vamos a considerar la
variable aleatoria vectorial siguiente x=(x(1),x(2)) donde x(1) y x(2) son
dos variables aleatorias de varianza o; y o, correlacion p y media cero.
En la figura 3.1 aparece una representacion de dichas variables para un
muestreo de 1000 puntos.

x(2)
e

x(1)

Figura 3.1: Vista de la distribucion de una variable aleatoria bidimensional con matriz de

covarianzas {

1

0]En rojo aparecen las direcciones principales(e;,e;) con una longitud

16 1.2

proporcional a la varianza en esa direccion(A;,4,).
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La correlacion introducida para el caso de la figura 3.1 es de 0.8 y puede observarse
como las dos variables x(1) y x(2) tienen una alta relacion lineal entre ellas. En esa
misma figura se muestran dos estructuras esenciales que acomparian al tratamiento de la
matriz de covarianzas de una variable aleatoria vectorial como son las direcciones
principales y los autovalores.

Las direcciones principales son un nuevo sistema de referencia respecto del cual las
variables que forman la variable vectorial muestran una correlacion cero. A lo largo de
ellas, la dispersion es maxima (ver en la figura los valores (eie2) y (A1,42).
Matematicamente la anterior aseveracion supone diagonalizar la matriz de covarianzas
de tal modo que esta puede escribirse como (la matriz de covarianzas es simétrica y
definida positiva):

== 4 (ee]) (38)

siendo 2; los autovalores y e; los autovectores asociados de la matriz de covarianzas. De
la expresion (3.8) y de la ortonormalidad del conjunto de autovectores surge la
interpretacion de los autovalores como la varianza a lo largo de la direccién marcada
por el autovector correspondiente [Morrison 1990],[L6pez-Alonso 2002].

suponemos que la media de esta variable aleatoria vectorial es el vector cero, la
distancia de Mahalanobis para una realizacion concreta de la variable seria [Pefia 1991]:

Y
p)

05 (6,0 =) (39)

Y dado que este nimero es un escalar, su valor debe ser el mismo en cualquier base que
escojamos para describirlo. A la base en las que obtenemos la expresion (3.9) se le suele
denominar en probabilidad y estadistica base de componentes principales [Morrison
1990]. En esa base puede verse claramente que la distancia de Mahalanobis mide la
distancia euclidea entre dos puntos, pero utilizando una escala diferente en cada eje. La
escala es aquella que representa el valor de "dispersion medio” (la varianza) sobre ese
eje o direccion.

Esta distancia ha demostrado su utilidad como medida de referencia en multiples
contextos, especialmente en aquellos en los que las variables involucradas mantienen
entre si diferentes grados de correlacion y dispersion. Si ahora expresamos (3.9) en
cualquier otra base, obtenemos la expresion general (3.7) para la distancia 0 métrica de
Mahalanobis.
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Esta métrica tiene varias propiedades interesantes:

1) Si las variables aleatorias de base son gaussianas, la expresion (3.9) reescribe
d’ como una suma de N cuadrados de variables gaussianas de media cero y

varianza unidad (ya que cada una aparece dividida por su varianza A, ). Si ahora

tomamos diferentes muestras de la variable original, podemos preguntarnos si
las distancias a la media siguen alguna distribucion de probabilidad. Con las

hipotesis anteriores, d?, sigue una distribucion y2 de N-grados de libertad [Pefia
1991], cuya funcion de densidad de probabilidad es:

1 (N/2)-1,-x/2
f(x,N)=<2""2(N/2) para x>0 (3.10)
0 para x<O0

2) Tiene valor medio N y varianza 2N.

3) La densidad de probabilidad de la realizacion x=(x*x2,......x"), asumiendo que
todas las distribuciones subyacentes siguen una distribucion de Gauss, viene
dada por, [Morrison 1990], [Pefia 1991]:

1 —E(X—XO)T =7 (x—%p) 1 _Edﬁl (X,%o)
f(X)=—————¢ 2 =——— @2 3.11
) |Z|l/2(27r)N/2 |Z|1/2(27z)N/2 ( )

siendo de nuevo X la matriz de covarianzas de las variables.

3.2 Métricas de Mahalanobis y tensores de difusion.

En la seccion anterior hemos visto como un movimiento Browniano de difusion sobre
un espacio de fases define también un campo vectorial aleatorio sobre el mismo. Sobre
cada uno de los espacios tangentes a la variedad puede definirse una variable aleatoria
multidimensional cuya matriz de covarianzas resulta ser el tensor de difusion en ese
punto.

Asociada a la matriz de covarianzas existe una metrica natural que mide la distancia
entre dos variables aleatorias vectoriales teniendo en cuenta los valores de dispersion
(covarianzas) entre las variables aleatorias componentes de la variable vectorial. Asi
pues, pasando a la interpretacion fisica, los tensores de difusion inducen de manera
natural una métrica sobre el espacio de fases que es la distancia de Mahalanobis
asociada (salvo posibles factores 1/2).
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Retomando, pues, la formulacion dada por (3.4) tenemos en cada punto del espacio de
fases una variable aleatoria vectorial de media V, y covarianzas S,y. Para no arrastrar el
factor numérico, vamos a denotar como D a la matriz oo™ que representa el valor de la
difusién en D De este modo, tenemos que S,=D. La métrica de Mahalanobis vendria
dada pues por:

_1
Dl

dy =Sy

adj(D) (3.12)

donde la matriz adjunta adj(D) se define como la traspuesta de la matriz C de cofactores
de D. Recordemos que la matriz de cofactores viene definida por:

Cy=(-D"'M™, (3.13)

siendo M;; el menor i,j de la matriz bajo calculo (definido el menor i,j como el
determinante de la matriz bajo calculo tras sustraer la fila-i y columna-j). Por otro lado,
para lo que sigue serd importante reescribir la matriz adjunta como:

Jo]
a(Dji)

adj(D)ij = (3.14)

que nos relaciona la matriz adjunta con las variaciones del determinante de una matriz
[Leon 2006].

Podemos sacar varias consecuencias de las definiciones anteriores:

e La métrica de Mahalanobis es la inversa del tensor de difusion. En el
capitulo anterior hemos visto como el operador de Laplace-Beltrami:

Apg = ii( g.j ij

JG X’ ox (3.15)
sustituye al operador Laplaciano cuando la difusion se produce sobre una
variedad de métrica gij con det(gij)=G. Las ecuaciones que expresaban la
difusién Browniana sobre el espacio de fases en forma covariante,
utilizaban la forma de este operador de Laplace-Beltrami donde g" venia
dado por la matriz de difusion definida por el proceso Browniano (ver
ecuacién (2.50)). Sin embargo, acabamos de mostrar que el inverso de
esta matriz de difusion, es una métrica, la distancia de Mahalanobis. Por
tanto, la ecuacion estocastica que define el movimiento Browniano sobre
el espacio de fases (ecuacion 3.1), puede verse tambien como la ecuacion
que describe la evolucion de una funcion densidad de probabilidad sobre
un espacio dotado de la métrica de Mahalanobis respecto del cual la
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difusion es isétropa y el mecanismo de difusion viene dado por el
operador Laplaciano asociado a esa métrica (operador de Laplace-
Beltrami).

Un segundo punto interesante es la interpretacién de esa métrica o
distancia de Mahalanobis. La distancia de Mahalanobis es una distancia
adimensional. Aclaremos algo més este punto. En el caso de una variable
aleatoria unidimensional es, simplemente d2 (x,x,) = (X — X,)?/c?. Por

tanto, en esencia es la distancia euclidea, pero normalizada a una valor de
dispersion dado por la varianza de la distribucion de la variable aleatoria.
Es decir, esta métrica introduce una escala o longitud tipica en la cual
medir la distancia y poder, asi, clasificar las observaciones [Pefia 1991].
¢Es (X—x,)un valor alto o bajo?;La observacion del valor "x" tiene

probabilidad alta o baja? Depende de la escala que estemos utilizando.
Esta escala viene dada por el valor de fluctuacion, dado por la varianza
de la distribucién de x,0% Si, utilizando esta unidad de medida, la
distancia es muy grande, esa observacion tiene una baja probabilidad de
acuerdo con (3.11). Si la distancia es pequefia, la fluctuacion puede tener
una probabilidad apreciable.

En el caso multidimensional, ¢es posible también introducir un factor de
escala parecido?. En lo siguiente veremos que factor de los presentes
hasta el momento representa esta longitud o escala fundamental. Para
ello deberia de aparecer en el denominador del céalculo de la distancia,
del mismo modo en que aparecia anteriormente . Dado que el tensor
de difusion D es simétrico, podemos proceder a su diagonalizacion y
calcular la métrica en la base en que es diagonal. En ese caso
D=diag(11,42,........,An). En esa misma base, la métrica de Mahalanobis
serfa d}, =diag(1/ 4,1/ 4,,.......,.1/ A) . Ahora bien, la inversa de cada

uno de los autovalores del tensor de difusion se puede escribir como:

1 AdpedihaeAy 1 9D)
4 114 Dl oz,

|

(3.16)

j=1
Y si reescribimos esta métrica de nuevo en la base en la que D no es
diagonal, obtendriamos de nuevo la expresion (3.12)

_ 1 .
dy =Sw =ﬂadJ(D)
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Por tanto, el determinante del tensor de difusion nos da la escala de
medida de las distancias sobre el espacio de fases. De hecho, tomando
valores medios sobre todas las posibles realizaciones de la variable
estocastica en (3.12) obtendriamos:

E[d2 v.v,)]=N :ﬁE[AVTadj(D)AV]
U (3.17)
_E[avTadj(D)av ]
N

Asi, este factor de escala, |D| mediria la dispersion tipica de las distancias

Bl

por grado de libertad.

El que se puede definir un factor de escala o longitud tipica sobre el
espacio de fases (esta longitud tipica seria \/ﬂ ) permite definir una

métrica sin este factor de escala. Efectivamente, tal como se ha explicado
en parrafos anteriores, la distancia de Mahalanobis es una distancia
adimensional, ya que su valor aparece normalizado por el anterior factor
de escala. Podemos facilmente convertir la métrica para que las
distancias tengan una dimension. Para ello basta quitar este factor y la
métrica aparece reducida a ser adj(D).

El factor de escala también esta sujeto a condiciones. Ya que proviene de
un tensor de difusion simétrico y definido positivo su determinante debe
ser mayor que cero. No puede ser igual a cero ya que esto no permitiria
el calculo de una matriz inversa que es, por definicién, la métrica que
hemos desarrollado hasta aqui. La condicién es pues, que:

ID|>0 (3.18)

Por dltimo, la introduccion de la métrica de Mahalanobis permite
introducir nociones de indistinguibilidad y granulacion sobre el espacio
de fases. Todos los puntos (q,p) tales que su distancia a uno dado (do,po)
den una probabilidad de aparicion apreciable (dada por 3.10) pueden
considerarse como indistinguibles. Esto supone dar una valor limite "m"
en distancia (medida en unidades del factor de escala) a partir del cual
considerar que estamos en la "region" perteneciente a otro punto. Los
puntos que cumplan la anterior condicion formaran una elipse en el
espacio de fases dada por:

dZ (X, %) <m (3.19)
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3.3 Algunos ejemplos
Podemos aplicar las ideas anteriores al caso del movimiento Browniano que se discutid

al final del capitulo anterior. Este era el dado por la ecuacion estocastica en sentido de
Tto (2.44):

0 u
du, :( #oP jdt+( uP #ZJ[thK]
- Koq —owpd —oOyl-p \dW, (3.20)
El tensor de difusion vendra entonces dado por:

2 .2 _C
p=| %P P (3.21)
_C//qu oxq

La métrica de Mahalanobis asociada resulta ser:

o Cu
i 2_2 2
| Su % (000, Cu) (3.22)
ap q
Y el factor de escala, dado por el determinante del tensor de difusion es:
Q(p,q) = (0,0, —Ca)p°d’
(3.23)

Esta escala es dependiente del punto concreto sobre el espacio de fases donde esta
definida la métrica y su valor aumenta en regiones del espacio de fases con valores altos

depogq.

Esta métrica no es una métrica plana como evidencia el célculo de los simbolos de

Christoffel de segundo tipo que definen la derivada covariante. Esto es:
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1
M= o CCp* - ota)g

1
I}, ==o.p(Cp* - 0¢q’)
19
1 2.2

1 ,p?
I3 :_aaiF(qu -o,P )

1—‘121=_£<72q_z((:pz_gkzqz) (3.24)
Q “p

1
I, = 50501(0(12 ~o’p?)

1
I, =5C|O(Cq2 ~o2p’)

donde se ha tomado C=C,x y Q=Q(q,p) definido por (3.23). En las expresiones (3.24)

solo aparecen los términos no nulos.

El segundo tipo de métrica, en la que no esta incluido este factor de escala, viene dada

por la matriz adjunta del tensor de difusion. En este caso es:

~ { o C, pq}
Qagj =

2 A2
CuPa o,p (3.24)
Para esta métrica los simbolos de Christoffell no nulos resultan:
rlll = 1;1"222 = i
(3.25)

Y para esta métrica ya resulta mas sencillo calcular, por ejemplo, cuales son las
ecuaciones de las geodésicas, resultando:

2 2
d_p+l(d_pj =0

dt*>  pldt

o 1 (3.26)
—g+—(—pj =0

dt= gl dt
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3.4 Meétricas planas sobre el espacio de fases

En este apartado vamos a tratar de definir una métrica plana sobre el espacio de fases,
tratando, de igual modo a cdmo se ha realizado en los capitulos anteriores, de relacionar
la definicion con algun pardmetro fisico.

Para ello vamos a seguir tratando de definir un movimiento Browniano sobre el espacio
de fases. El esquema general ya ha sido expuesto con anterioridad:

e Se define un Hamiltoniano dependiente de parametros aleatorios.

e Las ecuaciones de Hamilton se interpretan como ecuaciones diferenciales
estocasticas que nos definen un movimiento Browniano sobre el espacio
de fases.

e Este movimiento produce un tensor de difusion que, a su vez produce
varios objetos:

o La variacion de la matriz de covarianzas del vector solucion
u=(Cje,py)-

o Un campo vectorial aleatorio sobre el espacio de fases.

o Una métrica de Mahalanobis.

o Un factor de escala.

Supongamos ahora que lo que tiene un comportamiento aleatorio no son las constantes
K,K que aparecen en el Hamiltoniano del oscilador armdnico considerado hasta ahora,
sino que lo que se produce es una indeterminacion del origen de coordenadas (do,po)-
Estas cantidades van a ser ahora dos variables aleatorias temporales de media cero y
matriz de covarianzas:

o C
Vqupo = C N ;‘JZ"’OJ (3-27)

Ao, Po Po

donde C, , la covarianza entre dichas variables, definida por o, o, p (siendo p la
0+ M0 0 0

correlacion entre ellas).

El Hamiltoniano a considerar es:

1 1
H Zzﬂo(p_ po)z"‘EKo(q_qo)2 (3.28)
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Fisicamente el anterior Hamiltoniano podria representar un sistema armonico oscilante
donde la posicion de equilibrio y la energia cinética cero estan “indefinidas™. Dado que
en un muelle o péndulo estas dos posiciones se corresponden con la posicion de reposo

y la posicion de méxima amplitud, lo anterior exige una indefinicion en ambas
posiciones.

Operando en el Hamiltoniano (3.28) podemos escribirlo como:

H_l

1
= Eﬂo pz + E Koq2 + (1P, P — Ky0pq) + cONs (3.29)

donde el término cons designa un término que no depende de (g,p) y que no tiene
influencia sobre las ecuaciones de evolucion. Estas resultan ser:

dq

E = HoP — 5Py

d (3.30)
d_rt) =—Koq+ Ky

Estas ecuaciones deben ser entendidas como ecuaciones estocasticas de Tto,
produciendo una ecuacion estocéstica bidimensional para U=(q,p) dada por:

dU, = AU dt + (—A,)dB (3.31)

donde la matriz A, es la definida anteriormente en (2.32). El proceso Browniano
bidimensional dB esta correlado. Para ello, volvemos a verlo formado por dos procesos
de Wiener standard, definidos por:

dB, O, 0 dw,
° = 5 ° (3.32)
dB,, o, P O, 1=p° | AW,

Con lo que la ecuacion (3.31) puede escribirse como:
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_ _ 2
dutzﬁbutdn[ e ”Oapool r de

Koaqo

0

— HoOp P — 1O
dutzpbutdu{ K" P deqo+[ HoOp,

OO-QO

g
dU, = AU dt +b*dW, +b*dW

2
1=P" law (3.33)
0 Po

donde se han introducido los vectores b*" tal como aparecen definidos en las
expresiones (3.33).

Al contrario de lo que ocurria en el movimiento Browniano del capitulo anterior, la
aleatoriedad introducida en el sistema es aditiva y no multiplicativa. Esto hace que
exista una solucion analitica que viene dada por [Cyganowski 2001 ]:

U =0, + Zj@;ﬁob‘ (5)dW,(s))
s o (3.3)

do

d—;to = A)(I)t,to

donde @, es una matriz definida por la segunda de las ecuaciones (3.34). Como dato

mas relevante podemos fijarnos de nuevo en los valores del primer (m) y segundo
momento (P) del proceso estocastico. Estos valores vienen dados por [CyganowskKi
2001]:

dP (3.35)

oo AP +PA] +> b
j

A partir de estas dos ecuaciones, podemos calcular de nuevo la variacion de la matriz de
covarianzas del proceso definida por

o? C
qu:(Cq O'quJ (3.36)

qp p

en un procedimiento totalmente analogo al del capitulo anterior. El resultado arrojado
aparece en la siguiente expresion:
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_qup =AV _+V Al +V
dt _Ab qp+ qppb + o Po
37
V _ bjb'T _ ‘uozo-i _C%vpowz (33 )
9o Po _Z l-C W2 K252
J Go. P 0~q

donde se ha utilizado que w* = 14,K,que es la frecuencia de oscilacion. Por Gltimo,

podemos reescribir (3.37) para ver claramente la forma de variacion de las varianzas,
resultando, en analogia con (2.41):

] o 0 0 24 \od Hoo
a ai = 0 0 -2K, Gs + K(fa;o (3.38)
qu Ko - w’ qu - WZqu,po

En cuanto a su modelizacion como un movimiento Browniano del tipo (3.1),
obtendriamos:
du, = pdt + ¢, dW,

oo | T HTp P~ HO 1= P (3.39)
KoTg, 0

El tensor de difusién D definido en el capitulo anterior resulta ser (co"):

2_2 2

o -wC

D:[ Ho T, ) q;vpoJ (3.40)
—W C%xpo KO O-%

Y, a partir de este resultado podemos calcular ya las métricas asociadas al espacio de

fases que se definieron en el capitulo anterior. La métrica de Mahalanobis es:

1 2 2
2 2 2 —K
dz _ 1 ( Koo-qo W CqO’pOJ— 1 W2 OO-qO quypo
M ™ 2 2 ~2 4 2 2 2 T2 2 2 2 1
(G%O-po C%ypo )W w C%vpo 'uoo-po (O-%Jpo C%ypo)w —/JZO'2
Qo+ Po W2 0™~ po

(3.41)

Que es una métrica plana que puede ser convertida a la euclidea con un cambio de
coordenadas global valido para todos los puntos del espacio de fases.

Especialmente interesante es el factor de escala Q en (3.41) que aparece y que, en
contraste con el caso del capitulo anterior, es una constante para todo el espacio de
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fases. Este factor de escala Q es el denominador de la fraccién que aparece en (3.41)
tras introducir un w dentro de la matriz. Su valor numérico es:

VO =V W (3.42)

Este factor simboliza un area sobre el espacio de fases, ya que es una longitud al
cuadrado. También podemos ver esto, dado que es proporcional a la raiz cuadrada del
determinante de la métrica, esto es, la forma de volumen, que, en este caso es un area.
Pero las areas sobre el espacio de fases representan energias ya que tienen la misma
dimensionalidad que el Hamiltoniano cuadratico. Si denominamos a esa constante como
h , obtendriamos que

\/Ez,/’\/qmpo‘w:hwzh: ’\/%vpo

La anterior expresion es inmediatamente reconocible como la constante de Planck
asociada a la cuantizacion del oscilador armdnico. Por tanto, para el caso de una métrica
plana como la introducida aqui, una constante anadloga a la constante de Planck aparece
con un significado fisico concreto. Es el area asociada a la indeterminacion que la
posicion del origen de coordenadas (go,po) produce sobre el espacio de fases. ¢ Qué
puede significar fisicamente esta condicion? ¢ Como podriamos producirla? Recordemos
que una de las desventajas de la cuantizacién de Nelson es que el proceso estocéstico
introducido no venia acomparfiado de una clara significacion fisica.

(3.43)

En este caso podemos echar mano de la analogia Optica descrita en el primer capitulo
sobre la introduccion. Alli se comentd que el analogo del oscilador arménico que hemos
estudiado es una superficie Optica cuya superficie se puede representar por un
paraboloide de revolucion. La coordenada g mide la altura a la que incide un rayo en un
plano perpendicular al eje 6ptico tomado como referencia mientras que la coordenada p
mediria el &ngulo respecto al eje Optico. Un proceso en el que (go,po) fuesen aleatorios,
podria implementarse como una variacion tanto del eje 6ptico como del vértice de la
superficie Optica.

Por otro lado, y por contraposicién a los ejemplos de movimiento Browniano del
capitulo anterior, un ruido o aleatoriedad aditiva sobre el espacio de fases produce una
difusion a la cual se le asocia una métrica plana y, por tanto, se pueden aplicar tanto los
procesos de cuantizacion canonica como la regularizacion propuesta por Klauver.

En el capitulo final recapitularemos las principales conclusiones y comentarios del
trabajo hasta el momento.
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4. Discusion y conclusiones finales.

A continuacion pasamos a comentar las principales conclusiones del trabajo.

En primer lugar, una aleatoriedad que contemple no un solo
Hamiltoniano, sino un conjunto de ellos no es representativo de un
sistema “a cuantizar”. Si lo es cuando lo que queremos es estudiar el
efecto de una perturbacién aleatoria sobre un Hamiltoniano. En el caso
del oscilador armonico estudiado, el efecto de esta aleatoriedad es la
produccion de una solucién media que no se corresponde con el
Hamiltoniano medio, sino con un sistema con disipacién. Esta disipacién
esta controlada principalmente por el grado de correlacion entre las
constantes de masa y recuperacion que fluctdan. EI modelo se ha
comprobado computacionalmente en el estudio de la resonancia de un
metamaterial para la produccién de un indice de refraccién negativo,
donde la distancia entre los elementos del mismo esta sujeta a errores
experimentales de fabricacion. El efecto medio de estas perturbaciones
produce un ensanchamiento de la resonancia asi como un desplazamiento
de la misma, tal como aparece en el modelo.

El segundo tipo de aleatoriedad es introducir una perturbacién aleatoria
temporal en las constantes que aparecen en el Hamiltoniano de dos
formas distintas. Una de ellas de tipo “multiplicativo” en el que las
constantes aleatorias multiplican a los valores de posicion sobre el
espacio de fases, y otra de tipo “aditivo” en el que dichas perturbaciones
se suman a los valores de posicion y momento sobre el espacio de fases.
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En ambos casos dicha perturbacion puede implementarse por medios
fisicos.

En el caso de la perturbacion multiplicativa dicho proceso puede modelar
la interaccion de un oscilador con un potencial aleatorio y con un término
de masa también aleatorio. Estos efectos de masa cambiante podrian ser
debidos, por ejemplo, a efectos de adhesion de particulas cuando un
pequefio oscilador se mueve en una camara con gas enrarecido u otro
tipo de particulas pequefias [Gitterman 2010].

En el caso de la perturbacion aditiva, un buen modelo puede ser el de una
superficie Optica cuyo Vvértice vibra de manera aleatoria a la vez que gira
también de manera aleatoria variando las posiciones del eje Optico e
introduciendo asimetrias en el sistema dptico.

En ambos casos el proceso estocastico se modela mediante una difusion
de Tto sobre el espacio de fases que da origen a un tensor de difusion.
Visto desde el punto de vista de las ecuaciones de Hamilton, el flujo
estocastico se puede ver como la generacion de un campo vectorial
estocastico cuyo valor medio es el campo vectorial asociado al
Hamiltoniano medio y cuya matriz de covarianzas es precisamente el
tensor de difusion.

A partir de la matriz de covarianzas del campo vectorial aleatorio es
posible calcular una métrica estadistica bien definida como es la
distancia de Mahalanobis. Esta distancia es la inversa del tensor de
difusién lo cual permite ver la ecuacion de Fokker Planck asociada al
movimiento Browniano definida en un espacio de fases con la métrica
dada precisamente por la métrica de Mahalanobis.

Esta métrica puede o no ser plana. En el caso del ruido multiplicativo no
lo es, mientras que el caso aditivo si lo es. En este Ultimo caso los
procesos de cuantizacion canonica asi como el mecanismo de Klauber
estan bien definidos. Ademaés, la métrica de Mahalanobis produce por si
misma un factor de escala o volumen unidad sobre el espacio de fases.
Ello permite interpretar ese factor como una escala de Planck que, en el
caso del ruido aditivo, estid asociada al determinante de la matriz de
covarianzas de la aleatoriedad.

A este respecto es importante resaltar la siguiente pregunta. Dado que,
definida una métrica sobre un espacio de fases, la forma de volumen
puede calcularse o bien a partir de ella o bien a partir de la forma
simpléctica del espacio de fases, podemos preguntarnos si ambos tipos de
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formas son compatibles. Si la variedad es Ké&hler, ambas formas son
compatibles. Para ello una condicién es que la métrica derive de un
potencial como

G
- oqép

g (4.1)

siendo @ una funcion potencial y (g,p) las coordenadas de posicion y
momento. En el caso de que la métrica sea constante si que se puede

encontrar una funcién potencial (u’(g/2)u;u=(q, p)), por lo que se
justifica la compatibilidad y abre nuevas vias de exploracion.

En el caso del ruido multiplicativo la métrica es curva y las condiciones
para la cuantizacion aparecen mucho mas restrictivas.
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