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Resumen e introduccion historica

La nocién de dentabilidad de un subconjunto de un espacio de Banach fue introducida por
Rieffel en 1967 en vistas a ampliar el conocido teorema de Radon-Nikodym sobre medidas comple-
jas a medidas con valores en un espacio de Banach arbitrario. Posteriores trabajos de principios
de los anos 70 por parte de Maynard, Davis, Phelps y Huff mostraron que los espacios de Ba-
nach para los cuales el teorema de Rieffel era valido (los cuales diremos que tienen la propiedad
de Radon-Nikodym) son precisamente los que cumplen que todo subconjunto acotado es denta-
ble. Diestel observé ademéas una correlacion entre la clase de espacios que tienen la propiedad de
Radon-Nikodym y la clase de los que cumplen que todo subconjunto cerrado, convexo y acotado
tiene un punto extremo (propiedad de Krein-Milman) y lanzé la pregunta de si ambas propiedades
son equivalentes. En 1976, Huff y Morris mostraron en [3] que la propiedad de Radon-Nikodym
implica la propiedad de Krein-Milman. La implicacién opuesta es aiin un problema abierto.

En el primer capitulo del presente trabajo trataremos el concepto de dentabilidad de un espa-
cio de Banach y los resultados principales que se derivan de él. Entre ellos destaca el caracterizar
cuando un espacio de Banach es de Asplund mediante la dentabilidad de su espacio dual. En el
segundo capitulo definiremos con rigor la ya citada propiedad de Radon-Nikodym y probaremos
la equivalencia entre dicha propiedad, la dentabilidad del espacio ambiente y la llamada propiedad
fuerte de Krein-Milman. Ademds, mostraremos que si un espacio de Banach X tiene la propiedad
de Radon-Nikodym entonces toda funcién Lipschitz f : [0,1) — X es diferenciable en casi todo
punto. Esto tdltimo motiva el desarrollo del Capitulo 3, el cual tiene como objeto probar la dife-
renciabilidad Gateaux en casi todo punto de toda funcién Lipschitz f : X — Y, donde X es un
espacio de Banach separable e Y es un espacio de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym, lo
cual generaliza el cldsico teorema de Rademacher (en el cual se toma X =R" e Y = R).






Capitulo 1

Dentabilidad y diferenciabilidad

El principal objetivo de los dos primeros capitulos del presente trabajo es tratar la propiedad
de dentabilidad de los conjuntos acotados en un espacio de Banach, sobre la cual nos centraremos
en este primer capitulo, y su equivalencia con la propiedad de Radon-Nikodym (RNP) de estos
mismos espacios. Estas propiedades a su vez tienen una gran cantidad de importantes caracte-
rizaciones y aplicaciones. Por ejemplo, los conocidos espacios de Asplund se pueden caracterizar
mediante la propiedad de Radon-Nikodym de sus espacios duales. También, es posible mostrar que
las aplicaciones Lipschitz definidas en un espacio de Banach separable con valores en un espacio
de Banach con la RNP son diferenciables Gateaux en un conjunto denso del espacio de salida.

1.1. Dentabilidad de un espacio de Banach

A lo largo de la seccién (y del trabajo en general, salvo que se especifique lo contrario) (X, |-]|)
denotara siempre un espacio de Banach real. Ademads, la palabra “subespacio” llevara implicita el
que el subespacio en cuestién sea cerrado. Si * € X* y a € R, denotaremos por {z* > a} a la
contraimagen del intervalo (a, 00) por la aplicacién z*, es decir, al conjunto: {z € X : z*(x) > a}.
Si M C X es un subconjunto no vacio, llamaremos rebanada de M a todo subconjunto de M de
la forma: M N {z* > a}, donde z* € X* y a € R. Por tltimo, siempre consideraremos X como
subespacio del espacio bidual X**, mediante la identificacién natural.

Definicién 1.1.1. Sean (X, |-||), (Y, |-||) espacios de Banach, U C X subconjunto abierto, una
funcién f : U — Y y « € U. Decimos que f es diferenciable Gateaur en x si existe L : X — Y
operador lineal continuo tal que

Hi(f(x +th) — f(z)) — L(h)H — 0 cuando 0 # ¢t — 0 para todo h € X

Si ademaés dicho limite es uniforme para los h € Bx decimos que f es diferenciable Fréchet en x.
Al operador L (el cudl es claro que estd univocamente determinado) se le denota por f'(z) y se le
denomina la derivada de Gdteauz (resp. derivada de Fréchet) de f en el punto x.

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio de Banach. Diremos que un subconjunto M de X es dentable
si para todo £ > 0, existe z* € X* y a € R tal que la rebanada M N {z* > a} es no vacia y tiene
didmetro menor que ¢. El espacio de Banach X se dird dentable si todo subconjunto no vacio y
acotado suyo es dentable.

Si M es un subconjunto no vacio de X, z € M y z* € X* son tales que z*(z) = sup(z*(M))
y los didmetros de las rebanadas M N {z* > 2*(x) — ¢} tienden a 0 cuando ¢ tiende a 0, diremos
que x es un punto fuertemente expuesto de M y que x* expone fuertemente M en x.

Diremos que una funcién f : X — (—o00,00] es propia si su dominio es no vacio, siendo el
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dominio de f el conjunto: dom(f) = {x € X : f(z) < oo}. Para todo zy € dom(f), definimos la
subdiferencial de f en xy como el conjunto:

Of (o) ={a" € X*: f(x) > f(zo) + 2™ (x — x0), Vz € X}

Si f es convexa y « € dom(f), tiene sentido hablar de diferenciabilidad Fréchet de f en el punto x.
En este contexto, usaremos frecuentemente el hecho de que f es diferenciable Fréchet en el punto
x si y sélo si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

fl@+h)+ flz—h)=2f(z) <]

para todo h € X tal que ||h|| < § (ver Lema 7.4 de [1]). Usaremos frecuentemente también el
siguiente resultado:

Proposicion 1.1.1. Sean X espacio de Banach, U C X subconjunto no vacio, abierto y convezo,
f:U — (—o00,00] funcion propia conveza y xog € dom(f). Entonces, si [ es diferenciable Fréchet

en xo, f'(wo) € Of (20).
Demostracion. Es una simple comprobacion el que la convexidad de la funcién f y el conjunto U
implican que la funcién

flz+th) - f(z)

t
es creciente en la variable t para cualesquiera x € X y h € X, y siempre cumpliéndose que t # 0 y
x +th € U. Asi, en particular se tiene que
fl@o +th) — f(xo)

7' (zo)(h) = i t -

(1.1)
:fnf({f(m”]?_f(xo) St > 0; x0+theU}>, Vhe X

t—

Por tanto, para todo « € U, teniendo en cuenta (1.1) para h = x — xg, se tiene que:
f'(zo)(x — x0) < f(z) — f(x0)
Esto nos indica que f’(x¢) € 0f(x0). O

Definicién 1.1.3. Dada f : X — (—o0, 00] funcién propia definida en el espacio de Banach X,
definimos su funcién conjugada de Fenchel, f*, como:

fr(@%) = sup(a7(z) — f(x))

rzeX
para todo x* € X*.

Definicién 1.1.4. Sea X espacio de Banach. Si U C X es un subconjunto abierto no vacio,
diremos que una funcién f : U — R es semicontinua inferiormente en un punto x € U si para toda
sucesion (zn)neny C U convergente a x se tiene que

liminf f(z,) > f(z)

n—oo
Diremos que f es semicontinua inferiormente si f es semicontinua inferiormente en todo punto
zelU.

Definiciéon 1.1.5. Sea X espacio de Banach. Si U C X™* es un subconjunto abierto no vacio,
diremos que una funcién f : U — R es débil*-semicontinua inferiormente en un punto x* € U si
para toda red (z¥)aca C U débil*-convergente a z* se tiene que

liminf f(7) > f(a")

Diremos que f es débil*-semicontinua inferiormente si es débil*-semicontinua inferiormente en todo
punto z* € U.
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Lema 1.1.1. Sea U un subconjunto abierto convero de X*, espacio dual del espacio de Banach
X, ysea f:U — R una funcion convera débil*-semicontinua inferiormente. Entonces, el conjunto
{z* € U :0f(z*)NX # 0} es denso en U. Ademds, si f es diferenciable Fréchet en el punto
x* € U, se tiene que la derivada f'(x*) pertenece a X.

Demostracion. Sea x; € U y € > 0 suficientemente pequenio para que B(xf,e) C U. Hemos de
encontrar z* € U tal que ||z* — zf|| < ey df(z*) N X # 0. Podemos definir entonces la funcién
g: X* — (—o0,00] como:

. flzf+u*) si u* €eBx-
g(u™) = o
00 si u* € X*\ eBx-

Se tiene que g es débil*-semicontinua inferiormente. Para comprobar esto tltimo, fijamos u* € X*
y (uh)aca C X* red débil*-convergente a u*. Hay que mostrar que lim glfg(uZ) > g(u*). Por la
ae

débil*-semicontinuidad inferior de f y la definicién de g es claro que esto se cumple en el caso en
que u* € eBx~. Suponemos entonces que u* € X* \ eBx». Vamos a comprobar que existe 5 € A
tal que u) € X*\ eBx« para todo a > 3, lo que nos harfa concluir con la desigualdad deseada
como consecuencia directa de la definicién de g. En efecto, en caso contrario, existe una subred
(u},)ier C eBx~. Como u* ¢ eBx- existen x € X y t > 0 tales que |u*(z)| = (¢ +t) [|z||. Como
(u})aca es débil*-convergente a u*, existe i € I tal que |u}, () — u*(x)| < (t/2)||z]|. De esto se
deduce que

|t (2)] = |u* (@) = [ug, (2) —u* ()] = (e + %) ]| > & [l|

23

Esto es contradictorio con que uy, € €éBx+, y por tanto, como anunciamos anteriormente, se
concluye lo deseado. Ademds, dom(g) = g~ }(R) = eBx+ es débil*-compacto por el teorema de
Banach-Alaoglu. Esto implica que g es acotada inferiormente. En efecto, en caso contrario existiria
(uX)nen C eBx~ tal que g(ul) < —n para todo n € N. La débil*-compacidad de eBx+ nos hace
obtener una subred, (u¥),ca, débil*-convergente a cierta u* € X*. Se seguirfa entonces por la
débil*-semicontinuidad inferior de g que
—oo = liminf g(u}) > g(u*)
a€cA

lo que es contradictorio. Definimos ahora g, = ¢*|x, siendo ¢g* : X** — (—o0, 0] la conjugada de
Fenchel de g. Es decir,

g«(u) = sup({u”(u) — g(u*) : u* € X*}), Vu e X

Es facil comprobar que esta funcién es convexa, propia y semicontinua inferiormente en X, teniendo
en cuenta que g es convexa y propia. Ademds, para todo u € X se tiene que u*(u) — g(u*) = —o0
para todo u* € X* \ eBx~, por lo que se tiene que

gx(u) = sup({u*(u) — g(u*) : u* € eBx~}), Vu e X
Se sigue entonces de forma inmediata que
—f(xf) < gu(u) <ellul]] —infg < 00, Yu € X
——
=0(u)—g(0)

Esto nos indica que dom(g,) = X y ademds, teniendo en cuenta el Lema 1.2.1, g, es continua.

Aplicando el Teorema A.1 a la funcién g, + C, siendo C una constante suficientemente grande
para que g, + C > 0, obtenemos que existe x € X tal que g.(u) — g.(x) > —¢||u — z|| para todo
u € X. Esto ultimo nos indica que los conjuntos

Cy:={(u,t) e X xR:t > gu(u) — g«(z)}
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Cy:={(u,t) e X xR:t < —¢||lu—=z|}

son disjuntos. Ademas, es claro que Cy es abierto y ambos conjuntos son convexos como conse-
cuencia de la convexidad de g.. Por tanto, aplicando el apartado (2) de la Proposicién A.1 a dichos
subconjuntos del espacio normado X x R se obtiene que existe h € (X x R)* tal que

inf(h(C1)) > sup(h(C2))

Ahora bien, es claro que existe £ € X* y s € R tal que h(z,t) = £(x) + st para todo (z,t) € X xR
(basta tomar &(x) = h(z,0), para todo € X y s = h(0,1)). Por tanto, tenemos que

f({§(u) + st : (u,t) € C1}) > sup({€(u) + st : (u, 1) € Ca})

Como consecuencia directa de que para todo u € X existen t1, to € R tales que (u,t;) € C; para
todo @ € {1,2} se tiene que s # 0. También, como para todo u € X se tiene que

if({t e R: (u,t) € C1}) > sup({t € R; (u,t) € Ca})

se suprime la posibilidad de que s < 0. Asi, s > 0 y por tanto, trabajando con £/s si es necesario
podemos suponer que s = 1. Tenemos entonces que

§(u) + gu(u) = g« (x) 2 E(v) —e o =z, Vu,v e X (1.2)

Considerando entonces cualquier u € X y v = x obtenemos que &(u) + g«(u) — g«(z) > &(x), lo
que nos indica que —¢ € g, (z). Ahora considerando u = z y cualquier v € X en (1.2) obtenemos
que &£(z) > &(v) — el||v — z||, dicho de otra forma, {(v — x) < e||v — ||, para todo v € X, por lo
que [I€]| <e.

Ahora, como —¢ € 9g.(z), por la Proposicién A.2 se tiene que z € 9(g«)*(—¢). Como por
definicién g, = g*|x, la Proposicién A.3 nos indica que (g.)* = g, y por tanto, z € dg(—¢§) =
Af (x5 — &), por lo que Of (x5 — &) N X # . La primera parte del lema se concluye al observar que
x5 — & € B(xh,e) C U (al ser ||£]] < e).

La segunda afirmacién del lema es consecuencia directa de la Proposiciéon A.3 (aplicada a f) y
la Proposicion A.4. O

Teorema 1.1.1. Si (X, ||-||) es un espacio de Banach y W es un subconjunto de X no vacio,
acotado, cerrado y convexo, entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todo subconjunto no vacio de W es dentable.

2. Para todo subconjunto no vacio, abierto y convexo, U C X*, y para toda funcion conveza
débil* -semicontinua inferiormente, f : U — R, tal que | JOf(U)NX C W, el conjunto D de
todos los puntos en los que f es diferenciable Fréchet es denso Gs en U.

3. Para todo subconjunto no wvacio, cerrado y convexo, M C W, el conjunto E* de todos los
puntos z* € X* que exponen fuertemente a M es denso G5 en X*.

4. Todo subconjunto no wvacio, cerrado y convexo, M C W, es igual a la envoltura convexa
cerrada del conjunto E de todos sus puntos fuertemente expuestos.

Demostracion. (1)==(2). Sean U y f en las condiciones de (2). Llamamos L = sup ({||w|| : w € W}).
Para todo n € N definimos el conjunto:

Gn = {z" € X*:3V C U ablertojz® € V A diam(_JOf(V) N X) < %} (1.3)

1Recordar que la envoltura convexa de un subconjunto A de un espacio vectorial es la interseccién de todos los
conjuntos convexos de dicho espacio vectorial que contengan a A y se denota por conv(A). La envoltura convexa
cerrada de A, que se denota por conv(A), es la clausura de conv(A).
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Claramente los conjuntos G,, son abiertos. Mostraremos ahora que ademés dichos conjuntos son
densos en U. Asi, fijamos n € N y consideramos 2 C U un conjunto abierto convexo no vacio.
Hay que comprobar que 2 N G, # 0. El lema precedente garantiza que |Jdf(2) N X # @. Como
ademds, por la hip6tesis sobre f se tiene que |JOf()NX Cc Jof(U)NX C W, (1) nos garantiza
la existencia de un elemento z* € X* y a € R tales que la rebanada |JIf(2)N X N{z* > a} es no
vacia y tiene didmetro menor que % Tomamos x elemento de dicha rebanada. Se tiene que existe
y* € Q tal que x € 9f(y*). Tomamos ¢t > 0 suficientemente pequeno para que y* + tz* € 2. Como

x € {z* > a}, existe b > a tal que z*(x) > b. Tomamos § € (0, (b;g)t) suficientemente pequeno
para que B(y* + tz*,d) C Q. Comprobaremos que:
UorB +ta*,6))n X cJor@nXn{z" >a} (1.4)

lo que nos hard obtener que y* + tz* € QN G, (ya que serfa vilido el conjunto V = B(y* + tz*, )
en la definicién (1.3)). Asi, con el fin de probar (1.4), consideramos y € |JIf(B(y* + tz*,d)) N X.
Tomamos z* € B(y* + tx*,0) tal que y € df(z*). Entonces, al ser z € 9f(y*) e y € df(z*), por
definicién de subdiferencial se tiene:

(" =y )y) — f(z") 2 =f(y") (1.5)
y también:
f(Z) =2 fy") + (& —y)(@) (1.6)
Por tanto, se obtiene:
0<(z"—y" ) y—x) <d|ly—z|| +tz"(y — ) <20L + tz*(y) —tb (1.7)

donde la primera desigualdad resulta de la suma de las desigualdades (1.5) y (1.6) y la segunda de-
sigualdad se obtiene como consecuencia de la definicién de norma de un operador y de la desigualdad
triangular (afiadiendo y suprimiendo el término tz*). De (1.7) se deduce que z*(y) > b — 2L > q,
por lo que se concluye que y € [JOf(2) N X N{z* > a} y queda probado el contenido (1.4).
Comprobaremos que D = [, .y G- Esto nos harfa concluir lo deseado ya que se tendrfa que
por el teorema de categoria de Baire, D es un subconjunto denso (y Gs) de U al ser intereseccién
numerable de abiertos densos. Sea entonces * € [, oy Grn ¥y € > 0. Tomamos n € N tal que % <e.

Como z* € G, existe 6 > 0 tal que B(z*,d) C U y
diam(|J 0f(B(z,8) N X) < = < ¢ (1.8)
’ n

Fijando h* € 0Bx~ y haciendo de nuevo uso del Lema 1.1.1 se obtiene la existencia de unos
elementos u}, v} € B(z*,d) para cualquier i € N tales que:

17 71
1
" + A" = uill, llz” = A" =il < -

y los conjuntos O f (uf)NX y 0f(v})NX son no vacios. Tomamos, para cada i € N, u; € 0f (uf)NX
y v; € 9f(v}) N X. Entonces, teniendo en cuenta de nuevo la definicién de subdiferencial, el hecho
de que uf — z* + h* y vf — 2* — h* y la semicontinuidad inferior de la funcién f (ya que en
particular es débil*-semicontinua inferiormente), se tiene:

f@® +h7) + fa" = h%) = 2f(27) <

<liminf f(uw]) + liminf f(v}) — 2f(z*) < Uminf((u] — ") (u;) + (v] — ") (v;)) <
71— 00 1—00 1—>00

< Hminf(R"(us) = A" (vi) + [Jui — 2™ = h*|| [luill + [[of — 2™ +h*[[ vi]]) <

2L 1
< lim inf (|h*|| llu; — vl + — ) < —||p*]| < e]||h"]
1—>00 2 n

Observar también que en la peniltima desigualdad se tiene en cuenta (1.8). Asi, la arbitrariedad del
vector h* € § Bx+ nos hace concluir que f es diferenciable Fréchet en x*. Por tanto, como vemos,
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Nneny Gn C D. Para comprobar el otro contenido, tomamos z* € D, es decir, * € U es un punto
tal que f es diferenciable Fréchet en dicho punto. Fijamos n € N. Tomamos § > 0 suficientemente
pequeiio para que B(z*,20) C Uy

fa + %) — fa*) — fat) () < —

< — [IW*ll, Vh* € 20Bx- (1.9)

Vamos a comprobar que diam(|Jof(B(z*,6)) N X) < %, lo que nos harfa concluir que z* € G,,.
En efecto, para cualquier y € |JOf(B(x*,0)) N X y para cualquier h* € Bx~, se tiene, tomando
y* € B(x*,9) tal que y € 9f (y*):

Sy — f1@)(h*) < F(y* +0h%) — fly") = 6f (z7)(h*) =
= (fly" +0h") = f(2*) = f'(@")(y" + 0B —z™))+
26

FUE) = f7) + 1@ —2) < -l + 00 =27 < o

Notar que mediante la identificacién usual, como y € X C X** y h* € X*, denotamos indistin-
tamente h*(y) = y(h*) y que en la pentltima desigualdad se ha hecho uso de (1.9) para el punto
y* 4+ 0h* — x* € 26Bx+. Tomando supremos sobre todos los h* € Bx« en la tltima cadena de
desigualdades se obtiene que [y — f'(2*)|| < & . Asi, se concluye que diam(|J 0f (B(z*,8)) N X) <
<2 <Ll y por tanto, como anunciamos anteriormente, £* € G,. Como n € N es arbitrario, se

— 5n n
concluye que z* € (), cyy G-

(2)==(3). Definimos la aplicacién f : X* — R como: f(z*) = sup(z*(M)), para todo z* € X*. Es
claro que f es una funcién convexa y débil*-semicontinua inferiormente. Vamos a comprobar que
UJof(X*)NX C W. En efecto, si xg € df(z§) N X para un cierto zj; € X* se tiene que:

2" (o) — @y (w0) < f(a*) — f(a3), Vo' € X* (1.10)

Tomando z* = 0y z* = 2z en (1.10) se obtiene que z{(xo) = f(xf), lo que a su vez reduce (1.10)
al hecho de que z*(z¢) < f(z*) = sup(z*(M)) para todo z* € X*. Esto ultimo nos indica que
xg € M C W ya que si zg ¢ M, por el teorema de separacién, al ser M cerrado y convexo estarfa
garantizada la existencia de z* € X* tal que z*(zg) > sup(z*(M)), lo que es contradictorio. Asi,
f cumple las hipdtesis de (2), por lo que también se cumple la tésis de (2), la cual teniendo en
cuenta el Lema A.1 nos hace obtener (3).

(3)=(4). Es claro que como E* # () (por hipétesis), también se tiene que E # (). También,
como M es un conjunto convexo cerrado y E C M, se tiene que conv(E) C M. Supongamos
entonces que M ¢ conv(E). Entonces, por el teorema de separacion, existe y* € X* tal que
sup({y*(z) : x € M}) > sup({y*(z) : € E}). Por (3), el conjunto E* es denso en X*. De esto
se deduce que existe * € E* tal que sup({z*(z) : ¢ € M}) > sup({z*(x) : z € E}). Esto ultimo
es contradictorio ya que por la propia definicién de los conjuntos E'y E*, si * € E* se tiene que
sup({z*(x) : x € M}) = sup({z*(z) : © € E}). Asi, como vemos, se tiene (4).

(4)=(1). Sea § # M C W y ¢ > 0. Por (4) aplicado a conv(M) se tiene que el conjunto de
puntos fuertemente expuestos de conv(M) es no vacio y por tanto, existen z € conv(M), z* € X*
y 0 > 0 tal que {y € conv(M) : z*(y) > z*(x) — §} # (0 y tiene didmetro menor que e. Llamando
a=x*(x)—0 € R, lo expresado se traduce en que ¢onv(M)N{z* > a} es no vacio y tiene didmetro
menor que . Por ser conv(M) N {z* > a} no vacio se tiene que M N {z* > a} es no vacio. En
efecto, tomando y € conv(M) N {a* > a}, por ser y € conv(M) y la continuidad de x*, existen
Yty sYn E M y ty,... b, € (0,1], con .1 | t; = 1, tales que

¥ (tryr + - tayn) = iz (y1) + .o+t (yn) > a

Esto implica que existe i € {1,...,n} tal que z*(y;) > a. Por tanto, y; € M N {z* > a}. Asi,
M N {z* > a} es no vacio y diam(M N {z* > a}) < diam(conv(M) N {z* > a}) < e. Por tanto,
como vemos, se tiene (1). O
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De la demostracién del teorema anterior se obtiene de forma inmediata el siguiente corolario:

Corolario 1.1.1. Sea X wun espacio de Banach dentable. Entonces, todo subconjunto cerrado,
convexo y acotado de X coincide con la envoltura convexa cerrada del conjunto de sus puntos
fuertemente expuestos.

Dada f : X — (—00, 00| funcién propia definiremos la funcién f* : X — (—o0, 00] como:

filae) = sup (z%(z) - f*(2"))

r*reX*

Notar que si f* es propia, podemos definir también f** := (f*)*, la cual evidentemente cumple
que fI = f"[x.

Definicién 1.1.6. Dado X espacio de Banach y f : X — (—o00,00] funcién propia, llamamos
epigrafo de f al conjunto:

epi(f) :={(z,a) : x € dom(f); f(z) <}

Vamos a proceder a enunciar y demostrar el principio variacional de Stegall, el cual nos da una
primera caracterizacién de los espacios de Banach dentables. Para ello precisamos del siguiente
lema técnico.

Lema 1.1.2. Sea f : X — (—o00,00] funcién propia semicontinua inferiormente definida en el
espacio de Banach (X,||]|) tal que inf f > —oco. Supongamos que f* es diferenciable Fréchet en
xz§ € X*. Entonces, la derivada (f*) (xf) =: xo pertenece a X, ff(zg) = f(zo) € R y para todo
A > 0 existe 6 > 0 tal que ||x — zo|| < A para todo x € X tal que f(x) — f(xo) — zf(x — 20) < 4.

Demostracidn. Como la funcién f* es convexa y débil*-semicontinua inferiormente (ver comen-
tarios posteriores a la Definicién 7.29 de [1]), la segunda afirmacién del Lema 1.1.1 aplicada a
f* v xf nos asegura que zp € X. En vistas a comprobar que f!(zg) = f(zo), observamos pri-
mero que epi(f¥) = epi(f*) N (X x R), al ser ff = f**|x. Ademds, por la Proposicién A.5,
epi(f**) = conv? (epi(f)). Asi, se tiene que epi(f¥) = conv® (epi(f))N(X xR) = conv® (epi(f)) =
= conv(epi(f)), donde la peniltima igualdad es debida a que las topologias débil y débil* en X
(C X**) coinciden y la ultima igualdad es consecuencia del teorema de Mazur.

Entonces, como consecuencia directa de (1) de la Proposicién A.6 se tiene la desigualdad
(o) < f(xp). Comprobaremos entonces la desigualdad opuesta. Sea ¢ > 0. Por la semicontinui-
dad inferior de f existe A € (0,¢) tal que f(x) > f(xo) — ¢ para todo = € X tal que ||z — x¢]| <€
(va que en caso contrario se podria construir una sucesién (x,)nen C X convergente a = tal que
f(z) > hnrr_l> iorgf f(z)). La diferenciabilidad Fréchet de f* en zj con derivada xy € X garantiza la

existencia de un 3 € (0,1) tal que
@) — f*(xf) — (@ —23)(z0) < AB, para todo z* € X™ tal que ||z —zj|| < 28

Como (zg, [} (zo)) € epi(f**) C conv(epi(f)), existe un elemento (z,t) € conv(epi(f)) suficiente-
mente préximo a (zg, f(zg)) tal que:

t = fi(wo) — wg(x — xo) < [t — f(20)| + [w5(2 — 20)| <
<t = f2(@o)| + [lap | [l — wol| <
< (L [lzol) [[(z = o, t = fi(xo))ll < AS
También, por ser (z,t) € conv(epi(f)), existen m € N, (a;)™; C [0,1] y (x4, )7, C epi(f) tales

que Yot o =1y (z,t) = 3" a;(24,t;). Por definicién de epigrafo se tiene que > ., o f(z;) <
< 2211 a;t; =ty por tanto tenemos que:

Y aif (@) fi(xo) — ap(Y_ cswi —w0) < AP
i=1

=1
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Esto tltimo implica, al ser Y ;" | a; = 1, que existe i € {1,...,m} tal que
f@i) = fi(zo) — g (2 — w0) < AB

Vamos a comprobar que ||z; — zg|| < A. En efecto, como zy es la derivada de Fréchet de f*
en zy, por la Proposicién 1.1.1 xy € Jf*(af) vy por tanto, por la Proposicién A.7 se tiene que
[E(zo) + f*(x8) = x§(z0). Podemos entonces hacer la siguiente estimacién:

AL > flwi) + [ (25) = wo(wi — o) = fi(wi) + [ (25) — g (i) >

> sup({2™(2:) — f7(27) s 2™ € X7 ||lo" — x| = 2B} + f*(wp) — wo(wi) =
—inf({(f*(z") = f"(2g) — (2" — 25)(x0)) — (¢" — wg)(wi —wo) : 2" € X5 ||2" — ag|l = 28} >
—(AB =28 [Jzi — wol|)

Y

Notar que en la segunda desigualdad se ha tenido en cuenta que f}(z;) < f(z;). Se sigue entonces
de esta dltima cadena de desigualdades el que ||z; — xo|| < A < . Por tanto, teniendo en cuenta
que A € (0,e) y 8 € (0,1) se tiene que:

f(xo) < f(z:i) + £ <AB+ fi(z0) +x5(2i — 20) + £ < fi (W0) + |25/ € + 282

Asi, haciendo tender € | 0 se concluye que f(zg) < fi(xo).
A su vez hemos mostrado que se tiene la ultima afirmacién del enunciado del lema para el valor
6= ApB. O

Teorema 1.1.2. (Principio variacional de Stegall.) Un espacio de Banach (X, ||-||) es dentable
si y solo si se tiene que para todo € > 0 y para toda funcion propia semicontinua inferiormente,
f:X = (—00,00], tal que inf f > —co y lm (f(z)/|x]|) > 0, existe zg € X y xf € X* tal que

l|z]|—o0
5]l <€y
f(x) = f(xo) + x5(z — o)
para todo x € X, y ademds, para todo A > 0 existe 6 > 0 tal que ||z — xol| < A para todo x € X
tal que f(x) — f(zo) — x{(x — xo) < 0.

Demostracion. Suponemos primero que X es dentable. Sea ¢ > 0 y f funcién en las condiciones
del enunciado del teorema. Como | 1”1m (f(x)/ |z|l) > 0, existen a,b > 0 tales que f(z) > alz||
Z||—0o0

para todo = € X tal que ||z|| > b. Asi, para todo z* € X* tal que ||z*|| < a, se tiene que f*(z*) <
< méx({0,b||z*|| —inf f}). Por tanto, aBx~ C dom f*. Asi, podemos aplicar (2) del Teorema 1.1.1
a f*: B — R, siendo B cualquier bola abierta centrada en 0 de radio menor que a, obteniendo
que el conjunto de puntos de B en los que f* es diferenciable Fréchet es denso en B. Por tanto,
existe un elemento z§ € X* tal que ||z§|| < ¢ y f* es diferenciable Fréchet en xj. Llamamos
xo = (f*) (z§). Por el Lema 1.1.2, g € X y f¥(x9) = f(z9) € R. Por la Proposicién 1.1.1 se
tiene que xg € Of*(xf). Esto a su vez implica que zfy € 0f(xo), como consecuencia de (1) de la
Proposicién A.2 (al ser fF = f**|x). Teniendo en cuenta esto se tiene:

f(@) = fwo) — w5z — o) = fi(2) = fi(w0) — x5(2 — 20) = 0

para todo z € X (notar que también se ha hecho uso del hecho de que f(z) > f*(z), para todo
x € X, como consecuencia directa de (1) de la Proposicién A.6). Asi, como vemos, o € X* cumple
los requisitos buscados. El “ademas” del enunciado es consecuencia directa del Lema 1.1.2.
Comprobamos ahora la implicacién inversa. Sea ) # M C Bx. Definimos f : X — {0,00}
como: f(x) = 0,six € M,y f(xr) = oo, si # € X \ M. Es fécil comprobar que f cumple las
hipétesis del enunciado. Sea € > 0. De nuevo, es una sencilla comprobacién el que si 2o € X y
xy € X* cumplen que f(x) > f(zo)+x(z—x0) para todo x € X, entonces zg € M y z(z—z0) < 0
para todo x € M. Tomamos el § > 0 correspondiente al valor A = §. Afirmamos que la rebanada
Mn{x§ > z§(xg) — 6} es no vacia y tiene didmetro menor o igual que e. En efecto, dicha rebanada
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es no vacia ya que es claro que zg € X pertenece a ella. Si xz € M N {zf > z{(xo) — I}, entonces,
como z € M, f(x) =0y por tanto:

f(@) = f(xo) — xp(x — wo) = —wg(w —x0) <0

de donde se deduce por hipétesis que ||z — x¢|| < A = §, por lo que para cualesquiera dos puntos
xz,y € M N{xf > xi(xo) — 0}, ||l — y|| < ey asi, concluimos el resultado. O

1.2. Dentabilidad en X*

La dentabilidad del espacio dual de un espacio de Banach tiene multiples caracterizaciones
interesantes. Para exponerlas necesitamos introducir primero varios conceptos. Si (X, ||-||) es espacio
de Banach, decimos que su espacio dual, X*, es débil*-dentable si para todo subconjunto acotado
no vacio M C X* y para todo € > 0 existe u € X y a € R tal que la rebanada {z* € M : z*(u) > a}
es no vacia y tiene didmetro menor que . También, decimos que X* es débil*-fragmentable si para
todo subconjunto acotado no vacio M C X* y para todo € > 0 existe un subconjunto débil*-abierto
V C X* tal que la interseccién M NV es no vacia y tiene didmetro menor que €. Dado ) # M C X*,
siz* € X*y x € X son tales que z*(x) = sup({y*(z) : y* € M}) y los diametros de las rebanadas
{y* € M : y*(z) > z*(z) — ¢} tienden a 0 cuando ¢ | 0, entonces se dice que z* es un punto
débil* -fuertemente expuesto de M (y decimos que x expone fuertemente M en x*). Finalmente,
recordamos que X se dice espacio de Asplund si para toda funcién continua y convexa f: X — R
existe un conjunto denso G§, D C X, tal que f es diferenciable Fréchet en todo punto x € D.

Teorema 1.2.1. Sea (X, ||-||) espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X* es débil*-dentable.
2. X* es dentable.
8. X* es débil*-fragmentable.
4. X es espacio de Asplund.
)

. Todo subconjunto no vacio, convero y débil*-compacto M C X* es igual a la envoltura
conveza débil*-cerrada del conjunto E formado por todos los puntos de M débil* -fuertemente
expuestos.

6. Todo subespacio separable de X tiene dual separable.

Para probar este teorema, lo cual es el objetivo principal de esta seccién, requerimos de nume-
rosos resultados técnicos que pasamos a enunciar y demostrar:

Lema 1.2.1. Sea f una funcion convexa definida en un subconjunto abierto convexo U de un
espacio de Banach X. Entonces, dado un elemento xo € U, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. f es continua en xq.

2. f es localmente acotada superiormente en xg, es decir, es acotada superiormente en un en-
torno de xg.

8. f es localmente Lipschitz en xq, es decir, es Lipschitz en un entorno de xg.

Demostracion. La cadena de implicaciones (3)=(1)=>(2) es obvia. Asi, pasamos a demostrar
(2)=(3). Mostraremos primero que si f es acotada superiormente en B(xg, ), entonces es acotada
en B(xzg,r). Trabajando con la funcién z — f((xo + )/r) si es necesario podemos suponer sin
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pérdida de generalidad que zg = 0y » = 1. Llamamos K a una cota superior de f en By. Por la
convexidad de f tenemos que

10 = 1 (G + (o) ) < 3@+ 31(-a)

para todo x € Bx. Por tanto, se tiene que

f(@) 2 2f(0) = f(=2) = 2f(0) - K

para todo « € By, y asi se concluye que f es acotada inferiormente en Bx, por lo que f es acotada
en Bx. Para finalizar la demostraciéon del lema es claro que basta probar esta afirmacion: Si una
funcion convexa f estd acotada por 1 en Bx, entonces f es 5-Lipschitz en %BX.
En efecto, suponiendo lo contrario, existen z,y € By tales que f(y)— f(z) > 5 |ly — z||. Tomamos
el punto z =y + (y — z)/(2|ly — =) € Bx. Se tiene que
1
o 1
B 7 B S
ly—zll+5  ly—zl+3

(1.11)

Teniendo en cuenta ademds que ||z — y|| = &, (1.11) se puede escribir como

(ly ==l +lz=yly=ly—zlz+z -yl
de donde deducimos por la convexidad de f que

f(z) = fly)
|z =yl

fly) = f(=)

>
Ay ==

> 95

Asi, se sigue que f(z) > f(y)+5|z -yl = f(y) +5/2 > —1+5/2 = 3/2, lo que es contradictorio.
Por tanto, queda probada la afirmacién y consecuentemente el lema también. O

Lema 1.2.2. Sea C >0 y f una funcion C-Lipschitz definida en un subconjunto abierto U de un
espacio de Banach X con valores reales. Entonces, si x € U y x* € 0f(x), ||lz*| < C.

Demostracion. Sea y € Sx. Tomamos t > 0 tal que « + ty € U. Entonces, como z* € df(z) se
tiene que
ta*(y) = 2" (ty) < flo+ty) — flo) < [f(z+ty) — f(z)| < Ct

Asi, como vemos, x*(y) < C para todo y € Sx, por lo que ||z*|| < C. O

Definicién 1.2.1. Dado X espacio de Banach y F : X — P(X*) funcién, decimos que F es
II-|-débil*-semicontinua superiormente en el punto xzy € X si para todo entorno débil*-abierto,
W C X*, que contiene a F'(z), existe 6 > 0 tal que F(x) C W para todo x € B(xo,d). Decimos
que F es ||-||-débil*-semicontinua superiormente si F' es ||-||-débil*-semicontinua superiormente en
todo punto z € X.

Lema 1.2.3. Sea X un espacio de Banach y f una funcion continua convexa definida en un
subconjunto no vacio, abierto y convero, U C X. Entonces, la subdiferencial Of definida en U es
|I-]|-débil* -semicontinua superiormente.

Demostracion. Sea g € U y W un subconjunto débil*-abierto de X* que contiene a 9f(xg).
Tenemos que comprobar que existe § > 0 tal que B(xo,d) C U y 0f(x) C W para todo = €

€ B(z, ). Suponiendo que esto no se da, existe (2, )neny C U tal que 2, — 2o y existe (22 )nen C
C X* tal que z € Of(xy,) \ W para todo n € N. Como f es continua en xg, por el Lema 1.2.1
existe V' C U entorno abierto de xg y una constante C > 0 tal que f es C-Lipschitz en V. Al
ser (x,)nen convergente a xg podemos suponer sin pérdida de generalidad que z,, € V para todo
n € N. Por el Lema 1.2.2, ||z} | < C para todo n € N. Asi, por el teorema de Banach-Alaoglu

existe 25 € X* y una subred (7a)aca C (Tn)nen tal que x, —— xf. Al ser (z))aca C W€
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y W€ débil*-cerrado, xf ¢ W. Ahora bien, como z¥ € 9f(z,) para todo a € A, se tiene que
xzk (y) < f(za+y)— f(za) para cualesquieray € X tal que xg+y € Uy a € Atal que z, +y € U.

Entonces, como x}, —— x§ ¥ To — To, tomando limites en esta tltima desigualdad se obtiene
que zfy € Of(z9) C W, lo que es contradictorio. Por tanto, se tiene el resultado. O

Definicién 1.2.2. Sea X un espacio de Banach, f : X — (—o00, 00| funcién propia y x¢ € dom f.
Dado € > 0 definimos la e-subdiferencial de f en xy como el subconjunto de X* dado por

Ocf(xo) =4z € X*: f(z) > f(xo) + 2" (x —xg) — ¢, Vx € X}

Notar que la subdiferencial de una funcién propia en un punto zy (concepto introducido en la
pagina 6) coincide con la 0-subdiferencial de dicha funcién en el punto xg.

Lema 1.2.4. Sea C' > 0 y f una funcion C-Lipschitz definida en un subconjunto abierto U de
un espacio de Banach X. Entonces, dados xo € U y e > 0 tales que B(xg,e) C U, se tiene que

UOf(B(xo,€)) C Oace f(w0).

Demostracion. Sea x € B(xg,¢e). Siz* € 0f(z) e y € X, teniendo en cuenta que por el Lema 1.2.2
se tiene que ||z*|| < C, entonces:

fy) = fl@) + 27y — =) =
= f(wo) +2%(y — o) + (f(2) = f(20)) + 2" (20 — ) >
> f(xo) + 2™ (y — wo) = 2C || — wol| = f(wo) + 27 (y — xo) — 2Ce

Asi, como vemos, se concluye el resultado. O

Teorema 1.2.2. Sea f una funcidon convera y continua definida en un subconjunto no wvacio,
abierto y convexo, U, de un espacio de Banach X, y sea xg € U. Entonces, son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

1. f es diferenciable Fréchet en xo y 0f(xo) = {f'(x0)}.
2. ||xk — x§|| = 0 siempre que z§ € Of (x0) y x}, € O, f(x0), para todo n € N, donde €, | 0.

3. |Jay, — 5|l — 0 siempre que (T )nenujoy C U es tal que x,, — 0 y x;, € Of () para todo
n € NU{0}.

Demostracion. (1)==-(2). Suponiendo que (2) no se da, existen (e, )nen C (0,00), (£} )neny C X*
y n > 0 tales que ¢, | 0 y para todo n € N se tiene que x5 € 0, f(xo) vy ||z — f(z0)| > 7.
Definimos: ¢, 45", para todo n € N. Para cada n € N tomamos h,, € Sx tal que

(@5, = f'(20)) (hn) =

N3

Para n € N suficientemente grande se tiene que xg + t,h, € U y por tanto:

> (5, = 1 (@0))(tnha) = €n > tugy — 0 =t

RS

lo que es contradictorio con la diferenciabilidad Fréchet de f en xg.

(2)==(3). Sea (n)nenufoy C U tal que z,, — o y x, € df(xy), para todo n € NU {0}. Por
la equivalencia (1)<=>(3) del Lema 1.2.1 se tiene que existe C' > 0 tal que f es C-Lipschitz en un
entorno de xy contenido en U. Como x,, — %o, podemos suponer que todos los puntos z,, estan
en dicho entorno. Asi, teniendo en cuenta de nuevo que x, — zg, el Lema 1.2.4 nos asegura que
existe una sucesion (e,)neny C (0,00) tal que €, L 0y a2 € O, f(xg) para todo n € N. Por tanto,
aplicando (2) a la sucesién (z;,)nenufoy se obtiene lo deseado.
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(3)=(1). Es claro que (3) implica que df(x¢) tiene un solo elemento. Llamamos 9f(z¢) = {z§}.
Vamos a comprobar que f es diferenciable Frechet en xy con diferencial xj. Suponiendo que no,
existen (tn)nen C (0,00), (hp)neny C€ Sx y € >0 tales que t, 1 0y

fzo + tuhn) — f(xo) — 25 (tnhn) > ety
para todo n € N. Para cada n € N tomamos z} € 0f(zo + tphy). Se tiene que:
2y (—tnhn) < f(x0) — f(20 + tnhn)
para todo n € N, de donde se sigue que
oy (tnhn) > f(@0 +tnha) — f(20) > 25 (tnhn) + ety

para todo n € N. De esto tltimo se deduce que ||z} —z{|| > € para todo n € N, lo que es
contradictorio con (3). O

Nota: Dada f en las hipdtesis del Teorema 1.2.2, se puede demostrar que f es diferenciable Gateaux
en zo siy sélo si 9f(xg) es un conjunto de un solo elemento (ver teorema 7.17 de [1]). Esto junto
a la Proposicién 1.1.1 muestra que podemos reducir la afirmacién (1) del teorema precedente al
simple hecho de que f sea diferenciable Fréchet en x.

Definicién 1.2.3. Dado X espacio de Banach y U C X un subconjunto cerrado convexo que
contenga a 0, definimos el funcional de Minkowski de U como la aplicacién:

pu(x) :=f({A>0:2 € A\U})
para todo x € X.

Definicién 1.2.4. Sea X espacio de Banach y A € P(X) U P(X*). Definimos el conjunto polar
de A como:
o {z* e X*:2*(x) <1, Vxe A} si ACX
T l{reX:at(x) <1, Va*e€ A} si AcC X*

Lema 1.2.5. Sea X un espacio de Banach, U un entorno cerrado convexo de 0 en X y py el
funcional de Minkowski en U. Entonces, py(x) = sup({u*(z) : u* € U°}) para todo x € X.

Demostracion. Sea x € X y A > 0 tal que x € A\U. Existe u € U tal que = Au. Se tiene que
u*(z) = u*(Au) = Au*(u) < A para todo u* € U°. Tomando supremos en esta tltima desigualdad
obtenemos que sup({u*(z) : u* € U°}) < A. Como esta desigualdad es vélida para todo A > 0 tal
que z € AU, tomando infimos obtenemos que sup({u*(z) : u* € U°}) < py(x). Suponemos ahora
que existe z € X tal que sup({u*(z) : «v* € U°}) < py(x). Tomamos ¢t € R tal que sup({u*(z) : u* €
€ U°}) <t < py(z). Se tiene que = ¢ tU. Por el teorema de separacion, existe z* € X* y a € R tal
que tx*(u) < a < 2*(x) para todo u € U. Como U es entorno convexo de 0, dividiendo la ltima
cadena de desigualdades entre « si es necesario, podemos suponer que o = 1 de donde se seguiria
que tx* € U° y (tz*)(z) > t, lo que es contradictorio con que sup({u*(z) : u* € U°}) < t. Asi, se
tiene también que sup({u*(z) : u* € U°}) > py(x) para todo z € X y se concluye el lema. O

Lema 1.2.6. Sean X un espacio de Banach y U un entorno convezo cerrado de 0 en X. Entonces,
para cualesquiera € > 0 y xg € X se tiene que O:py(xo) = {a* € U° : x*(xg) > s — e} donde
s :=sup({u*(zg) : u* € U°}).

Demostracion. Sea x* € O:py(xp). Como py es subaditiva se tiene que
pu(xo) +pu(h) > pu(xo + h) > pu(xo) + 2" (h) —e, Vh e X (1.12)

Asi, por ser py positivamente homogéneo se tiene que tpy(h) = py(th) > x*(th) —e = ta*(h) — ¢
para cualesquiera h € X y t > 0, o lo que es lo mismo, py(h) > x*(h) — £, para cualesquiera h € X
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y t > 0, por lo que pyy(h) > 2*(h) para todo h € X. Por tanto, *(u) < py(u) < 1 para todo u € U,
es decir, z* € U°. Tomando ahora h = —z¢ en (1.12) se obtiene que 0 > py(zo) — x*(xo) — €, €s
decir, *(x0) > pu(zo) —e = s — ¢, donde la tltima igualdad se obtiene como consecuencia directa
del Lema 1.2.5. Esto prueba que 0.py(z9) C {a* € U° : x* (o) > s — €}.

Sea ahora z* € {a* € U° : 2*(x9) > s — €}. Recordar de nuevo que el Lema 1.2.5 nos indica
que py(x) = sup({u*(x) : u* € U°}) para todo = € X y por tanto se tiene que

() = 2™ (x — z9) + 2" (xg) >

(r—x0)+s—e=x"(xr—z0) +pu(xo) — €

pu(z) > x*
x*

(A\VARAYS

para todo = € X, donde en la primera desigualdad se ha hecho uso también de que z* € U°. Se
concluye asi que O:py(xo) D {z* € U® : x*(xp) > s — €}. O

Corolario 1.2.1. (Lema de Smulyan.) Sea (X, |-||) un espacio de Banach, U un entorno de

0 cerrado y convero y x € X \ {0}. Llamamos s = sup({u*(z) : u* € U°}). Entonces, py es

diferenciable Fréchet en x si y sdlo si lim ||f, — gnl| = 0 siempre que (fn)nen, (gn)neny C U°
n—oo

sean tales que lim f,(x) = lim g,(x) = s, si y sdlo si (fn)nen C U° es convergente siempre que
n—oo n—oo

nlgr;o fu(z) = s.

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 1.2.2 (teniendo en cuenta la nota inmediata-
mente posterior a dicho teorema) y el Lema 1.2.6. O

Dado un espacio vectorial real topoldgico (que no es més que un espacio vectorial real dotado
de una topologia Haussdorf que hace continua las operaciones de suma y producto por escalares),
diremos que dicho espacio es localmente convezo si todo punto tiene una base de entornos convexos.

El siguiente resultado, en particular, generaliza los teoremas de separacion usuales al contexto

de los espacios vectoriales reales topolégicos. Su demostracién se puede encontrar en [1] (Teorema
3.32).

Teorema 1.2.3. Sea E un espacio vectorial real topoldgico. Se tiene:

1. Si A es un subconjunto abierto convexo y no vacio de E y xo € E'\ A, entonces existe f € E*
tal que f(a) < f(xzo), para todo a € A.

2. Si E es localmente convexo, C' es subconjunto cerrado convexo no vacio de E y xg € E\ C,
entonces eziste f € E* tal que sup({f(c) : c € C}) < f(wo).

Dado E espacio vectorial real topoldgico localmente convexo, el espacio (E*,w*), donde w*
denota como es usual la topologia débil* en E*, es espacio vectorial real topoldgico localmente
convexo y su dual es E. Asi, aplicando la afirmacién (2) del teorema anterior a (E*, w*) se obtiene
de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 1.2.2. Sea E un espacio vectorial real topoldgico localmente convexo y C' subconjunto
convezo débil*-cerrado no vacio de E*. Entonces, dado un elemento xf € E*\ C, existe x € E tal
que sup({z*(x) : z* € C}) < x(x).

Teorema 1.2.4. (Teorema bipolar.) Sea X espacio de Banach y denotamos por w a la topologia
débil en X . Entonces, para todo subconjunto A C X, se tiene que (A°)° =conv” (AU {0}).

Demostracion. Llamamos C = conv®” (A U {0}). Podemos expresar
(4%)° = [ @) (=00, 1))
T*E€A°

Como cada z* € A° es continua, deducimos que (A°)° es cerrado en norma pues se trata de una
interseccién de cerrados. Asf, como (A°)° es convexo, por el teorema de Mazur deducimos que
(A°)° es también w-cerrado convexo. Esto tltimo junto al claro hecho de que A U {0} C (A°)°
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nos hace obtener el contenido C' C (A°)°. Supongamos ahora que existe € (A°)° \ C. Por (2)
del Teorema 1.2.3 (aplicado al espacio X equipado con la topologia débil) existe z* € X* tal que
x*(x) > sup({z*(y) : y € C}). Como 0 € C, sup({z*(y) : y € C}) > 0. Asi, multiplicando por una
constante si es necesario podemos suponer que sup({z*(y) : y € C}) < 1 < z*(z). Ahora bien,
como sup({z*(y) : y € A}) < sup({z*(y) : y € C}) <1, z* € A°, y por tanto, como x € (A°)° se
sigue que z*(x) < 1, lo que es contradictorio. Por tanto, se tiene también el contenido (A°)° C C
y se concluye la demostracion. O

Con esto estamos ya en condiciones de exponer la demostracién del Teorema 1.2.1.
Demostracion (del Teorema 1.2.1). (1)=>(2). Es trivial, teniendo en cuenta la inclusién X C X**.

(2)==(3). Supongamos que X* es dentable pero no es débil*-fragmentable. Asi, existe M C X*
subconjunto acotado y € > 0 tales que para todo V' C X* subconjunto débil*-abierto satisfaciendo
que M NV #  se tiene que diam(M NV) > ¢, o lo que es lo mismo, que para todo subconjunto
débil*-abierto relativo no vacio de M se tiene que el didmetro de dicho subconjunto es mayor que
¢. Denotamos D = {0} U {0,1} U {0,1}?> U ... Vamos a construir dos familias, (Ug)aep C P(M)
y (ha)aep C Sx, tales que se cumpla que para todo d € D el subconjunto Uy sea débil*-abierto
relativo no vacio de M y se tenga que UgoUUg C Uy e

f({(z§ — 27)(ha) : 2} € Uy, Vi€ {0,1}}) > ¢

donde se denota di = (dy, . ..,d,,i) siendo d = (d, ..., d,), para todo i € {0,1}. Denotamos por |d|
la ”longitud”de d, es decir, |d| = n siy sélo si d € {0,1}". Tomamos Uy = M. Consideramos ahora
cualquier d € D y suponemos que tenemos construido el conjunto Uy. Sabemos que diam(Uy) > ¢.
Asi, podemos tomar hy € Sx y &g, &1 € Uy tales que (§9—&1)(hg) > €. Llamamos por un momento
t = (& — &1)(hg) — € > 0. Definimos los conjuntos

t

para todo i € {0,1}. Es claro que dichos conjuntos son débil*-abiertos relativos en M, Ugo UUy; C
C Uy e inf({(xf — 27)(ha) : xf € Uy, Vi€ {0,1}}) > e. Asi, como vemos, quedan completamente
definidas las dos familias citadas de manera inductiva. Ahora, para cada d € D denotamos por
K, a la envoltura convexa débil*-cerrada de Uy. Es claro que para todo d € D se tiene que
KUKy C Ky y por tanto, tomando envolturas convexas en esta inclusion se obtiene facilmente
que %(Kdo + Ka1) C Ky para todo d € D. Afirmamos que existe t = (tq)acp € [[4ep Ka tal que
tg = %(tdo +tq41) para todo d € D. Para probar esta afirmacién basta comprobar que (), Aa # 0,
donde 1
Aa = {(ta)aep € [ Ka:ta= 5 (tao + tar)}
deD

para todo d € D. Usando un argumento de compacidad?, es suficiente con comprobar que se tiene
que (J{Aq: d € D; |d| <n} # 0 para todo n € N. Asi, sea n € N. Para cada d € D tal que |[d| > n
tomamos puntos ty € K, arbitrarios. Ahora, por un proceso de “induccién decreciente”, si d € D
es tal que |d| < n, suponiendo que tenemos definidos los puntos t4; € Ky; para todo i € {0,1},
definimos el punto t4 = %(tdo +tq1) € Kg4. Asi, como vemos, la sucesion (t4)4ep construida de esta
forma pertenece al conjunto ({Aq : d € D; |d| < n} y por tanto queda probada la afirmacién.
Tomamos entonces (t4)sep € [lyep Aa- Por (2), existen z** € X** y a € R tales que la
rebanada {tq : d € D} N {z** > a} es no vacia y tiene didmetro menor que 5. Tomamos d € D tal
que z**(tq) > a. Es claro por la construccién de la sucesién (t4)qep que existe i € {0,1} tal que

2Cada K4 es débil*-compacto como consecuencia del teorema de Banach-Alaoglu y por tanto, [| dep Ka es
compacto en la topologia producto. Ademds, es ficil comprobar que cada Ay (C HdeD K,) es cerrado en dicha
topologfa, por lo que también es compacto. Se seguiria entonces que cada Hy, := ({Aq : d € D; |d| < n} es compacto.
Por tanto, (Ngep Ad = Npen Hn serfa no vacia al tratarse de una interseccién de una sucesién decreciente por la
inclusién de compactos no vacios (teorema de la interseccién de Cantor).
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x**(tg;) > a. Por tanto, como el diametro de la rebanada mencionada es menor que § se tiene que
lta — tail] < % Ahora bien, teniendo en cuenta también la construccién de los conjuntos Ugg y Ugr
se tiene que:

€ < (tao — tar)(ha) = 2|(ta — tai)(ha)] < 2||ta — tail| <€

lo que es contradictorio. Por tanto, como vemos, se tiene (3).

(3)=(4). Sea f : X — R una funcién continua y convexa. Para todo n € N denotamos G,
al conjunto de todos los puntos = € X tales que

%sup({f(x +th) + f(z —th) — 2f(x) : h € Bx}) < %

para algun ¢ > 0. Comprobaremos que cada G,, es abierto y denso. Probamos primero la densidad.
Sean € N. Sea U C X subconjunto abierto no vacio. Consideramos 0f : X — P(X*) la subdiferen-
cial de f. Sabemos por el Lema 1.2.3 que 9f es ||-||-débil*-semicontinua superiormente. Llamamos
A al conjunto de todas las funciones F': X — P(X*) ||-||-débil*-semicontinuas superiormente tales
que @ # F(x) C df(z) para todo z € X y con la propiedad de que F(z) es débil*-compacto para
todo z € X. Por el lema de Zorn (y el teorema de la interseccién de Cantor) es ficil comprobar
que existe F' € A elemento minimal en el sentido de que F(z) C H(z) para cualesquiera H € A
y x € X. Como f es continua, por el Lema 1.2.1, existe V C U subconjunto abierto tal que f
es Lipschitz en V. Por el Lema 1.2.2, |JF (V) es un conjunto acotado. Ahora, por (3) existe un
conjunto débil*-abierto W C X* tal que |J F(V) N W es no vacio y tiene didmetro menor que %
Afirmamos que existe x € V tal que F(z) C W. En efecto, supongamos lo contrario, es decir, que
F(z) \ W # () para todo = € V. Definimos entonces la aplicacién:
H(x):{F(x) s% xeX\V
Fz)\W sizeV

Es fécil comprobar que H € Ay H(z) C F(x) para todo € X, con inclusién estricta en algin
elemento de V', lo que contradice la “minimalidad”’de F. Asi, existe z € V tal que F(z) C Wy
queda probada la afirmacién. Como F es ||-||-débil*-semicontinua superiormente, existe un conjunto
abierto Q C V tal que z € Qy |J F(Q) C W. Asi, como J F(Q) C JF(V)NW, diam(|J F(2)) < Z.
Tomamos ¢ > 0 suficientemente pequeno para que z+tBx C 2. Si h € Bx, tomamos 11 € F(z+th)
(COf(x+th)) ymne € F(x —th) (Cdf(x —th)). Se tiene entonces que para todo h € By:

St th) + F— th) = 2£(2) < (m — m)(h) < dimm( J F(©) <

Asi, como vemos z € QN G,, C UNG,. Esto prueba la densidad de G,,. El que G,, es abierto se
deduce facilmente del hecho de que la funcién f es localmente Lipschitz. Definimos D = [, oy G-
Por el teorema de categoria de Baire, D es un conjunto denso Gs. Por ser f convexa, la funcién

| e+ o=t =210

es no decreciente en (0, 00), para cualesquiera € X y h € Bx. Por tanto, la funcién

sup({ f(x + th) 4+ f(x —th) —2f(x) : h € Bx})
t

t—

es no decreciente en (0,00), para todo x € X. Esto ltimo junto con la definicién de los conjuntos
G, nos permite concluir que f es diferenciable Fréchet en cada punto x € D. Asi, se tiene (4).

(4)==(5). Sean M y E conjuntos en las condiciones de (5). Considerando una traslacién si es
necesario podemos suponer que 0 € M. Definimos la funcién: f(z) = sup({z*(z) : z* € M}), para
todo # € X. Llamamos U = f~!((—o0,1]). Es fdcil comprobar que f es continua y convexa en X
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y por tanto, U es entorno cerrado convexo de 0. Por definicién de conjunto polar, U = M°. El
teorema bipolar (Teorema 1.2.4) nos asegura que (M°)° = M, por lo que U° = M. Esto dltimo
junto con el Lema 1.2.5 nos indica que f es el funcional de Minkowski de U. Entonces, si ¢ € X
es tal que f es diferenciable Fréchet en z, llamando & = f/(z), como consecuencia de la Propo-
sicién 1.1.1, el Lema 1.2.6 (para ¢ = 0) y el Corolario 1.2.1 se obtiene que & € E (y ademas,
E(w) = sup({a*(x) : " € U°}) = py (x) = f(x)).

Sabido esto, comprobemos finalmente que la envoltura convexa débil*-cerrada del conjunto E
es igual a M. Suponiendo lo contrario se tendria que existe * € M \ comv®” (E). Por el Corolario
1.2.2, existe h € X tal que x*(h) > sup({y*(h) : y* € cov® (E)}) > sup({y*(h) : y* € E}).
Por (4), existe u € X suficientemente cercano a h tal que f es diferenciable Fréchet en u y se da
también que z*(u) > sup({y*(u) : y* € E}). Llamamos 1 = f’(u). Sabemos entonces que n € E'y
n(u) = f(uw). Por tanto se tendria que: f(u) = n(u) < z*(u) < f(u), lo que es contradictorio. Asi,
se tiene (5).

(5)=(1). Sea M C X* subconjunto acotado y no vacio y € > 0. Por ser M acotado, teniendo en
cuenta el teorema de Banach-Alaoglu, se tiene que el conjunto comv®” (M) cumple las hipdtesis de
(5). Asi, por (5), al ser M no vacio, necesariamente el conjunto de los puntos débil*-fuertemente
expuestos de conv? (M) es no vacfo. Esto indica que existen z* € comv®” (M), z € X y 6 > 0
tales que la rebanada {y* € conv® (M) : y*(x) > z*(z) — 6} es no vacia y tiene didmetro menor
que £. Asi, es claro que para obtener el resultado serfa suficiente con comprobar que la rebanada
{y* € M : y*(z) > 2*(x) — 8} es no vacia. Tomamos y* € conv® (M) tal que y*(x) > z*(z) — 6.
Llamamos ¢ = y*(z) — «*(z) + 6 > 0. El conjunto V = {z* € X* : [2*(z) — y*(2)| < L} es
un entorno débil*-abierto de y*, por lo que al ser y* € mw*(M) existe z* € conv(M)NV.
Es claro que z*(x) > a*(x) — § y entonces, razonando de igual forma que en la demostracién
de la implicacién (4)==(1) del Teorema 1.1.1 se obtiene la existencia de un elemento h* € M tal
que h*(z) > x*(x)—¢. Esto tltimo, como anunciamos anteriormente, nos hace concluir el resultado.

(3)=(6). Sea Y C X subespacio separable y consideramos ¢ : X* — Y* la aplicacién “res-
triccion” canonica. Sea € > 0. Como consecuencia del lema de Zorn se obtiene la existencia de un
subconjunto S C By~ e-separado (es decir, que ||y; — y5|| > €, para cualesquiera y7,y; € S) ma-
ximal. La maximalidad de S implica que para todo y* € By« existe s* € S tal que ||y* — s*|| < e.
Vamos a comprobar que S es numerable, lo que nos haria concluir que Y* es separable. Suponga-
mos que S no es numerable. Sabemos que la topologia débil* en By tiene una base numerable.
Sea Sy el conjunto de todos los elementos y* € S tales que para todo subconjunto débil*-abierto
V C Y* tal que y* € V, la intersecciéon SNV es no numerable. Afirmamos que Sy es no numerable.
En efecto, si y* € S\ Sp, existe un subconjunto débil*-abierto V- C Y* tal que y* € V= y SNV,
es numerable. Llamando B a una base numerable de la topologia débil* en By, se tiene que para
todo y* € S\ So, existe A, € B tal que y* € Ay~ C Vy». Ahora, como {A,- : y* € S\ So} es
numerable (al ser subconjunto de B) y cada (S \ So) N Ay~ es numerable se sigue que S\ Sy es
numerable al tenerse que

S\ So = J{(S\ So) N Ay : ¢y € 5\ Sp}

lo que constituye una uniéon numerable de conjuntos numerables. De esto se concluye la afirmacion
ya que si Sy fuera numerable, S = (S'\ Sp) U Sp también, lo que es contradictorio. En particular,
Sp es no vacio, y por tanto, por el teorema de Hahn-Banach, ¢~1(Sy) N Bx+ también. Asi, por (3),
existe un conjunto débil*-abierto W C X* tal que ¢~*(Sp) N Bx+ N W es no vacfo y tiene didme-
tro menor que €. De esto ultimo se sigue facilmente que So N q(W) # 0 y diam(Sy N g(W)) < ¢
(va que ||g|| < 1), y por tanto al ser S e-separada, Sp N ¢(W) esté constituido por un tdnico ele-
mento. Esto es contradictorio ya que como Sy N q(W) # (), de la definicién de Sy y del hecho
de que ¢ transforma conjuntos débil*-abiertos en X* en conjuntos débil*-abiertos en Y* (ver Co-
rolario 3.51 de [1]) se sigue que SopNg(WW) es no numerable. Por tanto, S es numerable y se tiene (6).

(6)=(3). Sea M C X* conjunto no vacio y acotado. Es claro que podemos suponer que M C Bx-.
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Tomamos {0} # Y subespacio separable de X. Considerando un subconjunto denso y numerable
de Yy podemos encontrar una base numerable, W° = {W? : i € N}, de la topologia de Bx« de
la convergencia puntual en Yj. Es facil comprobar que para cada ¢ € N existe un subconjunto
numerable AY C By tal que AV-diam(M NW?) = diam(M NWY), donde A-diam denota el didme-
tro en la seminorma X* 35 z* — sup({|z*(z)| : © € A}). Tomamos Y7 = span(Yy U [J,cy A7)
Procediendo por induccién, supongamos que dado n € N hemos encontrado subespacios separa-
bles Yo C Y7 C ... C Y, C X, conjuntos numerables A¥ ¢ By coni € Ny k € {0,...,n — 1}
y subconjuntos débil*-abiertos relativos Wik C Bx~coni € Ny k € {0,...,n — 1}. Tomamos
W™ = {W/ : i € N} base numerable de la topologia de Bx~ de la convergencia puntual en Y,,. Para
todo ¢ € N tomamos un conjunto numerable A? C Bx tal que AP-diam(MNW") = diam(MNW").
Finalmente, tomamos Y1 = span(Y, U [J;cy A7). Esto finaliza el proceso inductivo. Denotamos
como Y a la clausura de | J,, .y Yn vy A = Ui,nEN A?. Observamos que Y es un subespacio separable
de X y A es un conjunto numerable.

Sea ahora € > 0. Tenemos que comprobar que diam(M NTW) < € para algiin subconjunto débil*-
abierto W C X*. Por (6) (junto a un uso implicito del teorema de Hahn-Banach), existe C' C By~
numerable tal que para todo z* € Bx- existe ¢ € C tal que sup({(z* — ¢)(y) : y € By}) < 5.

Denotamos por 7 a la topologia de Bx+ de la convergencia puntual en Y, y llamamos MT ala
T-clausura de M. Como la topologia débil* es més fina que 7, como consecuencia del teorema de

. . ;. —T
Banach-Alaoglu se tiene que (Bx+,7) es un espacio topolégico compacto. Por tanto, M N Bx~
es T-compacto. Podemos expresar:

M N Bx- = | J{a* €M NBx-:sup({(z* —c)(y): y € By}) < =}

ceC

| ™

Por el teorema de categoria de Baire, existe ¢ € C' y un conjunto 7-abierto V' C Bx« tal que
0 # HRVAS {z* € M N Bx- :sup({(z* —¢)(y) : y € By}) < §}. Asi, como M nv # 0,
M NV es no vacio también y ademds A-diam(M NV) < 2-5 = e. Al ser la sucesion (Y, )nen
creciente con respecto a la inclusién podemos asumir que existe n € N tal que existen [ € N,
Yy EYn vy ag,...,an € Rtales que V = {a* € Bx« : 2*(y;) < oy, Vi € {1,..,1}}. Asi, V es
un abierto de la topologia de Bx~ de la convergencia puntual en Y,,. Por tanto, existe ¢ € N tal que
0% MNW» C MNV. Tomamos un subconjunto débil*-abierto W C X* tal que W = W N Bx-.
Se tiene entonces que M NW = M N W;* y por tanto:

diam(M N W) = diam(M NW,;*) = A7 —diam(M N W) <
< A—diam(M NW) < A—diam(M NV) <e

Por tanto, como vemos, se tiene lo deseado. O

Corolario 1.2.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces, X es un espacio de Asplund si y sdlo
si todo conjunto cerrado, convexo y acotado en X* coincide con la envoltura convexa cerrada del
conjunto de sus puntos fuertemente expuestos.

Corolario 1.2.4. Los espacios de Banach reflexivos son dentables y Asplund.

Demostracion. Sea X espacio de Banach reflexivo. Sabemos que todo subespacio reflexivo de un
espacio de Banach reflexivo es también reflexivo. Asi, en particular, todo subespacio separable de
X es reflexivo y por tanto, tiene dual separable. Por el Teorema 1.2.1 se tiene que X es Asplund
y X* es dentable. Argumentando de forma andloga para el espacio reflexivo X* obtenemos que
X** = X es dentable. O

Teorema 1.2.5. Todo subconjunto débilmente compacto y convero W de un espacio de Banach
X es dentable. Ademds, W coincide con la envoltura convezxa cerrada de sus puntos fuertemente
expuestos.

Demostracion. Llamamos Z = span(W). Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach se tiene
que W es dentable en X siy sélo si es dentable en Z. Por tanto podemos suponer que X = span(W).
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Entonces, por el Teorema A.2, existe un espacio de Banach reflexivo Y y un operador acotado e
inyectivo T' : Y — X tal que W C T'(By). Ademds, T*(X*) es denso en Y*. En efecto, al ser Y’
reflexivo los operadores T' y T se identifican y por tanto, 7** es inyectivo. Asi, suponiendo que
T*(X*) # Y™, existirfa y** € Y** \ {0} tal que y**(y*) = 0 para todo y* € T*(X*). Se tendria
entonces que T**(y**) = 0, lo que es contradictorio con la inyectividad de T**. Sabiendo esto, sea
un subconjunto no vacio M C W. El espacio Y es dentable por el Corolario 1.2.4. Asi, dado € > 0
existen y* € Y* y a € R tal que la rebanada T-1(M) N {y* > a} es no vacia y tiene didmetro
menor que e. Por la densidad de T*(X*) en Y*, existe z* € X* tal que || T*(z*) — y*|| < 1. Por
tanto, como T~(M) C By se tiene que

0#£TH(M)N{T*(z*) >a+1} T H(M)N{y* >a}

Asi, la rebanada M N {z* > a + 1} = T(T~Y(M) N {T*(x*) > a}) es no vacia y tiene didmetro
menor que ¢ ||T'||. Esto prueba la dentabilidad de M. El “ademds” del enunciado se obtiene como
consecuencia de la equivalencia (1)<=(4) del Teorema 1.1.1. O



Capitulo 2

La propiedad de Radon-Nikodym

A lo largo de este capitulo denotaremos por A a la medida de Lebesgue en el intervalo [0,1) y £
la o-algebra de todos los subconjuntos medibles Lebesgue de [0, 1). También, la expresién “en casi
todo punto” ird siempre ligada a la medida A. Denotaremos LT ={E € L: A\(E) >0}. SiA e LT,
denotamos L1(A) = {F € LT : E C A}. Todas las integrales de funciones reales que aparezcan a
lo largo del capitulo seran consideradas también con respecto a la medida de Lebesgue. Se haran
uso de los principales resultados de la teoria de la medida de Lebesgue y las funciones medibles
Lebesgue, los cuales pueden verse en [4].

2.1. Medidas vectoriales. La propiedad de Radon-Nikodym

Definicién 2.1.1. Sean A un conjunto no vacio y @, R C P(A). Diremos que Q es cofinal en R
si @ C R y para todo R € R existe @ € Q tal que Q@ C R.

El siguiente lema sera usado en la demostracion de varios resultados posteriores:

Lema 2.1.1. (Principio exhaustivo.) Sea J € Lt y P familia de subconjuntos cofinal en LT(J).
Entonces existe una subfamilia numerable B C P formada por conjuntos disjuntos dos a dos tal

que e MB) = A(J).

Demostracion. Podemos suponer que no existe una familia finita B C P formada por conjuntos
disjuntos dos a dos tal que ).z A(B) = A(J), pues en este caso habrfamos terminado. Vamos
a construir por induccién una sucesién infinita (B, )neny C P disjunta tal como sigue. Tomamos
By € P arbitrario. Consideramos ahora ¢ € N y suponemos que ya tenemos elegidos By, ..., B; € P
disjuntos dos a dos, y a1,...,a;—1 > 0. Llamamos:

a; =sup({\(B) : B€ LT(J\ (B1U...UB;))NP})

Observar que por ser P cofinal en £1(J) y la hipdtesis extra expresada al principio de la de-
mostracién, el conjunto del cual se toma el supremo en la definiciéon de a; es no vacio. Tomamos
Biy1 € LT(J\ (B1U...UB;)) NP tal que A\(Bij41) > 3a;. Asi queda descrito por completo el
método inductivo. Falta comprobar que B := {B; : i € N} C P cumple lo deseado. Es claro
que los conjuntos de B son disjuntos dos a dos tal y como se han elegido estos mismos. Supon-
gamos que » ..y A(B;) < A(J). Entonces, de nuevo por la cofinalidad de P en LT (J), existe
Be LF(J\(BiUByU...))NP. Por la definicién de los a; se tiene que 0 < A(B) < a; para todo
1 € N y por tanto:

A) > SOAB) > %Zai > %Z)\(B) o
=2 €N ieN

lo que es contradictorio. Por tanto, .y A(B;) = A(J) y se concluye el resultado. O

i€N

24
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Si (X, |||]) es un espacio de Banach y f:[0,1) — X una funcién, definimos:
vg(t) = sup({z lf(a;) = flai—1)]| : 0=ap < a1 <...<a, <t; neN})
i=1

para todo ¢t € (0,1] y v;(0) = 0. A la funcién vy : [0,1] — [0, 0] se le denomina variacion de
f- Decimos que la funcion f es absolutamente continua si para todo € > 0 existe § > 0 tal que
S 1 F(Bi) = f(ai)| < e para cualesquiera niimeros 0 < a1 < by < as < by < ... < a, <b, <1,
siendo n cualquier natural, tales que Z?:l(bi — a;) < J. Notar que, en particular, las funciones
Lipschitz son absolutamente continuas.

Procedemos ahora a hacer un breve repaso del concepto de medidas vectoriales, las cuales cons-
tituyen una generalizacién de las medidas reales usuales y estaran muy presentes en los resultados
restantes de la seccion.

Definicién 2.1.2. Sea X espacio de Banach, ) conjunto no vacio y ¥ una o-algebra en 2. Una
funcién T : ¥ — X se dice medida vectorial si se tiene que

L. t(0) =0

2. 1(J En) = > 1(F,) para toda sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos (E,)nen C 2.
neN neN

Notar que para la consistencia de esta tltima definiciéon es necesario que la serie )y T(Ey)
sea incondicionalmente convergentfa al ser UneN E, = UnEN'EU'(n) para toda fu.nci(?n biyect-iva
0 : N — N. Dada Tt : ¥ — X medida vectorial llamamos variacion de T a la aplicaciéon definida
como:

[T|(E) = sup({z IT(E;)]| : (E;)i, particion medible de E})
i=1

para todo E € X, siendo ||-|| la norma de X. Se comprueba ficilmente que |t| es una medida no
negativa definida en la o-dlgebra ¥. La medida vectorial T se dice de wvariacién acotada si |t| es
medida finita.

Definicién 2.1.3. Si T es una medida vectorial de variaciéon acotada definida en la o-algebra ¥ y
1 es una medida positiva y o-finita definida en la misma o-algebra, se dice que T es absolutamente
continua con respecto a u (o p-absolutamente continua), y lo denotamos por T < p, si T(E) =0
para todo E € ¥ tal que u(E) = 0.

Esta condicién es equivalente a que para todo € > 0 existe § > 0 tal que ||T(E)| < e para todo
E € ¥ tal que u(E) < 0.

Proposicién 2.1.1. Sea (X, ||-||) espacio de Banach y f : [0,1) — X funcién absolutamente
continua. Entonces existe una unica medida T : L — X A-absolutamente continua tal que para todo
t € (0,1) se tiene que f(t) = f(0) + T([0,2)) y |T|([0,)) = vs(t) < vp(1) < oo.

Demostracion. Vamos a definir una aplicacion T : £ — X que sea una medida A-absolutamente
continua y de variacién acotada. Definimos las imdgenes t()) = 0 y t((a,b)) = f(b) — f(a), para
cualesquiera a,b € [0, 1] tales que a < b. Sea G C (0, 1) abierto no vacio. Entonces, es sabido que
existe una unica familia numerable, J, de intervalos abiertos contenidos en (0, 1) disjuntos dos a
dos tal que G = |J J. Llamamos J = (ay,bs) para todo J € J. Definimos:

T(G) =Y ((as, b)) (2.1)

JeJg

La continuidad absoluta de la funciéon f asegura que para todo € > 0 existe una familia finita
FC Jtal que 3 ;e n x| f(bs) — flag)|| <e. Asi, la serie (2.1) converge absolutamente.
Sea ahora un elemento E € L arbitrario. Por la regularidad de la medida de Lebesgue A
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sabemos que existe una sucesién de abiertos (G, )nen tal que (0,1) DGy D G2 D ... D E\ {0}y
AMGp) = A(F) cuando n — oo. Definimos:

T(E) = lim ©(Gy) (2.2)

n—oo

En lo que sigue nos centraremos en comprobar que la definicién de (2.2) es consistente, es de-
cir, que el limite en cuestién existe, que no depende de la sucesién (G, )nen escogida y que en el
caso particular en que el conjunto E sea abierto el valor dado en (2.2) coincide con el dado en (2.1).

Afirmacién 1: Para todo A > 0 existe 6 > 0 tal que ||[T(G) —T(G")|| < A para cualesquiera
G,G’ C (0,1) subconjuntos abiertos tales que G' C G y M(G\ G') < 4.

Demostraciéon: Sea A > 0. Por la continuidad absoluta de f existe § > 0 tal que

" A
Z (b)) — fla))| < 3 bara cualesquiera n € N,
=t . (2.3)
0<a; <b <...<ap<b,<1, con Z(bi_“i)<25
i=1

Sean G, G’ C (0,1) abiertos tales que G’ C Gy A(G\G’) < §. Tomamos J y J' las tnicas familias
numerables de intervalos abiertos disjuntos dos a dos talesque G =|J T y G' =JJ’. Sea F' C J’
subfamilia finita tal que }_ ;¢ 71\ 7 A(J’) < 6. Entonces, por (2.1) y (2.3) se tiene:

S DR D S AT

J/GJ/\]:/ J/EJ/\]:/

@)~ Y ()

J'eF’

Ahora, es claro que para todo J' € F' existe J € J tal que J' C J. Entonces, para cada J' € F'
escogemos un intervalo J € J de estas caracteristicas y llamamos F a la familia formada por
todos estos intervalos J. Afiadimos a la familia F suficientes elementos de J como para que la
nueva familia resultante, la cual seguiremos denotando por F cumpla que ) ;. I\F A(J) < 0. Asi,
razonando de la misma forma que con la familia F’ se obtiene que

A

< =
-3

uG) =Y ()

JEF

y por tanto:
2
I7(@) — (@) < 58+

Sy = > )

JEF JEF!

(2.4)

Asi, para terminar bastaria con comprobar que el ltimo término de la desigualdad (2.4) es menor
o igual que A/3. Llamamos J = (as,by) y F; ={J € F': J' C J}, para todo J € F. Claramente,
las familias 7’ son disjuntas dos a dos y |J;c » F7 = F'. Llamamos, para todo J € F, F; =
={(af,b{),...,(af,,b},)}, cumpliéndose:

ay<ai <b{ <aj <by <...<aj, <bl <bs

Se tiene:

> ((@f —ag)+(ad b)) + ...+ (af, = b,_1) + (bs —b},)) =

JeF
=D A= D AN =D M) - YA =
JeF J'eF, JeF J'eF’

=MG) = MG) = > AN+ > AMI)<d+6=25
JET\F J'eT\F'
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Por tanto, teniendo en cuenta (2.3) se tiene:

o) = D I () = DD )| =

JeF J'eF! JEF J'E]—"J
ky
=3 |Fs) = flas) = (F]) = fa)))| <
JeF =1
<Y (@) = flan|| + || £ag) — £F@)] +
JeF

w| >

o[l f ) = FOL D+ ([ fa) = £ <
Por tanto, como vemos, se tiene lo deseado.

Afirmacién 2: El limite definido en (2.2) existe y no depende de la sucesion (Gpn)nen escogida.
Ademdas, si E C (0,1) es abierto, entonces los valores definidos en (2.1) y (2.2) coinciden.

Demostracién: Al ser (A(G,))nen convergente se tiene que A(Gy, \ Gpm) — 0 cuando n, m — oo.
Asi, la afirmacién 1 nos indica que ||T(G,,) — T(Gpt+m)|| — 0 cuando n,m — oo por lo que, al ser
X espacio de Banach, Elnh;rrgo T(G,,). Ahora, si (G),)nen C (0,1) es otra sucesién de abiertos tales
que (0,1) DG DG, D> ... E\{0}y nh;néo)\(G;) = A(E), se tiene que G NG| D Ga NG, D
...D E\ {0} y por tanto:

MG\ (Ga NGL)) < NG\ E) = 0

y de igual forma A\(G, \ (G, NG.,)) — 0. Por tanto:
IT1(Gn) = (G < IT(Gr) = WG NG + 1T(G) = T(Gu NG| =0

de donde se concluye que lim t(G,) = lim T(G),). Para comprobar que si E es un abierto de
n—oo n—oo

(0,1) las definiciones en (2.1) y (2.2) coinciden basta tomar la sucesiéon G,, = E para todo n € N.

Afirmacién 3: Para todo € > 0 existe § > 0 tal que ||[T(E) — ©(F)|| < € para cualesquiera E, F € L
tales que F C E y M(E'\ F) < §. En particular, |T(E)|| < & para todo E € L tal que A\(E) < .

Demostracién: Sea ¢ > 0. Tomamos J > 0 el valor correspondiente a A = § en la afirmacién 1. Sean
E,F e Ltalesque FFC Ey AME\ F) < 6. Tomamos (Gp)nen, (Hp)nen C P((0,1)) sucesiones de
abiertos tales que (0,1) D G1 D G2 D ... D E\{0}, (0,1) D Hy D Hy D ... D F\{0}, A(G,,) L A(E)
cuando n — 0o y A(H,) } A(F) cuando n — co. Como MGy, \ (Gn, N Hy)) < MGr) — A(F), pa-
ra todo n € N, la afirmaciéon 1 nos asegura que para los n suficientemente grandes se tiene que
|T(Grn) — (G N H,)|| < 5. Asi, como ademds se tiene claramente que A\(G,, N H,) | A(F') cuando
n — 0o, por la afirmacién 2 se concluye que:

() = x(F)| = lim_ [[x(Gr) = T(Gu N H)| < 5 <&

Afirmacion 4: T es aditiva, es decir, T(Eq1UEy) = T(Eq) +71(E2) para cualesquiera Ey, Es € L tales
que E1 N Ey = 0. En particular, ©([0,1) \ E) = f(1) — f(0) — ©(EF) para todo E € L.

Demostracién: Sean Fi, F» conjuntos en las hipétesis de la afirmacién. Sea € > 0. Tomamos el
valor § > 0 de la afirmacién 3 correspondiente a . La regularidad de la medida A nos asegura la
existencia de conjuntos cerrados C1 C Fy y Cy C Es tales que 0 ¢ C; y A(E; \ C;) < g para todo
i€ {1,2}. Asi, A(E1 U Ey\ (C1UC%)) < § y por tanto, por la afirmacién 3 se obtiene:

IT(Ey UE;) —t(CLUCy) || <ey ||T(E:) —T(Cy)] <e, Vie{l,2} (2.5)
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Ahora, como C; y Cy son dos conjuntos compactos disjuntos existen Gi,Go C (0,1) abiertos
disjuntos tales que C; C G; para todo i € {1,2}. Ademés, disminuyendo estos tltimos conjuntos
si fuera necesario podemos suponer que A\(G; \ C;) < g para todo i € {1,2}. Asi, de nuevo por la
afirmacién 3 se tiene que:

[T(G1UGs) —1(CLUCy)|| <e vy ||T(Gi) —T(Cy)|| < e, Vie{l,2} (2.6)
Combinando (2.5) y (2.6) se obtiene que:
IT(Er U Ep) — ©(E1) — T(Ey)|| < 6 + [|1(G1 U Ga) — T(Gr) — T(Go)| = 62

donde la ultima igualdad se obtiene de forma inmediata de la propia definicién (2.1). La arbitra-
riedad de € nos hace obtener el resultado.

Afirmacién 5: T es una medida vectorial.

Demostracién: Basta comprobar que T es c-aditiva. Sea (E,)neny C £ es una sucesién de con-
juntos medibles disjuntos. Hay que comprobar que T(lJ,cn En) = D,y T(En). Por la afirmacion

4 se tiene que:
n [ee]
T(U El> —ZT(EZ') T( U Ei>
1=n+1

ieN i=1
Ahora bien, como X es o-aditiva, se tiene que AU,y Ei) = D_;en MEs) € [0,1], y por tan-

to )\(Ul n+1E) = Y21 AEi) — 0 cuando n — oo. Asi, por la afirmacién 3, se tiene que
=

H — 0 cuando n — oco. Esto tltimo junto a (2.7) nos hace obtener lo deseado.

, ¥yneN (2.7)

1=n—+1

Afirmacién 6: T es A-absolutamente continua.

Demostracién: Sea E € L tal que A(E) = 0. Por la afirmacién 3, T(F) = 0 para todo F € L
tal que F' C E. Por tanto, se sigue que |t|(E) = 0 y se concluye lo deseado.

Falta comprobar que para todo t € (0, 1) se tiene que f(t) = f(0)+7([0,%)) y |T|([0,%)) = vs(t) <
< v¢(1) < oo. La primera igualdad se sigue de forma inmediata de la definicién (2.1), la aditi-
vidad de T y el hecho de que T({0}) = 0 como consecuencia de la afirmacién 6. Para comprobar
la segunda desigualdad, dado t € (0, 1), observamos que para todo n € N y cualesquiera puntos
0<a; <b <...<ap<b, <t se tiene que

Do Ifb) = fla)] = ZIIT ((as, b)) < I7[((0,1))
i=1

Por tanto, vs(t) < |T/((0,t)). Sea ahora € > 0. Sea una familia finita 7 C £ de subconjuntos
disjuntos de (0,t). Por la regularidad de la medida A y la afirmacién 3 se tiene que existe una
familia de conjuntos cerrados {Cg : £ € F} tal que Cgp C E paratodo £ € Fy ) p.r|T(E)] <

< Y ger IT(CE)||l + €. También, es ficil comprobar que existe una familia de conjuntos abiertos
{Gg : E € F} disjuntos dos a dos tal que Cp C Gg C (0,t) para todo E € Fy Y p.r|T(E)| <

< Y per IT(GE)| + &. Ahora bien, como para cada E € F el abierto G es unién numerable de
intervalos abiertos disjuntos dos a dos, la compacidad de Cg nos permite suponer sin pérdida de
generalidad que de hecho G es la unién de una familia finita, Jg, de intervalos abiertos disjuntos
dos a dos. Asi, |Jpcr Jr constituye una familia numerable de intervalos abiertos disjuntos dos a
dos contenidos en (0,t). Por tanto:

SEN < Y Gl +e< Y. Y It +e<vpt) +¢
EeF EeF EeF JeETE

La arbitrariedad del valor € > 0 y la familia F nos permiten concluir que vs(t) = |T/((0,1)).
Comprobamos ahora que v¢(1) < co. Tomamos el valor 6 > 0 correspondiente al valor ¢ = 1
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de la definicién de continuidad absoluta de la funcién f. Sea n € N y una coleccién de puntos
0=ag < a1 <ay <...<a, <1l Tomamos k € N tal que % < §. Tomamos una colecciéon de
puntos 0 = by < by < ... < by, < 1 tal que {bg,b1,...,bm} = {ag,a1,... an}U{k, k,...,%}. Se

tiene entonces que:
S i) = Flaim)l < Y NFB:) = Fbin)| <k
i=1 i=1

La arbitrariedad de n € N y de la coleccién de puntos (a;)?_; escogida nos hacen concluir que
vf(l) <k < oo.

Por ultimo, si v : £ — X es otra aplicacién que cumple las hipétesis del enunciado, la condicién
de que v([0,%)) = f(t) — f(0) para todo t € (0,1) junto con la aditividad de v y su continuidad
absoluta con respecto a A implican que v((a,b)) = f(b) — f(a) para cualesquiera a,b € [0,1] tales
que a < b. Asi, se sigue que v cumple también (2.1) cambiando T por v, y por tanto v y T coinciden
en los conjuntos abiertos de (0, 1). Una vez sabido esto, teniendo en cuenta de nuevo la continuidad
absoluta de v con respecto a A se comprueba fdcilmente que v cumple (2.2) cambiando T por v y

por tanto
v(E) = lim v(Gy) = lim 1(G,) =1(E)

n— 00 n—oo

para todo E € L. O

Definicién 2.1.4. Dado X espacio de Banach, decimos que una f : [0,1) — X es una funcidn
medible si existe un subconjunto N C [0,1), con A(N) = 0, y una sucesién de funciones simples,
fn:[0,1) = X, con n € N, tal que f(t) = lim f,(t), para todo t € [0,1) \ N.

n—oo

Definicién 2.1.5. Decimos que un espacio de Banach (X, |||) tiene la propiedad de Radon-
Nikodgm (RNP) si para toda medida vectorial T: £ — X A-absolutamente continua y de variacién
acotada existe una funcién medible g : [0,1) — X tal que ||g|| es integrable Lebesgue en [0, 1), para
todo z* € X* se tiene que z* o g es integrable Lebesgue y para todo E € L se da la igualdad:

z"(t(E)) = /Ex*(g(t))dk(t) (2.8)

En este caso, a la funcién g se le denomina la derivada de Radon-Nikodym de T.

Lema 2.1.2. En las condiciones de la Definicion 2.1.5, se tiene que |T|(E) = [, [lg(t)|| dA(t) para
cualesquiera E € L yt: L — X medida vectorial A-absolutamente com‘mua y de variacion acotada.

Demostracion. Sea E € Ly T: L — X medida vectorial A\-absolutamente continua y de variacién
acotada. Sea (E;)?_; C P(E)N L particién de E. Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach
sabemos que para cada i € {1,...,n} existe xf € Sx- tal que zf(t(E;)) = |t(E;)|. Se tiene
entonces que:

S l(E)l = o ai(x(B) = 3 [ aita®)axe) < [ la]axe

Por tanto, tomando supremos sobre todas las posibles particiones (E;)™ ; se sigue la desigualdad
Tl(E) < [, lg(t) | dA().

Sea ahora ¢ > 0. Es claro que podemos suponer que E C (0,1). Es sabido que como ||g| es
integrable Lebesgue en el abierto (0, 1), existe h : (0,1) — X continua tal que f(O,l) lg —hlldX < e
(ver Teorema 18 de [7]). También, por la regularidad de la integral de Lebesgue, al ser || k| integrable
en (0,1) se tiene que existe § > 0 tal que si A € L es tal que A\(A) < 4, entonces [, [|h] dX < e.
Tomamos puntos 0 < a < b < 1 tales que A((0,1) \ [a,b)) < 0. Por la continuidad uniforme de h
en el compacto [a,b] sabemos que existe A > 0 tal que para cualesquiera t1,ts € [a,b] tales que
[t1 — t2] < A se tiene que ||h(t1) — h(t2)|| < &. Tomamos una particién de puntos a = t; < t2 <
< ... <ty =bde forma que la distancia entre dos puntos consecutivos sea menor que A.
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Recordamos que la integral de Lebesgue en un conjunto £ € £ N P((0,1)) de una funcién
f:(0,1) — [0, 0] se define como:

/ fdA = sup( {ZC)\ )i, particion medible de E; C; < f|g,,Vi € {1,...,n}})

Entonces, sea (E;)"_; C P(E)NL particién de E'y (C;)f_; C [0,00) constantes tales que ||h(t)|| >
> C; paratodo t € F;, paratodoi € {1,...,n}. Paracadai € {1,...,n} ycadaje {1,...,m—1}

tomamos t;; € E;; := E; N [tj,tj4+1) (por la argumentacién que vamos a hacer se observard de
forma clara que se puede suponer que E;; #0). De nuevo, sabemos que para cada i € {1,...,n}
y cada j € {1,.. — 1} existe xj; € Sx~ tal que x};(h(ti;)) = [|h(ti;)||- Se tiene que

|75 (h(8)) — iy (R(ti;)] < [A(t) = h(ti;)]] < e

para todo t € E;j, para cualesquiera i € {1,...,n} y j € {1,...,m — 1}. Por tanto, para cada i y
cada j se tiene que

Ci < [h(tij)ll = @iy (h(ti;)) < z35(h(t)) + €
para todo ¢t € E;;. Asi, integrando esta tltima desigualdad se obtiene que

CMEyy) < / 23 (h(t))d(E) + eA(Eyy)
para todo ¢ y todo j. Se tiene entonces que:

S TCNE) =D CilE; +ZC/\E\ab))

()

<37 / 25 (h(B)AA(E) + EN(E)) + / Ih(8)]| dA() <

i Y Eij (0,1)\[a,b)
<y / 23, (g(6))AN(t) + / Ih(t) — g(t) | dA(t) + 26 <
i Eij ENla,b)

<Y al(w(By) + 3¢ < Y |lT(Ey) | + 3¢ < |T|(E) + 3¢

,J i,J

Tomando supremos en esta tltima desigualdad se deduce que

/E IR dA(E) < [Tl(E) + 3¢

Por tanto, se tiene:

/||g )| () /Hh )| (D) /ng ()l dA(E) < [7](B) + 4e

La arbitrariedad de € > 0 nos hace concluir que [}, [|g(t)|| dA(t) < |t|(E), desigualdad deseada. [

Nota: Se puede comprobar que el Lema 2.1.2 sigue siendo cierto si suprimimos la hipdtesis de que
la funcién | g|| sea integrable. Esto indica que en la Definicién 2.1.5 podriamos suprimir también esa
hipétesis ya que debido a que las medidas T son de variacion acotada se obtendria una definicién
equivalente.

Definicién 2.1.6. Sea f : [0,1) — X funcién con valores en el espacio de Banach X. Diremos que
f es diferenciable en el punto t € (0, 1) si el limite

R ()

h—0 h
existe en la norma de X. En caso de que exista, a dicho limite se le denota por f'(t) y se le
denomina derivada de f en t.
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Pasamos a enunciar y demostrar el resultado central de este capitulo el cual nos revela tres
importantes caracterizaciones del hecho de tener la propiedad de Radon-Nikodym.

Teorema 2.1.1. Sea (X, ||-||) espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es dentable.
2. X tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

3. Toda funcidén absolutamente continua f : [0,1) — X es diferenciable en casi todo punto, la
derivada [’ es una funcién medible y para todo t € [0,1) y todo z* € X se tiene que

/ 1 ()| dAw) = vp(t) < 00 ¥ @*(F(1) = 2 (F(0)) + / S )dAw)  (29)

4. Para toda funcién Lipschitz f : [0,1) = X y todo e > 0 existe t € (0,1), y € X y § > 0 tal
que [|[2(f(t+s) = f()) — y|| <e para todo s € R\ {0} tal que |s| < 4.

Demostracion. (1)=(2). Sea 1: L — X medida vectorial A-absolutamente continua de variacién
acotada. Dividiremos la demostracién en varios pasos.

Afirmacién 1: Para todo J € LT existe A € LT(J) tal que sup({|t|(E)/\(E): E € LT(A)}) < .

Demostracién: Sea J € L1 y supongamos que sup({|Tt|(E)/A(E) : E € LT(A)}) = oo para to-
do A € LT(J). Llamamos P = {E € L*(J) : |T|(E)/A\E) > 2|t|(J)/A(J)}. Es claro que P es
cofinal en £ (J) al ser sup({|T|(E)/A(E) : E € LT(A)}) = oo para todo A € L1(J). Asi, por el
Lema 2.1.1 sabemos que exite una familia numerable disjunta B C P tal que ) .z AM(E) = A(J).
Ahora bien, esto dltimo nos indica que A (J \ |JB) = 0 y por tanto, usando la continuidad absoluta
de T con respecto a A se tiene:

) = 3 [(B) Q'T' ZA ) = 20/(J)

EecB EeB

lo que es contradictorio. Por tanto, se tiene lo deseado.

Afirmacién 2: Sea ¢ > 0 y A € LT tal que el conjunto {T(E)/\(E) : E € LT(A)} es acotado.
FEntonces existe B € L1(A) tal que diam({t(E)/\(F) : E € LT(B)}) < 2e.

Demostracién: Llamamos T(E) = T(E)/A(E) para todo E € L*. Supongamos que para todo
B € L1(A) se tiene que diam({t(F) : E € LT(B)}) > 2e. Por la dentabilidad de X, como
M = {%(E) : E € LT(A)} es un conjunto acotado por hipétesis, se tiene que existe z* € X* y
a € R tal que la rebanada M N {z* > a} es no vacfa y tiene didmetro menor que . Tomamos
x € Mn{z* > a}. Como M\ B(z,e) C {z* < a}, se sigue que conv(M \ B(z,¢)) C {z* < a}
y en consecuencia, x ¢ conv(M \ B(z,e)). Consideramos J € LT (A) tal que ©(J) = x. Se tie-
ne que la familia P := {E € LT(J) : ||t(E) —t(J)|| > €} es cofinal en £*(J). En efecto, dado
B e LT(J), sabemos que diam({T(E) : E € L*(B)}) > 2¢, por lo que es claro que necesariamente
existe £ € L1T(B) C L1(J) tal que ||T(F) —t(J)|| > €, y por tanto E € P. Asi, de nuevo por el
principio exhaustivo (Lema 2.1.1), se tiene que existe una familia numerable disjunta Q C P tal
que Y pco A(E) = A(J). La continuidad absoluta de T con respecto a A nos asegura entonces que:

) 1
W) =575 2 T ZA

EecQ EcQ

Por tanto, como t©(E) € M \ B(t(J),e) para todo E € Q, x = t(J) € sconv(M \ B(t(J),e)) C
C conv(M \ B(t(J),¢)), lo que es contradictorio.*

1Dado A un subconjunto de un espacio de Banach X, se denota por sconv(A) al conjunto de todos los puntos
de X tales que se pueden expresar como x = »_ \;x;, donde los z; son elementos de A y los \; numeros reales no
1€EN
negativos tales que Y. A; = 1. El que sconv(A) C conv(A) se comprueba en el ejercicio 1.67 de [1].
i€N
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Afirmacién 3: Para cualesquiera e >0y J € LT existe B € L1(J) tal que diam({T(E)/\(E): E €
€ LT(B)}) <e.

Demostracion: Es consecuencia directa de las afirmaciones 1 y 2.

Afirmacién 4: Para todo € > 0 existe una familia numerable disjunta B C LY tal que Y g M(B) =
=1 ydiam({T(E)/A\(E) : E € LT(B)}) < € para todo B € B.

Demostracién: La familia P := {B € LT : diam({t(E)/\(F) : E € LT(B)}) < €} es cofinal
en L*. En efecto, por la afirmacién 3, para todo J € LT existe B € £L*(J) tal que B € P. Por
tanto, por el Lema 2.1.1 aplicado al conjunto J = [0,1) se concluye lo deseado.

Afirmacién 5: Existe una sucesion de familias numerables (Cp)nen C P(LT) cada una de ellas
disjunta tal que se cumple:

1. > XC)=1 para todon € N
cecCn

2. Para todo n € N, diam({t(E)/\(E) : E € LT(C)}) < £ para todo C € C,,

3. Para cualesquiera n,m € N tales que n < m se tiene que para todo C € C,, existe C' € C,
tal que C C C'.

Demostracién: Para todo n € N consideramos B,, la familia dada en la afirmacién 4 para el valor

€= % Asi, es facil comprobar que basta definir:

Cn = {Blﬂ...ﬁBn :B; € B;, Vie {1,..,71}}
para todo n € N para obtener lo deseado.

Afirmacién 6: Para todo n € N definimos gn = 3 cce, (T(C)/ANC))xc, donde (Cp)nen es la suce-
sion dada en la afirmacion 5. Entonces existe N C [0,1), con A(N) = 0, tal que ||gn(t) — gm(t)] <
< % para cualesquiera n,m € N tales que n < m, para todo t € [0,1) \ N.

Demostraciéon: Teniendo en cuenta la afirmacion 5, es facil comprobar que basta tomar N =

= UneN(m? 1) \ UCn)

Afirmacién 7: La funcion g : [0,1) — X es medible, siendo g(t) = lim g¢,(t) sit € [0,1) \ N
n— o0
yg(t)=0site N.

Demostracién: Por la afirmacién 5, para todo n € N existe E,, € L tal que \(E,) < 27" y
la funcién h, = g, — gnXg, es simple (basta tomar E,, = [J(C, \ {Ci,...,Cpn}) para ciertos
conjuntos C1,...,Cy, € C,). Llamamos:

v=Um

neNk=n

Se tiene que A(M) = 0. Comprobaremos que lim h,(t) = g(t) para todo ¢t € [0,1) \ (N U M)
n—0o0

lo que nos hara obtener lo deseado. Asi, sea ¢t € [0,1) \ (VU M). Sea ¢ > 0. Tomamos m € N
suficientemente grande para que %n <eyt¢ Ui, Er Asi, como t ¢ E, para todo n > m se

tiene que h,(t) = g,(t) para todo n > m y por tanto, teniendo en cuenta la afirmacién 6:

< <e

1
m

S|

on(2) = 90 = llgn () = 9(0)]| = 10 Jlgu(t) — i) <



CAPITULO 2. LA PROPIEDAD DE RADON-NIKODYM 33

Por tanto, como vemos, se tiene que efectivamente g coincide en casi todo punto con el limite
puntual de una sucesién de funciones simples, por lo que g es medible.

Afirmacién 8: Para cualesquiera z* € X* y E € L se da la igualdad (2.8).

Demostracién: Sea z* € X* y E € L. Para todo n € N se tiene:

s (5(E) - [ )N = |7 (B~ 3 HODAC )| <
E cec,
<l |[x(B) ~ 3 HONCAB)| < " 2 IK(C N E) ~ (C)IAC N E) <
cecC, ceCyp
<t Y NCNE) = a7 A(E)

ceC,

donde en la pentltima desigualdad se ha hecho uso de (2) de la afirmacién 5. Por otra parte,
teniendo en cuenta las afirmaciones 6 y 7, se tiene:

[ utnane - [[aawine] < 1l [ o) - a0l axo < 1 " 7E)

Por tanto, se tiene que |2*(T(E)) — [, 2*(g(t))dA(t)| < 2 ||lz*|| A(E) para todo n € N de donde se
sigue la igualdad (2.8). Asi, como vemos, se tiene (2).

(2)==(3). Sea f : [0,1) — X funcién absolutamente continua. Consideramos T : £ — X la
medida vectorial que nos proporciona la Proposiciéon 2.1.1 correspondiente a la funcién f. Notar
que T es A-absolutamente continua y de variacién acotada y por tanto, por (2) existe g : [0,1) = X
funcién medible tal que ||g|| es integrable Lebesgue y para todo z* € X* y E € L se tiene la
igualdad (2.8). Se tiene entonces que para cualesquiera z* € X* y ¢t € [0,1):

a"(f(8)) — 2" (f(0)) = =" (((0,2))) =/O ™ (g(u))dA(w) (2.10)

y también, por el Lema 2.1.2, para todo ¢ € [0,1):

7/([0,1)) = / 9| dA(u) (2.11)

El que g sea medible implica que existe un conjunto N C [0,1) medible tal que A(N) = 0y
g([0,1) \ N) es separable.? Sea D un subconjunto denso numerable de g([0,1) \ N). Tomamos
y € D. Como la funcién [0,1) 5 t — g(t) — y es el limite puntual de una sucesién de funciones
simples en casi todo punto, la funcién [0,1) 3 ¢ — ||g(t) — y|| es medible Lebesgue. Ademas, esta
ultima funcién es también integrable Lebesgue por (2.11). Ahora, usaremos el siguiente conocido
resultado:

Sea ¢ : [0,1) = R una funcidn integrable Lebesgue y llamamos &(t) = fot wd\, para todo
t € [0,1). Entonces, ¢ es diferenciable en casi todo punto de (0,1), y ademds ¢'(t) = @(t) para
casi todo t € (0,1).
Se tiene entonces que

1 t+h
7 [ o =yl a3 = la(®) ~ ] cuando 0.1 —0 (212)

2Por ser g medible existen N C [0, 1) medible, con A(N) = 0, y (gn)nen sucesién de funciones simples tal que g
es el limite puntual de las g, en [0,1) \ N. Llamamos A a la clausura del conjunto |J,, <y 9n([0,1)). Es claro que A
es separable (al ser cada g, simple) y g([0,1) \ N) C A, de lo que se deduce que g([0,1) \ N) es separable.
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para casi todo t € (0,1). Sabiendo esto es facil comprobar que existe M C (0, 1) conjunto medible
Lebesgue tal que A(M) = 0 y para todo t € (0,1) \ M se cumple (2.12) para todo y € D. Como
consecuencia de esto tltimo y de la densidad de D en g([0,1) \ N) se tiene que

1 t+h
E/ llg(u) — g(®)|| d\(u) — 0 cuando 0 # h — 0 (2.13)

N U M). Sea ahora t € (0,1) \ (N U M). Para todo h € R\ {0} tal que

para todo t € (0,1) \ (
10) y (2.13) se tiene:

t+he(0,1), por (2.

|5t m = ) g0 = sw o Giste+ - 10 - ot =

T*EBx*
t+h t+h
I %/t 2" (g(u) — g(t))dA(u) < %/t llg(w) — g(£)]| dA(u) — 0

cuando 0 # h — 0. Esto nos indica que f es diferenciable en t 'y f'(t) = g(t). Asi, f'(t) = g(t) para
casi todo ¢ € [0,1). Por tanto, f' es medible y (2.10) se traduce en la segunda igualdad de (2.9).
Finalmente, por (2.11) junto con la Proposicién 2.1.1 se obtiene la primera igualdad de (2.9). Por
tanto, como vemos, se tiene (3).

(3)=(4). Es evidente.

(4)==(1). Supongamos que X no es dentable. Entonces existe un conjunto M C Bx no vacio
y € > 0 tal que toda rebanada del conjunto M tiene diametro mayor que 2¢. Se tiene asi que
para todo z € M, x € conv(M \ B(z,¢)). En efecto, supongamos que existe x € M tal que
x ¢ conv(M \ B(z,¢)). Por el teorema de separacion, existe * € X* y a € R tal que z*(x) > a >
> sup({z*(y) : y € conv(M \ B(z,¢€))}). Asi, para todo y € M N {z* > a},y ¢ M\ B(z,¢), o
lo que es lo mismo y € B(x,¢) y por tanto se tendria que diam(M N {z* > a}) < 2¢, lo que es
contradictorio.

Vamos a construir ahora una sucesién de funciones simples g1, g2, ... : [0,1) = X y una sucesién
de funciones Lipschitz fi, fa,...:[0,1) = X tal como sigue. Por “intervalo” entenderemos siempre
un conjunto de la forma [a,b) con 0 < a < b < 1. Tomamos z{ € M y definimos g; = I%Xlll donde

I =[0,1). Supongamos ahora que dado n € N tenemos definida una funcién g, : [0,1) — X de la

forma
kn
_ n
gn = E z; XI;L
i=1

donde k,, € N, z7,...2p € M e IT,...I}! constituyen una familia de intervalos disjuntos dos a
dos tales que I U...U I} =1[0,1) y A(I") < 27! para todo i € {1,...,k,}. Fijamos por un
momento i € {1,...,k,}. Como z € conv(M \ B(al,¢)), existe un conjunto finito A? C (0, 1] tal
que ZaeA? a =1y para todo a € A? existe z, € M \ B(z},¢) de forma que se tiene que

al = > aze||<27" (2.14)
aeAZ}

Tomamos una familia finita de intervalos disjuntos dos a dos, (Ig”)aeA;z C P(I"), tal que UaeA? I
= I y A(I™") = aA\(I}) para todo a € A?. Teniendo en cuenta el hecho de que a lo sumo un elemen-
to de A} es mayor que %, es facil comprobar que, haciendo un ligero cambio a la familia (17%) ¢ A7
si es necesario, podemos suponer que A(I™*) < 27" para todo a € A?. Haciendo esto para todo
i, obtenemos una familia de intervalos disjuntos dos a dos, {I™" : a € A?; i € {1,...,k,}},
tal que su unién es igual al intervalo [0,1). Numeramos los intervalos de dicha familia como
I{L+1,I;l+1, n+1 n+1 n+1

n+1 .z : n n
e ,Ian, y también numeramos el conjunto ATU...UA} como z7™ x5, ... T
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+

de tal forma que si un elemento a € A}' es llamado x" ! se tenga que el intervalo I™% ha sido

I’rLJrl

llamado A Definimos entonces la funcién

n+1

gn+1 = Z x X[,"+1

Esto finaliza el proceso de construccién inductivo de las funciones g,,. Es claro que podemos suponer

que I} = [b_,b7) para todo j € {1,..,k, }, siendo 0 = by < b < by <...<bp = 1. Observamos

que ||gn+1(t) — gn(t)]] > € para todo t € [0, 1), para todo n € N.

Definimos las funciones
kn

fult) = /gndA S oAU [0,1))a]

i=1

para todo t € [0, 1), para todo n € N. Como las funciones g,, toman valores en Bx, las funciones
fn son 1-Lipschitz.
Fijamos por un momenton € Nei € {1,...,k,}. Tomamosr € {1,...,ky11} tal que b7 = b1+,

Se tiene que f,(b") = Z;‘:l A} )y y

frt1(07) = fata(b Z Z A( [”H n+1

j=11l€eN;

donde Ny, ..., N; son subconjuntos de {1,...,k,41} tales que max Nj; = min N;; — 1 para todo
je{l,...;i—1}y NyU...UN,; ={1,...,7}. Por tanto, por (2.14), se tiene:

1 (®F) = Fars O < D AU = D Az < 22_"/\ =27"bp <27
j=1

IEN;

Entonces, como b — b | = A\(I) < 27" para todo i € {1,...,k,}, para todon € N, y f, es
1-Lipschitz para todo n € N se deduce que

£ (t) = Fsa (DI < || falt) = DI+ [ Fa®iy) = £ (0] +
+ [1fn(67) = fn+1(b?)|| + an+1(b?) — o) <5277

para todo t € [0,1), para todo n € N. Esto implica que la sucesién de las funciones f, convergen
uniformemente en [0, 1) a una funcién Lipschitz que llamaremos f.

Fijamos de nuevo por un momento n € Ne i € {1,...,k,}. Tomamos N; C {1,...,k, 1} tal
que I7" = {J,c v, I Entonces, se tiene que

/ Gnird\ = Z/ gnardA =D Azt

lEN; lEN;

Por tanto, por (2.14),

/gnd)\_/ gn+1d)\
I I

Reemplazando n por n + 1 se obtiene que

/ In+1dX — / Gnr2dA
ln+1 Iln+1

)\(In n Z A In+1) n4+1
lEN;

<27"A(IY)

< 2—n—1>\(1’ln+1)
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para todo [ € {1,...,k,41}. Por tanto

[ gnar- / Gns1dN / grrdh = [ gusads
I" n+1 Iln+1

<27 A2 AT = @7 27U
lEN;

>

IEN;

/ gnd)‘ - gn+2d/\
r Iy

Aplicando un proceso inductivo se deduce que:

/ gnd — / GnpmdA

para todo m € N. Esto dltimo traducido a términos de las f,, y los b} se expresa como:

[fn(®F) = fa(bF1) = (Farm () = faam (bi-1))|| < 27" PN}

para todo m € N. Haciendo tender m — co se obtiene:

[ (8F) = fa(biy) = (FOF) = FOR1))]| < 27" IA(IT) (2.15)
Esta tltima desigualdad se tiene para todo n € Ny todo i € {1,...,k,}, claro.
Ahora, por (4) aplicado a la funcién f se tiene que existe t € (0,1), y € X y § > 0 tal que

’f f®)
s—1t

< (27" L 27EA(IR) < 27N (I

-y

<Zparatodos€[0,1) tal que 0 < |s —t| < 0

Entonces, para cualesquiera s € (t — 6,t]N[0,1) y s2 € (t,t 4+ 6) N[0,1) se tiene
1£(s2) = f(s1) = (s2 = syl < [[f(s2) — f(t) — (52 = )yl +

€ € €
1 (s1) = f() = (s1 =)yl < Z(s2 = 1) + (¢ = 1) = J (52— 1)

o lo que es lo mismo

f(s2) = f(s1) €

_ < - 2.16

‘ e Y B (2.16)
Tomamos n € N suficientemente grande para que 273 < ¢y 277+ < §. Tomamos i € {1,...,k,}
talquet € I = [ 1,b1), yj € {1,...,knt1} tal que t € I"+1 [b”"'ll,b;”l) Teniendo en cuenta
que

by
Fa) = Fulbi) = [ gndh = ()7

y

b";w,+l
Frra8 ) = @) = [ guadh =2
ey

por (2.15) se tiene que
A2 = (F07) = fOR))|| < 27"

y
INE )y = (5 = FO]| < 27 A
o lo que es lo mismo

1 1
) R G B (e
Por tanto, teniendo en cuenta (2.16) se tiene que

J n+1 n+1
b ]

<o

’ S 2—'IL+1 y

' b — biy

27 — yl| < 5 + 27y et —y|| < 5 fLon

y 4 "'H H <5+27 n+2 < ¢, 1o que es contradictorio con el hecho de que 3:;”’1 €

€ M\ B(a,¢). Por’ tanto, como vemos, se tiene (1). O
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2.2. Relacion RNP-SKMP

El objetivo de esta seccién serd exponer la relacién existente entre la propiedad de Radon-
Nikodym de un espacio de Banach con la llamada propiedad fuerte de Krein-Milman, la cual
nos indica en cierto modo cémo es la geometria de los subconjuntos cerrados y acotados del
espacio ambiente. Ademads, veremos también que en todo espacio de Banach con la RNP existe
un subconjunto cerrado y acotado tal que no existe funcién no trivial f del dual que alcance su
supremo en dicho subconjunto.

Proposicion 2.2.1. Sea X espacio de Banach y K C X subconjunto. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. K es dentable.
2. Para todo r > 0 existe © € K tal que x ¢ conv(K \ B(z,r)).
3. Para todo r > 0 existen x,y € K tal que y ¢ conv(K \ B(x,r)).
Demostracion. (1)==-(2). Sea r > 0. Por ser K dentable, existe z* € X* y a € R tal que

{lyeK:z*(y)>al # 0y diam({y € K : z*(y) >a}) <r

*

Tomamos z € K tal que z*(x) > a. Notar que {y € K : z*(y) < a} es convexo y cerrado y
K\ B(z,r) C {y € K : 2*(y) < a} por lo que conv(K \ B(z,r)) C {y € K : 2*(y) < a}. Se
concluye asi que z ¢ conv(K \ B(z,r)).

(2)==(3). Es evidente.

(3)=(1). Sea r > 0. Por hipétesis existen z,y € K tales que y ¢ conv(K \ B(z,r/2)). Por
el teorema de separacién, existe z* € X* y t € R tal que

sup({z*(z) : z € K\ B(z,r/2)}) <t < z*(y)

Se tiene entonces que la rebanada {y € K : z*(y) > t} es no vacia (ya que y es un elemento de
ella) y tiene didmetro menor o igual que r al estar contenida en la bola B(z,7/2). O

En lo que resta de seccion, dado X espacio de Banach, A C X subconjunto y r > 0 denotaremos

= U{B(w,r) cx € A}

Definiciéon 2.2.1. Dado A subconjunto de un espacio de Banach X, llamamos r-red a todo
subconjunto N C A tal que A C B,.(N).

Proposicion 2.2.2. Sea X espacio de Banach y K C X subconjunto cerrado, convexo y acotado.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K no es dentable.
2. Existe r > 0 tal que ninguna rebanada no vacia de K tiene una r-red finita.

3. Ezister > 0 tal que K = conv(K\B,({x1,...,2n})) para todo subconjunto finito {x1,...,x,} C
C K.

Demostracion. (1)==-(2). Suponemos sin pérdida de generalidad que K C Bx. Al ser K no den-
table existe § > 0 tal que toda rebanada no vacia de K tiene didmetro mayor que ¢. Llamamos
r = §/3. Supongamos que existe una rebanada no vacia de K que tiene una r-red finita, o lo que
es equivalente, que existe z* € X* y a < sup(z*(K)) tal que el conjunto S = {z € K : z*(z) > a}
tiene una r-red finita, esto es, existen x1,...,x, € S tales que S C B,({x1,...,2,}). Llamamos
H={x¢ec K:z*(x) =a} CS. Porser a <sup(z*(K)) y H convexo y cerrado se tiene que
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S 2 H =conv(H). Esto dltimo junto al hecho de que S es convexo y cerrado nos permite asegurar
sin pérdida de generalidad que existe m < n tal que

S =conv(H U (SN B.({x1,...,2m})))

pero
S 2 Ky :=conv(H U (SN Br({a2,...,2m})))

(Si m =1, tomamos K; = H) Tomamos yo € (S N B(z1,7)) \ K1. Por el teorema de separacién,
existe g € X* tal que
c:=sup(g(5)) = g(yo) > sup(g(K1)) =: a

Tomamos b € (a,c) tal que

b—a 1 )
c—a 12
Definimos el conjunto S’ = {x € S : g(x) > b}. Vamos a comprobar que diam(S’) < §. Llamamos
L={zxeSNnB(zi,r):g9(x) >aly Ko ={x €85 :g(z) <a} Esclaro que K1 C Ky e yo € L.
También,
LUK, D HU(SNB,({z1,...,2n}))

y por tanto
S =conv(L U K3)

Esto nos indica que conv(LUK5) es denso en S, 1o que a su vez, teniendo en cuenta que g es continua
y el hecho de que {z € S : g(x) > b} es denso en S’ (ya que b < sup(g(S)) y S’ es convexo), nos
permite deducir que conv(L U K3) NS" es denso en S’. Sea Az + (1 — A)y € conv(L U K3) N S’,
donde A € [0,1], z € L e y € K5 (todos los elementos de conv(L U K3) son de esta forma al ser L
y K> convexos). Se tiene que

b<gM+(1-Ny) <A+ (1-Na=Ac—a)+a

Por tanto, A > (b —a)/(c —a) > 1 —0/12, por lo que 1 — A < 4/12. Tomando otro punto
N + (1= XNy € conv(LUK2)N S, con XN € [0,1], 2’ € L ey’ € Ky, se tiene también que
1—X < §/12, y por tanto:

[Az + (1= Ny) = (V' + (1= X)) < Az = Na'|| + [I(L = Nyl + (1 = X)y'[| <
< fo(lf)\)xfx’+(1f)\')m’||+1£2+£<

12 —
< || x’||+5+6+5+5<
= 1212 12 12 —

1
<2 -0=94
< r+3

donde en la segunda desigualdad se ha hecho uso de que K C Bx y en la pentltima del hecho de
que z,z’ € L C B(x1,r). Esta cadena de desigualdades muestra que diam(conv(L U K3)NS") <46
y por la densidad de este conjunto en S’ se concluye que diam(S’) < 4. Asi, S’ no puede contener
una rebanada no vacia de K. En particular, existe z € {x € K : g(x) > b} \ S’. Es claro que la
pertenencia de z a este titimo conjunto implica que x*(z) < a. Tomamos w € S’. Al ser H C K;
y KinS =10 (ya que b > a = sup(g(K1))) se tiene que z*(w) > a. Podemos tomar entonces
A € (0,1) tal que Az+(1—XN)w € H. Ahora bien, como g(Az+(1=Xw) > by Az+(1-Nwe HC S
se deduce que Az + (1 — N)w € S’. Esto dltimo es contradictorio con el hecho de que S’ N H = {).
Por tanto, como vemos, se tiene (2).

(2)==(3). Sea {z1,...,2,} C K subconjunto finito. Como K es convexo cerrado se tiene el con-
tenido conv(K \ B,({z1,...,2,})) C K. El contenido opuesto se razona mediante el teorema de

separacién de forma andloga a la demostracién de la implicacién (3)==(1) de la Proposicién 2.2.1.

(3)==(1). Es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.2.1. O
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Corolario 2.2.1. Sea X espacio de Banach y K C X subconjunto cerrado, convero, acotado
y no dentable tal que Int(K) # (0. Entonces, existe r > 0 tal que para todo subconjunto finito
{x1,...,2,} C K se tiene que Int(K) = conv(Int(K) \ B.({z1,...,2,})).

Demostracion. Tomamos el r > 0 de (3) de la Proposicién 2.2.2. Sea {1, ...,2,} C K subconjunto
finito. Llamamos J = K \ B, ({z1,...,2,}). Tenemos entonces que K = c¢onv(J). Notar también
que Int(J) = Int(K) \ By ({z1,...,2,}). Vamos a comprobar que J C Int(.J). Sea y € J. Tomamos
z € Int(K). Se tiene que el segmento semiabierto [z,y) estd contenido en Int(K). En efecto,
consideramos s > 0 suficientemente pequenio para que B(z,s) C K. Si existiera z € (z,y) tal
que z ¢ Int(K), podemos encontrar un punto =’ ¢ K suficientemente cercano a = como para
que la recta que une los puntos x’ e y intersecara a la bola B(z,s) en cierto punto 2’. Se tendria
entonces que 2’ € K y 2’ € [¢/,y] \ K lo que contradice la convexidad de K. Una vez sabido que
[z,y) C Int(K) observamos que al ser y no perteneciente al cerrado B, ({z1,...,2,}), para los
w € [z,y) suficientemente cercanos a y se tiene que w ¢ B,.(z1,...,2T,}) y por tanto, y es limite de
puntos contenidos en Int(K) \ B, ({z1,...,2,}) = Int(J), por lo que y € Int(J). Se tiene entonces
que

conv(J) C conv(Int(J)) C conv(Int(J))
donde el segundo contenido se comprueba ficilmente teniendo en cuenta que si A C X entonces
conv(A) = {tia1 + ...+ than 1 a1,...,an € A; (t;)i-7 C[0,1]; t1+...+t, =1; n €N}

Asi, teniendo en cuenta que el interior de un conjunto convexo no vacio coincide con el interior de
su clausura y que la envoltura convexa de un abierto es abierta, se tiene que

Int(K) = Int(conv(J)) = Int(conv(J)) C Int(conv(Int(J))) = Int(conv(Int(J))) = conv(Int(J))

Asi, como vemos, se tiene el contenido Int(K) C conv(Int(J)). El que conv(Int(J)) C Int(K)
es consecuencia directa de que Int(K) es convexo al ser K convexo. Por tanto, se concluye que
Int(K) = conv(Int(J)). O

Definicién 2.2.2. Dado X espacio de Banach y A C X subconjunto no vacio, diremos que z € A
es un punto extremo de A si se tiene que

n
x:ZAiaiﬁalzaQ:...:an:x
i=1
para cualesquiera (A\;)%; C (0,1) con > i Ay =1y (a;)’, C A.

Definicién 2.2.3. Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad fuerte de Krein-Milman
(SKMP) si todo subconjunto cerrado y acotado de X tiene un punto extremo.

El siguiente resultado nos indica en particular que la propiedad fuerte de Krein-Milman y la
propiedad de Radon-Nikodym son equivalentes.

Teorema 2.2.1. Dado un espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X no tiene la RNP.
2. Existe un subconjunto cerrado y acotado A C X tal que A no tiene puntos extremos.

3. Eziste una norma equivalente ||-|| en X y un subconjunto cerrado A C X tal que

Ac{zeX:|lal <1}y conv(4) = {z € X : [laf| <1}

4. Existe un subconjunto cerrado y acotado A C X tal que ninguna x* € X* \ {0} alcanza su
supremo en A.
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Demostracion. (3)=(4). Dado A C X subconjunto cerrado y acotado, supongamos que existe
z* € X*\ {0} y v € A tal que z*(z) = sup(z*(4)). Como 0 € tonv(A), es ficil comprobar
que z*(x) > 0. Por hipdtesis se tiene que ||z|| < 1 y por tanto llamando z = x/|||z||| se tiene que
x*(z) > x*(z). Ahora bien, por hipétesis z € conv(A). Esto junto al hecho de que z* es continua nos
permite asegurar la existencia de elementos aq,...,a, € Ay ty,...,t, € (0,1],cont1+...+t, =1
tales que
¥ (tiar + ... Ftpan) = t1x¥(a1) + ...+ tpx” (an) > 2" (z)

Es claro que esto implica que existe i € {1,...,n} tal que z*(a;) > z*(z) = sup(z*(A4)), lo que al
ser a; € A es contradictorio. Por tanto, como vemos, se tiene (4).

(2)=(1). Si X tuviera la RNP, por el Teorema 2.1.1 y el Corolario 1.1.1 se tendria que tonv(A)
tendria un punto fuertemente expuesto z. Argumentando de forma similar a la implicacién prece-
dente y teniendo en cuenta que A es cerrado se comprueba facilmente que z € A siendo ademas
un punto extremo de A. Esto contradice (2) y se concluye la implicacién.

(4)==(1). Argumentando por reduccién al absurdo de forma andloga a la implicacién anterior
se obtendr{a que conv(A) tendria un punto fuertemente expuesto z, el cual de hecho perteneceria
a A. Teniendo en cuenta la definicién de punto fuertemente expuesto es claro que esto deriva en
una contradiccién con (4) por lo que se concluye la implicacién.

(1)=(2) v (1)=>(3). Observamos primero que X tiene un subespacio separable Y tal que Y
no tiene la RNP. En efecto, supongamos que todo subespacio separable de X tuviera la RNP. Sea
f:10,1) — X funcién Lipschitz. El subespacio separable Z := span(f(Q N [0,1)) C X contiene a
Im f, al ser f Lipschitz. Asi, viendo f como f:[0,1) — Z, f cumple (4) del Teorema 2.1.1 al tener
Z la RNP. Se deduciria entonces del mismo resultado que X tiene la RNP, lo que es contradictorio.
Como Y no tiene la RNP, de nuevo por el Teorema 2.1.1 existe K C Y subconjunto acotado tal
que K no es dentable. Se comprueba ficilmente que la clausura del conjunto conv(K U(—K))+ By
tampoco es dentable (ver ejercicio 11.8 de [1]). Ademds la clausura de dicho conjunto, la cual
denotaremos por K’, es también convexa y simétrica y por tanto la aplicacién

Y 5y pr(y)

(ver Definicién 1.2.3) define una norma en Y, la cual ademads es equivalente a la original (ya que
si K C tBy, entonces By C K’ C (1 + t)By). Este razonamiento nos indica que, haciendo uso
de una norma equivalente si es necesario, podemos suponer que K = By . Por el Corolario 2.2.1,
existe r > 0 tal que Int(K) = conv(Int(K) \ B,({z1,...,2,})) para todo {z1,...,z,} C Int(K)
subconjunto finito. Como Y es separable e Int(K) no es més que la bola unidad abierta de Y,
podemos tomar (y;)ien C Int(K') sucesion densa en Int(K). Definimos una sucesién de subconjuntos
finitos F1, Fy, ... C Int(K') mediante el siguiente proceso inductivo. Tomamos Fy = {y;}. Ahora, si
Fy,...,F,_1 yahan sido definidos, tomamos F,, subconjunto finito de Int(K)\ B.(FyU...UF,_1)
tal que Fy U...U F,, U{y1,...,yn} C conv(F,). Definimos F' = |J, oy F- Notar que si i < j
entonces F; C conv(F;) y F; N Fj =0, por lo que F no tiene puntos extremos. También, si x € F;
ey € F; coni#j, ||z —y| > r. Esto ultimo implica que toda sucesién convergente contenida en
F' debe estar contenida en algin F; salvo quizds un nimero finito de términos y por tanto, F' es
cerrado. Asi, se tiene (2) para A = F. También, como (y;);eny C F y dicha sucesién es densa en
Int(K) se sigue que

K={y;:ieN} =conv({y; : i € N}) c conv(F) C Int(K) = K

donde en la segunda desigualdad se ha tenido en cuenta que K es convexo y cerrado y la igualdad
conv(C') = conv(C) valida para todo subconjunto C' C X. Asi, K = conv(F'), por lo que se tiene
(3) en el caso en que X sea separable. Comprobemos entonces (3) en el caso general. Para todo

n € N definimos el conjunto

1 r
n=F, X: <(1- -
G +{x€ |Ed] ( n+1> 6}
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Definimos el conjunto A = (J,,cyy G- Notar que si i < j entonces G; C conv(Gj) (v GiNG; = 0,
como veremos a continuacién) por lo que G tampoco tiene puntos extremos. Ahora, si x = z1+x2 €

€G;,conzy € F; y
i

€ —B
T
ey=1y1+y2€Gj,cony; € Fje ‘
Jr
€ ——B
Y2 6(j + 1) X
se tiene que ||z — yo|| < ||@2|| + ||y2|| < 7/6 +7/6 = /3 y por tanto
ro 2
o =yl > llor = yall ~ lles — )l > 7 & = 2

Esto muestra que toda sucesién convergente contenida en G ha de estar contenida en algin G;
salvo quizds un nimero finito de términos y como cada G; es cerrado (al ser unién finita de bolas
cerradas) se tiene entonces que G es cerrado. Vamos a comprobar ahora que conv(A) es denso en
el conjunto

B=K+{zeX:|z| <r/6}

Para ello, sea k € K, x € X tal que ||z|| < r/6 y € > 0. Hemos visto que K = conv(F') y por tanto
existe y € conv(F) tal que ||k — y|| < e. Tomamos n € N suficientemente grande para que

1 r

€ F, <|(l-———)=
yecon(r)y lal < (157 ) ;

Se tiene entonces que y+x € conv(G,) C conv(A) v ||(k+ x) — (y + 2)|| = ||k — y|| < e. Asi, como
vemos, conv(A) es denso en B y por tanto se tiene que

B C conv(A) = B C conv(A)

También, por como hemos definido A se comprueba fécilmente que A C B y por tanto, al ser B
convexo se tiene que conv(A) C B. Estas dos tltimas observaciones nos indican que

conv(A) = B = (1+%)BX

Asi, basta definir ||-|| = 6/(6 4 r) ||-|| para obtener el resultado. O



Capitulo 3

Extension del teorema de
Rademacher

En el capitulo anterior probamos que toda funcién Lipschitz definida en un intervalo y con
valores en un espacio de Banach dentable es diferenciable en casi todo punto (Teorema 2.1.1,
(3)). En la seccién presente extenderemos este resultado a funciones Lipschitz definidas primero en
el cubo de Hilbert, [0,1]", y luego en un espacio de Banach separable arbitrario. En este contexto
conviene recordar el clasico resultado de Rademacher que afirma que toda funcion Lipschitz definida
en un abierto de R™ con valores en R es diferenciable en casi todo punto.

Dado n € N, denotaremos por L" a la o-dlgebra de los conjuntos medibles Lebesgue en R™.
También, denotaremos por A, a la medida usual de Lebesgue en R™. Notar que con la notacién
seguida en la seccién anterior, Ay = A.

Lema 3.0.1. Sean n € N\ {1} y N € L" tal que existe h = (hi,...,h,) € R™, con ||h|,. =1, tal
que MM({s € R:z+sh € N}) =0 para todo x € R". Entonces \,(N) = 0.

Demostracion. Por el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt obtenemos unos vectores

wa, ..., w, €R™ tales que el conjunto {h,ws, ..., w,} es base ortogonal de R™. Llamamos w; =
= (w1, - .., W) para todo i € {2,...,n} y definimos la matriz
hi  ho ... hy
w21 W22 ... Wapn
A=
Wp1 Wp2 ... Wpp

Esta matriz define una isometria lineal de R™ en R™ que denotamos de igual forma por A. Es claro
que A(h) = (1,0,...,0). Asf, para todo v = (va,...,v,) € R""! se tiene que
M{{seR:(s,v) € AN} = M ({s€R:(0,v) +sA(h) € A(N)}) =
=M({s€R:A70,v) +sh € N}) =0

donde la ultima igualdad se da por hipdtesis. Se tiene entonces por el teorema de Fubini que
A (A(N)) = / AM({seR:(s,v) € A(N)}dA—1(v) =0
Rn—1

y asi, por el teorema del cambio de variable se concluye que A, (N) = |det(A~1) |\, (A(N)) =0. O

Definicién 3.0.1. Dado un espacio de Banach (X, ||-]|), decimos que un subconjunto M C X
es poroso si existe A € (0,1) tal que para cualesquiera x € M y r > 0 existe £ € X tal que
|z —z|| <ry B(&, AlZz—=x|) "M = 0. El conjunto M se dice o-poroso si puede ser expresado
como uniéon numerable de conjuntos porosos.

42
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Es fécil comprobar que los conjuntos porosos son densos en ninguna parte. Esto implica a su
vez que los conjuntos o-porosos son de primera categoria de Baire.

Proposicién 3.0.1. Sean € N y M € L™ conjunto poroso. Entonces \,(M) = 0.

Demostracion. Supongamos que A\, (M) > 0. Entonces, por el teorema de densidad de Lebesgue?,
existe x € M tal que
An (M N B(x,
L A(M N B, 1)
r—0t  Ap(B(z,71))

Asi, lamando A a la constante de porosidad de M, existe r > 0 tal que

An(M N B(x,s)) > (1 — %)/\n(B(x,s))

=1 (3.1)

para todo s € (0,7). Tomamos & € R™ tal que ||z —z| < § y B(Z,Al|Z —z|]) N M = (). Se tiene
entonces que
A" . "
(1= o) An(B(@,2]1& = ))) < Au(M 0 B(x,2]|2 — 2[l)) <
< An(B(z,2||2 —z|) \ B(2,A |2 — x[]) =
At
27l

= (1-57) (B, 2|z — z|)

lo que es contradictorio. Por tanto, A, (M) = 0. O

Dados dos espacios de Banach, X e Y, y una funcién g definida en un subconjunto abierto
U C X con valores en Y, definimos la derivada direccional de g en x € U en la direccién h € X
como ,
Dy(a)(h) := lim LELN ~9(@)

s—0 S

siempre que este ultimo limite existe en la topologia dada por la norma en Y.

Proposicion 3.0.2. Sean U subconjunto abierto no vacio de un espacio de Banach separable X,
Y espacio de Banach, g : U =Y funcion Lipschitz y h1,he € X \ {0}. Entonces el conjunto M de
todos los puntos x € U tales que las derivadas direccionales Dg(x)(h1), Dg(z)(h2) y Dg(x)(h1+hs2)
existen y Dg(z)(h1 + ha) # Dg(z)(h1) + Dg(z)(hs) es a-poroso.

Demostracion. Llamamos L > 0 a una constante de Lipschitz de g. Al ser X separable y U C X
subconjunto abierto, U es también separable. Por esto tltimo y el hecho de que g es Lipschitz
se deduce que g(U) es separable, y por tanto span(g(U)) también. Tomamos Z C Y subconjunto
numerable denso en span(g(U)). Para cualesquiera m,j € Ny 21,20 € Z denotamos por My, j 2, 2,
al conjunto de todos los puntos x € U tales que

Hg(x + s(hy 4; h)) —g(x) o=zl > % (3.2)
Y Hg(x + Shsi) —9@) |l . % (3.3)

para todo i € {1,2}, para todo s € (0, %] Vamos a comprobar que estos conjuntos son porosos.

Sea (m,j,21,22) € N2 x Z2. Tomamos A = Tomando una constante de Lipschitz su-

1
2Lmllh] "
ficientemente grande podemos suponer sin pérdida de generalidad que A € (0,1). Ahora, dados

T € My 22 vr >0, tomamos s = min({%7 M}) Definimos el punto & = x + shy. Es claro

s
2Lm

que |z —z| <ry Al —z| = . Asi, para obtener la porosidad de M,, ; ., », bastaria con

1Este resultado afirma que si M C R™ es un conjunto medible Lebesgue, entonces para casi todo punto z € M
el limite expuesto en (3.1) es igual a 1.
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comprobar que B(x + shi, 57—) N My, j 2, ., = 0. Para probar esto tltimo observamos que para
todo w € X tal que ||w|| < 57 se tiene que x + sh; + w no cumple (3.3), ya que:

g((x + shy + w) + sha) — g(x + shy + w) s
— 22 2
s
|9t + s + ha)) — gl + sha) H ol
s s
ho)) — _
(et r mote) Ly (st ate) ) el
s s s
3 1 lwl _ 2 1 1
A VL el I R
” s T m 2Lm m

donde en la primera desigualdad se ha hecho uso de la desigualdad triangular inversa y del hecho
de que g es L-Lipschitz. Asi, como vemos, M,, ; ., ., es poroso. Para finalizar la demostracion
falta comprobar que M C \J{ My js 2 : (M, ], 21,22) € N2 x Z%}. Sea € M. Por definicién
de M se tiene que Dg(x)(h1 + h2) # Dg(x)(h1) + Dg(x)(hg) por lo que existe m € N tal que
|Dg(x)(h1 + he) — Dg(x)(h1) — Dg(x)(hs)|| > 2. Por la definicién de derivada direccional y la
densidad de Z en span(g(U)) es fécil comprobar que existen z1, zo € Z tales que | Dg(x)(h;) — zi|| <
< L para todo i € {1,2}. Se tiene entonces también que ||Dg(z)(hy + ha) — 21 — z2|| > 2. Por
tanto, de nuevo por la definicién de derivada direccional existe j € N tal que se cumple (3.2) y
(3.3) para todo s € (0, %] Esto nos indica que x € My, j , 2,. Asi, como vemos, se da el contenido
deseado y se concluye el resultado. O

Para estudiar la diferenciabilidad Géateaux de las funciones Lipschitz con dominio infinito-
dimensional necesitamos algunas herramientas de teorfa de la medida e integraciéon en el cubo
de Hilbert. Dado n € N, a partir de ahora L™ pasa a denotar la o-dlgebra de los subconjuntos
medibles Lebesgue de [0, 1]*. Consideraremos el cubo de Hilbert, [0, 1], equipado con la topologia
producto, lo que constituye un espacio topolégico compacto. Denotamos por C a la familia de todos
los conjuntos de la forma E x [0,1]N, con E € £ y n € N. Se tiene que [0,1]N € C, [0,1]N\ C € C,
para todo C' € C, y C7 UCy € C, para cualesquiera Cp,Cs € C. Esto muestra que C consituye una
algebra en los subconjuntos de [0, 1]N. Definimos la aplicacién v : C — [0,1] como v(C) = A\, (E)
para todo C = E x [0,1]N € C, con E € L". Es consecuencia inmediata del teorema de Fubini el
que v estd bien definida. Claramente, v(f)) = 0, v([0,1]N) = 1 y v(Cy U Cy) = v(C4) + v(Cs) para
cualesquiera C7,Cy € C disjuntos. Consideramos ¥ la menor o-dlgebra que contiene a C. Por la
propia definicién de la topologia producto en [0, 1] se tiene que todo abierto de dicha topologia
se puede expresar como unién numerable de elementos de C. Por tanto, X contiene a todos los
subconjuntos abiertos, y consecuentemente también a todos los subconjuntos de Borel de [0, 1]N.
Vamos a comprobar que v es regular. Con este fin, sean ¢ > 0 y C' € C. Tomamos n € N tal que
existe £ € L tal que C = E x [0,1]N. Es un resultado conocido de teorfa de la medida el que A,
es regular. Por tanto, existe F' C F subconjunto cerrado tal que \,(E \ F) < e. Asi, F x [0, 1]N es
un subconjunto cerrado de [0, 1] el cual cumple que:

v(E x [0, 1N\ (F x [0,1]") =v((E\ F) x [0,1]Y) = A\ (E\ F) < ¢

Una vez sabido que v es regular, un teorema debido a A.D. Alexandrov? indica que v es o-aditiva
en el algebra C. Por el teorema de extensién de Hahn, existe una tnica medida p : ¥ — [0, 1] tal
que u(C) = v(C) para todo C € C. Recordamos que una funcién f : [0, 1]N — R se dice p-medible
si existe S € ¥ tal que u(S) =1y f~(Ja,00)) NS € X para todo a € R. En el espacio de medida
([0, 1]N, %, 1) podemos considerar la integral de Lebesgue la cual denotaremos como es habitual
por [ f(t)du(t), o mds escuetamente como [ fdu. En particular, la integral [ fdu tiene sentido y
es finita si f : [0,1]Y — R es y-medible y acotada.

2El teorema en cuestién afirma que si v es una funcién con valores complejos, regular, acotada y aditiva, definida en
un algebra de los subconjuntos de un espacio topolégico compacto S, entonces v es o-aditiva. Para su demostracion,
ver Teorema II1.5.13 de [2].
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Para cualesquiera S € 3, t € [0,1]N y n € N llamamos S,,; = {z € [0,1]" : (x,t) € S}. Podemos
presentar ya el siguiente resultado el cual juega un papel similar al teorema de Fubini en nuestro
contexto:

Proposicion 3.0.3. Sean € N y S € 3. Entonces:
1. Eziste N € 3, con u(N) =0, tal que S, € L™ para todo t € [0,1]N\ N.
2. La funcion [0,1]N > t = X\, (Sn.t) es p-medible.
= [ An(Sn.e)dp(t)

Demostracion. Llamamos A al conjunto de todos los S € ¥ tales que cumplen (1), (2) y (3).
Vamos a comprobar que C C A y que A es una o-dlgebra en los subconjuntos de [0, 1]N, de donde
se concluird por la definicién de ¥ que A = %, resultado deseado. Mostramos primero que C C A.
Sea C' € C. Es claro que existe k € N tal que existe £ € £"* tal que C = E x [0,1]N. Por el
teorema de Fubini aplicado al producto ([0, 1], £™, \,) x ([0, 1]¥, £F, A1) sabemos que el conjunto
Etote) .= L3 € [0,1) : (2,t1,...,t,) € E} € L™ para \g-casi todo punto (t1,..., 1) €

€ [0,1]%, que la funcién [0,1]F > (t,...,tg) = A (B¢t)) es LF-medible y que A\, 4x(F) =

= f)\n(E(tl"“7tk))d)\k(t1, ..., t1). Llamamos M = {(t,...,t;) € [0,1] : EGt) ¢ £7} Como
hemos dicho antes, A\y(M) = 0. Asi, definiendo N = M x [0, 1]Y se tiene que N € X y u(N) = 0.
Por tanto, C,, ; = E(1:t) € £ para todo t = (t1,ta,...) € [0,1]N\ N, por lo que C cumple (1).
Ademss, para todo a > 0, {t € [0, 1]N : Ay (Chp) > a} = {(t1, ..., 1) €[0,1]F : A, (BEEote)) >
>a} x [0,1]N € C C X, por lo que también se tiene (2). Finalmente,

w(C) = Mgk (E) = //\n(E(tl""’t’“))dAk(th o ty) =

:/)\n(E(tl """ )dﬂ t17t27--~ /)\n n,t d#

Notar que se ha usado la igualdad

/90(751,---,tk)d/\k(thu-,tk) :/@(t17~-~7tk)dﬂ(tlat2a--')

vélida para todas las funciones ¢ : [0,1]¥ — [0,1] £*-medibles. De esta forma, C' cumple (1),
(2) v (3) por lo que C € Ay se tiene el contenido C C A. Comprobamos ahora que A es una
o-algebra. Dado S € A, teniendo en cuenta que ([0, 1]N\ S),.+ = [0,1]" \ S,.; para todo t € [0, 1]V,
es facil comprobar que [0,1]Y\ S cumple (1), (2) y (3), por lo que [0,1]N\ S € A. Ahora, dada
una secuencia infinita Sy C So C ... de elementos de A comprobaremos que S = J,.ySi € A.
Para todo i € N existe N; € 3, con u(N;) =0, tal que (S;)n,: € L™ para todo ¢t € [0,1)7 \ N;. Asi,
como es fécil comprobar que Sp¢ = U;en(Si)n,t para todo ¢ € [0,1]N, se sigue que S cumple (1)
para N = i (2) se sigue de la igualdad A\, (Sp.) = lli)rgo A ((Si)n.t), para todo t € [0, 1]V, la

cual se da al tenerse que (S1)n,t C (S2)nt C . ... También, como cuando i — 00, A (S;) T An(S) ¥
A ((S)nt) T An(Sn.t) para todo t € [0,1]N, se da (3) como consecuencia inmediata del teorema de
la convergencia mondtona. Asi, como vemos, S € A, lo que nos hace concluir que A es o-dlgebra
y con ello la demostracion. O

ZGN

Denotaremos por H al conjunto de los puntos (h;);en de QY tales que existe n € N tal que
h; = 0 para todo i > n.

Lema 3.0.2. Sea Y un espacio de Banach con la RNP y f : [-1,2]N =Y funcion tal que
1F() = F() < D27 [t — 4]
€N

para todo t, s € [—1,2]N. Entonces existe un conjunto de Borel Q C [0,1]N tal que ([0, 1]N\ Q) =0
y para todo t € Q la aplicacion H > h— Df(t)(h) € Y estd bien definida y es aditiva.
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Demostracion. Para cada h € H denotamos por M}, al conjunto de los ¢ € [0, 1]Y tales que D f(t)(h)
existe. Fijamos por un momento h € H \ {0}. Para cualesquiera r,s € (=1/||h|| . ,1/ ||| ) \ {0}
e i € N, definimos el conjunto

Ao = {re 021" Feate = ) = Lo - s < 1

7

el cual es un conjunto de Borel en [0,1]N al ser f 1-Lipschitz (y por tanto continua) vista como
funcién definida en el espacio [—1,2]" dotado de la métrica d, definida como:

d(t,s) = > 27'[t; — sl

1€N

para cualesquiera t, s € [—1,2]". Teniendo en cuenta que Y es espacio de Banach es facil comprobar

que
My, = ﬂ U ﬂ{Aims ir,s €Q; rs>0; |r|, |s] < ||h1|}
€N jEN LS

Esto ultimo indica que M, es también un conjunto de Borel, por lo que M}, € ¥. Tomamos n € N
tal que h; = 0 para todo ¢ > n + 1 y llamamos k = (hq,...,h,). Fijamos por un momento
t € [0,1] y definimos g : [~1,2]" — Y como g(x) = f(z,t) para todo z € [—1,2]". Fijamos
por un momento z € [0,1]" y definimos J = {s € R : z + sk € [0,2]"}, el cual es un intervalo
no vacio. Definimos ¢ : J — Y como ¢(s) = g(z + sk) para todo s € J. Es facil comprobar
que ¢ es Lipschitz. Observamos que, dado s € J, la derivada ¢'(s) existe si y sélo si la derivada
direccional Dg(x+ sk)(k), siy sblo si Df(x+sk,t)(h) existe, siy sblo si (x+sk,t) € My, siy sélo si
x+ sk € (Mp)n,. Ahora, el Teorema 2.1.1 nos garantiza que A;({s € J : ¢/(s) no existe}) = 0. Por
tanto, A ({s € J : x + sk € [0,1]™ \ (M}p)n+}) = 0. Esto se tiene para todo x € [0,1]". Por el Lema
3.0.1 se tiene que A, ([0, 1]"\ (M3 )n.t) = 0 0 lo que es lo mismo, A, (([0, 1]N\ M3 ),.+) = 0. Esto tltimo
se tiene para todo t € [0,1]N por lo que por la Proposicién 3.0.3 se tiene que u([0, 1N\ Mj) = 0.
Llamamos M = (1, .y Mp, el cual es un conjunto de Borel que cumple ademds que

p((0, 17\ M) = p( [ 0,1\ M) =0
heH

Para un h € H fijo se tiene que Df(¢t)(h) = H_I)l’l m(f(t+=h)— f(t)) para todo t € M y por tanto,
m oo

la aplicacién M >t — Df(t)(h) € Y es de Borel. Consecuentemente, para cualesquiera h,k € H
se tiene que el conjunto Qp,, = {t € M : Df(t)(h) + Df(t)(k) = Df(t)(h + k)} es un conjunto
de Borel al ser la contraimagen de {0} por una aplicacién de Borel (notar que h + k € H). Dados
h,k € H fijos, tomamos n € N tal que h; = k; = 0 para todo ¢ > n+1 y llamamos u = (hy, ..., hy)
y v = (k1,...,k,). Dado t € [0,1]N, definimos g : [-1,2]* — Y como g(x) = f(z,t) para todo
z € [—1,2]", la cual es una funcién Lipschitz. Se tiene que & € (M \Qyp, k)n ¢ siy s6lo si Df(z,t)(h),
Df(x,t)(k) y Df(z,t)(h+ k) existen y Df(x,t)(h) + Df(z,t)(k) # Df(x,t)(h + k), si y sblo si
Dyg(z)(u), Dg(z)(v) y Dg(x)(u+v) existen y Dg(x)(u) + Dg(z)(v) # Dg(z)(u+ v). Entonces, por
la Proposicién 3.0.2, (M \ Q. x)n+ s un conjunto o-poroso en R™. Asi, por la Proposicién 3.0.1,
An ((M\Qp, 1 )nt) = 0. De esto tltimo se deduce que (M\Qp, k)n.+ €s un conjunto de Borel y por tanto
pertenece a L™. Podemos hacer uso entonces de la Proposicién 3.0.3 obteniendo que u(M\Qy, 1) = 0,
para cualesquiera h,k € H. Definimos {2 = ﬂh,keH Qp 1, el cual es también un conjunto de Borel.
Es claro que u(M \ Q) = 0 y por tanto, x([0, 1N\ Q) = ([0, 1N\ M) + (M \ Q) =0+0 = 0. Asf,
hemos demostrado que la aplicacién H > h +— Df(t)(h) € Y estd bien definida y es aditiva para
todo t € Q. O

Teorema 3.0.1. Sean U subconjunto abierto no vacio de un espacio de Banach separable X, Y
espacio de Banach con la RNP y F : U — Y una funcion Lipschitz. Entonces, F es diferenciable
Gateauz en un conjunto denso en U.
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Demostracion. Es claro que es suficiente con comprobar que existe un punto de U tal que F' es
diferenciable Gateaux en dicho punto. También, haciendo uso de una traslacién y homotecia si
es necesario, podemos asumir que 2Bx C U. Por ser X separable, existen ej,es,... € Bx tales
que {e1,ez,...} = Bx. Definimos la aplicaciéon ¢ : fooc — X como @(t) = >,y 27 t;e; para
todo t = (t1,t2,...) € lo. Es claro que ¢ estd bien definida, es lineal y ||¢]| < 1. Definimos
f:[-1,2]N - Y como f(t) = F(p(t)) para todo t € [-1,2]" (notar que p([—1,2]") C 2Bx C U).
Llamando L a una constante de Lipschitz de F' se tiene que

1F) = F() < LY 27 [t — 4]

€N

para cualesquiera t, s € [—1,2]N. Asi, es claro que podemos aplicar el Lema 3.0.2 para f. Llamamos
Q al conjunto no vacio que nos proporciona este lema. Tomamos ¢t € Q y llamamos = = (). Como
llell < 1, al ser Q C [0,1]Y, se tiene que ||z|| < 1 y por tanto x € U. Vamos a comprobar que
F' es diferenciable Gateaux en z. En efecto, se observa inmediatamente que se tiene la igualdad
DF(x)(¢(h)) = Df(t)(h) para todo h € H (tener en cuenta que como {ej,eq,...} C Im(p), se

tiene que Im(p) = X). Ademads

DF(z)(p(h) + ¢(k)) = DF(z)(p(h + k)) = Df(t)(h + k) =
= Df(t)(h) + Df(t)(k) = DF(x)(¢(h)) + DF(x)(¢(k))
para cualesquiera h,k € H. Ahora, teniendo en cuenta que p(H) es denso en X y que F es

Lipschitz, se obtiene que para todo u € X la derivada direccional DF'(z)(u) existe ya que puede
ser obtenida como

(3.4)

DF(@)(u) = lim_ DF(x)((hn))

donde (hy,)nen C H es cualquier sucesién tal que [|¢(hy,) — u|| = 0. Ademds, haciendo uso de (3.4)
concluimos que DF(z)(u + v) = DF(x)(u) + DF(x)(v) para cualesquiera u,v € X. Asi, DF(z)
es un operador lineal de X a Y que de hecho constituye la derivada de Gateaux de F' en el punto
x. O



Apéndice A
Resultados auxiliares

Teorema A.l. (Principio variacional de Ekeland. Teorema 7.39 de [1].) Sea X espacio de
Banach y ¢ : X — (0, 00] una funcién propia y semicontinua inferiormente. Entonces, dados e > 0
y 0 >0, eriste & € X tal que o(&) < p(x) + €|l — Z|| para todo x € X \ {Z}. Ademds, si xg € X
es tal que p(xg) < Inf(p(X)) + & entonces & puede ser escogido de tal forma que ||xg — Z|| < §/e.

Proposicién A.1. (Proposicién 2.13 de [1].) Sea X un espacio normado real. Se tiene:

1. Si C es un subconjunto abierto convero de X y xg ¢ C, entonces, existe f € X* tal que
f(z) < f(zo) para todo x € C.

2. Si A y B son subconjuntos convexos de X disjuntos y A es abierto, entonces, existe f € X*
tal que f(a) < inf(f(B)) para todo a € A.

Proposicién A.2. (Corolario 7.35 de [1].) Sea X espacio de Banach, f: X — (—o0,00] funcién
propia, x € X, z* € X* ye > 0. Se tiene:

1. Siz* € 0. f(x), entonces x € 0. f*(x*).
2. Si f es convexa y semicontinua inferiormente y x € 0. f*(x*), entonces, z* € 0. f(x).

Proposicién A.3. (Corolario 7.33 de [1].) Sea X espacio de Banach. Entonces, toda funcién
g: X* = (—o00,00] convexa y débil*-semicontinua inferiormente es la conjugada de Fenchel de

g*|x-

Proposicién A.4. (Corolario 7.37 de [1].) Sea X espacio de Banach y f : X — (—00,00] funcién
propia. Entonces, si f* es diferenciable Fréchet en un punto xf € X*, 0f*(xf) C X.

Lema A.1. (Corolario 7.21 de [1].) Sea X espacio de Banach y M subconjunto acotado de X.
Entonces, la funcion f: X* — R definida por: f(z*) = sup({z*(x) : x € M }), para todo z* € X*,
es diferenciable Fréchet en x§ € X™ si y solo si xfy expone fuertemente a M.

Proposicién A.5. (Proposicién 7.31 de [1].) Sea X espacio de Banach y f : X — (—00, 0]
funcidn propia tal que f* es también propia. Entonces, epi(f**) = conv®” (epi(f)).

Proposicién A.6. (Proposicién 7.30 de [1].) Sea X espacio de Banach y f,g : X — (=00, 0]
funciones propias. Entonces, dados x € X y x* € X*, se tiene:

L f@)+ () 2 2 (a).
2. Si f* es propia, entonces f**|x < f.
8. Si f <g, entonces f* > g*.
Proposicién A.7. (Proposicién 7.34 de [1].) Sea X espacio de Banach y f : X — (=00, 0]
funcion propia. Dados x € X, x* € X* ye >0, se tiene:

48



APENDICE A. RESULTADOS AUXILIARES 49

1. z* € 0. f(x) siy sdlo si f(x)+ f*(z*) < a*(x) +e.
2. x* € 0f(x) si y sdlo si f(x)+ f*(a*) = z*(z).

Teorema A.2. (Davis-Figiel-Johnson-Petczyriski. Teorema 13.22 de [1].) Sea X espacio de
Banach tal que eziste un subconjunto débil-compacto, K C X, tal que X = span(K). Entonces,

existe un espacio reflexivo Y y un operador lineal continuo e inyectivo, T 'Y — X, tal que
K C T(By).
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