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Abstract

In the present work a nonlinear system of reaction-diffusion partial differential equations
describing the evolution of a predator-prey biological system with chemotaxis is studied. The
system consists of three equations, two parabolic equations corresponding to the active predators
and preys, and an ordinary equation corresponding to the dormant predators (resting eggs).
Chemotaxis in this context affects giving place to two different systems. On the one hand one
chemotactic term in the active predators equation is considered such that they will move toward
the regions in which the density of dormant predators is larger. On the other hand another
chemotactic term is added to the preys equation so that they also move toward the regions in
which the density of dormant predators is larger. First of all existence and uniqueness of classical
solutions is proved and uniform bounds in L*>°(£2) are found using the Moser-Alikakos iterative
method. Afterwards, the asymptotical behavior of the solutions is studied, the constant steady
states are found and global stability conditions are obtained. Finally a numerical approximation
is achieved by means of the Generalized Finite Differences Method. A numerical scheme is
designed, its convergence is proved and to sum up it is applied to the classical Rosenzweig-
MacArthur model in order to get a better visual understanding of the dynamics of the system.

Resumen

En este trabajo se estudia un sistema no lineal de reaccion-difusiéon de ecuaciones en deri-
vadas parciales que describe la evolucién de un sistema biolégico depredador-presa con quimio-
taxis. El sistema estd compuesto por tres ecuaciones, dos de ellas parabdlicas, correspondientes
a los depredadores activos y las presas, y una ordinaria correspondiente a los depredadores
inactivos. La quimiotaxis en este contexto afecta dando lugar a dos sistemas diferentes. Para
comenzar consideramos una tnica quimiotaxis que afecta a los depredadores activos dirigiendo
su movimiento hacia las zonas de més densidad de inactivos. Andlogamente se considera una
quimiotaxis adicional en el término de las presas, que del mismo modo dirigirdn su movimiento
a las regiones de mayor densidad de depredadores inactivos. En primer lugar se demuestra la
existencia y unicidad de soluciones clésicas y la acotacién uniforme en L>°(€2) en ambos sistemas
utilizando el método iterativo de Moser-Alikakos. En segundo lugar se estudia el comportamien-
to asintético de las soluciones, se determinan los estados estacionarios constantes y se analiza
su estabilidad global. Por ultimo se realiza una aproximacién numérica al sistema a través del
método de Diferencias Finitas Generalizadas, se disena un esquema numeérico para el sistema, se
demuestra su convergencia y se aplica al modelo clasico de Rosenzweig-MacArthur para obtener
un mejor entendimiento de la dindmica del sistema.
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«the most rewarding part is the ‘Aha’ moment, the excitement of
discovery and enjoyment of understanding something new — the
feeling of being on top of a hill and having a clear view. But
most of the time, doing mathematics [...] is like being on a long
hike with no trail and no end in sight.»

Maryam Mirzakhanﬂ7 2014.

Introduction

History of Natural Sciences is replete of successful moments in which a mathematician comes
upon a model than can predict the behavior of the natural world and the Universe. From the
movement of the stars through the celestial sphere to the reaction velocity of a chemical subs-
tance in the human body, development of natural sciences has been historically linked to the
evolution of mathematical tools and models capable of pushing a little forward the borders of
knowledge. Progress in the most abstract mathematical fields carries evolution and discoveries
in topics of natural sciences to which, in principle, have not a close relation. Similarly, limita-
tions in the scientific development of physics, chemistry or biology are inevitably imposed by
mathematical constraints in order to study the systems of equations which govern the dynamics
of the phenomena that are aimed to be explained through the scientific method.

Connection between mathematical models and physics was the very first to strengthen more
evidently. Isaac Newtorﬂ needed to define new mathematical concepts which ended up with the
foundation of Calculus in order to develop his physical model about the forces between masses.
Advances provided by Emmy Noetherﬁ in theory of Rings, Fields and Algebras at the beginning
of the 20th century allowed all the mathematical development of the well-known Standard Mo-
del of particle physics. Occasionally some mathematical set up designed to explain some specific
aspects of nature comes into conflict with cultural ideas or accepted scientific canons about diffe-
rent natural phenomena. James C. Maxvvelﬁ proposed in 1865 a compendium of differential and
integral equations which completely described the behavior of the electromagnetic waves, the
movement of light. Later, by the first years of the 20th century, Albert Einsteinﬂ realized that
if Maxwell’s model was fully accepted then the classical mechanics from Newton and Galileo
were essentially wrong. Einstein came up with a new mathematical model about the dynamics
of massive bodies in the Universe in accordance to Maxwell’s Laws of Electromagnetism, which
is worldwide known under the name of General Relativity]

Examples of revolutions in natural sciences arising from the analysis of mathematical models
are uncountable. Nonetheless mathematical advancement in Biology, Medicine or Ecology has
been subsequent since the living beings are composed by millions of cells and complex bioche-
mical processes, therefore the mathematical analysis carries an extra difficulty. One of the very
first solid mathematical models proposed to explain the dynamics of species with predator-prey
relationships was the Lotka-Volterra model. On the one hand Alfred J. Lotka firstly designed
this nonlinear differential equations system to explain the theory of autocatalytic reaction

nterview to M. Mirzakhani, The Guardian, Aug 13th 2014.

2I. Newton. Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1687.

3E. Noether. Invariante Variationsprobleme. Mathematisch-Physikalische Klasse, 1918.
4J.C. Maxwell. A dynamical theory of the electromagnetic field, 1865.

5A. Einstein. Zur Elektrodynamik bewegter Korper. Ann. der Physik, 1905.

SA. Einstein. Lichtgeschwindigkeit und Statik des Gravitationsfeldes. Ann. der Physik, 1910.
"A.J. Lotka. Contribution to the theory of periodic reactions. J. Phys. Chem. 1910.
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however, a brief period of time after, he was capable to extend it to organic systems using plant
species and herbivorous animalﬂ Finally he used the equations of the model to analyze the
predator-prey interactions in his work Elements of Physical Biology (Williams and Wilkins, Bal-
timore, 1925). On the other hand and concurrently to Lotka’s work, the Italian mathematician
Vito Volterra came up to the same set of equationsﬂ inspired by Umberto D’Ancona’s study
about fish captures in the Adriatic Sea before and during the Great War. D’Ancona realized
the number of predators had grown considerably during the war years and this fact disoriented
him since precisely those years fishing activity was significantly reduced. Nonetheless Volterra’s
model was able to explain and predict with accuracy the variations on the number of predators
and preys.

This first predator-prey model only counted on the changes in time of the total number of
the species involved product of its interaction. The model was improved with years and spatial
dynamics of the species within the ecosystem started to be also considered, i.e. the model turned
into a partial differential equations system. First of all it was Alan Turinﬂ who introduced
diffusion of species, which was in accordance with the early studied browninan motion which
was characteristic of the dynamics of a wide variety of species. Around 1970, Keller and Segel
in a joint work, see [26] and [27], enclosed the phenomenon of chemotaxis in the predator-prey
model so as to study the concentration of amoeba Dyctiostelium discoideum.

Chemotaxis is a chemical-biological process through which some species are able to detect
chemical substances around the ecosystem’s environment and direct their movement towards
the regions in which the concentration gradient of the chemical substance is higher or lower.
The modeling problem here is a fascinating and a formidable one involving fluid mechanics
and infiltration theory on quite a different scales at the same time (see J.D. Murray’s text
about mathematical biology [34]). This phenomenon is not only important in ecology but also
in medicine or biology. There are thousands of biological processes in which chemotaxis plays
a crucial role, for instance, the mechanism used by some antibiotics such that they are able to
find the specific bacteria though the blood in the human body is also related to chemotaxis.
Mathematically speaking models which consider the effect of chemotaxis are difficult to study
since the chemotactic term involves the gradient of different functions, it is nonlinear and hence
one cannot apply the classical theory of linear partial differential equations. As it is known non-
linear or quasi-linear equations present difficulties in order to analyze them because in many
cases blow-up appears and solutions are no longer defined for all positive times. Therefore it is
convenient to be careful while introducing terms like this in predator-preys models.

The model we aim to study along this Thesis is a predator-prey model with diffusion and
chemotaxis. It arises as a generalization of the predator-prey models studied by Kuwamura [28],
Jin and Wang [23], Wu, Shi and Wu [48] and Wu, Wang and Shi [49]. While Kuwamura propo-
ses a predator-prey model without chemotaxis but with an extra term related to the dormant
predators (resting eggs or predators on hibernation state), the rest of the authors introduce
predator-prey models with chemotaxis but without dormant predators. Chemotaxis is presen-
ted on the predators equation in [23] (Jin, Wang) and [48] (Wu, Shi, Wu) whereas it is placed
on the preys term in [49] (Wu, Wang, Shi).

The main objective of this Thesis is to propose a new model considering both the dormant
predators equations and the phenomenon of chemotaxis. First of all we came up with a model
with chemotaxis on the predators equation which forces them to move towards the regions in

8A.J. Lotka. Undamped oscillations derived from the law of mass action. J. Amer. Chem. Soc. 1920.
9V. Volterra. Var. flutt. del numero d’individui in specie animali conviveti. Mem. Acad. Lincei. 1926.
A M. Turing. The chemical basis of morphogenesis. Phil. Trans. R. Soc. Lond. 1952.



which the density of dormant predators is larger, as a product of a protective instinct to defend
the dormant and defenseless members of their species. Furthermore we add another chemotactic
term with a different chemotactic response function on the preys equation, which makes them
move towards the regions in which the density of the dormant predators is larger as well. In
biological terms this can be analyzed as a trap the predators set in order to force their preys to
move towards the regions of their interest.

On a mathematical level all this considerations can be translated defining a bounded, open
domain  C R™ with smooth boundary 92 and the functions,

(u,v,w) : QX (0, Trax) — R3,

where u represents the density of predators in the ecosystem, v the density of preys and w the
density of dormant predators. Hence the system of our new model is defined as follows.

ug = Au— V- (ux(w)Vw) + hy(u, v, w,z) in Q x (0, Tax),
vy = Av —dV - (vp(w)Vw) + he(u,v,z), in Q x (0, Tmax), (1)
wy = hs(u,v,w, ), in Q x (0, Thax),

with homogeneous Neumann-type boundary conditions,

Ou(x,t) _ ov(z,t) _ ow(x,t)

o o on 0 D 00 x (0, Trax), (2)
and non negative initial data,
u(z,0) = up(z) >0, v(z,0)=uvg(z) >0, w(z,0)=wy(x)>0, in Q. (3)

Functions hq, he and hg are of the form,

hy(u,v,w, x) = c€(v)d(u, v, x) + a(v)w — g(u, x),
h2(uvv’x) = f(v,x) - gb(u,v,x), (4)

h3(u7 v, w, .T,') = CU(U>¢(U7 v, l') - a('U)U) - n(wa x>w7
and all the terms involved have a biological justification:

o d € {0,1} is the coefficient which determines if either we work with one chemotaxis (d = 0)
or either with two (d = 1);

e ¢ > 0 represents the fraction of preys density which can be turned into predators density
after consumption;

e x(w) and p(w) are the functions responsible for the chemotaxis;

[ J
~

(v, ) represents the production of preys;
e g(u,x) is the mortality rate of predators;

e n(w,z) is the mortality rate of dormant predators;
e ¢(u,v,z) is related to the predators consumption of preys;

e ¢(v) and n(v) are the switching functions that determine the fraction of reproductive
energy split between active and dormant predators and verify 0 < &(v),n(v) < 1 and

§(v) +n(v) =1;

e a(v) denotes the average dormancy period.



The first result we will prove about system is the global existence and uniqueness of
classical solutions. We use the classical theory of quasi-linear parabolic and ordinary equations
in order to obtain the local existence of solutions and thereafter, by means of the Moser-Alikakos
iterative method, we find uniform bounds in L°(2) so as to obtain the global-in-time existence
of solutions. All the hypotheses named in the following Theorems are explained in detail on
Chapter [1} The main result about this section states as follows.

Theorem 1 (Global existence and uniqueness of classical solutions). Let Q a bounded domain
in R™ (n > 1) with smooth boundary 0. Let d € {0,1}, ¢ > 0, x(w), a(v), {(v), n(v), f(v,x),
g(u,x) and ¢(u,v, ) such that the assumptions (hg)-(hs) are verified. Then for all (ug, vy, wo) €
(WP(Q))3, such that up(x) > 0, vo(z) > 0, wo(x) > 0 for all x € Q, the system has a

unique classical global solution (u(x,t),v(x,t),w(x,t)) which satisfies
(,0,) € (C([0, 00); WH(9)) 1 C2H(@ x (0, 00))

Furthermore (u(z,t),v(z,t), w(x,t)) is uniformly bounded in Q x (0,00), i.e. there is a constant
C1(ug,vo,wo) > 0 such that ||[u(t)|| e + [[(E)] foe + |w(E)|| e < C1 for all t > 0.

Once the global existence of classical solutions for the model is assured, we study the asym-
ptotic behavior of the solutions, this is, the dynamics of solutions for the different admissible
initial data. For this analysis we will consider a less general version of the model in which
®(u,v,z) = uP(v) and functions f(v), g(u) and n(w) do not depend explicitly on = € Q. mo-
reover some additional hypotheses are considered that will be exposed on the next Chapter.
The main result of this second part of the Thesis states as follows, where constant D > 0 is
related to the mortality rate of predators as g(u) > Du and N > 0 is a positive value for which
function f(v) verifies f(N) = 0.

Theorem 2 (Global stability of constant stationary states). Under the hypotheses (ho)-(h7)
and the assumptions from Theorem if ug >0, v9 >0 (vg Z0) and wy > 0 in Q, then for
system with d = 0 the constant stationary state (u,v,w) = (0, N, 0) is globally asymptotically
stable. In addition if D > 0 is sufficiently large then for system with d = 1 the constant
stationary state (u,v,w) = (0, N,0) is globally asymptotically stable. Furthermore if d = 0 there
exists constants \, Kty > 0 such that for all t > tg,

lullpr + [l = N2 + wllpr < Ke .

To sum up we approximate to the system numerically by means of the Generalized
Finite Differences Method (GFDM). This is a meshless method which happens to be powerful
and useful for nonlinear partial differential equations since once the conditional convergence is
proved, one can always find a distribution of point on the domain such that the condition for
the time step is verified. The main result about the numerical study states as follows.

Theorem 3 (Conditional convergence of the numerical scheme). Under hypotheses (hgy)-(hz ), if
x(w) and p(w) are at least twice differentiable, then the explicit GFDM numerical scheme defi-
ned in , , 1s conditionally convergent for all the stars that verify some reasonable
conditions which depend on the distribution of the points in the star.

This Master’s Thesis is organized as follows. First of all in Chapter [1| fundamental concepts
for all the development of the Thesis are defined and some classical results which will be of help
during the proofs of Theorems and |3| are outlined. In addition the assumptions over the
functions in system are formulated. In Chapter [2| the modelization process in mathematical
biology is explained and the derivation of the equations is shown with a biological justi-
fication. In Chapter [3| on the one hand the local-in-time existence of solutions is proved and



on the other hand some uniform bounds to the solutions in L>°(2) are found so as to obtain
the global existence. In Chapter {4] the system is linealized in order to study the local stability
of the constant equilibrium points. Thereafter, for the locally asymptotically stable points, a
Lyapunov energy-type functional is designed and the global stability is proved. Moreover the
convergence rate of solutions to the globally asymptotically stable states is computed. Finally
in Chapter [5| a numerical scheme is designed for system using the Generalized Finite Diffe-
rences Method, the convergence of the scheme is proved and some examples in the frame of the
Rosenzweig-MacArthur classical model are computed and analyzed so as to get a better visual
understanding of the model.

Results about global existence of solutions for the system with d = 0 have been published
in Comptes Rendus Mathématique, [13]. Results about the existence of solutions with d = 1 and
the asymptotic behavior have been redacted as a preprint to be published, [I5]. For the numerical
results jointly with the Rosenzweig-MacArthur examples, a manuscript has been prepared as
well and sent to be published, [14].

Introduccién

La historia de las ciencias naturales estd repleta de momentos de éxito en los que un modelo
matematico es capaz de predecir el comportamiento del mundo natural y del Universo. Desde
el movimiento de las estrellas por la béveda celeste hasta la velocidad del efecto de una sustan-
cia quimica en el cuerpo humano, el desarrollo de las ciencias naturales ha ido histéricamente
ligado a la evolucién de herramientas y modelos mateméaticos capaces de empujar la frontera
del conocimiento un poco més alla. Los avances en campos de la matemética mas abstracta
implican evolucién y descubrimientos en areas de las ciencias naturales que, en principio, no
tienen una relacién cercana. Del mismo modo, las limitaciones del desarrollo cientifico en fisica,
quimica o biologia vienen irremediablemente impuestas por las limitaciones matematicas a la
hora de estudiar los modelos de ecuaciones que rigen la dindmica de los fenémenos que se in-
tentan explicar mediante el método cientifico.

La relacién entre modelos matematicos y fisica fue la primera en fortalecerse de manera mas
evidente. Isaac Newtorﬂ necesité definir nuevos conceptos matematicos que sentaron las bases
del calculo diferencial para poder desarrollar su modelo fisico sobre las fuerzas que se ejercen las
masas entre si. Los avances de Emmy Noetheﬂ en teoria de anillos, cuerpos y dlgebras durante
el primer tercio del siglo XX dieron lugar a todo el desarrollo matematico del celebrado Modelo
Estandar de la fisica de particulas. A veces algunos modelos matematicos desarrollados para
explicar un aspecto concreto de la naturaleza entran en conflicto con ideas culturales o antiguos
canones cientificos aceptados sobre otros fenémenos naturales. James C. Maxwel]E propuso en
1865 un modelo matematico completo que describia la dindmica del campo electromagnético,
es decir, sobre el movimiento de la luz. Anos mas tarde, a principios del siglo XX, Albert Eins-
teir@ se dio cuenta de que si se aceptaba el modelo de Maxwell entonces toda la dindmica
clasica de Newton y Galileo era esencialmente errénea. Einstein desarrollé a partir de ahi un
modelo matematico sobre la dindmica de los cuerpos en el Universo que respetaba las leyes del
electromagnetismo de Maxwell, modelo que se conoce como Relatividad Genera]El

Los ejemplos de las revoluciones en ciencias naturales surgidas del anélisis de modelos ma-

1. Newton. Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1687.

12 Noether. Invariante Variationsprobleme. Mathematisch-Physikalische Klasse, 1918.
133.C. Maxwell. A dynamical theory of the electromagnetic field, 1865.

14 A Einstein. Zur Elektrodynamik bewegter Kérper. Ann. der Physik, 1905.

5 A. Einstein. Lichtgeschwindigkeit und Statik des Gravitationsfeldes. Ann. der Physik, 1910.



tematicos son innumerables. En biologia, medicina y ecologia no obstante el desarrollo ma-
tematico ha sido bastante posterior al de la fisica debido a la enorme dificultad para predecir
el comportamiento de entidades compuestas por millones y millones de células y procesos bio-
quimicos extremadamente complejos. Uno de los primeros modelos matematicos sélidos que se
propuso para explicar la dindmica de especies con relaciones de depredacién en algunos ecosis-
temas fue el modelo de Lotka-Volterra. En primer lugar Alfred J. Lotka diseni6 este modelo de
ecuaciones diferenciales no lineales para explicar la teoria de las reacciones quimicas autoca-
tah’ticaﬂ sin embargo poco tiempo después lo extendid a sistemas organicos utilizando especies
de plantas y animales herbivoros como ejemplﬂ Finalmente propuso lo que hoy conocemos
como el modelo clasico de Lotka-Volterra en su libro Elements of Physical Biology (Williams
and Wilkins, Baltimore, 1925). Paralelamente al trabajo de Lotka, el matematico italiano Vito
Volterra llegd al mismo conjunto de ecuaciones{ﬂ inspirado en el estudio del bidlogo Umberto
D’Ancona sobre las capturas de peces en el Mar Adriatico antes y durante la Primera Guerra
Mundial. D’Ancona se dio cuenta de que el niimero de depredadores habia crecido notablemente
durante los anos de la guerra y esto le provocaba un contrasentido, ya que durante esos anos la
pesca se habia reducido considerablemente. El modelo de Volterra predecia perfectamente las
variaciones en el nimero de depredadores y presas.

Este primer modelo depredador-presa solo consideraba cambios en el tiempo de la cifra total
de las especies involucradas, producto de su interaccién. El modelo fue perfeccionandose y co-
menzaron a considerarse también las dindmicas espaciales de las especies en el ecosistema, es de-
cir, el modelo se transformé en un sistema de ecuaciones en derivadas parciales. En primer lugar
Alan Turinﬂ introdujo la difusion de las especies, que encajaba puesto que incluia el fenémeno
del movimiento browniano, caracteristico de la dindmica de muchas especies. Afios més tarde
Keller y Segel en un trabajo conjunto, [26] y [27], incluyeron en los modelos depredador-presa
el efecto de la quimiotaxis para estudiar la concentracién de la ameba Dyctiostelium discoideum.

La quimiotaxis es un fenémeno quimico-bioldgico por el cual algunas especies son capaces
de detectar sustancias quimicas en el ambiente del ecosistema y dirigir su movimiento hacia
las zonas en las que el gradiente de concentracién de la sustancia quimica es mayor o menor.
El problema de modelizacion aqui es fascinante ya que incluye dindmica de fluidos y teoria
de la filtracién a muy diferentes escalas al mismo tiempo (ver el texto de J.D. Murray sobre
matemética bioldgica [34]). Este fendmeno no es tinicamente importante en ecologia, ya que hay
cientos de procesos bioldgicos en los que la quimiotaxis juega un papel crucial, por ejemplo, el
mecanismo por el que un determinado antibiético es capaz de encontrar a las bacterias objetivo
a través de la sangre en el cuerpo humano también es un fenémeno relacionado con la quimio-
taxis. Matemédticamente los modelos que consideran el efecto de la quimiotaxis son complicados
de estudiar, ya que el término quimiotactico involucra a los gradientes de varias funciones, es
no lineal y por tanto la teoria cldsica de ecuaciones en derivadas parciales lineales no puede
aplicarse. Como es sabido las ecuaciones no lineales o quasi-lineales presentan comportamientos
dificiles de analizar, en muchos casos aparecen fenémenos de blow-up en los que las soluciones se
hacen infinito en tiempo finito y por tanto es conveniente ser cuidadosos a la hora de introducir
términos de este estilo en modelos depredador-presa.

El modelo que vamos a estudiar durante todo este Trabajo Fin de Master es un modelo
depredador-presa con difusién y quimiotaxis. Parte con la idea de ser una generalizacién del los
sistemas depredador-presa estudiados por Kuwamura [28], Jin y Wang [23], Wu, Shi y Wu [48] y

'6A.J. Lotka. Contribution to the theory of periodic reactions. J. Phys. Chem. 1910.

17A.J. Lotka. Undamped oscillations derived from the law of mass action. J. Amer. Chem. Soc. 1920.
18V, Volterra. Var. flutt. del numero d’individui in specie animali conviveti. Mem. Acad. Lincei. 1926.
19 A M. Turing. The chemical basis of morphogenesis. Phil. Trans. R. Soc. Lond. 1952.



Wu, Wang y Shi [49]. Kuwamura propone un modelo depredador-presa sin quimiotaxis pero con
un término extra correspondiente a los depredadores inactivos, es decir, los huevos de depredador
o depredadores en estado de hibernacion. Por otro lado en el resto de trabajos se proponen unos
modelos depredador-presa con quimiotaxis pero sin el término de los depredadores inactivos.
La quimiotaxis se presenta en el término de los depredadores en los trabajos de Jin y Wang [23]
y de Wu, Shi y Wu [48] mientras que Wu, Wang y Shi [49] la colocan en el término de las presas.

El objetivo es proponer un modelo nuevo que considere el término de los depredadores
inactivos pero también el fenémeno de la quimiotaxis. A lo que llegamos es, en primer lugar
a un modelo con quimiotaxis en el término de los depredadores activos que hace que dirijan
su movimiento hacia las zonas de mayor densidad de depredadores inactivos, como resultado
del instinto protector hacia los miembros inactivos e indefensos de la misma especie. En segun-
do lugar ademds anadimos otro término quimiotédctico en la ecuaciéon de las presas que hace
que dirijan su movimiento también a las zonas de mayor densidad de depredadores inactivos.
Biolégicamente esto puede interpretarse como una trampa que los depredadores activos les tien-
den a las presas para que acudan a unas regiones determinadas del ecosistema.

Matematicamente estas consideraciones se traducen en que definimos un dominio abierto
Q C R™ acotado y con frontera 0f) regular y las funciones

(w, v, w) : Q x (0, Tinax) — R3,

donde u representa la densidad de depredadores activos en el modelo, v la densidad de presas y
w la densidad de depredadores inactivos. Entonces el sistema que analizaremos en este Trabajo
es el siguiente:

ur = Au— V- (ux(w)Vw) + hy(u,v,w,z) en Q x (0, Tmax),
v = Av —dV - (vp(w)Vw) + ha(u,v,x), en Q x (0, Tax), (1)
wy = hz(u,v,w,x), en Q x (0, Tax),

con condiciones de contorno de tipo Neumann homogéneas,

Ou(z,t)  Ov(w,t) _ ow(x,t)

- on P 00 x (0, Trax), (2)
y con condiciones iniciales no negativas,
u(z,0) = up(z) >0, v(z,0)=wvo(xr) >0, w(z,0)=wo(x)>0, en. (3)

Las funciones hi, ha y hs tienen la siguiente forma,

hi(u,v,w,z) = c(v)p(u,v,z) + a(v)w — g(u, x),
h2(u7v7$) = f(’l),:(}) - ¢(u,v,m), (4)

h3(u7 v, W, 33) = CU(“M(% v, LE) - CL(’U)’U) - TL(’UJ, x)wv
y todos los términos involucrados tienen una justificacién bioldgica:

e d € {0, 1} es el coeficiente que determina sobre qué sistema estamos trabajando, el sistema
con una quimiotaxis (d = 0) o el sistema con dos (d = 1);

e ¢ > 0 representa la fracciéon de densidad de presas que puede convertise en densidad de
depredador tras su consumo;

e x(w) y p(w) son las funciones responsables de la quimiotaxis;

e f(v,x) representa la produccién de presas;



e g(u,x) es la tasa de mortalidad de los depredadores activos;
on
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&(v) y m(v) son las funciones que determinan la distribucién de energia reproductora de
los depredadores entre activos e inactivos y verifican 0 < £(v),n(v) <1y &(v) +n(v) =1,

(w, z) es la tasa de mortalidad de los depredadores inactivos;
(

u, v, x) representa la tasa de consumo de presas por parte de los depredadores;

e a(v) denota el periodo de inactividad medio.

El primer resultado importante que demostraremos sobre el sistema es la existencia
global y unicidad de soluciones clasicas. Utilizaremos teoria clasica de ecuaciones parabdlicas y
ordinarias quasi-lineales para obtener la existencia local de soluciones y posteriormente, median-
te el método iterativo de Moser-Alikakos, encontraremos cotas uniformes en L*°(€2) obteniendo
de este modo la existencia global en el tiempo de soluciones. Todas las hipdtesis introducidas
en el enunciado de los siguientes Teoremas se muestran en el siguiente Capitulo |1} El resultado
principal de esta primer parte es el siguiente.

Teorema 1 (Existencia global y unicidad de soluciones clésicas). Sea Q un dominio acotado
en R" (n > 1) con frontera 0SY regular. Sean d € {0,1}, ¢ > 0, x(w), a(v), {(v), n(v), f(v,x),
g(u,z) y ¢(u,v,x) tales que satisfacen las hipdtesis (ho)-(hs). Entonces para todo (ug,vo,wo) €
(WEP(Q))3, tales que ug(x) > 0, vo(z) > 0, wo(x) > 0 para x € Q, el sistema tiene una
unica solucion clasica global (u(x,t),v(x,t),w(x,t)) que satisface

(u, v, w) € (C([0,00); WHP(2)) N C*1(Q x (0,00)))3.

Ademds (u(x,t),v(x,t), w(z,t)) estd uniformemente acotado en 2 x (0,00), es decir, existe una
constante C1(uo, vo, wo) > 0 tal que ||u(t)]|foo + [v(t)| 100 + [|w(t)]| oo < C1 para todo t > 0.

Una vez asegurada la existencia global y la unicidad de soluciones clasicas para el modelo
pasamos a estudiar el comportamiento asintético de las soluciones, es decir, la dindmica de
las soluciones para los distintos datos iniciales admisibles. Para este estudio consideramos una
versién menos general del modelo en el que ¢(u,v,x) = ud(v) y las funciones f(v), g(u) y
n(w) no dependen explicitamente de z € Q. Ademds se consideran unas hipdtesis adicionales
que se expondran en el siguiente Capitulo. El resultado principal de esta segunda parte del
Trabajo Fin de Master es el siguiente, donde se hace uso de una constante D > 0 relacionada
con la mortalidad de los depredadores activos tal que g(u) > Du 'y de N > 0, un valor para el
que la funcién f(v) verifica f(N) = 0.

Teorema 2 (Estabilidad global de los puntos estacionarios constantes). Supongamos que se
verifican las hipdtesis (hy )-(h7) y las del Teorema. Siug >0,v9 >0 (vgZ0) ywy >0 en c.t.p.
Q, entonces para el sistema con d =0, el punto estacionario constante (u,v,w) = (0, N,0)
es globalmente asintoticamente estable. Si ademds la constante D > 0 es suficientemente grande,
entonces para el sistema con d =1, el punto estacionario constante (u,v,w) = (0, N,0) es
globalmente asintoticamente estable. Ademds si d = 0 existen constantes A, K,tg > 0 tales que
se verifica que para todo t > tg,

lullpr + [l = N2 + Jwllpr < Ke™.

Finalmente realizamos una aproximacion numérica al modelo mediante el método de
Diferencias Finitas Generalizadas. Este es un método sin malla muy 1til para el estudio numérico
de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales no lineales ya que una vez demostrada la
convergencia condicional, siempre podremos encontrar una distribucién de puntos en el dominio
de forma que se cumpla la condicién para el paso temporal. El resultado principal de este 1iltima
seccién es el siguiente.



Teorema 3 (Convergencia condicional del esquema numérico). Bajo las hipdtesis (ho)-(h7), si
x(w) y p(w) son al menos dos veces diferenciables, entonces el esquema numérico de Diferencias
Finitas Generalizadas explicito definido en , , es condicionalmente convergente
para todas las estrellas que verifiqguen unas condiciones razonables que dependen de la distribu-
cion de puntos en la estrella.

Este Trabajo Fin de Méster se organiza de la siguiente manera. En primer lugar en el
Capitulo[I] se definen conceptos fundamentales para todo el desarrollo matemético y se enuncian
algunos resultados cldsicos importantes que se utilizaran en las demostraciones de los Teoremas
v [3l Ademds se exponen las hipétesis a las que se someten las funciones del sistema .
En el Capitulo [2] se explica el proceso de modelizacion en matematica biolégica y se deduce
el sistema de ecuaciones en derivadas parciales explicando las justificaciones bioldgicas. En
el Capitulo [3| se demuestra en primer lugar la existencia local en el tiempo de soluciones para
luego encontrar cotas uniformes en L>°(2), lo que nos permite asegurar la existencia global. En
el Capitulo [ se linealiza el sistema para estudiar la estabilidad local de los puntos estacionarios
constantes. Posteriormente, para los puntos localmente asintéticamente estables se define un
funcional de energia de tipo Lyapunov y se demuestra la estabilidad asintética global. Ademéds
se calcula la tasa de convergencia de las soluciones a los puntos de equilibrio constantes glo-
balmente asintéticamente estables. Finalmente en el Capitulo [5|se disenia un esquema numérico
para el sistema utilizando el método de Diferencias Finitas Generalizadas, se demuestra la
convergencia del método y se analizan algunos ejemplos concretos utilizando las funciones del
modelo clasico depredador-presa de Rosenzweig-MacArthur.

Los resultados de existencia global de soluciones para el sistema con d = 0 los hemos
publicado en Comptes Rendus Mathématique, [13]. Los resultados sobre existencia de soluciones
con d = 1 y comportamiento asintotico los hemos redactado y enviado como manuscrito para
su publicacién, [I5]. Del mismo modo hemos preparado y enviado para su publicacién otro
manuscrito [I4] que incluye la discretizacién del sistema, la demostracién de la convergencia del
método numeérico y algunos ejemplos concretos utilizando el modelo de Rosenzweig-MacArthur.
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Capitulo 1

Resultados previos

En este capitulo se recogen algunos resultados previos que se utilizaran en las demostraciones
a lo largo del trabajo, asi como las hipdétesis con las que trabajaremos.

1.1. Resultados previos
Sea €2 C R™ un conjunto abierto, acotado y con frontera regular.

Definicién 1.1. Sea 1 < p < o0, se define el espacio de Lebesgue LP(§2) como
LP(Q):{f:Q—HR]/ 1P < o).
Q
Para p = oo se define el espacio de Lebesgue L () como

L>Q)={f:Q—=R|3IM tal que |f| < M < o0 en c.t.p. de Q}.

Definimos las normas ||| ;» ¥ ||| o= €n los espacios LP(€2) con p < oo y L>(Q) respectivamente

como sigue,
1/p
1= (1)
Q

| fll oo = mf{M >0 |f| <M en c.t.p.}.

Ademds (LP(2), ||.||z») con 1 < p < oo es un espacio de Banach y (L?(Q),]|.||12) es un espacio
de Hilbert con el producto escalar

(f ghz = /Q fg Vf.ge LXQ).

Definicion 1.2. Definimos los siguientes espacios de Sobolev,

WP(Q) = {u € LP(Q) | / Vul? < C < o},
9]

Hl(Q)zWL?(Q):{u:Q—nm/u2+/|vu|2g0<oo},
Q Q

WP(Q) = {u € LX(Q) | D*u € LP(Q),Y0 < |s| < g},

equipados con la norma

lullwer = (lullf, + > 1D ul},)'?.
[s|<q
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Ademds (WP(QQ), ||.|[war) es un espacio de Banach para todo 1 <p<ooyq>1y (HIQ) =
We2(Q), [-lwa2(q)) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

() sy / fo+ 3 / D*f-D%g Vf.g € HIQ).
Is|<q

Lema 1.1 (Desigualdad de Holder). Sean f € LP(Q2), g € L9(S2) con p y q conjugados tal que
1=1/p+1/q con1<p<q< oo, entonces fg € L*(Q) y

/ Fal < 11l o
Q

Lema 1.2 (Desigualdad de Jensen). Sea f : R” — R wuna funcién convera y  C R™ un
conjunto abierto. Siu € L*(Q) entonces,

P o) = o [

En particular para todo m > 1 y para todo u € L' () se verifica que,

()= [

Lema 1.3 (Desigualdades de Young). Sean a,b > 0, entonces para todo 1 < p,q < oo que
verifiquen

4 =1
p g
se cumple
a? vl
ab < — 4+ —.
q
En particular para todo € > 0 se verfica,
b2
ab < ca® + —.
4e

Definicién 1.3. Sea un polinomio p(x) de grado n con coeficientes ap, € R, que escribimos de

la forma,
n

p(z) = Z apx® = apz™ + an_12" M+ - + a1z + ag,
k=0

donde suponemos que a, # 0. Se define la tabla de Routh como sigue,

ra,) a2 a3 o TN
21 T2 T(23)
"G TE2) T(E3)
T'(n+1,1)
donde N =n/2+1 sin par y N = (n—1)/2+1 sin impar. Los coeficientes 1; ;) se definen,
T(Lj) = Qp—-2j+2, €S d€C7;T’, T(l,l) = Qn, T(1,2) = Qp—2, etc.

T(2,5) = @n—2j+1, €S decir, T(2,1) = An—1, T(2,2) = An-3, elc.
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. Para el resto de elementos 1(; jy se sigue la siguiente relacion de recursividad,
_ "i=2,1)
Pig) = T(i—25+1) — T(i—1,5+1)-

Para el estudio del comportamiento asintético de las soluciones es necesario aplicar el si-
guiente criterio al polinomio carateristico de la matriz de la linealizaciéon alreadedor de los
puntos estacionarios.

Teorema 1.1 (Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz). Sea un polinomio p(x) de grado n
con coeficientes ai € R que escribimos de la forma,

n
p(z) = Z apzt = apa™ + ap_ 12" N4 Fagx + ag,
k=0

donde suponemos que a, # 0. Entonces se verifica,

. Si algunos de los coeficientes ay, es cero o negativo ante la presencia de al menos un coeficiente
positivo, entonces hay al menos una raiz imaginaria o que tiene parte real positiva, es decir, el
sistema no es estable.

. El nimero de raices del polinomio p(z) con parte real positiva es igual al nimero de cambios de
signo en la sucesion r(; 1y de términos de la primera columna de la tabla de Routh.

. Todas las raices del polinomio p(x) tienen parte real negativa y por lo tanto el sistema es estable
si y solo si todos los coeficientes del polinomio son positivos y todos los términos de la primera
columna de la tabla de Routh tienen signo positivo.

Teorema 1.2 (Principio del Méximo para ecuaciones parabdlicas). Sea L un operador unifor-
memente eliptico y sea una funcion u € C(Q x [0,T]) N C%(Q x (0,T)) definida en R™ x [0,T]
que satisface

ou ou = 0?u & ou

en el dominio abierto Q x (0,T) donde los coeficientes a;j constituyen una matriz simétrica
localmente definida positiva en Q x (0,T), con bj(x,t),c(xz,t) localmente acotados para todo
i=1,..ny f(x,t) >0 en Qx(0,T). Si existe xg € Q x (0,T) tal que u(xy) = min, g 071 v
y st u(xg) <0, entonces u es constante en Q x (0,T).

Corolario 1.1 (al Principio del Maximo). Sea u € C(€2 x [0,7]) N C?(2 x (0,T)) que satisface
(1.2) f >0 enQ x(0,T) bajo las mismas hipétesis que en el Teorema. Si uw > 0 en la frontera
de Q x (0,7,

. obienu>0enx(0,T),

.obienu=0enQx(0,T).
Lema 1.4 (Principio de Comparacién). Sea la ecuacion diferencial escalar,

du
E - f(t7u)7

u(0) = wo,
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donde f(t,u) es continua en t y localmente Lipschitz en u para todo t > 0 y todo u € Q. Sea
[0, Thnaz) €l intervalo mazimal de existencia de la solucion u(t) € Q. Sea v(t) € Q una funcion
continua cuya derivada lateral derecha DT v satisface la desigualdad diferencial,

Dtu(t) < f(t,v), v(0) < up,
para todo t € [0, Tyaz). Entonces v(t) < u(t) para todo t € [0, Tyaz)-

Teorema 1.3 (Desigualdades de Gagliardo-Niremberg). Sea u : R™ — R. Fijamos dos nimeros
reales 1 < q,r < oo y un numero natural m. Consideramos o € R y j € N tales que verifican

1 j (1 m 1—a
=t (—=)a+ ,

J<ca<i.
p n q m
Entonces se cumple que:
. siu€ LYRY) y D™y € L'(R") = Diu € LP(R),

. eziste una constante C = C(m,n, j,q,r,«) tal que

1Dl < ClD™ % ful 15

Ademds si u : Q@ — R estd definida en un dominio acotado y regular @ C R™ las hipdtesis
anteriores dan como resultado que para un s > 0 arbitrario existen constantes C1,Cy > 0 tales
que

ID7ul| e < CLID™ul|Fr |ullz7® + Collul| s

Lema 1.5 (Alikakos). Sea m > 1 y sea w(z,t) solucion de,

%—1: = A(Jw|"sgn w) + B(z,t)w x€Q, t>0,
w <0 xedd, t>0
on

w(zx,0) = wo(z) ASEY)

donde wy € L>®(§2). Sean c1 y ca constantes que verifican que B(x,t) < c1 y

Sup/ |w|"dx < co.
t>0 JQ

Entonces existe una constante c3 tal que,

1/m
sup o] o < cmitx § 1, sup ( / w|mdx> ol e ¢
>0 >0 \Jo

Teorema 1.4 (Principio de invariancia de LaSalle). Sea E' : R — R continuamente diferenciable
y sea
Qe={zeR" | E(x)<c}

actodo tal que E < 0 para todo = € Q.. Definimos S C Q. como
S={zreQ. |E(x) =0}

y llamamos M al mayor subconjunto invariante de S. Entonces, para todo xg € ., toda tra-
yectoria ¢(t;tg, o) tiende a M cuando t — 0.
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1.2.

Hipdtesis

Para la demostracién del Teorema [1| tenemos que trabajar bajo unas hipdtesis razonables
con sentido biolégico y matematico. Estas hipdtesis son referidas al sistema de ecuaciones en
derivadas parciales principal de este trabajo .

e En primer lugar es necesario que las funciones correspondientes a las condiciones iniciales

verifiquen que,
(uo, vo, wo) € (WHP())?

para todo 1 < p < oo. Ademads deben verificar las condiciones de contorno homogéneas de
Neumann,

6u0 . 82}0 _ 6w0 .
Pn on om0 mo

Con respecto a las funciones implicadas en el sistema las hipdtesis que deben verificar
para los resultados sobre la existencia global de soluciones son las siguientes:

(ho)

Las funciones g,n : [0,00) x @ — [0,00), a : [0,00) — [0,00), f : [0,00) x @ — R,
¢ :[0,00) x [0,00) x Q2 — [0,00) ¥ &, 7 : [0,00) — [0, 1] son al menos de clase C? y verifican
f(0,z) =0, g(0,2) =0, a(v) es no decreciente con a(0) =0, ¢(u,0,z) =0y ¢(0,v,2) =0
para todo u,v > 0, x € €.

3B > 0 tal que ¢(u,v,x) < Bu para todo u,v >0, z € Q.

Las funciones respuesta de la quimiotaxis y, : [0,00) — [0,00) verifican x, u € C'*9 N
L0, 00) para 6 > 0.

3D > 0 tal que g(u,z) > Du para todo u > 0, € ©, n(w) > D para todo w > 0, y que
verifica que D > cB.

JE, F > 0 tal que f(v,2) < Ev — Fv? para todo v > 0, z € Q.

361,92 > 0 tal que h3(0,0,w) > —d01/x(w) y h3(0,0,w) > —d2/p(w), para todo valor
de w. Ademds en relacién a las constantes de las hipétesis (hy) y (hg), 01 verifica que
01 <D —¢B.

Observacién 1.1. Tipicamente en los sistemas depredador-presa con un término ordinario
wy = h(u,v,w), se suele imponer la siguiente hipdtesis adicional.

Las derivadas de la funcién hs(u,v,w) de con respecto a u y v verifican que,

] >0, s >0,
ou (u,v,w) v (0,0,w)

para todo valor de u, v y w.

Para nuestro estudio no es necesario imponer dicha condicién ya que esto se deduce del resto
de hipdtesis planteadas.

En relacién con los resultados sobre estabilidad y comportamiento asintético, ademas de
(h1)-(hs) hay que considerar las siguientes hipGtesis:

(he)

é(u,v) = u®(v) donde la funcién @ : [0,00) — [0,00) es al menos de clase C! y verifica
o B(0) =0,
e &'(v) > 0 para todo v > 0,
e existe w > 0 tal que ®'(v) > w®(v)? para todo v > 0.
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(h7) La funcién o : [0,00) — R definida a través de f(v) y ®(v) como o(v) = f(v)/P(v) es de
clase C! y verifica
e 5(0) >0,
e existe N > 0 tal que o(N) =0y si v # N verifica o(v)(v — N) <0,
e existe M € (0, N) tal que o’(v) >0sive[0,M)y o' (v)<0sive(M,N].
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Capitulo 2

Modelizacion

En este capitulo se expone la modelizacién de un sistema depredador-presa con quimiotaxis
y con tres ecuaciones correspondientes a la poblaciéon de depredadores activos, presas y depre-
dadores inactivos.

Sea 2 C R™ un conjunto abierto y acotado con frontera OS2 regular. Sea ty > 0 un instante
inicial y un conjunto arbitrario w C Q. Sea z : [tg,T) x 2 — RT x RT x R" la densidad de las
poblaciones z = (u,v,w), con u,v,w € RT. Es decir, la cantidad de miembros de las especies
u, v y w por unidad de volumen n—dimensional en el punto z € Q y el instante ¢ € [tg,T). La
ecuacién de continuidad en su forma integral resulta,

/uz(t,x)dx—/UJz(to,x)dx—/t: /8w(T-n)da+/t:1h(z,t,x)dxdt, (2.1)

~
poblacién en t poblacién en tg flujo en la frontera creacién/destruccién

donde:

. El término de la izquierda se refiere a la densidad de las especies z = (u,v,w) en el instante
t > tg que se encuentra en el interior de w.

. T es un tensor que representa el flujo de la densidad de especies z a través de la frontera del
recinto, cuyo vector normal es n. Este flujo puede depender de varios factores. Si las poblacio-
nes z sufren difusion, es decir, los individuos son separados debido a su densidad de poblacién,
tienden a ocupar todo el dominio, habra un término —Vz. La difusién es un término inportante
en el flujo pero no es el tnico. La quimiotaxis es un proceso biolégico a través del cual algunas
especies son capaces de dirigir su movimiento dependiendo de la concentracién de ciertas sus-
tancias quimicas en el ambiente. Por ejemplo, como se indica en [34], la polilla de la seda hembra
Bombyx mori exuda una feromona llamada bombykol que es un atractor del macho de la misma
especie. Los machos de Bombyx mori poseen una eficiente antena que es capaz de detectar en
qué zonas se encuentra una concentraciéon mayor de bombykol y dirigir su movimiento hacia
ellas. Los primeros en explicar matematicamente este proceso fueron Keller y Segel [26], [27]
a principios de los anos 70, y lo hicieron con un término del estilo pY(q)Vq, donde q es la
densidad de las especies que producen las sustancias quimicas y p la densidad de las especies
que son capaces de detectar las sustancias quimicas. El signo de Y(q) indica si la sustancia
quimica es un quimioatractor (signo +) o un quimiorepelente (signo —).

. h(z,t,x) es una funcién que incluye la creacién y destruccién de las especies y las relaciones
entre ellas. Es decir incluye tasas de natalidad, de mortalidad, de depredacién, de competicién,
de simbiosis... Los términos positivos en h se llaman con frecuencia términos de reaccion, y junto
con el proceso de difusién dan luego a los sistemas de reaccion-difusion, muy utilizados para
describir matematicamente desde la dindmica de un fluido hasta la dindmica de un ecosistema.
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En (2.1) reagrupamos los dos primeros términos y aplicamos el teorema de la divergencia a
la integral del flujo para obtener

/w(z(w,t) —z(z,tp))dr = —/t:/w(v~T)d:ndt~|—/t:/wh(z,t,:z:)dmdt.

Con el objetivo de agrupar todo bajo una misma integral podemos escribir el término de la

izquierda,
/(( t) —z(z,tp) dac—//dacdt
to

Ahora suponemos que en el término de flujo T" de la poblacién z hay difusiéon y quimiotaxis
quimioatracora para proceder con el cdlculo. Entonces podemos sustituir la expresién de T =
—-Vz +pY(q)Vq,

t t t
/ /dxdt / /Azda:dt—/ /V-(pT(q)Vq)dwdt—l—/ /h(z,t,aj)dmdt,
to to Jw to Jw to Jw

/to / < —Az+ V- (pY(q)Vaq) — h(z ¢, 1:)> dadt = 0.

Bajo la hipétesis de que todas las funciones en las integrales son continuas y como w y t son
arbitrarios, tenemos como resultado que la funcién entre paréntesis ha de ser idénticamente
nula. Llegamos a asi a la siguiente ecuacion en derivadas parciales,

0z

5 Az+V - (pY(q)Va) — h(z,t,z) =0. (2.2)

Durante todo el resto de este trabajo vamos a estudiar dos modelos de ecuaciones en de-

rivadas parciales de tres ecuaciones z = (u,v,w) del tipo parabdlico-parabdlico-oridnario. En
ambos modelos la primera funcién u : [tg,T) — R* indica la densidad de depredadores activos
del ecosistema que modelizamos. La ecuacién correspondiente con la dindmica de la primera
especie u es,

ou

i Au—V - (ux(w)Vw) + hy(u, v, w). (2.3)
Se aprecia que u sufre un proceso de difusién. Ademads v tiene un término quimiotactico que
es quimioatractor, es decir, que hace que v dirija su movimiento hacia las zonas en las que la
densidad de la especie w es mayor. Ademas la sensibilidad de esta quimiotaxis viene dada por

la funcién positiva y(w).

Por otro lado la funcién v : [tg,T) — R se corresponde con la densidad de presas. Las
ecuaciones que modelan la dindmica de las presas v se pueden escribir como,

% = Av —dV - (vpu(w)Vw) + ha(u,v), (2.4)
donde d € {0, 1} es un coeficiente que deterinara en cada momento qué modelo aplica. Cuando
d = 0 entonces tendremos un sistema con una sola quimiotaxis que obliga a la especie u a
moverse hacia las zonas de mayor densidad de w mientrs que si d = 1 entonces el modelo aplica
para un ecosistema en el que hay dos procesos de quimiotaxis, tanto en depredadores activos
u con sensibilidad quimiotactica y(w) > 0, como en presas v, con sensibilidad quimiotactica
u(w) > 0. Ambas especies dirigen su movimiento hacia las zonas de mayor abundancia de la
especie w.

Vemos ademdas que v también sufre un proceso de difusién y es interesante que el término
sin derivadas ho solo depende de los depredadores activos u y de las propias presas v.
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Por tltimo la funcién w : [tp,T) — RT representa la densidad de depredadores inactivos,
es decir, huevos de depredador o depredadores en estado de hibernacién dependiendo de a qué
ecosistema se aplique este modelo, ver [28] y [35]. Su ecuacién de continuidad por tanto no pre-
senta ningun proceso de difusién puesto que se presupone que los depredadores activos no puede
desplazarse por medios propios, su densidad cambiara en el espacio inicamente dependiendo de
los lugares en los que dicha especie aparezca. Es decir, o bien donde los depredadores activos
pongan los huevos o bien donde comienzcen la hibernacion. Esta ecuacién es de la forma de una
ecuacién diferencial ordinaria de primer orden,

ow

ot

A la hora de determinar la forma de las funciones hi(u,v,w), ho(u,v y hs(u,v,w) hemos

decidido disenar un modelo que generalizara otros sistemas con quimiotaxis y con término de

depredadores inactivos. Para ello en primer lugar estudiamos el modelo presentado por Kuwa-

mura en [28], donde hay sistema depredador-presa clasico, de reaccién-difusién, con término de
depredadores inactivos pero sin quimiotaxis. Kuwamura propone un sistema del tipo,

= hs(u,v,w). (2.5)

up = Au + c§(v)u®(v) +a(v)w — g(u),
vy = Av+ f(v) —ud(v), (2.6)
wy = en(v)u®(v) — a(v)w — n(w)w.

En este sistema el escalar ¢ > 0 denota la fraccién de biomasa de las presas que puede ser
convertida en biomasa de los depredadores. £(v) y n(v) denotan la distribucién de energia re-
productora de los depredadores entre activos e inactivos respectivamente. Ademaés esta funciones
verifican 0 < £(v),n(v) < 1y &(v)+n(v) =1 para todo v > 0. ®(v) es la respuesta funcional que
determina la tasa de depredacion de los depredadores activos sobre las presas. a(v) determina
el periodo de incubacién o de hibernacién de los depredadores inactivos. f(v) representa la tasa
de natalidad de las presas mientras que g(u) y n(w) representan las tasas de mortalidad de
los depredadores activos e inactivos respectivamente. Por otro lado se considera que la tasa de
mortalidad de las presas esta totalmente gobernada por la tasa de depredacion u®(v) asi como
las tasas de natalidad de depredadores activos e inactivos son directamente proporcionales a la
tasa de depredacién, c&(v)u®(v) y en(v)u®(v) respectivamente.

Por otro lado hemos estudiado en relacion a estos modelos depredador-presa de reaccion-
difusiéon con quimiotaxis pero sin término de depredadores inactivos los siguientes modelos:

. En primer lugar un modelo con prey-taxis o quimiotaxis quimioatractora en el término de los
depredadores,
{ up = Au — V- (ux(v)Vo) + cop(u,v) — g(u),
(2.7)
vy = Av + f(v) — d(u,v).
Este sistema clasico presenta una quimiotaxis en el término de los depredadores hacia las presas
con sensibilidad quimiotdctica x(v). El resto de términos del sistema son anélogos a los de
Kuwamura con w = 0 y donde ¢(u,v) = u®(v). La existencia global de soluciones para este
sistema fue probada por Wu, Shi y Wu en [48] mientras que el comportamiento asintético de
las soluciones fue estudiado por Jin y Wang en [23].

. Por otro lado consideramos un modelo andlogo pero con predator-taxis, es decir, con quimiotaxis
en el término de las presas que les fuerza a dirigir su movimiento en contra de las direcciones
en las que la densidad de depredadores crece.

ur = Au+ co(u, v) — g(u),
{ vy =Av+ V- (vx(uw)Vu) + f(v) — ¢(u,v). (2:8)

Tanto la existencia global como el comportamiento asintético de las soluciones de este modelo
han sido estudiados por Wu, Wang y Shi en [49].
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Los modelos que vamos a estudiar durante este Trabajo Fin de Master se basan en los mode-
los de Kuwamura [28], Wu, Shi y Wu [48], Jin y Wang [23] y Wu, Wang y Shi [49]. Consideramos
de este modo un sistema depredador-presa de reaccién-difusion con término de depredadores
inactivos y dos quimiotaxis. Vamos a estudiar por separado el efecto de una quimiotaxis en el
término de los depredadores activos y el efecto de dos quimiotaxis, la anterior mas una en el
término de las presas. Ambas quimiotaxis van dirigidas hacia los depredadores inactivos. Este
proceso tiene su justificacion biolégica en el instinto natural de los depredadores activo de re-
unirse con sus huevos o el resto de depredadores que estd en hibernacion.

Por su parte es interesante analizar un sistema en el que las presas son ajenas a las dinamicas
de los depredadores (no pueden identificarlos y huir como en [49]) y un sistema més complejo
en el que las presas acuden a las zonas en las que la densidad de depredadores inactivos es ma-
yor, como una suerte de trampa que los depredadores pueden colocar para hacer que las presas
acudan. Sobre la justificacién bioldgica de estas dindmicas depredador-presa puede encontrarse
mas informacion en el libro Mathematical Biology de Murray, [34].

Ademsds de las ecuaciones del sistema es importante senalar que las condiciones de contorno
tipicas son condiciones de Neumann homogéneas, es decir, condiciones sobre las derivadas espa-
ciales de las funciones evaluadas en la frontera del dominio 2. Estas condiciones biolégicamente
se traducen en que el sistema es cerrado, no puede entrar ni salir a través de la frontera biomasa
de las especies que se consideran. No quiere decir esto que la masa total del sistema se conserve,
eso dependera de la constante ¢ > 0, ya que indica la fracién de biomasa de la presa que se
transforma en biomasa de los depredadores tras el proceso de depredacién, asi como como de
las tasas de mortalidad g(u) y n(w).

Si n(x) € R™ es el vector normal exterior a todo x € 0%, las condiciones de Neumann
homogeneas se escriben matematicamente como,
ou(t, ) Ju(t, x)

on(z) = Vu(t,z) -n(x) =0, on(z) = Vou(t,z) n(z) =0,

ow(t, x)

on(2) = Vuw(t,z) n(x) =0,

para todo (t,z) € [to,T) x ON.

Finalmente consideramos datos iniciales positivos y suficientemente regulares y obtenemos
de este modo que para d € {0,1} los modelos que vamos a estudiar son,

ur = Au — V- (ux(w)Vw) + c€(v)p(u,v) + a(v)w — g(u) en [ty,T) x Q,
vy = Av —dV - (vp(w)Vw) + f(v) — ud(v) en [tg,T) x Q,
wy = en(v)p(u, v) — a(v)w — n(w)w en [to,T) x Q,
(2.9)
%:%:%:0 en [to,T) x 0%,

(u, v, w)(0,z) = (ug,vo, wo)(z) € (RT)3 en .
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Capitulo 3

Existencia global de soluciones
clasicas

En este capitulo se estudia la existencia, unicidad y regularidad de soluciones de los siste-
mas depredador-presa con quimiotaxis y término de depredadores inactivos . Como se ha
explicado, inspirados en las investigaciones de Kuwamura [28], Jin y Wang [23] y de Wu, Wang
y Shi [49], [48] planteamos dos sistemas de ecuaciones en derivadas parciales, uno con término
quimiotactico en presas y depredadores activos y otro solo en depredadores activos. Es decir,

u = dAu — V - (ux(w)Vw) + c¢&(v)p(u, v) + a(v)w — g(u),
vy = Av —dV - (vp(w)Vw) + f(v) — ¢(u,v), (3.1)
wy = en(v)p(u,v) — a(v)w — n(w)w,

donde d € {0,1} y £(v) + n(v) = 1 para todo v.
Ademds asumimos que el sistema tiene condiciones de contorno de Neumann homogéneas y
las condiciones iniciales positivas y en WP(Q) con 1 < p < oo,

( Ou(xz,t)  Ov(z,t) _ Ow(z,1)

=0, €09, t>0,

on  On On
u(x,0) = ug(x) > 0 zeqQ, (3.2)
v(x,0) =vo(x) >0 x € Q,
w(x,0) =wo(z) >0 x € Q.

Como hemos mencionado en capitulos anteriores, si quitamos los términos quimiotacticos
X = 0, u = 0, obtenemos el sistema estudiando por Kuwamura en [28] de modo que asi conoce-
mos sus puntos estacionarios y la condiciones de estabilidad de dichos puntos. Esta configuracion
nos es favorable ya que se puede entender asi este modelo como una generalizacién de los mo-
delos de Kuwamura y Wu, Wan y Shi o Wu, Shi y Wu de modo que podemos comprobar en los
casos limite que este nuevo modelo sea coherente con los ya estudiados en [28], [23], [48] y [49].
Los resultados obtenido sobre existencia para el sistema los hemos publicado en [13] y [15]

A lo largo de este capitulo nos vamos a centrar en demostrar la existencia global uniforme
de soluciones de estos sistemas utilizando técnicas cldsicas para sistemas del tipo parabdlico-
parabolico-ordinario. Para ello imponemos sobre las funciones del sistema unas hipotesis iniciales
con sentido bioldgico que nos aseguran la existencia en los casos extremos en los que el sistema
coincide con [28] y [48]. Recordemos las hipdtesis que necesitamos a continuacién imponer sobre
las funciones del sistema .

(ho) Las funciones g,n : [0,00) x @ — [0,00), a : [0,00) — [0,00), f : [0,00) x © — R,
¢ :[0,00) x [0,00) x Q — [0,00) y £, : [0,00) — [0, 1] son al menos de clase C? y verifican
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f(0,2) =0, g(0,2) =0, a(v) es no decreciente con a(0) =0, ¢(u,0,2) =0y ¢(0,v,2) =0
para todo u,v > 0, = € €.

(hy) 3B > 0 tal que ¢(u,v,z) < Bu para todo u,v >0, z € Q.

(hg) Las funciones respuesta de la quimiotaxis x,u : [0,00) — [0,00) verifican x,u € C1+0N
L0, 00) para 6 > 0.

(h3) 3D > 0 tal que g(u,z) > Du para todo u > 0, x € , n(w) > D para todo w > 0, y que
verifica que D > ¢B.

(hy) 3E, F > 0 tal que f(v,2) < Ev — Fv? para todo v > 0, z € (0.

(hs) 391,02 > 0 tal que h3(0,0,w) > —61/x(w) v h3(0,0,w) > —d2/pu(w), para todo valor
de w. Ademds en relacién a las constantes de las hipétesis (hy) y (hg), 61 verifica que
01 <D —cB.

3.1. Existencia local de soluciones

Para demostrar la existencia global de las soluciones obtenemos en primer lugar la existencia
local con argumentos clasicos de ecuaciones en derivadas parciales y después encontramos cotas
uniformes en el tiempo para concluir la demostracién. Para todo ello necesitamos utilizar, entre
otros, dos resultados de Amann [3] y [4], el Lema de Comparacién, el Principio del Maximo de
Hopf y el Teorema de Alikakos [I] expuesto en el Capitulo[l|de Resultados Previos. El resultado
de existencia local se enuncia en los siguientes cuatro Lemas. Sea 2 C R"™ con frontera regular
y las condiciones iniciales (ug,vo,wo) € (WHP(£2))3 para p > n con ug, v > 0, ademés bajo las
hipétesis (hg)-(hy) se verifican los siguientes resultados.

Lema 3.1. Existe una constante positiva Tpq. tal que el sistema tiene una unica solucion
cldsica no negativa (u(z,t),v(z,t),w(z,t)) € (C([0, Thaz); WHP(2)) N C%1(Q x (0, Tinaz)))?.

Demostracion. Para demostrar este punto necesitamos enunciar un resultado de Amann [3] que
nos da la existencia de soluciones locales de manera bastante directa para sistemas de ecuaciones
de evolucion de reaccion-difusion como el que se presenta en nuestro problema.

Lema 3.2 (Amann). Sea p € (1,00), N el nimero de ecuaciones escalares en el sistema de
ecuaciones y V el conjunto de funciones pertenecientes a WHP(Q,RN) con condiciones ho-
mogéneas de Neumann en 0. Sea A(u) una matriz N x N que incluye explicitamente las
sequndas derivadas espaciales de u de la forma

0 ou
Alwe = =55 <“fkaxk>
Andlogamente sea B(u) la misma matriz que A pero evaluada en la frontera de Q. Dada una
funcion ug € V, consideramos el sistema de ecuaciones,

83:: + A(u)u = f(-,u, (9'&) en Q) x (07 OO)?
B(u)u = 0, en 9 x (0, 00),
u(,0) = ug, en {3,

Entonces existe una solucion mazimal unica,
U(', UO) S C([Ov t(UO))> V) N 0271(6 X (07 t(“O))? RN)7

donde 0 < t(ug) < oo.
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Para poder aplicar este resultado definimos w = (u,v,w) de modo que el sistema se
puede escribir en forma matricial como,

wr =V - (a(w)Vw) + ®(w) ref, t>0,
9w _y, red, t>0, (3.3)
Oon

w(z,0) = (up(z),vo(x),wo(z)), z€Q,

donde
1 0 —ux(w)
aw)=(0 1 —dvu(w) |, (3.4)
0 0 0
c€(v)¢(u,v) + a(v)w — g(u)
B(w, Ow) = F(v) — () . (3.5)
en(v)6(u, v) — a(v)w — nw)w
Expresar de este modo nuestro sistema nos permite hacer la asociaciéon A(w)w = =V - (a(w)Vw)

y f(,w,0w) = ®(w, 0w). Esto directamente nos permite aplicar el Lema ya que se verifican
todas las hipétesis necesarias, y por tanto se concluye que existe una constante Tinax = t(wp) > 0
tal que existe una solucién maximal tnica,

w(z,t) € (C([0, Tmax), WHP(Q)) N CHL(Q x [0, Tinax)))?.

Lema 3.3. La masa total de u(x,t), v(xz,t) y w(z,t) satisface

/ u(z, t)de < Uy, / v(z,t)de < Vi, / w(z, t)de < Wy Vt € (0, Thaz),
Q Q Q
donde

, E , «(E + D)V,
Vi= maX{”UO||L1,F|Q‘}, Uy =W, = max{”uo -+ wo +CU0||L1,()1} .

D

Demostracion. A continuacion pasamos a estudiar el punto 2 que nos habla sobre la acotacién
de las soluciones en L'(f2). Para resolver este punto necesitamos aplicar un resultado general
derivado del Lema de Gronwall (ver Capitulo [1)). Este lema, que a veces de denomina Lema de
Comparacion, es una generalizacién del Lema de Gronwall y su demostracion puede encontrarse
en [16].

Lema 3.4 (versién generalizada del Lema de Gronwall). Sea y(t) una funcién no negativa que

satisface la inecuacion,

dy

—= < ko+ay—by?

dt = 0+ ay Yy,
con condiciones iniciales y(0) = yo, donde kg,a,b > 0 y g > 1. Entonces, si Y es el mdzimo
valor de y para el que f(y) = ko + ay — by? = 0, existe una constante positiva K = max{yo, Y}
de modo que,

y(t) < K.

Si q =1 entonces el Lema aplica del mismo modo pero con a = 0.
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Comenzamos por la acotacién para v(t,z). Integramos en todo el dominio 2 la segunda
ecuaciéon de ya que podemos utilizar las condiciones de contorno homogéneas de Neumann
para que la integral del laplaciano y la integral del término quimiotactico (para el caso d = 1)
desaparezcan de la ecuacién. También utilizamos que ¢(u,v) > 0y la hipétesis (hy),

Qv:/Qf /gbuv /(EU—FU)

Ahora utilizamos la desigualdad de Holder con los conjugados p = ¢ = 1/2 de manera cléscia
de modo que obtenemos que,

< U) " (fe) = (f) o o foe ()

Asf pues obtenemos que la norma en L!(Q) de v verifica,

E/“‘m(/”)Q'

A continuaciéon podemos utilizar el resultado anterior, Lema donde kg =0, a =FE >0y
b= F/|Q| >0, lo que implica que

i FE
[ o< vi=max{ i ot}
Q

Para hallar la acotacién de v y w consideramos la combinacién lineal u 4+ w + cv. Sumamos la
primera, la tercera y la segunda ecuacion multiplicada por ¢ de , de modo que obtenemos la
expresion,

ut + w + cvp = dAu + cAv — V - (ux(w)Vw) — dV - (vp(w)Vw) — g(u) + cf (v) — n(w)w.

Integramos esta expresién en todo el dominio §2 y utilizamos las condiciones de contorno ho-
mogéneas de Neumann para eliminar los términos con gradiente y laplaciano.

CZ (u+w+cv) = /Q(cf(v) —g(u) — n(w)w),

ahora utilizamos las hip6tesis (hg) y (hy),

jt (u+w+cv)<c/(Ev—Fv D/u—/
cor [op [ [
:D/Q(u+w+cv)+c(E+D)/Qv+/Q(Dn(w

por (hs), como n(w) > D, el dltimo término es negativo y por lo tanto podemos escribir

d
7 (u+w+cv) < D/ (u+w+cv) +c(E+ D)V
En este punto ya podemos utilizar el Lema [3.4] de modo que en general llegamos a que
E + D)V
/(u +w+cv) < méx{”uo + wo + cvol| 71, C(—i_l))l} =: U, = W,
Q

y en particular,

[uw<v, [ <m

para todo 0 <t < Tiax. O
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Lema 3.5. Eziste una constante V2 > 0 tal que u, w y v satisfacen
0<u(t,z), 0<w(tz), 0<v(tz), z€Q 0<t<Thu

Ademds si d = 0 entonces v(t,z) < VL para todo t € [0, Tynaz), T € Q, donde

te [O»Tmaz)

Vogzméx{l,HvoHLoo, sup HvHLl}

Demostracion. Para demostrar el tercer Lema comenzamos estudiando la positividad de la
funcién w. Para ello aplicamos el Teorema del Valor Medio, de modo que existen & > 0y
&5 > 0 tales que se verifica

ow ony
ot ou

Ohs

% v+ hg(0,0,w). (36)

(07527“))

({1,v,w)

Por la hipétesis (h*) obtenemos que hs(u,v,w) > hs(0,0,w) para todo valor de u, v y w. Asi
pues obtenemos la relacion

2 > 3(0,0,) = ~(a(0) + n(w))w,

de modo que integrando la ecuacién o aplicando el Lema de Gronwall llegamos a que
w(t, z) > wo(x)e Jo @O +n(wse))uw(s.a)ds

Con la condicién inicial wg(x) = w(0,z) > 0 en particular implica que w(t,z) > 0 para todo
(t,x) € [0, Trmax) X 2.

A continuacién para probar la positivdad de v y v vamos a utilizar directamente un argu-
mento de Comparacién consecuencia del Principio del Maximo, ver Capitulo [T} La ecuacién de
u en el sistema (3.1 puede escribirse como,

up — Au+ V- (ux(w)Vw) = c€(v)u®(v) + a(v)w — g(u),

es decir, utilizando las hipétesis,

ur — Au+ x(w)Vw - Vu + (x'(w)|Vw|? + x(w)Aw — ¢B + D)u < a(v)w

ou
ol = (3.7)

u(0,z) = ug(z) > 0.
De este modo vemos que u = 0 verifica el sistema (3.7) y por tanto es una subsolucién de la
ecuacién de u. Asi pues por el Principio de Comparacién para ecuaciones parabdlicas obtenemos

directamente que u > 0.

Por otro lado la ecuacién de v en el sistema (3.1)) puede reescribirse como

v = Av+dV - (op(w) V) = f(v) — b(u, 0),
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es decir, utilizando las hipdtesis,
v — Av + dp(w)Vw - Vo + (dp/ (w) [ Vw|? + dp(w) Aw — E)v < 0

ov

o 0, (3.8)

L v(0,2) = vo(x) > 0.

De forma totalmente andloga a lo visto para u, se observa que v = 0 verifica el sistema ({3.8]) y
por tanto es una subsolucion de la ecuacion de v, es decir v > 0.

Para demostrar que v estd uniformemente acotado en tiempo y en espacio también supe-
riormente si d = 0, es decir, si la ecuacion de v no tiene una quimiotaxis, tenemos que utilizar
un resultado de Alikakos demostrado en la referencia [I] y citado en el Capitulo [I| pero que
recordamos a continuacion.

Lema 3.6 (Alikakos). Sea m > 1 y sea w(x,t) solucion de,

881: = A(|lw|™sgn w) + B(z,tH)w z€Q, t>0,
ow _, zedN, t>0
on

[ w(z,0) = wo(x) x e

donde wy € L>®(§2). Sean c¢1 y ca constantes que verifican que B(x,t) < c1 y
sup/ lw|"dz < co.
t>0 JQ

Entonces existe una constante c3 tal que,

1/m
sup [|w|| e < c3max {LSUP (/ w’mdﬂc) , HonLoo} :
t>0 t>0 \JQ

La segunda ecuacion del sistema se puede escribir utilizando la hipétesis (hy) de manera
que,
v = Av+ f(v) — ¢(u,v) < Av + f(v) < Av+ Ev — Fv? < Av + Ev,

asf pues por el Lema de Comparacién, una funcién ¢ € L() que verifique p; = Ay + E¢ con
©(0) > vg, va a cumplir que v(t) < () para todo t € [0, Tinax). Ahora aplicamos el resultado
de Alikakos a ¢ que cumple todas las hipdtesis necesarias y por comparacién obtenemos que v
verifica que

sup 0] oo < max 1, voll e, sup ol p =V,
t€[0,Timax) t€[0,Tmax)

y por lo tanto tenemos que 0 < v < VO para todo (¢, ) € [0, Tinax) X .
]

Lema 3.7. Si para cada T > 0 existe una constante My(T') que depende de T y de la norma
en WHP(Q) de (ug,vo,wo) tal que

[(u(t), v(t), wt) || oo < Mo(T), 0<T <min{T, Tinac},

entonces Tyge = +00.
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Demostracion. Este tltimo Lema es es una consecuencia directa de un segundo resultado de
Amman, esta vez demostrado en [4]. En las mismas condiciones en las que el Lema[3.2/de Amann
aplica obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.8 (Amann). Supongamos que la matriz A es triangular superior y que se verifica que
existe ¢ unicamente dependiente de |u| tal que

| £ (u, 0)| < e(|ul) (1 + ]Vui\2> , 1<i<AN.

Ademds supongamos que para cada T > 0 existe una constante ¢(T') > 0 que depende de ||ul|; ,
tal que
[u(®)ll e < e(T), 0<t<min{T, T},

entonces Tyge = +00.

Como hemos escrito en la demostraciéon del primer punto, nuestra matriz A (3.4)) es trian-
gular superior, y los componentes del vector f = & verifican que,

Oy = f(v) — d(u,v) < Bv— Fv? < Ev

Dy + B3 + Py = —g(u) + f(v) — n(w)w < —Du+ Ev — Fv? — Dw
—D(u+w + cv) + (De+ E)v < —D(u+w + cv) + (Dec+ E)Q,

A

donde hemos utilizado las hipdtesis sobre las funciones y la acotacién que hemos hecho sobre v
en el Lema [3.5] As{ pues aplicando directamente el Lema de Amann obtenemos que Tinax = 00,
es decir, las soluciones existen para todo ¢t > 0. O

3.2. Acotacién unifome en [P(2) y existencia global

En esta seccién vamos a estudiar las acotaciones en LP(f2) con 1 < p < oo. En particular
nos interesa la acotacién uniforme en L*(Q2) de las funciones u, v y w del sistema . Para
el caso en el que d = 0, es decir, para el sistema con sélo un término quimiotactico, ya hemos
demostrado en el Lema la acotacién uniforme en L*°(€2) de v. No obstante de la acotacién
uy wy de v en el sistema con d = 1 s6lo conocemos una cota en L' (£2).

Para obtener el resultado que buscamos utilizamos el denominado método iterativo de Moser-
Alikakos, que consiste en multiplicar las ecuaciones por una funcién especifica que nos ayude a
encontrar cotas las funciones en LP con p cada vez mayor para asi, recursivamente, llegar a una
acotacion L para p — oo.

Para las demostraciones que vamos a realizar a continuacién vamos a definir unas funciones
auxiliares Iy, Fy : [0, 00) — (0, 00) relacionadas con el término quimiotactico del sistema,

Pum:wm{éwnaw},wa:wm{éwmww}, (3.9

donde w es la variable correspondiente a la densidad de depredadores inactivos, solucién de
la tercera ecuacién de y x(w), p(w) las funciones responsables de la quimiotaxis. Estas
aplicaciones cumplen la siguiente propiedad, F|(w) = x(w)Fi(w), Fj(w) = p(w)Fe(w). Ademés
volvemos a utilizar la notacién wy = hs(u, v, w) donde aplica la hipédtesis (h,) para la funcién
h3(u,v,w). También definimos la norma en L'(0, 00) de las funciones x y p como,

HMthmM$%,!Mh:Ammg@.
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Proposicién 3.1. Sea p > 1 y sea (u,v,w) solucion de . Definimos Fy(w) funcion positiva
tal y como en (3.9). Si se verifican las hipdtesis (hy)-(hs), entonces existe una constante Ny > 0
de modo que

/ uPFy(w)!' 7P < Ny,
Q
donde Ny = ||[ufFy(wo) 7|,

Demostracion. Vamos a utilizar el método de Moser-Alikakos, esto es, calculamos la derivada
temporal de la integral sobre todo Q de uP Fy (w)~P.

d
— | wPF(w)'P = p/ Py Fr (w) P + (1 —p)/ uP Fy (w) P F (w)w;
dt Q Q Q

:p/QuplutFl(w)lp-i- (1 —p)/gupFl(w)lpx(w)hg(u,v,w)
= p/ﬂup_lFl(w)l_p(Au + c€(v)p(u,v) + a(v)w — g(u) — V - (ux(w)Vw))

+(1—p) /Q uP Fy (w) =Py (w)hs(u, v, w).

En primer lugar nos fijamos en la parte de la expresion que incluye las derivadas espaciales,
p/ wP T (w) P (Au — V- (ux(w)Vw)) = p/ uPLF (w) PV - (Vu — uy(w) V),
Q Q

a continuacién utilizamos la integraciéon por partes y las condiciones de Neumann homogéneas
en la frontera, es decir, Vu-n =0y Vw-n =0 en 01,

p / wP R (w) P (Au— V- (ux (w)Vw)) = —p / V(WP P (w)'7P) - (Vu— ux(w) Vw). (3.10)
Q Q

Operamos a continuacién para obtener una expresién explicita del gradiente de uP~!Fy(w)! =7,

VR () P) = (p— Du?? Fy () PV a1 - p)Fy(w) X (w) Ve =
= (p— Du? 2 Fy ()P (Vu — ux(w)Vu),

de modo que la expresién (3.10) finalmente toma la forma,

P / W By (1) (A — Y - (ux(w) V) = —p(p — 1) / a2y () (V= ux(w) V),
Q Q

por lo que como u > 0, Fj(w) > 0y p > 1, obtenemos que
p/ uPEF ()P (Au — V- (ux(w)Vw)) <0,
Q
y por tanto

i u w)~ P! W) P (€ (v)p(u, v a(v)w — glu
& LR <o [ R ) o) + atv)w - g(u) -

+(1—-p) /Q uP Fy (w) Py (w)ha(u, v, w).

A continuacién estudiamos el tltimo sumando a la derecha de la desigualdad en (3.11f), aplicando
las hipétesis (hs) y (h*) sobre la funcién hs(u, v, w),

—(p— 1)/QupFl(w)l_px(w)hg(u,v,w) <—(p-— 1)/QupFl(w)l_px(w)hg(O,O,w)

<d1(p— 1)/QupF1(w)1p.
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Para el primer sumando a la derecha de la desigualdad en (3.11) también podemos operar
utilizando la expresion explicita de hs(u, v, w), la relacién £(v) + n(v) = 1 y las hipétesis (hg)-
(hs), de modo que,

€ (0)¢(u,v) + a(v)w — g(u) = £(v)¢(u, v) — g(u) + en(v)¢(u, v) — n(w)w — hz(u, v, w)

|
)

(u,v) = g(u) = n(w)w — hz(u, v, w)
< cp(u,v) — g(u) — n(w)w — hs(0,0,w)
(u,v) — g(u) < e¢Bu — Du.

|
o
ST

Finalmente utilizando estos dos tltimos resultados, (3.11)) toma la expresién,

4 uPFy(w)' ™ < p(eB — D)/

upFl(w)l_p—}—(Sl(p— 1)/ upFl(w)l_p

Q
— (p(cB — D) + b1(p — 1)) /Q WP Fy (w)! P

——@@B—D+ﬁg-5gl¥waawkn

Asi pues en este punto podemos utilizar el Lema ya que por la hipétesis (hs) tenemos que
D > ¢B + 41, y entonces p(cB — D + 61) — 61 < 0 para todo p > 1. Utilizando el Lema de
Comparacién obtenemos que,

/upFl(w)lp < b Fu(wo) || 1 = / ub Fy (wo) 7P = Ny < .
Q Q

O]

Teorema 3.1. Sea (u,v,w) solucion de ([1)). Si se verifican las hipdtesis (ho)-(hs) yug € L*°(S2),
entonces u € L>®(Q) y estd uniformemente acotado en el tiempo por una constante Uy, > 0,

[l oo < Vo,

donde Uy verifica,
U = exp(Hle)Hqul(wo)_lHLOO-

Demostracidn. Partimos del resultado de la Proposicién 3.1} Es decir, sabemos que

uPFy(w) P < [ uB By (wp) P = bl pmmw (3.12)
) Q o \ F1(wo)

Por otro lado tenemos que x € L'[0,00) y x > 0, lo que implica entonces que la funcién F(w)
es una funcién acotada de la siguiente manera,

At =exp{ [ xoast < ow{ [T xos} = el

Como p > 1, podemos utilizar el valor de la cota superior de F(w) para escribir que,

/ WP F ()" > exp((1— p)lxly) / u = exp((1— p) Il el
Q Q

y también en el otro lado de la desigualdad de (3.12)) tenemos que,

[ () Ftwn < et [ (es)
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de modo que juntando estos dos ultimos resultados obtenemos

exp((1 = ) el < expld) | (s )

exp(lxll) /( w0 > w |
ullf, < = expllxl)|| =——I
lelizr < ot = o)) Jo \Fitu) x| F ) |,
im
U <ex —_— ,
el < explld) | 7rrts |

lo que nos da una cota para uw en LP, para todo p > 1. Ahora como esta relacién se verifica
para todo p > 1, podemos tomar el limite cuando p — oo tal y como justifica Alikakos en [2],
de modo que obtenemos

Uug

_ =U..
‘Fl(wo) OO

LOO

[ull oo < exp(lixlly)

O]

Teorema 3.2. Sea w solucion de la tercera ecuacion del sistema . Si se verifican las hipotesis
(ho)-(hs) y wo € L=(82), entonces IWoo > 0 tal que [|w|| ;00 < Woo para todo z € Q yt € [0,00),
donde W toma la forma

, cBU
We = max{”ngLoo, oo} .

D

Demostracion. Para la demostracién de este resultado necesitamos utilizar el Lema [3.4] de aco-
tacién. Escribimos la ecuacién diferencial ordinaria para w y utilizamos las hipétesis (h;) y (hs)
asi como la positividad de w y de la funcion «,

wy = en(v)d(u, v) — a(v)w — n(w)w < cBu — (a(v) + n(w))w < cBu — Dw.

A continuacién aplicamos el resultado anterior sobre la acotacién de v en L* de modo que nos
queda una expresién a la que podemos aplicar directamente el Lema (3.4

BU,
w < cBUx —Dw & w(z,t) < méX{HwOHLom CDOO} :
para todo € Q y t € [0,00). De modo que definimos
BU,
Woo = méX{||w0||Loo, CZ)OO} s
y por tanto |w| e < W O

Por 1ltimo para demostrar la acotacion uniforme de v en el caso en el que d = 1, tenemos que
utilizar el método iterativo de Moser-Alikakos [2] de forma parecida al procedimiento seguido
para probar la acotacién de u.

Proposicién 3.2. Sea d =1, p > 1 y sea (u,v,w) solucion de . Definimos Fa(w) funcion
positiva tal y como en (3.9). Si se verifican las hipdtesis (ho)-(hs), entonces existe una constante
Ny > 0 de modo que

/ VP (w)' P < No,
Q

P
— m4 p 1-p @ p—1
Ny —max{/QvOFg(wo) ) Tp <E+ ’ 09 .

donde
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Demostracion. Comenzamos la demostracion calculando al derivada temporal del término que
queremos acotar.

d
— [ VPR (w) TP = p/ VPl Fy(w) P 4 (1 —p)/ vP By (w) P p(w) hg(u, v, w)
dt Jo Q Q

—p /Q P Fy ()P (A — V (opu(w) V) + p /Q P LE () P (F(0) — d(u,v))

+(1=p) [ PPaw) Ptw)hav,0).

Asi pues estudiamos estos tres sumandos por separado. El primero de ellos verifica,
p /Q LB () P (Av - ¥ (op(w) V) = —p /Q Y (077 Fy(w) ) - (Vo — vpa(w) Vo)
=—p(p— 1)/§2vp_2F2(w)1_p(Vv — vp(w)Vw)? < 0.
El segundo,
p [ R P~ 0u) <p [ 0 Fa(w) (B0~ P

:pE/ vaz(w)l_P pF/ vp+1F2(w)1_p,

Q Q

Ahora definimos un nimero m > 1 que verifique que mp = p + 1, y por tanto
Up+1F2(w)1_p = vaF2(w)m(1—p)F2(w)(l—m)(l—p)’

pero ahora utilizando la definicién de Fy(w) y de m,

Fy(w)=m0-P) = exp {(1 ~m-p) [ wu(S)dS} — exp {p;f / wM(S)dS} o1

Entonces volviendo al desarrollo del segundo sumando, como m > 1, lo tenemos todo de forma
adecuada para utilizar la desigualdad de Jensen tal que,

p /Q P LR ()P (f(0) — 6(u,0) < pE /Q WP Fy(w)1? — pF /Q (0P Fy () 7)™

ng/ Ung(w)l_p — L_l (/ vag(w)l_p>
Q | 0

Por ultimo, para el tercer sumando, utilizando de nuevo (hs)

(1-p) /Q 0P Fy(w) P () s (u, 0, w) < —(p — 1) /Q WP Fy(w)' P p(w)h3(0,0, w)

< da(p — 1)/vaFg(w)1_p.

Ahora volviendo a juntar todo lo que obtenemos es,

[ P Fyw)' P < (0E + ba(p — 1)) /Q oP ()P

dt Jg
F B m
_p‘Q’m—l </S;'UPF2('UJ)1 p) )

de modo que por el Lema de Comparacién obtenemos que la integral de vP por Fy(w)'=P
esta acotada por una constante No que se define como,

p
— m4 p 1-p @ p—1
Ny —max{/QvOFg(wo) * Fp <E+ » 09 .
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Teorema 3.3. Sid=1 yvg € L>(Q) entonces existe una constante VL, > 0 tal que ||v||p= <
Volo para todo t € [0,00), donde la constante estd determinada por,

1 max d ellul b
V., =max<e 1||’UQF2(U}0) HL‘x’v o (E+(52) .

Demostracion. Para probar este resultado partimos del resultado anterior, la Proposicién
Si sucede que

NQ:/USFQ(wo)lp
Q

entonces obtenemos directamente la cota uniforme para la norma infinito de v exactamente del
mismo que lo que hemos hecho para u en la demostracién del Teorema[3.1]y entonces obtenemos
que,

[ollzee < el jug B (wo) ™ oo

Si por el contrario sucede que

-1 p
No = FP|Q)] <E +2 52>
p
entonces tenemos,
e~ (P=Dlullx / WP < / PG(w)P < Ny,
Q 9)

y por tanto

p p
/ o < 2 -, <E+ 19—152> < 1 iy <E N 1’—152) ,
Q p T p

Fp
lleella -1
€ p
E ]
F ( T 2>

ep”ll'Hl p_l p
oty < [ S (B4 210 =

Finalmente como la relacion se verifica para todo p > 1 podemos tomar entonces el limite
p = o0, tal y como justifica Alikakos en [2],

p

Lp

clulls cllulls

L F

[vllpee < (E + d2) E+6).

O]

Demostracién del Teorema [l Finalmente para demostrar el Teorema [I] simplemente tenemos
que tomar la existencia local de soluciones que hemos demostrado en el Lema y la acotacién
uniforme en L°° para las tres funciones que ha sido demostrada para u en el Teorema (3.1
para v en el Lema [3.5 y el Teorema [3.3] y para w en el Teorema [3.2] donde €y = Uy +
méx{V2, VL} + W. La existencia local mas la acotacién uniforme nos dan directamente el
resultado de existencia global en el tiempo de soluciones. Ademads no solo hemos obtenido eso
ya que el Lema [3.1|nos da la unicidad y nos habla de la regularidad de las soluciones del sistema

(- 0
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Capitulo 4

Comportamiento asintdtico de las
soluciones

Una vez que sabemos que los sistemas tienen solucién uniformemente acotada en L>°(€2)
el siguiente paso consiste en estudiar como se comportan las soluciones cuando el tiempo tiende
a infinito. Ya sabemos que las soluciones estdn acotadas, es decir, no hay blow up, no tiende
a inifito la solucién. ;Convergen las soluciones a un estado estacionario? ;Convergen a ciclos
limite? Para estudiar el comportamiento asintotico del sistema en primer lugar hay que linea-
lizarlo para ver cuales son sus puntos estacionarios y qué naturaleza tienen. Primero debemos
considerar unas nuevas hipétesis sobre las funciones del sistema.

(hg) ¢(u,v) = u®(v) donde la funcién ® : [0,00) — [0, 00) es al menos de clase C! y verifica

o ®(0) =0,
e &'(v) > 0 para todo v > 0,
e existe w > 0 tal que ®(v) > w®(v)? para todo v > 0.
(h7) La funcién o : [0,00) — R definida a través de f(v) y ®(v) como o(v) = f(v)/P(v) es de
clase C! y verifica
e 5(0) >0,
e existe N > 0 tal que o(N) =0y si v # N verifica o(v)(v — N) <0,
e existe M € (0, N) tal que o'(v) >0sive[0,M)y o' (v)<0sive (M,N].

Estas hipdtesis tienen su justificacién biolégica y son utilizadas en los modelos de Jin y
Wang [23] y de Wu, Wang y Shi [49], [48] en los que se tienen sistemas depredador-presa con
quimiotaxis similares pero si término de depredadores inactivos. Asi pues el sistema del que
vamos a estudiar la estabilidad local resulta,

up = Au— V- (ux(w)Vw) + c€(v)u®(v) + a(v)w — g(u),
vy = Av —dV - (vp(w)Vw) + f(v) — ud(v), (4.1)
wy = en(v)u®(v) — a(v)w — n(w)w,

donde todas las funciones verifican las hip6tesis (hg)-(h7).

4.1. Linealizacion y estabilidad local

Para linealizar el sistema alredador de los puntos de equilibrio (u, v, w) escribimos la solucién
del sistema como
U="71u+ €p
V=04 €p
w=w+ ey
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de modo que desarollando el sistema y eliminando los término de orden 2 o superior en € resulta
el sistema linealizado como sigue,

on ¢ A¢ @
or | =Lx) | e | =D |Ap | +J@v,w) |¢|,
(o (0 Ay (0
donde
1 0 —ux(w)
D=10 1 —duu(w) (4.2)
0 0 0

y J es una matriz 3 X 3 que solo depende de los valores estacionarios (u, v, w) con coeficientes,

j11 = c{(0)®(v) — ¢'(u),
= c(§'(0)@(v) + £(0)®'(v))u + o' (v)w,

]13 = a(v),

Jj21 = —@(v),

o2 = f'(v) — ud’(v), (4.3)
Josz =0,

Jzs1 = en(0)2(v),
Js2 = c(n' ()@ () + n(v)®'(v))u — o' (v)w,
Jzz = —a(v) — n’(w)w — n(w).

La estabilidad del punto (u,v,w) se obtiene del problema de autovalores,

o o
Lix) e ]| =8|¢],
P P

esto es,

Ap—ux (W) Ay + (c€(V)@(v) — ¢'(w)) o+
(c(§' (@)@ (v) + £(0)2"(0))u + o (V)W)¢ + a(D)y = B¢,

Ap — dvp(@) Ay — 2(0)é + (f'(v) — a2’ (v))p = Py, (4.5)
()2 (V)¢ + (c(¢' (V)@ (V) + ¢(0)@'(0))u — o (V)W)
— (a(v) + 1/ (@)w + n(w))y = Be).
Si {A\m} es la sucesién de autovalores del operador —A con condiciones de contorno de
Neumann homogéneas, entonces 0 = Ao < Ay < Ay < -+ y limy 00 Ay = 00. Ademads si

escribimos (,,(z) a sus correspondientes autofunciones normalizadas, m € N, estas forman una
base ortonormal de L?(2). Ahora por la expasién de Fourier sabemos que existen coeficientes

{am}7 {bm} Yy {Cm} tales que

D)= anln(@), 9@ =3 buGul@), @) = > cmCn(@)
m=0 m=0 m=0

Entonces (¢, ¢, 1) # (0,0,0) (no idénticamente cero) implica que (am, by, cm) # (0,0,0). Y
si ahora multiplicamos (4.4)), (4.5) y (4.6) por (,, e integramos sobre €2, teniendo en cuenta que
[¢ml z2() = 1 obtenemos que

(4.4)

(4.6)

—Amm X (W) Amcm + (c€(0)®(0) — ¢' (1)) am~+

! ! Jy . (47)
(c(€(0)@() + £(0)P'(V))u + @' (V)w)bym + a(V)em = Bmam,
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— Anbm, + dop(W) A — @(0)am + (f'(©) — u®' (V)b = Bimbm, (4.8)
en(©)2(0)an, + (c(i'(7)®(v) + 1(0)®' ()T — o' (0)W0)bpm (4.9)
— (a(v) + /(@)W + n(W))em = Pmcm, '
lo que es equivalente a
Gm Gm
Ly | b | =08m | b (4.10)
Cm Cm
donde los coeficientes de la matriz L,,, vienen dados por,
b= =y + c£(0)2(V) — ¢' (1),
iz = (' (V)@ (v) + £(0) Q' (V))u + o (V)w,
g = ux (W) Am + a(v),
lo1 = —@(v),
lyg = =Xy, + ['(V) — ud'(v), (4.11)

fo3 = ﬁﬂ(@)Am

631 - Cn(i)(b(i)v

g2 = (i (0)®(E) + (1) (0)7 - o (0),
l33 = —a(v) —n'(w)w — n(w).

Sabemos que un punto de equilibrio (7,7, w) es localmente asintéticamente estable con res-
pecto al sistema original parabdlico-parabdlico-ordinario si y solo si para todo m € N todos los
autovalores de L,, tienen parte real negativa, y que es inestable si existe un m € N tal que L,
tiene al menos un autovalor con parte real positiva.

Vamos a estudiar todos los puntos de equilibrio constantes o puntos estacionarios ho-
mogéneos, es decir, los puntos en los que todas las derivadas espaciales también se anulan.
Estos vienen determinados por,

0 = c€(@)ud(v) + a(v)w — g(w),
0= f(v) —ud(v), (4.12)
0= cn(v)ud(v) — a(v)w — n(w)w.

. En primer lugar es claro que el punto trivial (u,7,w) = (0,0,0) es un punto estacionario
homogéneo puesto que f(0) =0y g(0) =0.

. Si ahora imponemos el caso en el que no hay depredadores w = w = 0 pero si que permitimos
que haya presas v > 0, nos encontramos que por la hipétesis (h7), como o(N) =0y o(v) =
f(v)/®(v) entonces f verifica que f(N) = 0 y por tanto el punto (w,v,w) = (0,NV,0) es un
punto estacionario homogéneo.

. Es claro que si w = 0 entonces w = 0 puesto que la primera ecuacién resultarfa a(v)w = 0 y la
tercera a(v)w + n(w)w = 0 pero por las hipdtesis sobre existencia de soluciones n(w) > D > 0
y a(v) = 0.

. Por otro lado si consideramos el caso w = 0 entonces por la primera ecuacién y la hipétesis (hs)
se debe verificar que,

o(7) = c§(0)u0(v) < B

pero g(u) > Du y D verifica que D > ¢B, asi pues este punto no puede verificar las hipdtesis
sobre existencia global.
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. Por 1ltimo si consideramos un punto estacionario homogéneo en el que las tres especies coexis-
tan, entonces con una combinacién lineal de la ecuacién primera y tercera obtenemos que se
debe verificar,
n()T = (o) — 9(7),

si bien por otro lado, por las hipétesis sobre la existencia global de soluciones, sabemos que
g(w) > Duy que ®(v) < B, entonces n(w)w < (¢cB—D)u < 0 puesto que por la hipétesis (hs) se
verifica que D > ¢B. Esto claramente es imposible puesto que w > 0y n(w) > D > 0. Es decir,
hemos llegado a que: el dnico punto estacionario constante en el que los tres términos coexisten
no es admisible bioldgicamente porque bajo las hipdtesis de existencia global de soluciones se
verifica que w < 0.

De este modo llegamos a que los tnicos puntos de equilibrio homogéneos admisibles por
las hipétesis sobre existencia global de soluciones son (u,7,w) = (0,0,0) y (u,v,w) = (0, N,0).
Este modelo no admite puntos de equilibrio constantes en el que depredadores y presas coexisten.

Si bien en los modelos presentados por Jin y Wang [23] y por Wu, Wang y Shi [49], [48] si
que hay un punto de equilibrio en el que depredadores y presas coexisten, y si bien es cierto
que el modelo aqui presentado supone una generalizacién del modelo de Wu, Wang y Shi y del
de Kuwamura [28], las modificaciones sobre esos sistemas que aqui se introducen no permiten
recuperar en este modelo més general ese punto de equilibrio de coexistencia que vendria dado

por,
g(o(v)) — c€(v)f(v)
) > (4.13)

donde el pardmetro v vendria determinado por c¢f(v) — n(w)w = 0.

(w,v,w) = <a(u), v,

A continuacién vamos a analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio homogéneos que
hemos determinado utilizando argumentos clasicos sobre la matriz de la linealizacion alrededor
de dichos puntos. El criterio general se denomina Criterio de Routh-Hurwitz y se muestra en el
Capitulo[I], no obstante todo el proceidimiento se basa en determinar el signo de los autovalores
de la linealizacion, que es lo que clasicamente determina la estabilidad.

Lema 4.1. Supongamos que se verifican las hipdtesis (ho)-(hz). Entonces para el sistema (4.1),
el punto (u,v,w) = (0,0,0) es inestable.

Demostracion. La matriz de la linealizacion en este punto resulta,

—Am — ¢'(0) 0 a(0)
Lin = 0 Dt O 0|, (4.14)
0 0 —n(0)

de modo que sus autovalores vienen dados por 81 = =\, —¢'(0), B2 = =\ +17(0) y B3 = —n(0).
Asi pues como para m = 0 se verifica que 53 > 0 porque f'(0) = o(0)®'(0) > 0 entonces
obtenemos que el punto (u,v,w) = (0,0,0) es un punto de equilibrio inestable. ]

Lema 4.2. Supongamos que se verifican las hipdtesis (hg)-(hy). Entonces para el sistema (4.1]),
el punto (u,v,w) = (0, N,0) es localmente asintdticamente estable.

Demostracion. La matriz de la linealizacién en el punto (u,v,w) = (0,N,0) resulta un poco
menos facil de manejar.

—Am + c§(N)@(N) — ¢'(0) 0 a(N)
Ly = —®(N) A+ F(N) dANu(0) |, (4.15)
en(N)®(N) 0 —a(N) —n(0)
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Para calcular el signo de los autovalores es mas sencillo proceder utilizando que en la columna
central hay dos ceros, de modo que el polinomio caracteristico p(3) se puede escribir como sigue,

_ / —Am + S(N)Q(N) — ¢'(0) — B a(N)
p(B) = (=Am + f/(N) = B) en(N)®(N) —a(N) = n(0) — 8|
As{ pues el primer autovalor se obtiene directamente, 31 = —\,, + f/(N). Ademds como

J/(N)=0'(N)®P(N)y ®(N) >0, 0/(N) < 0 tenemos que f'(N) < 0y por lo tanto 51 < 0 para
todo m > 0.

Para estudiar los otros autovalores nos fijamos en la traza y el determinante de la matriz
del polinomio caracteristico

Pm(B) = (=Am + f/(N) = p1) det(L,;* — BI)
donde

L3 — (_)\m + c(N)2(N) - ¢'(0) a(N) )
" cn(N)@(N) —a(N) =n(0)/

, . . 1 .
Obtenemos asi que los autovalores (reales) son negativos si la traza T,,, del menor Ly es negativa
. 1,3 .
y el determinante D,,, del menor L;),” es positivo.

T = —Am + c€(N)®(N) — ¢'(0) — a(N) — n(0),
D = (Am + ¢'(0))(a(N) +n(0)) — c®(N)a(N) — c£(N)2(N)n(0).

Como hemos visto antes en el comentario sobre los puntos estacionarios homogéneos admisibles,
las hipétesis sobre existencia global de soluciones imponen que g(u) > Du, que || ®|loc < By
que D > ¢B. Esto implica en particular que

g(u) = g'(0)u+O(u?) siu~0,

es decir, ¢’(0) > D. Entonces ¢'(0) > ¢B > ¢||®||oc > ¢®(N) > c&£(N)P(N), ya que £(N) € [0,1].
Por tanto T, < 0 para todo m > 0.

Para el determinante se razona andlogamente, como ¢'(0) > ¢®(N), podemos escribir el
determinante como

Dpy = Am(a(N) +n(0)) + (¢'(0) = c@(N))a(N) + (¢'(0) — c£(N)2(N))n(0) > 0

para todo m > 0. Asi pues se obtiene que para todos los valores de los pardmetros admisibles
por las hipétesis de existencia global, el punto de equilibrio (u,v,w) = (0, N,0) es localmente
asintéticamente estable. O

4.2. Estabilidad global y tasa de convergencia

En este capitulo vamos a estudiar la estabilidad global del dnico punto estacionario ho-
mogéneo admisible bioldgicamente que sabemos que es localmente asintoticamente estable, es
decir el punto (w,v,w) = (0, N,0). El punto estacionario trivial ya hemos obtenido que es ines-
table con el estudio local de modo que no es necesario ver la estabilidad global puesto que ya
la conocemos.

Vamos a utilizar técnicas relacionadas con funcionales de energia de tipo Lyapunov [23].
Uno de los resultados principales que vamos a utilizar es consecuencia directa del Principio de
Invarianza de la LaSalle, Teorema cuya prueba se puede encontrar en [43]. El resultado es
el siguiente.
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Proposicién 4.1 (Aplicacién del Principio de LaSalle). Sea E(z) : R" — R tal que E(z) > 0
y E(z) <0 para todo x € R". Ademds sea

S={zecR"|E=0}

tal que no continene trayectorias triviales, es decir puntos de equilibrio para otros puntos dis-
tintos de x = 0. Entonces x = 0 es globalmente asintoticamente estable.

4.2.1. Sistema con una quimiotaxis

Durante todo el capitulo trabajaremos bajo las hipétesis (hg)-(h7) y con el sistema con
una unica quimiotaxis d = 0. Como hemos mencionado en esta seccién vamos a definir unos
funcionales de energia de tipo Lyapunov que tienen que verificar las condiciones del Principio
de LaSalle, de modo que es necesario un resultado previo que nos asegure como en el Lema 4.1
de [23] que el factor de los funcionales de energia que definiremos después relacionado con el
término de las presas v es correcto.

Lema 4.3. Sea ® : [0,00) — [0, 00) tal que satisface la hipdtesis (he) y sea (u, v, w) una solucion
de (4.1). Dada una constante w > 0, definimos la siguiente funcion

[P -0
C(v) = /w TR (4.16)

Entonces ((v) es una funcion convexa tal que ((v) > 0. Si ademds v — w cuando t — oo
entonces existe una constante Ty > 0 tal que para todo t > Ty se verifica que,
o'(w)
4P (w)

P ()

— W 2. .
) (v —w) (4.17)

(v —w)? <) <

Demostracion. Claramente la funcién ((v) verifica que ((w) = 0. Si la derivamos obtenemos
que,

' (v)®(w)
1" .
C (U) - (I)(’U)Q :
De modo que ('(w) = 0 y por la hipétesis (hg) se tiene que ¢”(v) > 0. Asi pues utilizando el
Teorema de Taylor sabemos que para todo v > w existe un 7 € [v,w| tal que la funcién ((v) se
puede escribir como,

_ (@)

() = =

y asf llegamos a que ((v) es convexa. Por tltimo como ®(v) > 0 para todo v > 0y ®(v) >0
obtenemos directamente que ((v) > 0.

(v—w)?>0

Ademss se sigue del hecho de v — w cuando t — oo que,

; ((v) 1 "= 1 ' (v) _ P’ (w)
tllglo (v—w)? 51}%C (v) = 53%@((,«1)(1)(0)2 - 20(w)’

de modo que existe una constante Ty > 0 de modo que para todo t > Ty,

o'(w)

4(13(0.)) (’U - w)Z < C('U) <

lo que concluye la demostracién. O
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El resultado demostrado en el Lema[4.3]serd de utilidad en las siguiente proposiciones donde
se demuestra la estabilidad global asintética del inico punto estacionario admisible no trivial,
es decir, (u,v,w) = (0, N,0).

Teorema 4.1. Supongamos que se verifican las hipdtesis (hg)-(h7). Entonces para el sistema
(4.1)) con d =0, el punto (u,v,w) = (0, N,0) es globalmente asintdticamente estable.

Demostracion. Comenzamos definiendo la funcién V : X x X x X — R, en el espacio

X = {u € W2P(Q) : gz =0en 89} (4.18)

de la siguiente forma,

V(uﬂ),w):i/ﬂud:c—k/g/j\desdm—i—i/deax (4.19)

Ahora consideramos tripletes (u, v, w) que sean solucién de (4.1)) y derivamos V (u, v, w) con
respecto a t. Los términos Au y V(ux(w)Vw) se anulan directamente por las condiciones de
contorno homogéneas de tipo Neumann.

d 1 B(v) — B(N) 1/
— = — T — — d
dtV(u,v,w) C/Qutalzzt—l—/Q () vedx + - th T

< /Q £(v)u<1>(v)d:n—|—% /Q a(v)wdw—% /Q udz

+/Q (1 - q;fé?) (Av + f(v) — u®(v))dz

+ /Q n()ub(v)ds — /Q a(vywdz — 2 /Q wds
D

:/uq)(v)d:E—D/ud:E—/wd:r:
Q ¢ Ja ¢ Jo

v (1 - ‘I;((N))) (A0 + f(v) — ud(v))da
(

() — f) udz — /Qv <1 - ‘I;(JZD Vodz
+/Q (1 - ‘gg;) (F(v) —u@(v))dx—lc)/ﬂwdx.

Estos sumandos se pueden escribir respectivamente como sigue. En primer lugar,

/QV ( — (1;((]:)[))) -Vudr = @(N)/Q g;g}g)z\Vv\de,

mientras que para el segundo podemos aplicar el Teorema del Valor Medio a & de modo que
existe un bu € (v, N) o b € (N,v) dependiendo del caso tal que ®(v) — ®(N) = &'(b)(v — N).
Asi pues obtenemos que,

_(b(N) v) —udP(v €r = f(U) V) — T — v) — uax
(1= ) 60— ubonde = [ 20 @(0) - w(n))ds ~ [ @(0) - 2(3))ud

Q

— oo o N ) — wda
_/Q<I>(b)(b (v — N)d /Q(<I>() (N))udz.
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La derivada del funcional de energia resulta,

ivm%mg4<ﬂm—€%mwlﬁww@@—mm

—@(N)/gzi);s;)ﬂvw%x—lc)/gwdm,

pero ahora como o' (v)(v — N) < 0si v # N, ®'(v) > 0y ®(v) > 0 para todo v > 0, los tres
ultimos sumandos son trivialmente menores que 0. Por otro lado por las hipétesis (h;) y (hs)
se tiene que ¢’'(0) > ¢®(v) para todo v > 0 de modo que los cuatro sumando verifican que son
< 0. Entonces,

d
Vwow) <0y Vivw)=0 & (4v,w)=(0N,0),

y por el Principio de Invariancia de LaSalle obtenemos que el punto estacionario (u,v,w) =
(0, N, 0) es globalmente asintéticamente estable bajo las hipdtesis indicadas. O

A continuacion es importante también estudiar el ritmo al que las soluciones cercanas al
punto (u,v,w) = (0,N,0) tienden a dicho punto estacionario asintéticamente estable cuando ¢
tiende a infinito. El siguiente resultado estudia la propiedad de la tasa de convergencia el tinico
punto de equilibrio homogéneo asintéticamente estable.

Teorema 4.2. Supongamos que se verifican las hipétesis (ho)-(h7) y sea (u,v,w) la solucion del
sistema (4.1) con d = 0. Entonces si vo(x) > M en casi todo punto x € ), existen constantes
A K >0 y un tiempo tg > 0 tales que

lull gy + |lv = N|lg2 + |lw][ 2 < Ke ™ para todo t > t.

Demostracion. En primer lugar recordamos la definicion del funcional de energia de tipo Lya-
punov utilizado en la Proposicién anterior,

V(u,v,w):i/ﬂudw#—/g}/]\:wwd:c+i/gwdx. (4.20)

cuya derivada verifica,
d D ,
—V(u,v,w) < O(N)— — Judzx + [ ®'(n)o(v)(v— N)dx
dt Q C [¢)

—@(N)/gzg));s;)ﬂVdex—lj/gwdm,

Teniendo en cuenta que v — N cuando t — oo podemos aplicar dos veces el Teorema del Valor
Medio a o(v)(®(v) — ®(N)) de modo que existen py, po entre vy N,

(4.21)

O(v) = (N) = ¢'(1u1) (v — N),

o(v) = o(N) = o' (u2) (v = N),

pero como o(N) = 0, obtenemos que

f(U) . v v) — T = / o' v — 2 "
/gm(v)@(”)‘q’(]\’))dff—/ﬂd )(@(v) — ®(N))d /<I>(u1) (2)(v — N)*dz.

Q
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Ahora considerando la derivada temporal del funcional de energia V|

2

d
Vv I

GVt < (o) = 2) [t - o) [ 0|50
+/Q‘I)/<M1)U/(M2)(U—N)2df’3— lc)/ wdz.

Q

Asf pues si g > M, como M < N, entonces ¢’(u2) < 0y ®(u1) > 0, de modo que podemos
definir una constante

¢1 = min {g’(O) —®(N), - (u1)o’ (2), %, 1} >0

c
tal que
iV(u,v,w) < —c1V(u,v,w)
dt
donde
/ Vv 2 2
V(u,v,w) = [ udx + ®(N) | &' (v)|——| de+ [ (v—N)%dx+ | wdz. (4.22)
Q Q ®(v) Q Q

Ahora utilizando el resultado del Lema [4.3[ sabemos que la funcién ((v) verifica
v ®(s) — P(N (N
C(U):/ (S) ( )dSS ( )(U—N)2
N D(s)
y por lo tanto podemos definir una constante co como

c2 = MAax {1, (g((ﬁ)) } >0

de modo que V < V. Esto implica que podemos escribir,

d
—V(u,v,w) < —c1V(u,v,w) < —EV(u,v,w)
dt C2

y por tanto aplicando el Lema de Gronwall sabemos que existen constantes c3, c4 > 0 tales que

V(t) = 1/uda:+// stdx—i—l/wdazgc;;ec‘*t
cJo aJn ®(s) cJo

para todo ¢ suficientemente grande. Ademds por la definicién de V(u,v,w) y por el Lema
se obtiene directamente que

/udx+/(v—N)2dx+/wdx§05V(t)
Q Q Q

be. Nullp + o — Nz + fwllgr < coe™
para todo ¢ > to donde ¢ viene dado por el Lema [£.3]y donde cg,c7 > 0. O

Observacion 4.1. Cuando se estudian las tasas de convergencia a los estados estacionarios
constantes tipicamente se miden con la norma en L*°(£2), no obstante para poder trabajar con
estas normas necesitamos establecer cotas en W1°(Q) de las tres funciones. Con v no hay
problema, utilizando resultados bésicos de teoria de semigrupos como hacen Wu, Wang y Shi
en [49]. Sin embargo no es posible obtener en general cotas en L () sobre el gradiente de w
y por ello tenemos que conformarnos con medir la tasa de convergencia utilizando normas es

LY(Q) y en L2(Q).
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4.2.2. Sistema con dos quimiotaxis

Para estudiar la estabilidad global asintética del punto (w,v,w) = (0, N,0) para el caso
d = 1, es decir, cuando tenemos la quimiotaxis adicional en el término de las presas, vamos a
definir un funcional de tipo Lyapunov parecido al caso con d = 0 pero con algunos términos
extra que nos ayudaran a obtener el resultado deseado. Si bien ahora si que tenemos que apli-
car una hipétesis adicional para obtener la estabilidad global asintética, actualmente seguimos
trabajando en este resultado para mejorarlo y encontrar unas hipodtesis, si cabe, mas finas.

Antes de demostrar el resultado de estabilidad asintética global con d = 1 necesitamos
introducir un Lema algeraico que sera de utilidad en la demostraciéon del Teorema.

Lema 4.4. Sean o, > 0 y v/a + /B < 1. Entonces existe € > 0 tal que los valores x =

a+af+e, y= 06+ ab verifican las desigualdades
T4y <1, g—Fé<1.
r oy

Demostracion. Como se tiene que y/a++/B8 < 1 podemos elegir € > 0 tal que (/a++/B)%+e < 1.
Para este valor de ¢ tenemos

z+y=a+aBt+e+B+VaB = a+ /B> +e<l,

. S N S E—
r y a++vaB+e a++vaB  a+vaB B+vVaB
lo que concluye la demostracién del Lema previo. O

Teorema 4.3. Supongamos que se verifican las hipdtesis (hy)-(h7). Entonces si la constante
D > 0 es suficientemente grande, el punto (u,v,w) = (0,N,0) es globalmente asintéticamente

estable para el sistema (4.1) con d = 1.

Demostracion. Comenzamos analogamente al caso d = 0 definiendo el funcional de energia de
tipo Lyapunov V : X x X x X — R, donde el espacio X esta definido en (4.18]), como

V(u,v,w) = /udaz—f—/ ulda +// )dsdx
1 A2
+/wdw+/ |Vw|?dz,
CcJq 2 Q

donde A1, Ao > 0 son constantes positivas a determinar.

(4.23)

A continuacién consideramos los tripletes (u, v, w) que sean solucién de y derivamos
el funcional V' con respecto al parametro t. Para simplicar la notacién de momento vamos a
denotar la tercera equacién de por wy = hs(u, v, w) como se hace en (1) y por (h3)y a la
derivada partial de la funcién hs(u,v,w) con respecto a 6 = u, v, w.

%V(u,v,w) < /Q ((I)(N) - f) uda?—l—/gq)’(b)a(v)(v — N)da

_ @' (v) o, D .
(I)(N)/QCI)(U)2|VU’ dx p /dex—l—CD(N)/Qv,u(w)Vv Vw
J— 2 .
)\1/Q|Vu| d:c+)\1/qu(w)Vu Vwdz
+ M\ / (cf(v)CIJ(v)u2 + a(v)wu — g(u)u) dz + Ao / (h3)uVu - Vwdx
Q Q
+A2/Q(h3)vw-dex+A2/Q(h3)w|Vw\2dx,
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de modo que por las hipétesis (hg)-(h7) llegamos a

1V(u,v,w) < / (Ala(v)u - D> wdx — )\1/ \Vul|?dz + A / ux(w)Vu - Vwdx
dt 0 C 0 0

—@(N)/Q5(5]1;)2|Vv|2d:r+)\20B/QVu'de:E—I—CD(N)/Qv,u(w)Vv-Vw

+ Ao /Q(hg)vVv -Vwdz — Az /Q(a(v) + n(w) + n'(w)w)|Vw|dz.

Como a(v) es una funcién no decreciente en v, se verifica 0 = a(0) < a(v) < a(Vy) = A
para todo v > 0. Ademds por la hipdtesis (hg) se verifica tamién para todo v > 0,

“= 50p = a7

o,

oo

donde ©® < oo si v > 0. Definimos entonces £1,e2,63 > 0 tres constantes a determinar y
aplicamos con ellas la desigualdad de Young a los productos de los gradientes.

1
(Mux(w) + XaeB)Vu - Vw < g1 (Aux(w) + AocB)?|Vul|* + E|Vw|2,
1

A
No(hs)oVo - Vo < epda(hs)y Vol + [ Vwol?,
2

(v "(v 2 w)2
@(N)vu(w)i)(i)g Vv - Vw < e30(N)*0? <§:(i)l> |Vo|? + 'u[(leg)\Vw]z,

de modo que podemos escribir la derivada de V' como,
d D
£V(u,v,w) < <)\1AUOO - c) /dex
N UlXoe + XacB) = ) [ [Vl
Q
+ (£222|(h3) 2|0 + e3R(N)?VZO? — &(N)w) / |Vol?
Q

L x|l / 2
—+ — — XD Vwl|*.
+ <4€1 + 452 + 463 2 Q‘ w’

Asi pues buscamos constantes A1, A9, €1, €2,e3 > 0 que verifiquen las relaciones,

D
i A

(@) L cAUL’

(ii) £1(MUso X0 + A2¢B)? < Ay,

(4.24)
(iii)  eada(h3)2]loo + £3B(N)?V2 0% < &(N)w,

— 4 — < AoD.
(IV) 451 + 462 + 483 2

Para cierto ¢ > 0 y £ = min{l, D} elegimos

o (c+e)A
P MULX1R
l L)|x o
\ Ny =

(c+¢e)AUs’ 2¢(c+¢e)AB’



44 Capitulo 4. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES

Primero obtenemos (i) directamente,

D L D (¢(-D

MAUs — — = - — < <0.
c c+e ¢ c
Para (ii) se verifica
Clxlloo Xl
MUsolXlloo = =70 AeeB= "=
U X (c+e)A 2 2(c+e)A

y por lo tanto

s _ (c+e)A  32Yx|%
F1nloclixlloo + A2eB) = = G e et o2 AT T (ot ey Al

9¢ l

16(c+e)AUs (c+e)AUx

70
T 16aUs <0

A la hora de escoger €2 y €3 necesitamos hacer uso del Lema [£.4] Definimos

_ alulBeWNVEe? o e)i|l(hs)ll%

w@D—1) wB(N)(4D — 1)

Si D > 0 se toma lo suficientemente grande como para que se verifique \/a + /3 < 1 entonces
podemos elegir z y y como en el Lema. Si definimos,

O(N)w y w
= ) 3=
Aol (h)oll3s

T o(N)2vze?”
las desigualdades del Lema se pueden escribir como

g3w EQ@(N)W

€2

1>x4+y= ,
YT a(Nvzer T hall(he)l%
2
1528 [[1ll56E1 A2€1
T y €3 (4D61 — 1) €9 (4D61 — 1)

e (Il e
(4Dey — 1) €3 €9

que son las relaciones (iii) y (iv) respectivamente. Asi pues obtenemos

d d

—V(u,v,w) <0, —V(u,v,w)=0 < (u,v,w)=(0,N,0)
dt dt
y por tanto por el mismo argumento que en el Teorema [4.1] obtenemos el resultado del Teorema.

O]

Observacion 4.2. La condicién sobre D > 0 de ser suficientemente grande se puede expresar
explicitamente como

2
1 xllooll(3)ulloo]™ |, Uselixllse

> o) [Mle®MNIVeO + 755 5B cA (4.25)

del mismo modo que los valores explicitos de g9 y €3

_ Nplle®(N)Vao® + Aol (h3)v]loo
(4Der = 1) [[(hg)olloc

_ . il (V) [[9]]00® + A2 (h3)o ]l
®(N)Voe© (4Dey — 1) '
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Demostracién del Teorema[d. El resultado principal sobre estabilidad global asintética del tini-
co punto estacionario estable admisible se demuestra en el Teorema para d = 0 sin hipdtesis
adicionales y para d = 1 en anadiendo la condicién sobre D > 0 (que se muestra explicita-
mente en ) Por otro lado la tasa de convergencia para el sistema con d = 0 en normas
LY() y en L?(Q) se demuestra en el Teorema O
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Capitulo 5

Investigaciéon numeérica

En este capitulo vamos a estudiar el sistema ([1)) numéricamente ya que esta es una manera de
estudiar ciertas propiedades de las ecuaciones, sobre todo las relacionada con el comportamiento
asintético. También es una buena forma de visualizar la dindmica del sistema y comprobar asi
que los resultados obtenidos numéricamente y los obtenidos teéricamente estan en concordancia.
Para esta aproximacién numérica vamos a utilizar el método clasico de diferencias finitas pero en
una version generalizada que se incluye dentro de los métodos llamados sin malla ya que se aplica
en mallas irregulares que permiten optimizar los resultados computacionalmente. Este método
de diferencias finitas generalizadas, o GFDM por sus siglas en inglés, se utiliza frecuentemente
para estudiar sistemas depredador-presa con quimiotaxis por la relativa sencillez conceptual
de las demostraciones de consistencia y convergencia del esquema numérico y por los buenos
resultados que da pese a las no linealidades del sistema.

5.1. El método de Diferencias Finitas Generalizadas

El método cléasico de diferencias finitas es uno de los mas utilizamos a la hora de resolver
ecuaciones diferenciales utilizando analisis numérico debido a lo sencillo de su esquema asi co-
mo a la cantidad enorme de situaciones en las que funciona adecuadamente. No obstante este
método tiene una restriccién importante ya que es necesario utilizar mallas regulares, es decir,
es obligatorio dividir el dominio en el que esta definida la ecuacién en intervalos de la misma
longitud. Esto no es inconveniente en muchas ocasiones pero cuando se trabaja sobre todo con
ecuaciones no lineales supone una restriccién importante. Por ejemplo, en problemas de contorno
el valor de la ecuacion en la frontera es algo controlado y que afecta fuertemente al resultado del
método numeérico de resolucién y si podemos distribuir la malla de modo que caigan més puntos
cerca de la frontera vamos a obtener un resultado numérico mucho maés preciso y cercano a la
solucién real de la ecuacién. Ademads una de las mejores propiedades de los métodos sin malla
(meshless methods) es que una vez demostrada la convergencia condicional, siempre podremos
encontrar una distribucion de puntos en el dominio de forma que se cumpla la condiciéon para
el paso temporal.

El método de Diferencias Finitas Generalizadas (GFDM) fue introducido a principios de los
anos setenta por Jensen [22]. Antes de llamar el método por el nombre que aqui se le da ya
se habian enfrentado problemas numéricos utilizando diferencias finitas y dividiendo la malla
irregular en subdominios regulares y posteriormente en subdominios irregulares pero con una
topologia restringida. Jensen en su primer resultado propuso un esquema de seis puntos deno-
minado estrella de seis puntos. Mediante el uso de los desarrollos de Taylor obtuvo férmulas en
diferencias finitas que aproximaban derivadas superiores al segundo orden pero encontraba con
demasiada frecuencia singularidades o mal condicionamiento del esquema de control.
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A dia de hoy muchos autores han dedicado sus esfuerzos a evitar estos problemas de esquemas
o estrellas incorrectas. Se han propuesto técnicas de promediado para generar los coeficientes en
las férmulas de diferencias finitas [40], tringulaciones del dominio o un sistema de coordenadas
curvilineas para transformar toda la regién 2 en un rectangulo [17]. En resumen, todo el proceso
de generaciéon de mallas, de eleccién éptima de la estrella, evitando sigularidades y esquemas
mal condicionado o la generacion de las férmulas en diferencias finitas de forma éptima son
algunos de los principales problemas derivados de las mallas irregulares.

Los puntos del esquema de control se denominan estrella de nodos. El niimero de nodos en
cada estrella es un factor importante que afecta notablemente a las formulas de aproximacién
por diferencias finitas.

El primer criterio para disenar las estrella de nodos intriducido por Jensen [22] consistia en
fijar un nodo centrar, elegir una distancia a ese nodo y distribuir aleatoriamente un nimero de
nodos fijo en esa distancia. Este criterio suele fallar debido a la irregular densidad de los nodos
en el dominio.

_-"7=~0
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/ \
O o .
! \
I
\\ O /
\ /

/7

O~ ~e___-"~

Por otro lado Perrone y Kao [40] propusieron el método de los ocho segmentos que consisten
en dividir el dominio en ocho areas separas en las que se distribuyen aleatoriamente el ntimero
prefijado de nodos que le corresponda a cada una. Las estrellas asi generadas tienen buenas
propiedades pero es demasiado riguroso y consume un excesivo tiempo de computacion.

A la hora de disenar las estrellar de nodos se recomienda pues realizar una combinacién de
varios métodos. En primer lugar se seleccionan varios grupos de nodos en las inmediaciones de
un nodo central, a continuacion se seleccionan de 20 a 30 nodos por el criterio de la distanica
de Jensen y por ultimo se aplica un criterio geométrico, como el criterio de los ocho segmentos,
que selecciona el numero de nodos de la estrella. Este algoritmo de seleccion de la estrella de
nodos se atribuye a Liszka y Orkisz [31].

Para cada estella se genera una férmula de diferencias finitas, de acuerdo con la ecuacién
en derivadas parciales del problema tratado, por tanto estas férmulas se generan una tunica
vez para todas las estrellas que sean idénticas. De este modo el método clasico de Diferencias
Finitas con sus féormulas estdandar se puede entender como un caso particular de este método
de Diferencias Finitas Generalizadas en el caso en el que la estrella de nodos consiste en una
malla regular con nodos equiespaciados en todas las dimensiones.
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A continuacién vamos a calcular los coeficientes de un esquema de diferencias finitas para
mallas irregulares. Consideramos en este caso un dominio 2 C R?. Los célculos a partir de aqui
se pueden generalizar de forma directa para 2 C R™ con n arbitrario, no obstante la notacién
puede ser muy compleja y el desarrollo de los calulos muy tedioso en ese caso. De cualquier modo
los ejemplos numéricos que nos interesan y las simulaciones que realizamos al final del capitulo
seran en un dominio bidimensional. En primer lugar porque si el dominio fuera en dimensién
mayor la representacion grafica de los resultados seria méas problematica, habria que hacerla
por secciones bidimensionales y no obtendriamos de un golpe de vista toda la informacion. Por
otro lado como estamos estudiando un modelo depredador-presa, tipicamente en biologia se
utilizan dominios bidimensionales correspondientes a superficies de un ecosistema, de modo que
las densidades de especies bioldgicas u, v y w con las que se trabaja representan el nimero de
especimenes por unidad de superficie.

En primer lugar veamos cémo se plantea el esquema numérico en el GFDM tal y como lo
hacen Benito, Gavete, Urena et al. en [§], [9], [12] y [46]. Consideramos en general el siguiente
problema no lineal en el dominio [0, 7] x Q con Q C R?,

ou ou

- I > — — 1
B alU], o 0, U(z,y,0)=g(z,y), (5.1)

donde Lq[U] es un operador no lineal que actia sobre U. Para resolver el problema
en primer lugar la derivada con respecto al tiempo se calcula utilizando el métdo clasico de
diferencias finitas,
3U(330,y0,nAt) U”Jrl Uy
ot At

Para las derivadas espaciales consideramos M = {z1 ... 2y} una discretizacién del dominio
Q) en m puntos. Cada punto de la discretizaciéon se denomina nodo. Para cada uno de los no-
dos del dominio donde el valor de U es desconocido definimos una FEs—estrella de nodos, es
decir, un conjunto de puntos Es = {20 : 21...25} C M con un nodo central zyp € M y donde
zi € M para todo 1 < ¢ < s es un conjunto de puntos localizados en un entorno de zy. Para
seleccionar la distribucién de estos puntos es conveniente utilizar el algoritmo de Liszka y Orkisz.

+ O(Ab).

Es importante remarca que a la hora de estudiar el correcto funcionamiento del esquema
numérico encontramos que los criterios de convergencia y estabilidad dependen fuertemente de
la disposicion espacial de los nodos, de modo que este método de Diferencias Finitas Gene-
ralizadas se convierte en un método super potente y muy aplicable sobretodo porque siempre
podemos encontrar una malla, por irregular que sea, que verifica los criterios de convergencia
y estabilidad. Este es el resultado mas fuerte relacionado con el GFDM y de ahi su utilidad y
que sea tan usado en modelos no lineales en matematica biolégica.

Para construir el esquema de control consideramos una Es;—estrella con nodo central zg
cuyas coordenadas son (xo,yo), (x;,y;) son las coordenadas del resto de nodos de la estrella y
las distancias entre estos puntos y el nodo central las denominamos h; = x; —xo v k; = y; — Yo
para todo 1 < i <'s. Si definimos Uy = U(z9) u U; = U(z;) para todo i, entonces utilizando la
expansién de Taylor podemos escribir

2
+ 2hiks 0°Uo

Ui=Uy+ h;— —l—k‘i 972 282 570

h; + k;
ox oy

>+..., Vi<i<s. (5.2)

Definimos a continuacién los vectores,

h2 k2
T 7 7
;= \hi ki — o hiki ),
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pT — oUy 0Uy 0°Uy 0*Uy 0%Uy
~\ oz oy 0x2  Oy: Oxdy)’

Asi pues si en (5.2]) ignoramos los términos de orden mayor, obtenemos una aproximacién de
segundo orden para la funcién U; y con esto podemos definir la funcién B(U) como,

s

B(U)—;[(Uo Uz)+hzg+k,8—y (h 5z T hi 3 + 2hikis— )| v (5.3)

donde w; = w(h;, k;) son pesos positivos y simétricos con la propiedad de decrecer mondéto-
namente conforme la distancia con respecto al centro aumenta tal y como se definen en [29].
Algunos de los pesos més utilizados son de la forma

1 1
w(hi, k;) = = ,
Fl) = G ko = T ol
con @ € N y la norma ||.| euclidea en R% Como se puede observar esto equivale al método

de minimos cuadrados con funciones de peso variables, que se denomina método de minimos
cuadrados moviles.

B(U) definido en (5.3) es una norma. Ahora si minimizamos esta norma con respecto a
todas las derivadas parciales de Uy obtenemos,

8 S
LB(U) = Qi(qlw-)k-w‘ =0
8(6U0/8y) - Wi )RyWy )
#B(U) = i(@-w-)h%- =0
8(02U0/81,'2) — () 7 7t )

8 S

@0 jo7) 2 V) ;@Zw’)kl wi =
0

(02U /020 = & Vi kow; =
8(32U0/am8y)B(U) 22( ’sz)hzkzer 0,

i=1
donde ®; es tal que B(U) = Y_,(®;w;)?, es decir

82U,
52 ki 5 +2hkaa>

0Uy , , 0Uy , 1 (,,0°Us
P, — _TT.
i = Uo—U) + bt hiy 2+ (h

De este modo obtenemos un conjunto de cinco ecuaciones lineales con cinco incégnitas,

oUy 90Uy 0%*Uy 0*Uy 0%*Uy
or Oy 0r2  Oyr Ox0y

que cuando lo resolvemos nos da ecuaciones explicitas de las incégnitas en términos de h;, k;,
la funcién peso w y el valor de la funcién U en todos los nodos de la estrella. Este sistema se
puede expresar de forma matricial como,

AD =0, (5.4)
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donde D es el vector de incégnitas ya definido y la matriz A y el vector b se definen,
>ty hiwy Doy hikiwy % Dty hiw? % 2oy hikiw? % >oioy hikiw?
> i1 hikiw? > it ki w? % > i hikiwy % > i kjw? > i hikiw?
A= % >t hiw? % > i hikiwy i > it hiw? % > hikiw? % > it hikiwy |

1S 3.2.2,2  1xs 13,2 18 1272.,2 1xs 74,2 1S 7 .1.3,,2
2 Zizl hik;w; 2 Zizl k;w; 1 Zizl hik; w; 1 Zi:l kjw; 2 Zi:l hik;w;

% > i1 h?kiw? > i1 hik‘?w? % > h?kiw? % > hik?w? > h?kfwf
> i1 (Ui — Uo)hiw}
311 (Ui = Uo)kiw?
b= |32 (Ui — Uo)hiw;

% > i (Ui = Uo)k;?wi?

il (Ui — Uo)hikiw?

La expresion explicita del vector D depende del niimero de nodos, su posicién en el dominio y
los pesos w. La matriz A es simétrica y requiere al menos cinco puntos, es decir, la estrella debe
tener al menos cinco puntos para ser resuelta por este método. No obstante con cinco puntos
por malla no se obtienen los mejores resultados porque aparecen problemas de mal condicio-
namiento de las matrices y ademas con pocos puntos mallas muy irregulares dan problemas.
Normalmente es 6ptimo disenar mallas con ocho puntos, a veces incluso nueve, y de hecho en
las experiencias numéricas que se realizardn con nuestro sistema vamos a utilizar mallas de
ocho puntos elegidos por una combinacion del método de la distancia con el método de los ocho
segmentos.

Asf pues tenemos una aproximacién de segundo orden O(h?, k?). Estas caracteristicas de la
matriz A se cumplen independientemente de la posicion de los nodos en el dominio, es decir,
la existencia de matrices mal condicionadas (matrices que den resultados muy diferentes tras
pequenos cambios en los coeficientes) por efecto de la malla irregular estd controlada y sucede
muy dificilmente.

Asi pues utilizando el valor de la funcién U es todos los nodos de las estrellas denotamos
las derivadas espaciales del método de Diferencias Finitas Generalizadas como,

;

oU (xo, yo, nAt)
ox

= —)\Qon + Z )\ilUi + O(h127 sz)a

i=1

aU((E(), Yo, nAt)
Jy

= —Xo2Up + Z Xi2U; + O(h2, k7),

=1

0%U (x0, yo, nAt 0%U (x0, yo, nAt u
( gjf ), UL ((Z)yyf ) _ ~(Mo3 + Xo)Uo + ¥ (Ais + Aia)Us + O(h?, k2).

\ =1

Los coeficientes A\;; con 0 <7 < s, 1 < 5 <5 del sistema discretizado se pueden calcular a partir
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de la matriz A, los pesos w y los vectores c¢;.
S
Aij =wi (A7 e)j, Aoj = Z Aij,
i=1

para todo 1 < j < 5.

Observacion 5.1. Como las tnicas derivadas segundas que aparecen en el sistema es el
operador laplaciano, lo discretizamos como

Adiserete i — NooFY + Y Mo+ O(h2, kD),

i Vg
i=1

donde Agg = Aoz + Aos ¥ Aio = iz + A

5.2. Esquema numérico y convergencia del método

Para escribir el esquema GFD del sistema explicito consideramos el sistema tal y como
se muestra en la Introduccién, donde las funciones que sin derivadas espaciales ni temporales
las agrupamos en las funciones hi, ho y hs como

hi(u,v,w) = c€(v)u®(v) + a(v)w — g(u),
ha(u,v) = f(v) — ud(v),
hs(u,v,w) = en(v)u®(v) — a(v)w — n(w)w,

de modo que el sistema de ecuaciones resulta

Ou = Au — V(ux(w)Vw) + hy(u, v, w),
0w = Av — dV (vp(w)Vw) + ha(u, v, w), (5.5)
w = hz(u,v,w),

donde d € {0,1} determina si estamos trabajando con el sistema de una quimiotaxis o el
sistema con dos quimiotaxis hacia los depredadores inactivos. Asi pues utilizando las nociones
sobre el método de Diferencias Finitas Generalizadas expuesto en la seccién anterior, el esquema
numérico explicito para la solucién aproximada (U, V, W) viene dado por,

S
Mool + > Aoy
i=1

— (WAt (—Ang; +) AHUZ‘> (—Amwg +) AﬂWf>

i=1 =1

— (WAt (—AOQUQ +)° Ame) (—Aogwg +) Aigwin>

i=1 i=1

Uttt = U + At

(5.6)

S 2 S 2
— X (W ALU (—/\01W(? +) )\,L-IWZ."> n <—/\02W0” +) AiQWin>
i=1 =1

— x(Wa") AtUy (—)\oow(? + Z )\i()Win> + Ath (Uy, V', W)
i=1

+ O((At)%, k2 D),

s 10g 9 Ivg



Capitulo 5. INVESTIGACION NUMERICA 53

Vit = V34 At [ =XV + > AoV
=1
— du(Wg') At (—/\01V0n + Z )\ﬂVin) <—/\01Won + Z Aile’”)
=1 =1
— du(WH At (—Aog%” +)° Aigvi") (—Amwg +)° AiQWﬁ>
i=1 i=1 (5.7)
S 2 S 2
— dul(Wél)At‘/’()n (—A(HW(? + Z )\ilW,Zl) + <—A02W0n + Z )\Z‘QWin>
i=1 i=1
— dp(Wg' ) AtVg' <—>\00W(? +> AwW{‘> + Athy(Ug', Vo', We')
=1
+O((A0?, h, k),
Woth = Wg + Aths(UG, Ve, W) + O((A8)%, b, k7). (5-8)

A continuacién veamos el resultado principal de esta seccién que nos asegura la convergencia
del método numérico. Un método cldsico de probar la convergencia de un esquema numérico
consiste en demostrar la consistencia y la estabilidad del mismo, ya que sabemos que un esquema
consistente y estable siempre es convergente. No obstante en este caso no va a ser necesario
hablar sobre esos dos conceptos ya que podemos demostrar directamente la convergencia del
método que es el objetivo principal.

Observacién 5.2. Recordamos que el esquema numérico (5.6)), (5.7)), (5.8)) es convergente si

lim max (|u(nAt, x;, ;) — U] + [v(nAt, z;,y;) — V| + |w(nAt, z;,y;) — W/*|) = 0.

n—00 0<i<s ¢

Asi pues de ahora en adelante y para simplificar la notacién vamos a escribir @' = w(nAt, x;, y;)—

Ul, 0 = v(nAt, z;,y;) — V' y @ = w(nAt, z;,y;) — W/, las diferencias entre la solucién exacta

y la solucién aproximada. Ademads la notacién para la solucién exacta también se abrevia como
n

u(nAt, zi,y;) = ul', v(nAt, x;, y;) = v y w(nAt, z;,y;) = wy.

()

Antes de proceder con el resultado sobre la convergencia del método vamos a enunciar dos
lemas clésicos sobre algebra lineal que seran de utilidad en la demostracién y cuya prueba se
puede encontrar en [21].

Lema 5.1. Sea N' € M, (R). Si existe alguna norma matricial tal que |N|| < 1, entonces

lim N* = 0.

k—o0

Lema 5.2. Sea N' € M, (R), entonces

lim N*=0 < pW) <1,

k—o00

donde p(-) es el radio espectral de la matriz.

Teorema 5.1. Bajo las hipdtesis (hy)-(h7), si x(w) y uw(w) son al menos dos veces diferen-
ciables, entonces el esquema numérico GFD explicito (5.6), (5.7), (5.8) es condicionalmente
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convergente para todas las estrellas que verifiquen,
( 0<A1—A2—‘8vh1‘ - C,

0<E1—E2—|8uh2‘—F,

1 1
At < 2mi , ,
mm{A1+A2+|avh1|+c B+ Es+ auh2|+F}

donde los coeficientes Ay, As, C, Ey, Ey y F estdn definidos explicitamente en (5.18]), (5.19) y
(5.21)) y dependen de la distribucion de puntos en la estrella.

Demostracion. En primer lugar consideramos la diferencia entre el esquema numérico para U
y la solucién exacta u evaluada en (nAt,x1,y;). Para simplificar la notacién sélo nos
fijamos en los términos que nos interesan en particular. Comenzamos sumando y restando los
términos £x (wf) (Aoo)*ug W§' v £X (W) (Aoo)*ug W',

—x(wg) (Aor)*ufwf + x (W) (Ao1)*Ug Wi = —x(wi) (Ao1)*ug b
— X(W§) (Nor)*ag Wi — wgx’ (61) (No1)*ug Wi,

donde hemos aplicado el Teorema del Valor Medio para cierto ¢, entre wg y Wy'.

A continuacién anadimos los términos,

:tx(wg))\mU{)‘ Z )\ilw?, :EX(U}SL))\(HUSL Z )\ilWin,
i=1 =1

de modo que obtenemos

X(Wi)orug > dawf — x(Wg)AaUg > Aa Wy =

i=1 i=1
X(wi)doriig - Ninwf — @ x (02) Ao UG > AW} (5.10)
i=1 i=1
+ x(w()‘))\glUS Z )\il’LI)Zn.
i=1

Anadimos ademas los términos,
+x(wg) (Zs: )\ilUin> (ZS: Ailwgl)’ x(Wy') (Zs: /\ile‘n> (Zs: )\ilw?),
i=1 i=1 i=1 i=1
tal que se obtiene
—x(wg) (i Az‘l“?) (i Az‘l“’?) +x(Wg') (i >\z‘1U1”> (i /\il‘/‘/i") =
i=1 i=1 i=1 i=1
— x(wg) (i )\ilﬁ?) (i )\ilw?> —x(Wg) <i )\ilUi”> <i Amﬂ?) (5.11)
i=1 i=1 i=1 i=1
— wi X' (6a) <ZS: )\ilUin> (ZS: >\i1w?> :
i=1

=1
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Siguiendo el mismo procedimiento calculamos los términos en Ag2 y encontramos distintos 60;
entre wy y W con j € {5,6,7,8}.

Para la discretizacién del término x'(w)u|Vw|? veamos en primer lugar el procedimiento
para el parametro Ag;. Andlogamente a lo realizado anteriormente sumamos y restamos los
términos,

s 2 s 2
:i:X/(wg)U(? (—Amwg + Z)\llwf> ; :txl(wg)Ugb (—)\Olw(? + Z)\’L].VI/@”>

i=1 =1

de modo que,

s 2
_X/(wg)ug (—)\Olw}} +ZA11w?> +X/(WnO)U < )\01W0 —|—Z)\z1W )

=1

s 2
— X/(wg)ﬂg (—)\Olwg + Z )\ﬂw?) — X//(QQ)QDO 9 ( Aot W + Z it > (5.12)

i=1

<)\01U78 + ZAZ'NJJ?) < Ao (wg + Wg') + Z)\zl ;W )]

=1 =1

= X' (wg)Ug

Para el término x(w)uAw anadimos y restamos los términos,

£x(wg)Uy' <—)\007~061 + Z/\iowzn) +x(We") Uy <—)\00w8 + ZMOWI)

i=1 i=1

y por tanto llegamos a,

—x(wg)ug ( Aoowg + Z/\zow > +x(Wg')Uy' <—)\00W6L +Z/\i0Win>

=1 =1

= —x(wd)ap <—)\00w{} +)° )\iow?>

i=1

— X/(911)U~)6LU67’ (—Aoowg + Z /\iow?)

=1

- x(Wg")Ug <—>\00@8 +) )\iow?)

(5.13)

i=1

Para el término restante que no lleva derivadas sumamos y restamos +hy (Ug,vg, W§) v
+hi(ug, vy, W§'), de modo que

~TLah n n
(v ) — b (UG V3 W) = 5 (012, 0, W)
u (5.14)
. Ohy 2 Oh1
+’U By (U0,913,W0)+w087w(u0,1)0,914).

Ahora vamos a encontrar cotas para las expresiones y en primer lugar para simplificar un
poco la notacién definimos,

@t = max {|o7]}, "= max {|af[}, 0" = max {|o]]}

yeeeyS yeeeyS
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Definimos ahora los pardmetros Ay, As, C, F1, Es y F a los que se hace referencia en el
enunciado del Teorema de tal modo que con ellos vamos a poder construir cotas del esquema
numérico de tal forma que,

"t < AT" 4 AtBO" + AtCu", (5.15)
"t < AtDU" + Ed" + AtFCa", (5.16)
"t < ALGA" + AtHD" + Ja". (5.17)

El objetivo de todo este procedimiento es realizar una suerte de linealizacién del esquema
numérico GFD para poder representarlo matricialmente de forma clésica y utilizar los resultados
de los Lemas previos para asegurar que el radio espectrar de la matriz que acota el esquema
es estrictamente menor que 1. Es tal caso sabemos que el esquema numérico converge. Asi
pues mostramos a continuacion los coeficientes que obtenemos en cada caso, son cédlculos largos,
bastante mecanicos y tediosos de modo que aqui se muestra directamente el resultado final es
pos de un entendimiento méas claro y directo de la demostracién.

200 + X (WG (Ao * W' = x(w)dor Y Aanw}!
i=1

+ X (W) (o1 W5 = x(wg) Aoz Y Az’

i=1

s 2
+ X' (wg) <—)\01w8 + Z )\ilw?> (5.18)

i=1

A =

s 2
+ X/(wg) (—Aozwg + Z )\Z'Q'IU?)

i=1

= oh
_ X(w{}) (—)\oo’wg + Z Aiowgl) + aiul

i=1

)

Ay =d > ol + [x(@§)XorWE'1 D il + [x(wg) D Aawy| > [l
=1 . =1 . Sz:l =1 (519)
+ (W) A2 WY [Nzl + [x(wf) > Xowf | 3 [Naal,
=1 =1 =1
0hy
B=|— 5.20
90 | (5.20)
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C= ‘—x(wg)(Am)Zug = X'(61) o) ug W§

=X (02)201U5 Y AW = X (03) 2o W5 > AU}
P i=1

= X'(04) (Z )‘ilUin> (Z )\ilw?) =X (65) ho2)*ug Wy
=1 i=1

=X (06) 202U > MW" = X' (07) A2 W5 Y _ iU}
i=1 i=1

S S
oh
= X/(65) (§ inQUf> (§ inQw?) +x(WEUghoo + 5
i=1 i=1

s 2
— X”(Hg)Ué1 (—/\01W61 + Z )\11W1n>

i=1

+ X/(wg)U(?)\Ol (—)\01 (wg + WSL) + Z >\i1 (U)ln + VVZn)>
= (5.21)

s 2
— X”(‘910)U61 <_)\02W0n + Z )\QW{L)

=1

+ X' (w§)Ug Aoz (—)\02(103 + W)+ Ap(w] + Wi"))

=1
— ng/(HH) (—)xoowg + Z /\iow?>

i=1

+ USX (WY Mol
=1

S a7 S A0z S A
=1 =1 =1
+ [x(wg) Ao2Ug'| i [ Xiz| + [x (W) i)\iQUin i [ Aiz]
=1 =1 =1
+ [x(wg)Uy'| i [ Xiol| —Aor (wg + Wg') + i: Air(wi + W)
i=1 =1
£ @)U S ol —on(af - W) + 3 A+ W)
i=1 i=1

de modo que el coeficiente que multiplica a @™ vendrd dado por un A = (1 — At)A; + AtAs.

Con estos parametros podemos escribir entonces la ecuacién de v como,
A" < (1 — At Ay + AtAy)a™ + AtBo"™ + AtCa™. (5.22)

De manera similar trabajamos con la segunda ecuacién del modelo discreto. Los parametros
que aparecen son totalmente analogos a los que obtenemos en la ecuacién de u ya que las
derivadas son las mismas. No lo mostramos explicitamente para no recargar innecesariamente la
demostracién. El inico cambio importante que tenemos ahora es que x(w) hay que reemplazarlo
por du(w). Asi pues encontramos constantes D, Eq, Es y F tales que,

" < AtDI™ + (1 — At)Ey + AtER)d™ + AtFa". (5.23)
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Finalmente para la tercera ecuacién, el analisis numérico es mucho maés sencillo debido a la
ausencia de derivadas espaciales.

~ T 8h n n ~N 8h n n ~N
w +1 S At 87;(017,U0,W0) u” + At 87’03<U0 ,918,W0) u

(5.24)

8h3 n ,n ~n
+ |1 —i—At%(uo,vo,Glg) w

A continuacién podemos reescribir las ecuaciones (5.22)), (5.23) y (5.24) en forma matricial

como,

ﬂn—f—l o
ot <M | oo ], (5.25)
ﬁ)n—l—l L
donde la matriz M estd definida por
|1 - AtA1| + At|A2| At|6vh1| AtC
M = At!@uh2| ‘1 — AtEﬂ + AtFEs ALF . (526)
A75|auh3| A75|avh3| |1 + Atawh?)’

Como consecuencia directa de los Lemas y simplemente necesitamos que todos los
autovalores de la matriz M sean estrictamente menores que 1 para obtener la convergencia del
esquema GFD. Podemos llegar a dicha condicién imponiendo que la norma matricial dada por la
suma por filas sea menor que 1, es decir, si llamamos a las entradas de M como M = (m”);3 =1
entonces buscamos que

3
1M]loo = méx D Imil | < 1.
<i<s |

Asi pues, para la primera fila,
|1 — AtA1| <1l- At|A2| — At’avhﬂ — AtC. (5.27)
Obtenemos dos condiciones,

1— AtA; < 1— At|As| — At|d,h| — AtC,
— 14 At|Ay| + A0,y | + AtC < 1 — AtA;

La primera condicién se verifica si asumimos 0 < A; — Ay — |0,h1| — C mientras que para la

segunda,
2

t < .
A1—|—A2+‘(9vh1’+0

Del mismo modo para la segunda fila las condiciones que necesitamos imponer son 0 < Fy —
E2 — |8uh2| — F y

A

2
< .
B+ Ey + |8uh2| + F
Por tdltimo vemos que por hipétesis, como d,hs < 0, si At < 1 entonces obtenemos directamente

que la suma de los elementos de la tercera columna es directamente estrictamente menor a 1 y
asi hemos probado que bajo estas condiciones el esquema GFD es convergente. ]

At (5.28)

De este modo obtenemos que el esquema numérico GFD es convergente y por tanto podemos
esperar que al desarrollar un programa que resuelva el sistema computacionalmente con este
método los resultados sean satisfactorios.
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Observaciéon 5.3. Nétese como en realidad el punto fuerte del método de Diferencias Finitas
Generalizadas es que, aunque los calculos seas largos y tediosos, una vez demostrada la con-
vergencia condicional, siempre podremos encontrar una distribuciéon de forma que se cumpla la
condicion para el paso temporal. Ademds las entradas de la matriz M tnicamente dependen
de las funciones que componen hi, ho v hs y de los coeficientes A1, As, C, Ey, Es v F, que
dependen de la distribucién espacial de los puntos de la estrella.

5.3. Aplicaciones: el modelo de Rosenzweig-MacArthur

A continuacién vamos a ilustrar la aplicabilidad del método de Diferencias Finitas Gene-
ralizadas para resolver numéricamente el sistema . Para ello vamos a utilizar el modelo
depredador-presa canénico propuesto por Rosenzweig y MacArthur en [42] con algunas con-
sideraciones extra que pertenecen al modelo de Bazykin [6] asi como teniendo en cuenta que
tenemos un término de depredadores inactivos y por tanto unas funciones de switching £(v),
n(v), cuya forma explicita definen Kuwamura y Nakazawa en [28] y [35].

El modelo clédsico de Rosenzweig-McArthur o el modelo de Bazykin se consideron inicialmen-
te como sistemas dindmicos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. No obstante
se han desarrollado generalizaciones a modelos de reaccién-difusiéon incluso con quimiotaxis
y para varias formas distintas de las funciones involucradas. En primer lugar lugar vamos a
considerar el sistema (4.1)), que recordamos a continuacién,

ur = Au— V- (ux(w)Vw) + c€(v)u®(v) + a(v)w — g(u),
vy = Av —dV - (vp(w)Vw) + f(v) — ud(v), (5.29)
wy = en(v)u®(v) — a(v)w — n(w)w,

con condiciones de contorno de Neumann homogéneas. Las formas admisibles en los modelos
clasicos para las funciones involucradas son las siguientes.

e Tasa de depredacién ®(v),

d(v) =w tipo Lotka-Volterra o tipo Holling I,
B

(v) = 7 +Uv tipo Holling II,
B m

(I)(U) = m tlpO Holhng III,

donde B,h,m > 0.
e Tasa de mortalidad de los depredadores g(u),

g(u) = ku muerte natural,

2 muerte natural y por competicion intraespecifica,

g(u) = ku + mu
donde k,m > 0.

e Tasa de natalidad de las presas f(v),

fv) = po (1 — %) tipo logisitico,

f) = pw <1 — ﬁ) (v — 1> biestable o efecto Allee,

donde u, K,Q > 0.
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El modelo clasico de Rosenzweig-MacArthur [42] considera un funcional de depredacién de
tipo Holling II, un término logistico con capacidad de carga K para la tasa de natalidad de las
presas y un término lineal en la tasa de mortalidad de los depredadores, que se corresponde con
un modelo en el que la principal causa de muerte de los depredadores es la muerte natural. No
todos los términos aqui expuestos son admisibles por las hipétesis (hg)-(h7) de nuestro modelo,
no obstante las consideradas en el modelo de Rosenzweig-MacArthur si que son admisible, de
modo que trabajaremos con ellas.

Por otro lado la tasa de mortalidad de los depredadores inactivos n(w)w vamos a considerar
que es de tipo lineal, es decir n(w) = n > 0, ya que las especies inactivas no sufren difusién ni
tienen relaciones de competicién y la causa bioldgica principal de muerte en todo caso va a ser
la muerte natural.

Observacion 5.4. Las simulaciones numéricas realizadas por Jin y Wang [23], Wu, Wang y Shi
[49] y Wu, Shi y Wu [48] consideran también las funciones tipicas del modelo de Rosenzweig-
MacArthur, de modo que es consistente que consideremos el mismo tipo de funciones en nuestro
modelo.

Por otro lado las funciones de respuesta quimiotactica tipicamente consideradas en los mo-
delos con quimiotaxis son las siguientes.

e Sensibilidad quimiotactica x(w),

x(w) =w lineal,
x(w) = T o™ saturada,
x(w) = we tipo Ricker,

donde £, m, A > 0.

Obsérvese que no todos los tipos de funcién de respuesta quimiotactica son admisibles ya
que en nuestro modelo necesitamos que x € L' (0, 00), de modo que el lineal no es admisible, la
funcién saturada lo es para m > 2 y el tipo Ricker siempre es admisible.

Por 1dltimo en relacién con el término de depredadores inactivos vamos a utilizar la funciones
de switching de Kuwamura y Nakazawa [28], [35], es decir,

£w) = 1+ tanh(2p(v - q))j n(v) = 1-— tanh;p(v - q))7

donde p,q > 0 tales que verifican las propiedades de las hipdtesis: £(v) +n(v) = 1y 0 <
€(v),n(v) < 1 para todo v > 0. Ademas la funcién a(v) es no decreciente y no negativa de
modo que, como Kuwamura en [28], vamos a considerar que es una cosntante a(v) = a > 0 que
verifique las hipdtesis necesarias.

El problema numérico se plantea para el dominio [0,1] x [0,1] € R2, ¢ > 0, porque como
hemos explicado en la seccién anterior, tipicamente en biologia y ecologia las densidades de
especies se consideran por unidad de superficie. La tridimensionalidad de los ecosistemas es
despreciable muchas veces con respecto al tamano de las otras dos superficies, por ejemplo en
el caso del tamano del selvas como el Amazonas o incluso en el caso de una placa de Petri,
la tercera dimensién espacial se puede despreciar. Ademds esto nos permite visualizar adecua-
damente las soluciones ya que podemos representar en un eje de una grafica tridimensional el
valor de las funciones solucion, obteniendo asi de un vistazo mucha maés informacién que si
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consideraramos un dominio tridimensional, en el que para representar las soluciones tendriamos
que hacer cortes o proyecciones a subespacios bidimensionales.

Asi pues vamos a resolver numéricamente el modelo de Rosenzweig-MacArthur utilizando
el GFDM en dos nubes de puntos: una malla regular y otra irregular tal y como se muestran
en la Figura Ambas mallas contienen m = 437 nodos. De aqui en adelante vamos a utilizar
estrellas de s = 8 puntos distribuidas de modo que se verifiquen las condiciones del Teorema
de convergencia. Elegimos una discretizacién del tiempo de tamano At = 0.001 tal que verifica
las hipétesis del Teorema En este contexto vamos a presentar ejemplos de la convergencia
asintética al que hemos demostrado analiticamente que es el inico punto estacionario constante
no negativo globalmente asintéticamente estable: (0, IV, 0).
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Figura 5.1: Nubes de puntos.

En todos los ejemplos vamos a calcular la diferencia entre la solucién numérica y el estado
estacionario constante utilizando la norma [*°, es decir,

|Flloc = méx{|F;| : i =1,...,n}.

A continuacién vamos a mostrar tres ejemplos del modelo de Rosenzweig-MacArthur en los
que hemos resuelto numéricamente utilizando el GFDM. Se incluyen dos ejemplos en los
que se considera una unica quimiotaxis en el término de los depredadores activos, d = 0, y un
ejemplo final con dos quimiotaxis, es decir, con d = 1.

5.3.1. Ejemplo 1

En este primer ejemplo consideramos un modelo de Rosenzweig-MacArthur para el sistema
con una quimiotaxis, i.e. d = 0, con tasa de depredaciéon de tipo Holling II, con término logistico
en las presas y tasa de mortalidad lineal en depredadores activos. En particular, consideramos
las siguientes funciones con los coeficientes determinados de forma que satisfagan las hipotesis
(ho)-(h7).

14 tanh(0.5(v — 0.5))
2 )

d(v) = 1 —T—v’ flv)y=wo (1 - %) , g(u)=wu, a(v)=0.1v, n(w)=1.1

Ademads consideramos ¢ = 1 y por tanto las constantes de las hipétesis que definimos son: B = 1,
D=1, FE=1,F =1/5 N =5, M = 2. Consideramos una respuesta quimiotdctica de tipo
Ricker,

_1- tanh(0.5(v — 0.5))

30 : ,

n(v)

x(w) = we 24,
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En este primer ejemplo consideramos condiciones iniciales dadas por funciones gaussianas
centradas en distintos puntos del interior de Q = (0,1) x (0, 1). Inicialmente los depredadores
activos estdn centrados en el (0.3,0.3), las presas en el (0.4,0.4) y los depredadores inactivos
en (0.2,0.5). Ademds consideramos que la densidad maxima de las tres especies es de 0.01,
relativamente pequena. Es decir, las funciones iniciales son,

up(z, y) = 0.01~10(=—03)*+(y—0.3)*
vo(z, y) = 0.01e~10l(@—0H)?+(y=0.4)
wo(x,y) = 0.01e~10[(@—0-2)+(y=05)

La representacién grafica de las soluciones numéricas para los tiempos t =1,t =5y t = 10
se muestran en las Figuras y Ademsds, en la Tabla 5.1 se muestra la diferencia
en norma infinito entre la solucién numérica y el estado estacionario calculado analiticamente
(0, N,0), donde en este caso N =5, en los tiempos t =1, t =5, t = 10 y t = 15 segundos.

tiempo (s) 1 5 10 15

lw —0||so | 0.0016 | 2.0538-107° | 3.3314- 1075 | 1.6241-1077
lv— 5|l | 4.9922 0.0532 3.6175-107* | 1.8044 - 1073
lw —0]|se | 0.0033 | 4.1600 - 1075 | 1.3086 - 10~ | 8.3404 - 1078

Tabla 5.1: Valores del error en norma [* en el Ejemplo 1.

Figura 5.2: Solucién numérica de u en los tiempos 1, 5 y 10 (s) para el Ejemplo 1.
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Figura 5.3: Solucién numérica de v en los tiempos 1, 5 y 10 (s) para el Ejemplo 1.
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Figura 5.4: Solucién numérica de w en los tiempos 1, 5 y 10 (s) para el Ejemplo 1.

Si bien se aprecia que las soluciones numéricas en efecto tienden asintéticamente al estado
estacionario globalmente estable (0, 5, 0), lo que es consistente con nuestros resultados analiticos.
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5.3.2. Ejemplo 2

Para el segundo ejemplo vamos consideramos el modelo de Rosenzweig-MacArthur para el
sistema (4.1) con d = 0 pero esta vez con una nube de puntos regular, i.e. la primera de la
Figura Los siguientes coeficientes que satisfacen las hip6tesis (hg)-(h7).

£(v) = 1+ tanh(1.25(v - 0.5))7 n(v) = 1- tanh(lj(v - 0.5))7

v

flv)=v (1 - f) , g(u) =15u, a(v)=3v, n(w)=18,

v
®(v) =0.5
(v) .

T4 4]

ademds de ¢ = 1. Asi pues con estos coeficientes las constantes a las que se hace referencia
durante todo el trabajo resultan B = 0.5, D =15, E =1, F =1/5, N =5 M = 1/2, de
modo que el punto de equilibrio globalmente asintéticamente es de nuevo (u,v,w) = (0,5,0).
La funcién de respuesta quimiotactica que consideramos a continuacién es del tipo saturado,

w

X(w) = 1+ 5w3’

Para este segundo ejemplo se han considerado las siguientes funciones como datos iniciales,
UO(xa Z/) - Uo(llf,y) - ’LU()(.’E,y) = COS((Q.%' + l)ﬂ) +1

En las Figuras[5.5] [5.0] y [5.7] se muestra la solucién numérica en tiempos t = 1, ¢t =5y t = 10
(s) y la Tabla 5.2 muestra los errores en norma [*>° de la diferencia entre la solucién numérica y
el punto globalmente asintéticamente estable (u,v,w) = (0,5,0) para los tiempos t = 1,5,10 y
15 segundos.

Figura 5.5: Solucién numérica de u en los tiempos 1, 5 y 10 (s) para el Ejemplo 2.
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Figura 5.7: Solucién numérica de w en los tiempos 1, 5 y 10 (s) para el Ejemplo 3.

tiempo (s) 1 5 10 15

|lu— 0] | 1.3183 0.0040 7.2455-1076 | 1.5525-1078
lv -5l | 3.1172 0.1577 1.217-107* | 7.5151-1076
lw —0]|se | 0.0057 | 1.6612- 10710 | 1.7794 - 10713 | 3.7958 - 10716

Tabla 5.2: Valores del error en norma [* en el Ejemplo 2.
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Asi pues vemos que efecto las soluciones tienden rapidamente al punto estacionario que en
el capitulo anterior hemos demostrado que es globalmente asintéticamente estable, es decir,
(u,v,w) = (0,5,0). Vemos de este modo una consistencia entre el los resultados analiticos y la
nvestigacién numérica.

5.3.3. Ejemplo 3

En este dltimo ejemplo vamos a estudiar con el GFDM el modelo con dos quimiotaxis, es
decir, con d = 1. Asi podremos apreciar cémo afecta al movimiento de las presas el hecho de
sentirse atraidas por los huevos de depredador. Esa mecédnica biolégica se puede entender en el
contexto de una trampa que los depredadores activos les tienden a las presas para hacer que
acudan a cierta regién del dominio a la que ellos también se sientes atraidos.

El modelo de Rosezweig-MacArthur que vamos a representar es similar a los anteriores para
que verifique todas las hipdtesis del andalisis tedrico pero esta vez con los coefcientes que siguen.

£(v) = 1+ tanh(1.25(v — 0.5))7 () = 1-— tanh(1.25(v — 0.5))’

1 j_ > fv)=w (1 - %) , g(u)=15u, a(v)=3v, n(w)=18,
con ¢ = 1. Asi pues las constantes de las hipétesis (hg)-(h7) son B = 0.5, D = 1.5, E = 1,
F=1/3, N =3y M = —1/2. Con esta elecicon de coeficientes obervamos que el punto glo-
balmente asintéticamente estable es el (w,7,w) = (0,3,0). Ademés el hecho de que M < 0
no supone ningun incoveniente mayor ya que todos los vo(x) > 0 (vo # 0) son datos iniciales
admisibles.

d(v) = 0.5

En este modelo, como d = 1, tenemos dos funciones de respuesta quimiotéictica, una pa-
ra las presas y otra para los depredadores, asi pues consideramos que u sufre una respuesta
quimiotactica de tipo Ricker mientras que las presas v de tipo saturada,

24 _w
x(w) = we Yo u(w) = m,

tales que verifican las hipdtesis de los teoremas de estabilidad.

Los datos iniciales considerados para este Ejemplo 3 son de un tercer tipo diferente a los
anteriores,
ug(z,y) = 2((z — 0.5)% + (y — 0.5)%),
vo(z,y) = 2(2 — (z - 0.5)%(y — 0.5)*),
wol, y) = 2((z — 0.9)% + (y — 0.9)%).

Para este ultimo ejemplo también utilizamos la malla irregular de ya es una de las
caracteristicas principales de este método meshless de Diferencias Finitas Generalidas.

tiempo (s) 1 5 10 15
|u = 0lloo 0.9833 0.0037 4.7232-107% | 6.6918-107°
lv — 3|00 0.1363 0.0011 1.4944-107° | 1.1311-107°7

lw —0loo | 2.7332-107° | 4.6221 - 1078 | 5.9008 - 10! | 8.3489 - 1014
Tabla 5.3: Valores del error en norma [* en el Ejemplo 3.

En las Figuras y se muestra la solucién numérica en tiempos t = 1,t =5y
t = 10 (s) y la Tabla 5.3 muestra los errores en norma [*° de la diferencia entre la solucién
numérica y el punto globalmente asintéticamente estable (w,v,w) = (0,3,0) para los tiempos
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t =1,5,10 y 15 segundos. Observamos como en efecto el error entre las soluciones numéricas y
el punto estacionario constante (0,3,0) decrece muy rapidamente con el tiempo en norma [*.

Figura 5.8: Solucién numérica de u en los tiempos 1, 5 y 10 (s) para el Ejemplo 3.

Figura 5.9: Solucién numérica de v en los tiempos 1, 5 y 10 (s) para el Ejemplo 3.
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Figura 5.10: Solucién numérica de w en los tiempos 1, 5 y 10 (s) para el Ejemplo 3.
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Conclusiones

Durante este trabajo hemos introducido un sistema nuevo de ecuaciones en derivadas parcia-
les del tipo parabdlico-parabdlico-ordinario que modelan las interacciones depredador-presa en
un ecosistema en el que se tienen en cuenta los depredadores inactivos: huevos o depredadores
en estado de hibernacién. Ademés el sistema que hemos introducido presenta el fenémeno de
la quimiotaxis, por el cual las especies son capaces de dirigir su movimiento hacia las zonas
en las que hay una mayor concentracién de otras especies. En particular hemos introducido
dos modelos que se pueden escribir de la misma forma: uno con una tnica quimiotaxis, d = 0,
y otro con dos quimiotaxis d = 1. El proceso de la quimiotaxis es muy complicado de tratar
matematicamente ya que es altamente no lineal y la teoria clasica de ecuaciones en derivadas
parciales lineales no basta para su andlisis. Son innumerables los casos de ecuaciones no lineales
o quasi-lineales que sufren el fenémeno de blow-up o explosiéon en tiempo finito y para las que
no existe solucién global. Del mismo modo asgurar que un esquema numérico converge cuando
se trata de sistemas no lineales es delicado y de ahi que el método de Diferencias Finitas Gene-
ralizadas sea muy recomendable para estudiar sistemas depredador-presa con quimiotaxis.

Asi pues bajo unas hip6tesis razonables y consistentes con las de los modelos en lo que nos
hemos basado, es decir [23], [28], [48] y [49], hemos demostrado la existencia global de soluciones
para el sistema con una y con dos quimiotaxis, hemos estudiado el comportamiento asintético
v hemos demostrado que solo hay un estado estacionario constante no negativo globalmente
asintoticamente estable, también en consonancia con los trabajos de Kuwamura, Jin, Wu, Shi
y Wang. Finalmente hemos diseniado un esquema numérico utilizando el método de Diferencias
Finitas Generalidas que hemos demostrado ser convergente bajo unas restricciones muy débiles,
como se ve en la variedad de ejemplos expuestos para el modelo de Rosezweig-MacArthur.

El resultado de existencia de soluciones en el caso de d = 0 ya ha sido publicado:

e R. Déger, V. Navarro, M. Negreanu. | Uniform boundedness of solutions for a predator—prey system,
with diffusion and chemotaxis. Comptes Rendus Mathématique 358, no. 1 2020 103-108.

Los resultados de existencia global en el caso de dos quimiotaixs, d = 1, asi como los resul-
tados sobre el comportamiento asintético de las soluciones han sido redactados y recientemente
enviados como manuscrito:

e R. Déger, V. Navarro, M. Negreanu, A.M. Vargas. Uniform asymptotic behavior of solutions for a
predator—prey system with diffusion and chemotazis. Preprint.

Por ultimo toda la investigacién numérica del método de Diferencias Finitas Generalizadas,
la demostracion de la convergencia del esquema numeérico y los ejemplos expuestos han sido
redactados y recientemente enviados como manuscrito:

e R. Déger, V. Navarro, M. Negreanu, A.M. Vargas. Uniform asymptotic behavior of numerical
solutions for a predator—prey system with diffusion and chemotazis. Preprint.


https://comptes-rendus.academie-sciences.fr/mathematique/item/CRMATH_2020__358_1_103_0/
https://comptes-rendus.academie-sciences.fr/mathematique/item/CRMATH_2020__358_1_103_0/
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