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Abstract

The aim of this work is to begin an advanced study of a classical topic in Functional
Analysis and Banach space theory, specifically the extremal structure, support functio-
nals and support points. To this end, we take as main reference and starting point
the book of Fabian, Habala, Hajek, Montesinos Santalucia and Zizler, Banach Space
Theory, The Basis for Linear and Nonlinear Analysis ‘|, in special the first chapters
(1,2,3) and the chapter 7.

On the one hand, we analyse the concepts of support variety and extreme point of
a subset of a locally convex space, along with its main properties and their behaviour
with respect to lineal operators between locally convex spaces. In adittion, we study
the well-known Krein-Milman theorem together with Milman theorem, which is a sort
of converse of the first one. A stronger result is given in Caratheodory’s theorem for
the case of finite dimensional spaces.

On the other hand, we study the concepts of support functionals and support points
of a convex set in a Banach space. In particular we show Bishop-Phelps theorem. This
theorem states that the set of support points of a convex and closed set is dense in
its boundary and if the set is in adittion bounded, then their support functionals are
dense in the dual space.

Finally, in the last chapter we study an interesting topic, the equivalence between
the Radon-Nikodym property and the Krein-Milman property in Banach spaces. We
follow the research of Huff and Morris and their proof of the equivalence of the
above properties in dual Banach spaces.

Keywords

Banach spaces, extreme points, support points, support functionals, James boun-
dary, Radon-Nikodym property, Krein-Milman property.
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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es introducirse en el estudio de un tema clasico
del Analisis Funcional, los espacios de Banach, en concreto su extructura extremal y
funcionales y puntos soporte. Para ello, hemos tomado como punto de partida y princi-
pal referencia bibliografica el libro de 1] en especial los primeros capitulos (1,2,3) y el
capitulo 7. Cabe destacar que en los primeros capitulos del trabajo hemos desarrollado
la teoria en espacios mas generales que los espacios de Banach, los llamados espacios
localmente convexos.

Para introducirnos en el estudio de este tema clasico, en el primer capitulo se repasan
las definiciones basicas de Analisis Funcional, norma, convergencia, espacio de Banach,
espacio dual, reflexividad, operadores lineales y continuos y las topologias débiles y la
polar de un conjunto asi como el teorema Bipolar y Teorema de Goldstine, y algunos
resultados basicos de separacion tales como los famosos teoremas de Hahn-Banach.
Para terminar este primer capitulo repasamos los conceptos mas basicos de Teoria de
la medida que utilizare durante el trabajo, siguiendo el libro de Cohn

En el segundo capitulo se estudia el concepto de punto extremo de un conjunto
viendo sus principales propiedades y el conocido teorema de Krein-Milman que nos
dice que todo subconjunto compacto y convexo de un espacio localmente convexo es la
adherencia de la envoltura convexa de sus puntos extremos, y una especie de reciproco
suyo, el Teorema de Milman, asi como algin ejemplo de como es el conjunto de puntos
extremos de la bola unidad de algunos de los espacios de Banach mas clasicos. Mas
adelante, en el capitulo tres, vemos una mejora del Teorema de Krein-Milman en el
caso de que el espacio sea finito dimensional, es lo que se conoce como el Teorema de
Caratheodory que nos dice que en un espacio n-dimensional todo punto de un conjunto
compacto y convexo es una combinaciéon convexa de a lo sumo n + 1 puntos extremo
de dicho conjunto.

En el cuarto capitulo se estudian los conceptos de funcional y punto soporte de un
conjunto convexo junto con sus principales propiedades viendo el teorema de Bishop-
Phelps, que nos dice que el conjunto de los puntos soporte de un conjunto cerrado
y convexo es denso en su frontera; y que el conjunto de los funcionales soporte de
un conjunto cerrado, acotado, convexo y no vacio es denso en el espacio dual. Para
demostrar este tltimo resultado estudiamos el Principio Variacional de Ekeland.
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INDICE GENERAL

En el capitulo quinto se estudian algunos resultados mas relevantes en espacios de
Banach, en la primera seccién vemos el Principio de Acotacion Uniforme de Banach-
Steinhaus y el Teorema de Banach-Steinhaus que relaciona acotacién en la topologia
débil y débil estrella con acotacién en norma. Y en la segunda seccién se ve algunas
caracterizaciones de cuando un espacio de Banach es reflexivo y siguiendo el articulo
de Lindenstrauss y Phelps estudiamos como es el conjunto de puntos extremos de
los subconjuntos de un espacio de Banach reflexivo.

En el capitulo sexto introducimos el concepto de frontera de James de un conjunto
acotado estudiando sus principales propiedades y observando que el conjunto de puntos
extremo de un conjunto es una frontera de James de este. También vemos algunos
resultados relevantes como la desigualdad y teorema de Simons, el teorema de James,
que nos dice que en un espacio de Banach todo subconjunto débil cerrado y acotado
suyo es ademas débil compacto si y solo si todo funcional es un funcional soporte suyo,
y el Teorema de Rainwater.

Por 1ltimo, en el capitulo séptimo se estudia un problema abierto desde hace tiem-
po, la equivalencia entre la propiedad de Krein-Milman y la de Radon-Nikodym en
los espacios de Banach, un espacio de Banach tiene la primera si todo subconjunto
acotado, convexo y cerrado suyo es igual a la adherencia de la envoltura convexa de sus
puntos extremos; y tiene la segunda propiedad si todo subconjunto acotado, convexo y
cerrado suyo es igual a la adherencia de la envoltura convexa de sus puntos fuertemente
expuestos. Por un lado se tiene de forma sencilla que la propiedad de Radon-Nikodym
implica a la de Krein-Milman, pero la otra implicacion no se sabe en general. Tomando
como referencia el articulo de Huff y Morris se demuestra que en los espacios de
Banach duales si se tiene esa equivalencia.
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Capitulo 1

Definiciones y resultados basicos

En este primer capitulo vamos a introducirnos en el estudio de los espacios de Ba-
nach repasando las definiciones y conceptos mas bésicos en espacios normados, también
veremos una introduccion a las topologias débiles en estos espacios y el concepto de
polar de un conjunto y en la tercera seccién veremos los famosos Teoremas de Hahn-
Banach junto con la nocién de espacios localmente convexos y teoremas de separacion
en estos espacios. Por tltimo, en la ultima seccién veremos una pequetia introduccion
a la teoria de la medida junto con los conceptos de este ambito que utilizaré durante
el trabajo.

1.1. Definiciones basicas

En esta primera seccién vamos a repasar los principales conceptos para el estudio de
espacios normados tales como norma, espacio de Banach, operador, isometria y espacio
dual.

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre K (R o C), se dice que una aplicaciéon
| -] : X — [0, +00) es una norma si:

(1) ||z]| =0« z=0.

(11) [|[Az|| = |A|||z|| para todo x € X y para todo A € K.
() flz + yll < flz[l + [ly]| para todo 2,y € X.
A la dupla (X, || - ||) se le llama espacio normado.

Definicién 1.2. Sean (X, || - ||) un espacio normado, (2, ),en una sucesion de X y x
un punto de X, se dice que (z,),en converge a x si para todo € > 0 existe un ntimero
natural N tal que ||z — z,|| < e para todo n > N, en este caso se dice que la sucesion
es convergente. De igual modo, se dice que la sucesion (z,),en €s una sucesién de
Cauchy si para todo € > 0 existe un nimero natural N tal que para todo n,m > N
se tiene que ||z, — x| < e.
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

Definicién 1.3. Un espacio normado (X, || - ||) se dice que es un espacio de Banach
si es completo, esto es, si toda sucesién de Cauchy es convergente en (X, || - ).

Definicién 1.4. Sea X un espacio vectorial y C' un subconjunto suyo, se dice que C' es
convexo si para cualesquiera x,y € C'y para todo A € [0, 1] se tiene que Az + (1 — \)y
pertenece a C.

Definicién 1.5. Sea X un espacio vectorial y C' un subconjunto suyo, se define la
envoltura convexa de C, denotada por conv(C'), al conjunto:

conv(C) ={d_ Nz;/z; e X, >0Vi=1,..,ny > X\ =1}
i=1 =1

Definicién 1.6. Sea X un espacio vectorial y C' un subconjunto suyo, se dice que C'

es acotado si existe M > 0 tal que sup ||| < M.

Sea A € K, entonces denoto por )\C’ al conjunto {\z/z € C'}.

Definicién 1.7. Sean X un espacio vectorial y C' un subconjunto suyo, se dice que C'
es equilibrado si aC C C para todo a € K tal que |a] < 1.

Definicién 1.8. Sea (X, || - ||) un espacio normado, se dice que es separable si existe
un subconjunto D de X que es numerable y denso.

Ahora vamos a comenzar el repaso de los operadores lineales entre dos espacios
normados.

Definicién 1.9. Sean X, Y dos espacios vectoriales sobre K y 7' : X — Y una
funcién entre estos dos espacios, se dice que T es lineal si:

T(ax+ py) =aT(z)+ pT(y) Vr,ye X y Va,p €K

Al espacio vectorial formado por todas las funciones lineales entre X e Y se le
denota por L(X, Y).

Una funcion lineal entre dos espacios normados se dice que es un operador.

Un funcional lineal en un espacio normado X es un operador entre X y K.

Definicién 1.10. Sean X y Y dos espacios normados y 7" un operador de X a Y se
dice que T es acotada si T'(By) es acotado en Y. Y definimos la norma del operador
T como:

171} = sup{lIT(2)[ly /llzlx < 1}.

Denotamos por B(X, Y) al espacio vectorial de todos los operadores acotados
entre X y Y, junto con la norma de operadores.

Proposicion 1.1. Sean X e Y dos espacios normados y T un operador de X a'Y.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

(1) T es continuo en X.
(11) T es continuo en el 0.

(1) T es acotado, esto es ||T|| < oco.

Definicién 1.11. Sea (X, || - ||) un espacio normado, denotamos por X* al espacio
vectorial B(X,K) de todos los funcionales lineales y continuos en X junto con la norma
de operador, || f]| = sup{|f(z)|/||z]] < 1} a esta norma se la llama norma dual
candnica. Al espacio X* se le llama espacio dual de X. Al espacio dual del espacio
dual de X, se le llama espacio bidual y se denota por X**.

Proposicion 1.2. El espacio dual de todo espacio normado es un espacio de Banach.

Definicién 1.12. Sean X, Y dos espacios normados y 7' : X — Y un operador se
define el operador dual de T como el operador 7% : Y* — X* que a cada f € Y*
le asigna la un funcional sobre X* T*(f) : X — R definido por T*(f)(x) = f(T(x))
para todo z € X.

Definicién 1.13. Sean X e Y dos espacios normados. Un operador T : X — Y lineal
y continuo se dice que es un isomorfismo (lineal) si es biyectivo y 771 : Y — X es
lineal y continuo. Si existe un isomorfismo (lineal) de X en Y, se dice que estos espacios
son isomorfos.

Un operador T : X — Y lineal y continuo se dice que es una isometria (lineal)
de X en Y si ||z||x = ||T(z)||y para todo punto x de X. Si existe una isometria (lineal)
sobreyectiva de X en Y, se dice que estos espacios son isométricamente isomorfo.

Proposiciéon 1.3. Dado X un espacio normado existe una isometria candénica i de X

en su bidual X** definida por la aplicacion i(x) = i, que a cada x de X le asigna un
funcional sobre X* definido por i,(f) = f(x) para todo f en X*.

Definicién 1.14. Un espacio normado X se dice que es reflexivo si la aplicacion
canodnica 7 : X — X™ es sobreyectiva. Por tanto si X es reflexivo es isométricamente
isomorfo a su bidual.

1.2. Topologias débiles y polaridad

En esta seccion vamos a definir las topologias débiles en espacios normados, asi como
el concepto de red y de polar de un conjunto. También veremos resultados importantes
como el Teorema de Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.9), Teorema Bipolar (Teorema 1.10)
y Teorema de Goldstine (Teorema 1.11).

Definicién 1.15. Sea X un espacio normado, definimos la topologia débil de X,
denotada por w o w(X, X*), como la topologia generada por una base consistente en
los conjuntos de la forma:

A={zx e X/|filr —xp)| <e Vi=1,..,n}
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

para todo zg € X, f1,...,fn € X*ye > 0.

De forma similar, definimos la topologia débil estrella en X*, denotada por w* o
w(X*, X), como la topologia generada por una base consistente en los conjuntos de la
forma:

para todo fo € X*, x1,...,2, € X y &> 0.

Observacidon. La interseccién finita de semiespacios de X (esto es los conjuntos {x €

X/f(x) >a} paraa e Ry f e X*\ {0}) forman una base de la topologia débil en X.
Para estudiar las propiedades de estas topologias necesitamos introducir un con-

cepto mas general que el concepto de sucesion, las llamadas redes.

Definicién 1.16. Un conjunto de indices [ se dice que esta parcialmente ordenado
si existe una relacion binaria < que satisface que para todos «, 3,y de I:

(a) a<a.
(b) Sia< Sy f <, entonces o < 7.
(c) Sia<pyp<a,entonces a = f3.

Definicién 1.17. Una red en un conjunto no vacio X es una aplicacion N de un
conjunto de indices I a X. A sus elementos les denoto por z, en vez de N(a) y a la
red la denoto por {x,}aer. Sea J otro conjunto de indices y S : J — I con la siguiente
propiedad, dado ag € I existe fy € J tal que oy < S(3) siempre que [y < 5. Entonces
la red {2g(s)}pecs se dice que es una subred de la red {x4}aer.

Definicién 1.18. Decimos que una red {x, }aecr €n un espacio topolégico X converge
a un punto x € X si para todo entorno U de x existe ag € I tal que z, € U para
todo g < a.

Proposicion 1.4. Sea X un espacio normado, se tiene que:

(1) En X la topologia en norma es mas fina que la topologia débil.

(1) En X* la topologia débil es mas fina que la topologia débil estrella. De hecho si
X es reflexivo, en X* ambas topologias coinciden.

Demostracion. (I) Sea A C X abierto débil, veamos que también es abierto en norma,
para ello voy a ver que todo punto de A pertenece al interior de A. Sea xq € A, como
A es abierto débil existen fi, ..., f, € X*\ {0} y € > 0 tal que

{r e X/|filx —xp)| <e Vi=1,...,n} C A

€

1/l

i €{1,...,n} entonces

il = wo)| < [l filllle = wol| <[ fill6 < [I:

considero § = min{ Ji=1,..,n} >0, ahora sea x € X tal que ||z — x| < y sea

3

€
Hm—
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

por tanto x € A. Entonces la bola de centro xg y radio ¢ esta contenida en A, luego z
es un punto interior de A, por tanto A es abierto en norma.

(II) Es consecuencia inmediata del hecho de que X C X**, y la segunda parte del
hecho de que si X es reflexivo, se tiene que X = X**.

[]

Consecuencia de este resultado se tiene el siguiente relacionado con la convergencia
de redes:

Proposicién 1.5. Sea X un espacio normado,

(1) Sea {xy}acr una red en X, se tiene que si {xy}aecr converge en norma a x € X,
entonces también converge débilmente a x.

(11) Sea {fo}acr una red en X*, se tiene que si (f,)n converge en norma (de opera-
dores) a f € X*, entonces también converge débilmente a f y por tanto también
converge débilmente estrella a f.

Por 1ltimo veamos una caracterizacion de la convergencia de sucesiones en la topo-
logia débil y débil estrella.

Proposiciéon 1.6. Sea X un espacio normado:

(1) Sean f, fi,..., fn,... € X*, entonces (f,)n converge débil estrella a f si y solo si
Im fu(z) = f(z) para todo x € X.

(1) Sean x,xy,...,Tn,.. € X, entonces (x,), converge débilmente a x si y solo si
lim f(zn) = f(x) para todo f € X*.

Definicién 1.19. Sean X un espacio de Banach y A un subconjunto suyo, se define
la polar de A en X*, denotada por A°, como:

A° = {f € X*/Re(f(z)) <1 Yz € A}.

En el caso de que A sea un subconjunto de X*, denotamos por A, a la polar de A con
respecto a X, esto es {x € X/Re(f(z)) <1 Vf e A}.
Y se define la polar absoluta de A como el conjunto:

(f e X*/|f(z)] <1 Ve A,

Proposicién 1.7. Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto suyo entonces:
(a) A° es un conjunto que contiene el 0, convero y w*-cerrado en X*.

(b) Si A es equilibrado, entonces A° también lo es y ademds coincide con la polar
absoluta de A.
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

Demostracion. (a) Primero veamos que es convexo, sean fi, fo € A°, A € [0,1] y z € A,
entonces:

Re((Mi + (1= N f2)(@)) = Re(Afa(x) + (1= M) fola)) =
— ARe(fi(2)) + (1= NRe(fa(x) S A+ (1= A) = 1.

Por lo tanto A° es convexo. El hecho de que 0 € A° es trivial ya que Re(0(z)) = 0. Por
lo tanto solo queda por ver que A° es w*-cerrado. Sea (f,,), una sucesién en A° tal que
w*-converge a f € X* veamos que f € A°, sea x € A tenemos:

Re(f(x)) = Re(1im_fu(2)) = lim Re(fy(2)) < 1

donde hemos utilizado la caracterizacién de la convergencia débil estrella (Proposicion
1.6) y el hecho de que los f, € A°, por tanto, Re(f,(z)) < 1. Por tanto, f € A°,
entonces A° es w*-cerrado.

(b) Sea A equilibrado, veamos que A° es también equilibrado. Sea f € A°y a € K
con || < 1, veamos que af € A°. Sea x € A, entonces

Re((af)(x)) = Re(af(r)) = Re(f(ax)) <1

donde hemos usado que A es equilibrado, por tanto ax € A. Por tanto af € A°,
entonces A° es equilibrado. Veamos por tltimo que A° coincide con la polar absoluta,
por definicion se tiene que la polar absoluta esta contenida en A°, por tanto solo hay
que ver la otra inclusién. Sean f € A°y x € A, denoto f(x) = a + bi, como A° es
equilibrado se tiene que Re(af(z)) < 1 para todo o € K tal que o < 1, entonces
|f(x)] < 1. Por tanto f pertenece a la polar absoluta de A. Entonces A° coincide con
la polar absoluta de A.

O

Una consecuencia inmediata de la segunda parte de esta Proposicién (Proposicién
1.7) y la definicién de polar absoluta es el siguiente resultado.

Proposicién 1.8. Sea X un espacio de Banach, se tiene que (Bx)® es Bx« y (Bx+)o
es Bx.

Teorema 1.9 (Teorema de Alaoglu-Bourbaki). Sea X un espacio de Banach y A un
subconjunto suyo. Si A es un entorno del 0 entonces A° es w*-compacto.

Teorema 1.10 (Bipolar). Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto suyo,
entonces A*°(:= (A°)°) = conv(A U {0})w(X X En particular, si A es w(X**, X*)-
cerrado, convexo y contiene al 0, entonces A = (A°),. Andlogamente, si B C X* es
w(X*, X)-cerrado, convexo y contiene al 0, entonces B = (B,)°.

Demostracién. Defino C' := conv(AU{0})", hay que ver que A®° = C.
(D) Es claro que 0 € A°°, ahora veamos que A C A°°, por definicién se tiene que
A®° ={z € X*/Re(f(z)) <1 Vx € A°},seax € Ay f € A°, entonces Re(f(z)) <1,
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

por tanto x € A°°, entonces A C A°°. En consecuencia, se tiene que 0 € Ay A C A*°,
y como A° es convexo y w-cerrado, se tiene que C' = conv(AU {0})" C A
(C) Supongamos que no se da, esto es A°°\ C' # (), por tanto existe x € A*°\ C.
Por el Teorema 1.20, existe f € X* tal que Re(f(z)) > sup Re(f(c)). Como 0 € C,
C

se tiene que sup Re(f(c)) > Re(f(0)) = 0, por tanto 0 Scseup Re(f(c)) < Re(f(z)) y
ceC

podemos encéifrar un nimero positivo ¢ tal que e < Re(f(x)) —sgg Re(f(c)), entonces
consideramos g := L se tiene que
Re(f(x)) —¢
sup Re(f(c))  sup Re(f(c))
< R = Bl —2 < s el@)
y Re(g(x)) = Jm > 1. Por definicion A C C, por tanto (sllelgRe(g(a)) <

sup Re(g(c)) < 1, entonces g € A° y como x € A°° se tiene que Re(g(z)) < 1 (contra-
ceC

diccién, ya que acabamos de ver que Re(g(z)) > 1). Por tanto A*° C C.
]

Utilizando este resultado, vamos a demostrar un importante resultado relacionado
con el espacio bidual, el conocido Teorema de Goldstine.

Teorema 1.11 (Teorema de Goldstine). Sea X un espacio de Banach, entonces la
w*-clausura de Bx en X** es Bxx.

Demostracion. Aplicamos el Teorema Bipolar (Teorema 1.10) a By que es convexo y

w(X*X*) (X X
contiene al 0, por tanto se tiene que (Bx)* = conv(Bx U {0}) ( - By
y la topologia w(X**, X*) es exactamente la topologia w* en X**. Por otro lado, por
la Proposicién 1.8 se tiene que (Bx)° = By« y (Bx+)® = Bxs«, por tanto se tiene que:

B" = (Bx) = (Bx)*) = (Bx-)" = B,

Por tanto, efectivamente, la w*-clausura de Bx en X** es By«.
m

1.3. Teorema de Hahn-Banach y teoremas de sepa-
racion

Como su propio nombre indica en esta seccion vamos a ver los Teoremas de Hahn-
Banach, asi como el llamado funcional de Minkowski y el concepto de espacios local-
mente convexos y resultados andlogos (o extensiones) a los Teoremas de Hahn-Banach
en estos espacios.
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

Definicién 1.20. Sea X un espacio vectorial y p una funcién de X en R. Se dice que
p es subaditiva si:

plx+y) <plz)+ply)  Vo,yeX

y se dice que es positivamente homogénea si:
plazx) = ap(x) Vee X y Va>0.

Teorema 1.12 (Teorema de Hahn-Banach (caso real)). Sea Y un subespacio de un
espacio lineal y real X y sea p un funcional en X positivamente homogéneo y subaditivo.
Si f es un funcional lineal en Y tal que f(y) < p(y) para todo punto y de Y, entonces
existe un funcional lineal F en X tal que F = f en Y y F(z) < p(x) para todo punto
x de X.

Teorema 1.13 (Teorema de Hahn-Banach (espacios normados)). Sea Y un subespacio

de un espacio normado X. Si f es un elemento del dual de Y, entonces existe F en el
dual de X tal que F = f en Yy ||F|x = | f]

Corolario 1.14. Sea X un espacio normado, entonces para todo punto x de X existe
un funcional f en X* de norma 1 tal que f(z) = ||z||.
En particular, ||z|| = max{|f(x)|/f € Bx+} para todo x € X.

Y*-

Ahora, vamos a ver dos resultados de separacion en espacios normados, para después
ampliarlos a un caso mas general, en espacios localmente convexos. Para ello primero
voy introducir el concepto de funcional de Minkowski:

Definicién 1.21. Sea C' un conjunto en un espacio normado X se define el funcional
de Minkowski de C' como la aplicacién uc : X — [0, +00] definida por:

f imf{A>0/zeAC} si{A>0/zeC}#D
po(x) = +00 si{A>0/zeXC} =10

Proposicién 1.15 (Propiedades del funcional de Minkowski). Sea C' un entorno con-
vezo del 0 en un espacio vectorial topologico E, y sea puc el funcional de Minkowski de
C. Entonces:

(1) pe es un funcional continuo en E no negativo, positivamente homogéneo y subadi-
tivo.

(11) Si C' es abierto, entonces C' = {zx € E/uc(x) < 1}.

Lema 1.16. Sea E un espacio vectorial topologico y sean f : E— R un funcional y
p: E — R una funcion continua en el 0y tales que f < p. Entonces f es continua.

Teorema 1.17 (Teorema de separacién de Hahn-Banach). Sea C un conjunto convezo
y cerrado en un espacio normado X. Si xg es un punto de X que no pertenece a C
entonces existe un funcional f en X* tal que Re (f(xo)) > sup{Re (f(x)) /x € C}.
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Proposiciéon 1.18. Sea X un espacio normado.

(1) Sea C un conjunto abierto convexo en X. Si xq es un punto de X que no esta en
C, entonces existe un funcional f en X* tal que f(x) < f(x¢) para todo x € C.

(11) Sean A, B dos conjuntos convezos distintos en X. Si A es abierto entonces eziste
un funcional f en X* tal que f(a) < ggj{;f(b) para todo punto a de A.

Definicién 1.22. Sean E un espacio vectorial y 7 una topologia Hausdorff en E' tales
que las operaciones + : F x E' — FE, definida como +(x,y) =x+y,y - : ExK — E,
definida como -(x, \) = Az, son continuas en E X E'y E x K respectivamente. Entonces
el par (E,7) se dice que es un espacio vectorial topolégico.

Definicién 1.23. Un espacio vectorial topoldgico (E,T) se dice que es localmente
convexo si (F, 7) tiene una base local consistente en conjuntos convexos.

Observacion. De forma inmediata se ve que todo espacio normado es localmente con-
vexo, ya que para cada punto basta con considerar una base de entornos formada por
todas las bolas abiertas centradas en él. En cambio, no todo espacio localmente convexo
es un espacio normado, para comprobarlo usamos el siguiente resultado.

Proposicion 1.19. Un espacio X localmente convexo es normable si y solo si tiene
un entorno acotado del 0.

Demostracion. (=) Claro.
(<) Sea U un entorno acotado, equilibrado y convexo del 0 entonces el funcional de

Minkowski de U es un norma continua en X que induce la topologia de X.
]

Usando este resultado se tiene que todo espacio de Banach infinito dimensional con
la topologia débil es un espacio localmente convexo pero no es normable (ya que no
tiene un entorno acotado del 0).

Veamos ahora una extension a estos espacios del Teorema de separacion de Hahn-
Banach (Teorema 1.17).

Teorema 1.20. Sea E un espacio vectorial topoldgico.

(1) Si A es un conjunto convexo, abierto y no vacio de E y xy es un punto de E que
no esta en A. Entonces existe un funcional continuo f en E tal que Re(f(a)) <
Re(f(x0)) para todo punto a de A.

(11) Si E es un espacio localmente convexo, C es un subconjunto no vacio, cerrado
y convero suyo y ro es un punto de FE que no esta en C. Entonces existe un
funcional continuo f en E tal que sup Re(f(c)) < Re(f(xg)).

ceC
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Demostracion. Asumimos sin pérdida de generalidad que E es real.

(I) Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el 0 pertenece a A. Enton-
ces, por la Proposicién 1.15, tenemos que el funcional de Minkowski de A, 4 es
un funcional no negativo, continuo, positivamente homogéneo y subaditivo en E y
A={x € E/uas(xz) < 1}. Defino f en span{xo} como f(axg) = apa(xy), vamos a ver
que f(axg) < palaxy) para todo « real.

Si a > 0, basta con aplicar que pa es positivamente homogéneo y se tiene que
flamg) = apa(wo) = palazo).

Si a <0, como f4 es no negativo se tiene que f(awg) = apa(rg) <0 < palax).
Aplicando el Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.12) obtenemos un funcional lineal
en E, que coincide con f en span{z}, y que denoto también por f, y cumple que
f < pa. Entonces, como 4 es continuo por el Lema 1.16, se tiene que f es continua,
por tanto pertenece a £* y tenemos que:

f(a) < paa) <1 < pua(we) = fxg)  Vae A

(IT) Supongamos ahora que E es localmente convexo. Sea U un abierto convexo,
centrado en el 0 tal que (zg + U) N C # (), este abierto lo puedo tomar ya que C' es
cerrado y z¢ no esta en C', ademas lo puedo tomar convexo ya que E es localmente
convexo. Entonces se tiene que xy no pertenece a C' 4+ U que es un abierto, convexo y
no vacio, luego por (I) existe f € E* tal que f(c+u) < f(xg) para todo c en C'y u en
U. Entonces, como f es lineal (f(c+u) = f(c) + f(u)), se tiene:

sggf(c) < f(zo) — f(u) Yu e U.

Por lo que, basta tomar un elemento ug de U tal que f(ug) > 0 (que se puede tomar
ya que f es un funcional lineal no constante y U es un abierto convexo centrado en el
0) y se tiene:

sup f(c) < f(zo) — f(uo) < f(zo) = sup f(c) < f(xo).

ceC ceC
O

Corolario 1.21. Sean E un espacio localmente convexo, x e y dos puntos suyos, si
x # y entonces existe un funcional f en E tal que f(x) # f(y).

Demostracion. Como x # y y E es un espacio localmente convexo, puedo encontrar un

cerrado C' convexo tal que x € C e y ¢ C. Por tanto, por el Teorema 1.20 (apartado

(IT)), existe un funcional f € E* tal que: sup f(c) < f(y), en particular f(x) < f(y),
ceC

por tanto f(z) # f(y).
[l

Ahora veamos la extensién a estos espacios de la Proposicion 1.18.

Teorema 1.22. Sean E un espacio vectorial topoldgico y A y B dos subconjuntos
convexos y disjuntos suyos. Entonces:
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(1) Si A es abierto, entonces existe un funcional f en E tal que Re(f(a)) < ggjg Re(f(b))

para todo punto a de A.

(1) Si E es localmente convexo y A es cerrado y B compacto. Entonces existe un
funcional f en E y un nimero real X tal que Re(f(a)) < A < gn£ Re(f(b)) para
S

todo punto a de A.

Demostracion. Al igual que el resultado anterior, Teorema 1.20, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que el espacio E es real.

(I) Se tiene que A — B es un conjunto abierto y convexo de F, tal que el 0 no est4
en el (ya que AN B = {)). Usando el apartado (I) del Teorema 1.20, existe un funcional
fen E* tal que f(a—b) < f(0)(= 0) para todo punto a de A y b de B. Entonces, como
f es lineal, se tiene que, f(a) < f(b) para todo punto a de Ay b de B. Por tanto

<A

f(a) = ggjgf(b) Va € A.

Por tltimo, supongamos que existe un punto ag de A tal que f(ag) = A, como A es
abierto y f lineal y continua, podriamos encontrar un punto a de A tal que f(a) > A
(contradiccién). Por tanto:
= inf A inf A.
fla) < A gng(b) Va € = fla) < éng(b) Va €

(IT) Como A es cerrado y B es compacto, dado un punto b de B existe un entorno U,
abierto, convexo y centrado en el 0 tal que (b+U,)NA = (). Ademas se tiene {U, : b € B}
es un recubrimiento abierto de B que es compacto, luego existe un subconjunto By de

B finito tal que B C U b+ Uy. Tomo U = ﬂ U, este conjunto es abierto, convexo y
be By beBo
es un entorno centrado del 0 (por ser una interseccion finita de entornos centrados del

0, abiertos y convexos) y se tiene que (A4 U)N B = (). Entonces, aplicando el apartado
anterior a los conjuntos A + U abierto y B, se tiene que existe un funcional f en E*
tal que

flatu) < gggf(b) Vae A, uelU = fla) < inf f(b)—f(u) Vae A, ueUl.

beB

Basta tomar un punto ug de U tal que f(ug) > 0 (que se puede tomar ya que f es un
funcional lineal no constante y U es un abierto convexo centrado en el 0), entonces

f(a) < fof f(b) = fluo) < inf f(b)  Va€ A
]

1.4. Definiciones y resultados basicos de Teoria de
la Medida

En este seccion voy a dar una pequeiia introduccion a las nociones mas basicas de la
teoria de la medida asi como las definiciones de los términos que voy a utilizar durante
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el trabajo, para una mayor profundizacion tanto de estos términos como en la teoria
de la medida general se puede consultar el libro de Cohn

Definicién 1.24. Sea X un conjunto no vacio, una familia & no vacia de subconjuntos
de X se dice que es una o-algebra en X si cumple que:

(1) El total y el vacio estdn en &.

(11) Si A estd en & entonces X \ A también estd en &.

o0
(111) Si (A,)nen es una sucesion de elementos de & entonces | J A, estd en &.

n=1
En el caso que X sea un espacio topolégico se denomina o-algebra de Borel de

X a la o-algebra mas pequena que contiene a todos los conjuntos abiertos de X. A los
elementos de esta o-algebra se les llaman conjuntos borelianos de X.

Definicién 1.25. Sean X un conjunto y & una o-algebra en X. Una medida es una
aplicacién p : & — [0, +00] que verifica:

(1) pu(0) = 0.

(IT) Si (A,) es una sucesién de elementos de & disjuntos dos a dos, entonces:
z (U An> =2 1l(An).
n=1 n=1

Ademas, se dice que la medida es de probabilidad si cumple que pu(X) = 1.

Definicién 1.26. Sean X un conjunto, & una o-algebra en X que contiene a la o-
algebra de Borel y 1 una medida definida en &. Se dice que p es una medida regular
si:

1. Todo subconjunto compacto K de X satisface que pu(K) < oc.

2. Todo conjunto G' de & satisface que
w(G) =nf{u(A): G C Ay A es abierto}.

3. Todo subconjunto abierto A de X cumple que
p(A) =sup{u(K): K C Ay K es compacto}.

Se dice que p es un medida de Borel regular si es una medida regular y esta
definida en la o-algebra de Borel.

Teorema 1.23 (Teorema de representacion de Riesz). Sean X un espacio compacto
y ¥ un funcional positivo lineal en C(X). Entonces existe una unica medida de Borel
reqular p en X tal que

W)= [ fdu ¥feCw).
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Capitulo 2

Puntos extremos y Teorema de
Krein-Milman

En este capitulo, primero vamos a ver los conceptos de puntos extremo y variedad
soporte de un conjunto asi como sus principales propiedades para poder demostrar el
conocido Teorema de Krein-Milman (Teorema 2.5), que nos dird que todo subconjunto
compacto y convexo de un espacio localmente convexo es la adherencia de la envoltura
convexa de sus puntos extremos, y una especie de reciproco suyo, el Teorema de Milman
(Teorema 2.6). Después veremos como se relaciona el concepto de punto extremo con
los operadores y algin ejemplo de como son los puntos extremos de la bola unidad
de algtin espacio de Banach conocido. Por tltimo para terminar el capitulo veremos el
concepto de rebanada de un conjunto y el Lema de Choquet (Lema 2.13).

2.1. Teorema de Krein-Milman

Definicién 2.1. Sean E un espacio topoldgico vectorial y C' un subconjunto convexo
no vacio suyo. Decimos que un punto zy de C' es un punto extremo de C' si para

todo par de puntos ;1 y x5 de C' tales que xy = 5(3:1 + x2) se tiene que x; = Ty = Ta.
Y denotamos por Ext(C') = {x € C' / z es punto extremo de C'}.

Definicién 2.2. Sean E un espacio localmente convexo y S un subconjunto no vacio
suyo. Una variedad lineal real H de E se dice que es una variedad soporte de S
si HN S # () y para todo intervalo abierto contenido en S que tiene un punto de H,
satisface que todo el intervalo esta contenido en H.

Un punto extremo de S es una variedad soporte de dimensién 0 de S.

Un primer ejemplo de variedad soporte lo vemos en el siguiente lema.

Lema 2.1. Sean S un subconjunto no vacio de un espacio E localmente convexo y f
una funcion lineal, f : E — R que alcanza su supremo en S. Entonces el conjunto
H:={ye€ E/f(y) = s}, donde s = sup f(z), es una variedad soporte de S.

€S
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En particular, si H NS es un solo punto, este punto es un punto extremo de S.

Demostracion. Por definicion para ver que H es una variedad soporte de S tenemos
que comprobar:

(1) HN S # 0.
(2) Para todo (z,y) intervalo abierto de S tal que (z,y) N H # (), entonces (z,y) C H.

(1) Se tiene del hecho de que f alcanza su supremo en S, por lo tanto al menos hay
un punto de S que estd en H, esto es H NS # ().

(2) Sea (x,y) un intervalo abierto de S tal que (z,y) N H # 0. Sean x¢,yo € (x,y)
tales que xo # yo y [x0,%0] N H # 0 voy a ver que [zg,y0] C H. Supongamos que
[20,y0] € H entonces f(zg) < s 6 f(yo) < s. Ahora, sea ¢ € [z, yo] N H entonces existe
A entre 0y 1 tal que ¢ = Azg + (1 — \)yo, entonces usando que f es lineal se tiene:

s=f(c) = f(Axo + (L = N)yo) = Af(zo) + (L = A)f(yo) <As+ (1= A)s=s !l

Tendria que s < s lo cual es absurdo. Por tanto [z, yo] C H para todo zg,yo € (x,y)
tal que [xg,yo] N H # 0. Entonces (x,y) C H.
Por tanto, H es una variedad soporte de S.
]

Las variedades soporte de un conjunto S tienen la siguiente propiedad transitiva:

Lema 2.2. Sea H una variedad soporte de un conjunto S mo wvacio en un espacio
localmente convexo E. Una variedad real lineal Hi C H es una variedad soporte de S
si, y solo si Hy es una variedad soporte de H N S.

Demostracion. (=) Vamos a ver que H; es una variedad soporte de H N S.

Primero tenemos que H1N(HNS) = HNS # () ya que H es variedad soporte de S.
Ahora, sea (z,y) C H NS un intervalo abierto tal que (z,y) N H; # (). En particular,
se tiene que (x,y) C Sy (z,y) N Hy # 0 y, como por hipdtesis, H; es una variedad
soporte de S entonces (z,y) C H;. Por tanto, H; es una variedad soporte de H N S.

(<) Vamos a ver que H; es una variedad soporte de S.

Primero, como H; es una variedad soporte de H N .S, se tiene de forma clara que
HiNS=H N(HNS) # { entonces H; NS # (. Ahora, sea (z,y) C S un intervalo
abierto con (z,y) N Hy # (. Entonces, como Hy; C H, se tiene que (z,y) N H # ()
y, como H es una variedad soporte de S, (z,y) C H. Por tanto, (z,y) C HN Sy
(x,y) N Hy # 0y, como por hipétesis, H; es una variedad soporte de H N S se tiene
que (z,y) C Hy. Entonces H; es una variedad soporte de S.

]
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Lema 2.3. Sean K un subconjunto compacto no vacio de un espacio localmente convezro
EyH = {H,} er una familia de variedades soporte de K cerradas dirigida por la
inclusion (esto es, dados H.,, H,, dos elementos de H entonces existe otro elemento

de H, H,,, tal que H,, C H,, N H,,). Entonces H := (| H, es una variedad soporte
~yel’
cerrada de K.

Demostracion. Primero, H es cerrado ya que es la interseccion de conjuntos cerrados.
Para ver que H es una variedad soporte de K hay que ver:

(1) HN K #10.
(2) Para todo (x,y) intervalo abierto de K tal que (z,y) N H # (), entonces (z,y) C H.

Para comprobar (1), defino un orden parcial en I": v, < v, si H,, D H,,. Como
la familia H esta dirigida por la inclusion, se tiene que dados v, en I existe a en
I' tal que H, C H, N Hg, estoes v < ay f < a. Sea v, un elemento de I" y elijo
x,, € H, NK. Por la propiedad anterior, existe v, tal que 1 < v, y elijoz,, € H,,NK.
Procediendo de esta manera obtengo una red {z,},cr en K. Como K es compacto esta
red tiene un punto de acumulacién que pertenece a H y K. Por tanto, H N K # ().

Falta demostrar (2), sea (z,y) C K un intervalo abierto con (x,y) N H # (). Enton-
ces, para todo v de I" se tiene que (z,y) N H, # (0 y, como H, es variedad soporte de
K, (z,y) C H, para todo 7 en I'. Entonces, por la definicién de H, (z,y) C H.

[

Proposicion 2.4. Sean K un subconjunto compacto no vacio de un espacio localmente
convexo E y H una variedad soporte cerrada de K. Entonces H contiene al menos un
punto extremo de K.

Demostracion. Considero H la familia de las variedades soporte de K contenidas en
H. La primera observacion es que esta familia es no vacia ya que H esta. Por el Lema
2.2 esta familia esta dirigida por la inclusion y por el Lema 2.3 toda cadena decreciente
tiene un ultimo elemento.

Por el Lema de Zorn, esta familia H tiene un elemento minimal, que llamo Hj.
Vamos a ver por reduccion al absurdo que H; es un punto.

Supongamos que H; no es un punto, entonces el conjunto H; N K es un cerrado
contenido en K compacto, por lo tanto es compacto; esto es, es un compacto no vacio
del espacio localmente convexo Hj.

Sea f un funcional lineal y continuo, no constante, en H;, como H;NK es compacto,
f alcanzara su maximo en este conjunto. Entonces, por el Lema 2.1, se tiene que
Hy = {y € Hi/f(y) = s} donde s = sup f(x), es una variedad soporte de H; N K

TES

cerrada y por el Lema 2.2 Hy es también variedad soporte cerrada de K (contenida
en H), por tanto pertenece a H. Y como f es no constante Hj estd estrictamente
contenido en H;. Por tanto, H; no es un elemento minimal de # (contradiccion).
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Por tanto H; es un solo punto. Esto es, H; es una variedad soporte de K de
dimension 0, por tanto el punto de H; es un punto extremo de K y como H; C H este

punto extremo de K pertenece a H.
O

Teorema 2.5 (Teorema de Krein-Milman). Sean E un espacio localmente convero y
K un subconjunto compacto y convexo no vacio suyo. Entonces:

(1) K tiene al menos un punto extremo.

(1) K = conv(Ezt(K)).

Demostracion. (I) Sea f un funcional lineal, continuo y no constante de E, como K es
compacto, f alcanza su maximo en K, luego, por el Lema 2.1, K tiene una variedad
soporte cerrada vy, por la Proposicién 2.4, K tiene un punto extremo.

(IT) Supongamos K \ conv(Ext(K)) # (). Entonces sea zq € K \ conv(Ext(K)).
Por el Teorema 1.22, podemos encontrar un funcional lineal y continuo f tal que f(xo)
es mayor que f(x) para todo x € conv(Ext(K)). Como K es compacto f alcanza su
méximo en K, entonces por el Lema 2.1 el conjunto {y € E/f(y) = sup f(z)} es

zeK

una variedad soporte cerrada de K y por la Proposicion 2.4 tiene al menos un punto
extremo de K. Sea ¢ uno de estos puntos extremos de K, este punto cumple:

f(c) =sup f(z) > f(zo) > sup{f(x): x € conv(Ext(K))}.

zeK

Entonces ¢ ¢ conv(Ext(K)), en particular ¢ no es un punto extremo de K (contradic-
cién).
Por tanto K = conv(Ezt(K)).

]

Observacion. La hipotesis de que el espacio E sea localmente convexo es necesaria, ya
que en los espacios L, con 0 < p < 1 (que no son localmente convexos) podemos encon-
trar un conjunto compacto, convexo y no vacio sin puntos extremos, una explicacion
detallada de como es este conjunto se puede encontrar en el articulo de Kalton y Peck

El siguiente resultado es una especie de reciproco del Teorema de Krein-Milman.

Teorema 2.6 (Teorema de Milman). Sean E un espacio localmente convero y B un
subcongjunto no vacio de E tal que C := conv(B) es compacto. Entonces Ext(C) C B.

Antes de ver la prueba de este teorema vamos a ver un lema previo.

Lema 2.7. Sean C un convexo en un espacio localmente convero E y ¢ un punto

n n

extremo de C. Si c = Zx\ixi con Z)‘i =1yXN>0yax; € C para todoi =1,...,n,
i=1 i=1

entonces para algun © = 1,....,n se tiene que ¢ = x;.
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Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo:

Supongamos que ¢ # x; para todo i = 1, ..., n, entonces al menos dos de los A\q, ..., A,
son mayores estricto que 0 y menores estricto que 1, puedo suponer que son Ay y As.
Entonces puedo encontrar un § > 0 tal que A\; + 9 < 1, s +d <1, \{ =9 >0y
Ao — 0 > 0. Asi podemos encontrar dos puntos de C"

n

=Y Nz + (M +8)x + (Ao — = zn: + (AL = 8)xy + (Ao + 6wy

i=3 i=3
tales que:

;a—i—b ZQA:E,—Z)\Z%—C
i=1

pero a # ¢y b # ¢, por tanto ¢ ¢ Ext(C') (contradiccion).

Ahora procedemos a ver la prueba del Teorema de Milman (Teorema 2.6):

Demostracion. Basta con ver que Ext(C') C B+U siendo U cualquier entorno convexo,
cerrado y centrado de 0.

Sea U un entorno convexo, cerrado y centrado de 0. Como C' es compacto y B es
un subconjunto suyo, entonces B lo puedo cubrir con una cantidad finita de conjuntos
de la forma z; + U, donde x; € B para todo i =1,2,....,n

Sean B; := conv(B N (x; + U)), estos conjuntos son cerrados dentro de un com-
pacto, por lo tanto también son compactos y ya sabemos que son convexos. Entonces,

n

por el Lema 2.12, conv(U B;) es convexo y compacto. Vamos a ver que se tiene que
i=1

n

(D) Tenemos que B; C C'y C convexo, entonces conv(| | B;) C C.
i=1

(C) Tenemos que B C | J (z; + U) entonces:
i=1

n n n

BCBOCJ(@—}—U):UBﬂ(xi—l—U)CUconv(Bﬂ(xi—f—U)):UBi.

i=1 i=1 i=1 i=1

Entonces:
conv(B) C conv(| ) B;)) = C = conv(B) C conv(| ) B;) = conv(| ] B;)
i=1 i=1 i=1

donde en la dltima igualdad hemos utilizado que conuv( U B;) es compacto, en particular
i=1
cerrado.
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Sea e € Ext(C) C C, entonces e = Z)\ibi conb; € B;y\; > 0Oparatodot=1,...,n
i=1
y > X =1. Como e € Ext(C), por el Lema 2.7, existe ¢ € {1,2,...,n} tal que e = b;,
i=1
este b; cumple que b; € B; C conv(x; + U) = x; + U (ya que U es convexo). Por tanto
e="b, € B+ U. Entonces, Fzt(C) C B+ U.
Por tanto, tenemos que Fxt(C) C B + U para todo U entorno convexo, cerrado y
centrado de 0. Entonces Ext(C) C B.
]

2.2. Puntos extremos y Operadores lineales

Sean E, F' dos espacios localmente convexos y T': ' — F' continua y lineal. Si S es
un subconjunto no vacio de E y xy € Ext(S), no siempre se tiene que T'(xy) pertenezca
a T (Ext(S)), como se ve en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1. Tomo F =R?* F =Ry T: E — F definido por T(z,y) = x es claro
que esta T" es una aplicacion continua y lineal. Considero el siguiente subconjunto de
R K ={(z,y)/1>y>0;2 > y;x < y+2} esno vacloy el (1,1) es un punto extremo
suyo. En cambio, T'(K) = [0,3] y T'(1,1) = 1; y es claro que 1 no es un punto extremo
de [0,3].

En cambio si se tiene el resultado inverso:

Proposicion 2.8. Sean E, F espacios localmente convexos, T : E — F continuo y
lineal y K un conjunto compacto no vacio de E. Entonces, todo punto extremo de T(K)
es la imagen por T de un punto extremo de K.

Antes de empezar la demostracion de este resultado, voy a ver un lema previo:

Lema 2.9. Sean E, I espacios localmente convexos, T : EE — F continuo y lineal,
S un subconjunto no vacio de E y H una variedad soporte cerrada de T(S). Entonces
T~ (H) es una variedad soporte de S.

Demostracién. Para ver que T—'(H) es una variedad soporte de S, hay que ver:

(1) T"YH)NS # 0.

(2) Para todo (z,y) intervalo abierto de S tal que (x,y) N T~Y(H) # ), entonces
(z,y) C T~H(H).

(1) Como H es una variedad soporte de T'(S), H NT(S) # 0, por tanto existe
s € S tal que T(s) € H, entonces s € T-'(H), por tanto s € T'(H) NS por lo que
T-YH)NS #0.

(2) Sea (z,y) C S un intervalo abierto tal que (z,y) N T '(H) # 0. Separo en 2
casos:
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e SiT(x) =T(y), entonces como T es lineal T'(«) = T'(z) = T'(y) para todo v € (x,y).
Sea ¢ € (x,y) NT~Y(H), entonces T'(a) = T(c) para todo a € (z,y). Por tanto
(z,y) C T~ (H).

e Si T(x) # T(y), como T es lineal (T(x),T(y)) es un intervalo abierto de T'(S). Sea
c € (z,y) NT7Y(H), entonces T(c) € (T'(z),T(y)) N H, luego (T(x),T(y)) N H # 0.
Por tanto, como H es una variedad soporte de T'(S), (T'(x),T(y)) C H. Entonces,
(z,y) C T7Y(H).

]

Ahora si, ya vamos a demostrar la Proposicion 2.8 :

Demostracion. Sea xy un punto extremo de T'(K), entonces, por definicién de punto
extremo, H := {x(} es una variedad soporte cerrada de T'(K), por el Lema 2.9, T~'(H)
es una variedad soporte cerrada de T~'(T(K)) C K. Por la Proposicién 2.4, T~'(H)
contiene un punto extremo de T-}(T(K)) C K. Sea ¢ un punto extremo de K en
T~1(H) entonces, como H = {xy}, T(c) = xp, por tanto zy es la imagen por T de ¢
que es un punto extremo de K.

[

En esta misma direcciéon tenemos los siguientes resultados:

Proposiciéon 2.10. Sean X e Y dos espacios localmente convexos y T un operador de
X a'Y lineal, continuo e inyectivo. Si C es un subconjunto convexo de X, entonces

T(Ext(C)) = Ext(T(C)).

Demostracion. (C) Sea ¢ un punto extremo de C, vamos a ver que T'(¢) es un punto
extremo de T'(C'). Supongamos que 7'(¢) no es un punto extremo de 7'(C), entonces

existen dos puntos distintos a y b en T'(C') tal que T'(¢) = §(a+b). Como a y b estan en

T(C), entonces existen z,y € C tales que a = T'(z) y b =T(y) y como T es inyectiva
y a # b entonces x # y. Y utilizando que T es lineal:

1 1 1 1

T() = jat yb =5 T() + 5Ty =T (;(1: +9).

1
Por tanto, como T es inyectiva, ¢ = §(x +y), entonces ¢ no es un punto extremo de C'

(contradiccién). Por tanto, T'(c) es un punto extremo de 7'(C).

(D) Sea z un punto extremo de T(C), en particular, x € T(C'), por tanto existe
un punto ¢ de C tal que z = T'(¢), veamos que ¢ es un punto extremo de C', para ello,
supongamos que ¢ no es punto extremo, entonces existen dos puntos distintos de C,

y, z tales que z = §(y + z), entonces como T es lineal:

1 1

7(0) =T (5l +2) = 5T) +5T()
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Como T es inyectiva e y # z, entonces T'(y) # T(z), entonces x = T'(¢) no es un punto
extremo de T'(C) (contradiccién). Por tanto, ¢ es un punto extremo de C.
[

Proposiciéon 2.11. Sean X, Y dos espacios normados, T : X — Y wuna isometria
lineal y C' un subconjunto convexo de X. Entonces, x es un punto extremo de C si y
solo si T(x) es un punto extremo de T(C).

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la anterior proposicién (Proposicion
2.10), ya que esta proposicién nos dice que T'(Ezt(C)) = Ext(T(C)).
(=) Sea z punto extremo de C', como T (Ext(C)) = Ext(T(C)) se tiene que T'(x)
es un punto extremo de 7'(C).
(<) Sea T'(z) un punto extremo de 7'(C'), como T(Ext(C)) = Ext(T(C)), se tiene
que T'(x) € T(Ezt(C)), por tanto = es un punto extremo de C.
[

Vamos a ver ahora algin ejemplo de como son los conjuntos de puntos extremos
de la bola unidad cerrada en algunos espacios conocidos, donde se ve de forma clara lo
diferentes que pueden ser estos conjuntos.

Ejemplo 2.2. (1) Como primer ejemplo veamos que B, no tiene puntos extremos.
1

1.
1 1

Tomo y = 2+ —e€;, y 2 = © — Zeio’ se tiene que tanto y como z estan en B, y

1 1 1

Sea ¥ = (Zp)neny € Be,, entonces lim x, = 0, por tanto existe iy tal que |z;,| <
n o0

§(y+ z) = 5(9@ + Z%) + §(x - Zeio) = z. Por tanto x no es un punto extremo de B,.
(2) Los puntos extremos de By, son {=£e;}22,. Primero veamos que efectivamente +e;
rT+y

son puntos extremos para cualquier i € N. Sean i € Ny z,y € By, tales que e; =
Ti +Yi

2
= 1y como z,y € By,) se tiene que x; = y; = 1y

Entonces se tiene que

x; = y; = 0 para todo j € N distinto de 7. Entonces = y = ¢;, por tanto e; es un
punto extremo de B;,. De forma analoga se ve que —e; también es punto extremo de
By, por tanto {+e;}$°, son puntos extremo de By, .

Por ltimo veamos que no hay ninguno mas, es claro que si un punto es extremo
de By, entonces estd en su frontera. Sea x tal que ||z||; = 1y = es distinto de +e; para
todo i € N. Entonces existen j, k € N distintos tales que 0 < |z;| < 1y 0 < |zi] < 1,
por tanto existe § > 0 tal que 0 < |z; — 6| < 1,0 < |z; +0| <1,0< |z, —d| <1y
0 < |z, + 0| < 1. Entonces

(x — dej + dej) + (x + de; — dey,)
2

Tr =

con (z — de; + de;), (x + de; — dey) € By, entonces x no es un punto extremo de By,.
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(3) Todos los puntos de la frontera de B;, con 1 < p < oo son puntos extremos

suyos. Sea x € [, con ||z]|, = 1 y supongamos que existen y, z € B, distintos tales que

y+=z
Tr =

, entonces

Y+ 2

P 2

p 2

Entonces ||y||, = ||#]|, = 1. Ahora, utilizando el hecho de que dados a,b € R distintos

entonces < tlal + 1[b|P se tiene que:
y+z|P yl+zl
=S <3 lub I = 5 S5 2l = SR = 1
Pi=

donde hemos utilizado que como y y z son disjuntos existird algin 7 € N tal que y; es
distinto de z;. Entonces se tiene que:

y+z|?

<1
2

1=l = |

p

(contradiccién). Por tanto y, z son iguales, esto es y = x = z, entonces x es un punto
extremo de By,. Por tanto, todos los puntos de la frontera de B;, son puntos extremos
SUyos.

(4) La bola unidad de L;([0,1]) no tiene puntos extremos.

2.3. Lema de Choquet

Nota. Durante esta seccion voy a utilizar las nociones de topologia débil y espacio dual
en espacios localmente convexos. En estos espacios estos conceptos se definen de forma
analoga a como las he definido para espacios normados.

Definicién 2.3. Sea C' un conjunto en un espacio localmente convexo X. Una reba-
nada de C es una intersecciéon de C' con un semiespacio abierto de X.

Observacion. Las intersecciones finitas de rebanadas forman una base de la topologia
débil.
Antes de ver el llamado Lema de Choquet, vamos a probar un lema previo:
Lema 2.12. Sean E un espacio localmente convexo y K1,..., K,, subconjuntos convexos
n

y compactos de E. Entonces la envoltura convexa de U K; es también compacta.
i=1
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Demostracion. Para ver que es compacto vamos a ver que de toda sucesién se puede
n

extraer una subsucesién finita. Sea (z.,)mcn una sucesién de conv(| J K;), entonces
n n =1
para todom € N, x,, = Zoz;”k:;” donde K[" € K; y Zaz’-” =1 con " > 0.

i=1 1=1
Tenemos que (k]*)men €s una sucesién en K; (compacto) entonces existe una sub-

sucesion (k]")en convergente.

Ahora, tomo la subsucesiéon (k3")eny de (k3')men en Ks (compacto), luego exis-
te una subsucesion de la subsucesion, que para simplificar notacion vuelvo a llamar
igual, (k5")en convergente, con esta subsucesion de indices la subsucesion (k7")en es
convergente.

Realizando este procedimiento hasta el paso n llego a las subsucesiones (k1")en;...,
(K™ )1en de (K1) mens---, (EI")men respectivamente, convergentes.

Ahora, defino el siguiente conjunto en K"™:

A={(z1, 1) €EKY2; >0 Vi=1,.n y > x; = 1}.

=1

Este conjunto es un compacto en K. Tomo la sucesién (o, ..., @™ )y en A (compac-
to), luego existe una subsucesion, que por simplificar notacion llamo igual, (af™, ..., &™)y
convergente.

Asi tengo que con esta subsucesion de indices cada subsucesion (k"™ );en es conver-
gente en K; y (", ..., a™)en convergente. Luego la subsucesion (., )ien de (Zm)men

es convergente.
n

Por tanto conv(| | K;) es compacto.
i=1

]

Lema 2.13 (Lema de Choquet). Sean X un espacio localmente convexo y C un sub-
conjunto w-compacto suyo. Entonces para todo x punto extremo de C, las rebanadas de
C' que contienen a = forman una base de entornos de x en la topologia débil relativa en

C.

Demostracion. Por la observacion tenemos que todo entorno de x en C' es de la forma
n

ﬂ V; donde V; son rebanadas de C'.

=1
n

Por lo que, basta con ver que para todo V = ﬂ V; entorno de z en la topologia
i=1
débil relativa en C, donde V; son rebanadas de C', existe B una rebanada de C' tal que
xeByBCV

Sea V = ﬂ Vi entorno de z, entonces z ¢ U X\ V;) nC. Entonces, como z es un
i=1 i=1

punto extremo de C, por el Lema 2.7, z ¢ conv(|J (X \ Vi) N C).
=1
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Cada (X \ V;) N C son w-cerrados dentro de un w-compacto, C, por tanto son
n

w-compactos y por el Lema 2.12 tenemos que U (X \ V;) N C es w-compacto, luego
i=1

z ¢ conv(|J (X \V;)nC).
i=1
Por el Teorema de Hanh-Banach (Teorema 1.12), existen f € X* y a € R tales que:

fz) > a> sup{f(z /a:e@ (X\V)nC}.

Entonces la rebanada de C, B := CN{x € X/f(x) > a}, contiene a x y estd contenida
en V.
[

Usando este ultimo lema podemos dar una prueba del Teorema de Milman (Teorema
2.6) para la topologia débil:

Proposicion 2.14. Sean X un espacio localmente convexo, C un subconjunto w-compacto

y convero suyo y B contenido en C un conjunto tal que conv(B) = C. Entonces
Exzt(C) c B”.

Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo.

Supongamos que existe un punto extremo de C, z, tal que = ¢ B"”. Entonces por el
Lema de Choquet (Lema 2.13) existe una rebanada S de C tal que z € Sy SN B = 0.
Entonces por el Teorema 1.22 existen f € X* y a € R tales que:

f(z) > a >sup f(y).

yeB

Como f es lineal, para todo ¢ = Z)\ibi conb; e B, \;>0VieNy Z)‘i =1, se
i=1 i=1
tiene

o0

ZAf ) <sup f(y Z&—supf() = sup f(y) = sup  f(y).

yeB yeB yeB yEconv(B)

Por tanto:
f(x)>a> sup f(y)=x¢conv(B)=C=zx¢C.

yEconv(B)

(Contradiccién, ya que z es un punto extremo de C'y por tanto pertenece a C'). Entonces

todo punto extremo de C' pertenece a B"
m
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Capitulo 3

Representacion y compacidad

En este capitulo primero vamos a ver que en el caso de que el espacio sea finito
dimensional el Teorema de Krein-Milman (Teorema 2.5) se puede mejorar, esta mejora
se conoce como Teorema de Carathéodory (Teorema 3.1). Después veremos cuando
se dice que una medida representa a un punto y por ultimo veremos el Teorema de
representacion de Choquet (Teorema 3.5).

3.1. Teorema de Caratheodory

Teorema 3.1 (Teorema de Caratheodory). Sea D un subconjunto compacto y convexo
de un espacio topologico vectorial n-dimensional E. Entonces todo punto x de D es una
combinacion convexra de a lo sumo n+1 puntos extremos de D.

Antes de ver la demostracién de este resultado vamos a comprobar un lema que
utilizaremos para su demostracion.

Lema 3.2. Sea D un subconjunto convero de R™. Entonces o bien Int(D) # 0, o bien,
D esta en un subespacio propio de R™.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el 0 pertenece a D.
Sea {e; }", un conjunto maximal de vectores linealmente independientes en D, entonces
D C span({e;}i*,). Se tiene que m < n. Y si m < n entonces D esta en un subespacio
propio de R", span({e;},). Por lo que basta con comprobar que si m = n entonces
Int(D) # 0.

Para todo ¢ = 1, ...,n, como la direcciéon e; esta en D, tengo que existe «; positivo
tal que qje; esta en D. Y entonces, como D es convexo, se tiene que:

C := conv({a;e; }r_, U{0}) C D.

n
. . (071 .
Para todo + = 1, ...,n existe m; > 1 tales que E —~ <1 entonce se tiene:

=1 g

=1
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Y B es un entorno abierto del 0, luego:

0 # Int(B) C Int(C) C Int(D) = Int(D) # 0.

Ahora ya vamos a ver la demostracion del Teorema 3.1.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por induccion sobre n la dimension de E.

e n = 1. En el caso 1-dimensional se tiene que D es un intervalo cerrado [a, b]. Es claro
que a y b son puntos extremos de D y por tanto, dado d € D existe A € [0, 1] tal
que d = Aa + (1 — A\)b. Por lo que el resultado es cierto cuando n = 1.

e Supongamos que el resultado se cumple para 1, 2, ...,n—1, vamos a comprobarlo para
n. Por el Lema 3.2 tenemos dos posibilidades para D. O bien D esta en un subespacio
propio de E, en este caso D esta contenido en un espacio de dimensién menor que n,
luego por hip6tesis de induccién tenemos el resultado. O bien, Int(D) # 0, en este
caso separamos los puntos de D en dos casos:

)

Si x es un punto de la frontera de D, sea H un hiperplano soporte de D tal
que x € HN D. Tenemos que H N D es un compacto y convexo de un espacio
de dimension n — 1, luego por hipotesis de induccion, x se puede escribir como
una combinacién convexa de n puntos extremos de H N D, que por el Lema 2.2
seran también puntos extremos de D.

Si z es un punto interior de D. Por el Teorema de Krein-Milman (Teorema 2.5)
tenemos que existe al menos un punto extremo de D, sea zy un punto extremo
de D, y sea y un punto en la frontera de D que estd en la misma linea que une x
con zy. Por el caso anterior yes la combmacwn convexa de n puntos extremos de

D, que llamo zy,..., 2,, y = Z)\ z; con Z)\ =1y \; > 0paratodoi=1,.
=1 =1
Como z esta en la linea que une y y zp, entonces existe a € (0,1) tal que:

a::ozy—i—(l—a)zo:az:)\izi (1—a)z = Za)\zl (1—a)z

i=1

con  ali+(l—a)=a+(1—a)=1ya\ >0paratodoi =1,..ny
i=1
1 — a > 0. Por tanto x es una combinacién convexa de n 4+ 1 puntos extremos

de D.
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3.2. Teorema de representacion de Choquet

Ahora vamos a reformular este teorema de Caratheodory (Teorema 3.1) en el len-
guaje de la representacion integral. Sea D un subconjunto convexo y compacto de un
espacio vectorial topolégico n-dimensional E. Para y en D denoto por ¢, a la medida
de Dirac en y, esto es:

] 0 siyé A
6y(A)_{l siye A

Sea z un punto de D, por el Teorema de Caratheodory (Teorema 3.1), existen z,...,
n

xx puntos extremos de D, con k < n+1y a; > 0paratodoi=1,... k, Zai = 1 tales
i=1

que x = Z a;x;. Defino p = Z a;0,, voy a ver que es una medida de probabilidad de
i=1 i=1
D:

Demostracion. (1) Sea A C D. Tenemos que 0 < d,,(A) < 1, entonces:

(111) Sea (A,,)men una sucesion de subconjuntos de D disjuntos 2 a 2, entonces:

donde hemos utilizado que d,, es una medida.

Si f es un funcional continuo en D, tenemos:

/DfdMI/Dfd(iOéiCsm) :Zklai/Dfd@ci :Zk;aif(l’i)'

Y si ademas f es lineal se tiene que:

$0) = F( ) = e () = | fan.

Todo esto motiva la siguiente definicion:
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Definicién 3.1. Sea D un subconjunto compacto y convexo de un espacio localmente
convexo F. Decimos que una medida de probabilidad ;4 de D representa a un punto
x de X si:

:/Dfd,u Vf e B,

Si S es un subconjunto de Borel de D, decimos que una medida p es soportada
por Ssiu(D\S)=0.

Proposiciéon 3.3. Sea D un conjunto convero y compacto en un espacio localmente
convexo E. Entonces para todo punto x de D existe una medida de probabilidad p de D
soportada por Ext(D) que representa a .

Demostracion. Primero, tenemos por el Teorema de Krein-Milman (Teorema 2.5) que
conv(Ext(D)) = D. Sea x un punto de D, entonces existe una red {y,} tal que y, — «
n

Y Yo = D ATad con AP >0, Y A =1y af € Ext(D). Cada y, lo representamos con
i=1 i=1

Na

una medida de probabilidad ji, = ) Afd,a.
i=1
Por el Teorema 1.23, el conjunto de las medidas de probabilidad en el compacto

Ezt(D) se identifica con un conjunto w*-compacto en B, g5y~ (sea p una medida de

probabilidad, defino el funcional ¥(f) = / > fdu). Por tanto existe una subred {yz}
Ext(D

de {y,} convergente en la topologia w* a una medida de probabilidad p en Ext(D).
Si f es un funcional lineal y continuo en E, entonces su restricciéon a Ext(D) estd
en C(Ext(D)) y por tanto, tenemos:

_1 ) =1 /d _ / Fdp :/ d
@) =l f(u) =tim [ fus =tim [ gy = [ gy

donde en la tercera igualdad hemos utilizado que xf pertenece a Ext(D) para todo (3
y todo 1.

Para terminar la prueba, basta con extender p a ji una medida definida en todo D
por fi(B) = u(B N Ext(D)) para todo B C D conjunto de Borel. Vamos a ver que ji
es una medida de probabilidad en D:

(1) Sea A C D conjunto de Borel entonces ji(A) = pu(A N Ext(D)) y utilizando
que 0 < p(E) < 1 para todo E C Ezt(D) conjunto de Borel, se tiene que
0<a(A)<1.

() i(0) = u(®) =0y (D) = u(D N Ext(D)) = u(Ewi(D)) = 1.

(111) Sea (Ap)neny C D conjuntos de Borel disjuntos dos a dos, utilizando que 4 es una
medida en Fxt(D) se tiene que:

M]3
=

ﬂ<GAn) UA N Ext(D) f: (4, N Ext(D)) =

n=1

(An).

n=1
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Es claro que ji(D \ Ext(D)) = pu((D \ Ext(D)) N Ext(D)) = (@) = 0. Y se tiene

que (D) = p(Ext(D)), entonces:

flz) = /Wfdu ~ [ sdp.

Por tanto, i es una medida de probabilidad en D soportada por Ext(D) que re-
presenta a x. O

Una cuestién natural es preguntarse cuando una medida que representa a un punto
en un conjunto esta soportada por sus puntos extremos, como ocurre en el Teorema
de Caratheodory (Teorema 3.1). Una primera dificultad es que el conjunto Ext(D) no
tiene porque ser un conjunto de Borel. Sin embargo, si D es un conjunto metrizable,
esto es.

Definicién 3.2. Un espacio topologico (X, 7) es metrizable si existe una métrica
d: X x X :—[0,00) tal que la topologia inducida por d es 7.

Como iba diciendo si D es metrizable se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.4. Sea D un conjunto convexo y compacto en un espacio localmente convero

E. Si D es metrizable entonces el conjunto de puntos extremos de D es un conjunto G
en D.

Nota. Un conjunto se dice que es G si es una interseccion numerable de conjuntos
abiertos.

Demostracion. Sea d una métrica en D que induce la topologia de D. Para cadan € N
defino:

+ z

1
Fn::{xED/x:y cony,z€D;d(y,z) >~}
n

Primero voy a comprobar que F;, es un conjunto cerrado de D para todo n € N:

1
Sean (xp)keny C Fryy z = klim Ty, entonces existen yi, 2z € D con d(yx, zx) > —
—00 n

para todo k € N. Tenemos que (yx)ren ¥ (2k)ken son dos sucesiones en D que es com-
pacto. Entonces existe una subsucesion convergente de (yx)ren v para esos subindices
la subsucesién de (zj)reny también posee una subsucesion convergente, con estos sub-
indices la subsucesion de (yx)reny también es convergente, para simplificar la notacién
a estas subsucesiones convergentes las llamo (yx)ken ¥ (2k)ken, v defino: y := l};rgo Y Y

z := lim 2z, entonces:
k—o0

z = lim z, = lim Yetow _ Ytz

d(y, 2) = d(m gy, lm 2,) = lim d(yg, 2) >

S|

Por tanto, x pertenece a F),. Entonces F;, es cerrado.
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Ahora, vamos a probar que: Un punto x de D no es un punto extremo si y solo si
existe un niimero natural n tal que x pertenece a F,.

z
, entonces

(<) Sea x un punto extremo de D, entonces si y, 2z € D tal que z = id

x =y =z y por tanto d(y, z) = 0. Entonces x no pertenece a F,, para todo n natural.
Por tanto, para todo n natural ningiin punto de F;, es un punto extremo de D.

(=) Sea x un punto de D que no es punto extremo, entonces existen xi,zo € D
T+ X9

2
1

existe un nimero natural n tal que d(x,z2) > —, por tanto x pertenece a F,.
n

tales que z = y T1 # x # x9 de esto tltimo se tiene que d(zq, z2) > 0, entonces

oo
Entonces se tiene que (| D\ F, = Ext(D). Como F, es cerrado en D, entonces

n=1

G, := D\ F, es abierto en D para todo n natural, y (| G, = Exzt(D) por tanto
n=1
Ezt(D) es un conjunto G en D.
O

Teorema 3.5 (Teorema de representacién de Choquet). Sea D metrizable, compacto y
convero en un espacio localmente convexo E. Entonces para todo punto xy de D existe
una medida de probabilidad p en D soportada por Ext(D) que representa a xq.

Antes de ver la demostracién de este teorema veamos algunos resultados previos.
Primero veamos un ejemplo de una funciéon f definida en un espacio localmente convexo
X, con la propiedad de que f(ax+5y) = af(x)+5f(x) paratodo o, 5 > 0 con a+5 =1
y tal que su restriccion a un subconjunto de X, D metrizable, compacto y convexo, no
es de la forma f(z) =k +¢(z) con k€ Ky p € X*.

Ejemplo 3.1. Sea X =1y, f(z) :=> 2'z;y D := {x ely/|x] < 41} Sean o, 5 > 0
i=1
con o + [ = 1, entonces:

flax + By) = iQi(a%‘ + Byi) = aiT% + 5i2iyz' =af(z)+ Bf(y).

Ahora, supongamos que f(x) = p(z) +k con k € Ry ¢ € X* en D. Entonces

o(x) = f(x) —k. Sea {e; : i € N} la base candnica de ;. Entonces 2" = e pertenece
a D para todo n ntimero natural, y evaluando en ¢ tenemos:

1 1
k=——k.

pla) = fa) —k =2~k = o

1
Como ¢ es lineal p(z") = 4—ngo(en), entonces

1
ole,) =4"p(2") = 4"(2—71 —k)=2"—4"k.
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Entonces se tiene que: lim ¢(e,) = oo y por tanto, ¢ ¢ X (contradiccion). En-
n—oo
tonces f no puede ser de esa forma en D.

Definicién 3.3. Sea D un conjunto compacto y A el conjunto de todas las funciones
f continuas en D tales que f(ax+ By) = af(x) + 5f(x) para todo x,y € Dy o, 3 >0
con o + 3 = 1. Sea f una funcién continua definida en D. Se define la envoltura
céncava de f como la funcién f : D — R definida por:

f(z) :=inf{g(z)/g € A;9 > f}.

Proposicién 3.6 (Propiedades basicas de f). Sean f y g dos funciones continuas
definidas en un compacto D, entonces:

1. f es concava, acotada, semicontinua superiormente y en particular, medible Borel.
2. f<fyf=7Fsif esconcava.

S [+9<f+g;f+g=f+gsigeA;rf=rfsir>0.

4o \fF =gl < If =gl

Demostracién. (1) Primero vamos a ver que f es concava. Sean z,y € D, A € [0,1] y
g € A tal que g > f entonces:

gz 4+ (1= Ny) = Ag(z) + (1 = Ng(y) > Af(z) + (1= N) f(y).

Por tanto:

fOz+ 1 =Ny =if{ghz+ (1 —=Ny)/ge A, g> f} > Mf(z) + (1= f(y).

Como toda funciéon g de A es continua en un compacto, entonces es acotado y por
la definicién de f esta también es acotada.

(2) Primero voy a ver que f < f. Sea x € D y sea g € A con g > f, entonces
g(z) > f(z). Por tanto

f@) =mf{g(x)/g € Aig > [} = f(x).

(3) Primero veamos que f+g < f+7. Sea x € D. Sean h,l € Acon h > fy
[ > g,entonces h+1l€ Ayh+1>f+g Luegoh+le{h/he A;h>f+g}y
h(z) +l(z) = (h+[)(x). Entonces:

f+glx) = mf{h(x)/he A;h>f+g} <
< mf{h(z)/he A;h> f} +mt{l(z)/l€ A}l >g} =

= f(x) +g(2).

Entonces f+¢g < f+7.
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Ahora veamos que f+¢g = f+gsig € A Si g € A entonces es céncava y
por (2) se tiene que g = ¢ y utilizando lo que acabamos de demostrar se tiene que
f+g < f+9=f+g. Conlo que falta ver que f +g > f + g, seca h € A con
h > f + g, entonces considero [ = h — g, que pertenece a A (ya que h 'y g estdn en A)
yl=h—g>f+g—g=fyl+g=h. Entonces f+g> f+g.

_ _ 1
Por tltimo, vemos que rf =rf sir > 0: Sea h € A con h > rf, considero | = —h
r

1 1 _ _
que estaen Ayl=—-h>—-rf=fyh=rl Por tanto, rf > rf. Y para ver la otra
T
desigualdad, sea h € A con h > f, considero [ = rh que pertenece a Ayl =rh >rf
1 — _
y h = —1. Por tanto, rf < rf.
T

(4) Para demostrar esta ultima propiedad basta con utilizar algunas de las propie-
dades ya demostradas.

f=l+9—9g<f—g+g<|f—-9ll+9 = F—-g=<If—yl

Por tanto |f —g| < ||f — g]|.
]

Ahora ya vamos a proceder a demostrar el Teorema de representacién de Choquet
(Teorema 3.5):

Demostracion. Por el Lema 3.4 se tiene que Ext(D) es un conjunto Gs en D, esto es,
es un conjunto de Borel en D. Como D es metrizable y compacto entonces el espacio
de las funciones continuas en D, que denoto por C(D), con la norma del supremo es
un espacio separable.

Sea A el subespacio de C'(D) formado por todas las funciones f continuas en D tal
que f(ax+ By) = af(x)+ Bf(z) para todo z,y € Dy o, > 0 con o+ 5 = 1. Nétese
que por el Ejemplo 3.1 una funcién f de A no tiene que cumplir, en general, que su
restriccion a D sea de la forma f(x) =k + p(z) con k € Ky ¢ € E*.

Sea Sy ={f € A/||f|| = 1}, como C(D) es separable y S4 es un subconjunto suyo,
entonces se puede encontrar una sucesion {h, }n,en densa en Su. Definimos la funcién
h = Z ;nhi Afirmo que h es una funciéon continua y estrictamente convexa en D.

n=1

Sean x e y dos elementos de D disjuntos. Elijo n € N tal que h,(z) # h,(y). Se
tiene que: h,(az + (1 — a)y) = ah,(x) + (1 — a)h,(y) para todo a € (0,1). Y ademads
nosotros sabemos que la aplicaciéon t — t? es estrictamente convexa., por tanto:

h2(ax + (1 — a)y) = (ahn(x) + (1 — a)h,(y))? < ah?(x) + (1 — a)hi(y) Va € (0,1).
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Utilizando esto y el hecho de que h,, € A para todo n € N, se tiene que:

hlaz+ (1 —a)y) = ;hi(ax—l—(l—oz)y)—i- | f; ;jhi(am—l—(l—a)y)
< gRert(L-a)+ Y o (ahd(e) + (1 - a)ky)
J=Llj#n
< zln(ah2( )+ (1— a)h2(y)) + Z# 55 (B2 () + (1= )l (y)

= Z > J (1-« Z h2 = ah(z) + (1 — a)h(y).

Entonces h(az + (1 — a)y) < ah(xz) + (1 — a)h(y). Ademds h es continua ya que es
una serie uniformemente convergente de funciones continuas. Por tanto, efectivamente,
h es una funcién continua y estrictamente convexa en D.

Sea Y = A @ Rh subespacio de C(D).

Definimos un funcional subaditivo, positivamente homogéneo p en C(D) como
p(g) := g(x), donde g es la envoltura concava de g € C(D), y definimos ¢ € Y*
como ¢(g + rh) = g(x¢) + rh(zg) para g € Ay r € R. Vamos a ver que ¢ estd
dominado por p en Y.

Hay que comprobar que ¢(g+1h) < p(g+71h), esto es g(xg) +1h(zo) < g + rh(xo).
Utilizando la propiedad (3) de la Proposicién 3.6, se tiene que si r > 0

g+ 7rh(zo) = (g +7h)(x0) = (94 rh)(x0) = g(w0) + rh(z).

Si r < 0, entonces, como h es convexa, rh es concava:
g +rh(xg) = (g+1h)(x0) = (9 +1h)(20) > g(20) + Th(T0).

Por tanto, g(zo) + rh(zg) < g+ rh(zo).

Podemos aplicar el Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.12) que nos dice que
existe una extension m de ¢ en todo C(D) tal que m(g) < g(zo) para toda g € C(D)
y m es un operador continuo.

Sige C(D)yg<0,02>g(xg) >m(g). Por tanto, si ||g|| < 1, entonces g —1 <0
y m(g) < m(1). Como m(1) = p(1) = 1 entonces m es un funcional positivo de norma
1 en C(D). Por el Teorema 1.23, existe una medida de probabilidad p en D tal que

m(g) = /ngu para toda g € C'(D). Nétese que:
m(h) = p(h) = R(zo) = h(zo) = m(h) = M /D hdj.

Sea g € A = m(9) = ¢(g) = g(xo) = glao) = m(9) = [ gdu.

Para terminar la demostracion, basta con comprobar:
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(a) / hdp = / hdp. Tenemos por la propiedad (2) de la Proposicién 3.6 que h < h,
D D
por tanto / hdp < / hdji. Ademés:
D D

/Dﬁdp < inf{/ngu/g € A;g>h} =inf{g(zo)/g € A;9 > h} =

— h(ao) = p(h) = m(h) = [ ndp.

Esto es: / hdp < / Ed,ug/ hdp entonces/ hd,u:/ hdp.
D D D D D

(b) {x € D/h(x) = h(z)} C Ezt(D). Sea x un punto de D no extremo, entonces
existen y,z € D cony # x # 2y y # z tal que x = y;—z Utilizando que h es

estrictamente convexa y h es concava se tiene:
y+z

h(x)zh( :

Esto es, h(z) < h(x).

Ahora, sea x un punto de D con h(x) = h(z), si x no es punto extremo tenemos
que h(z) < h(z) (contradiccién). Por tanto z es punto extremo. Asf tenemos lo
que queriamos, {x € D/h(z) = h(z)} C Ext(D).

Ri(y) + ;h(z) <7 (y ; Z) — Ti().

) - ;h(y) + ;h(@ <

Por la propiedad (2) de la Proposicién 3.6 tenemos que h > hen D, usando (a) se
tiene que pu({z € D/h(z) < h(x)}) = 0 y usando (b) se tiene que

D\ Ezt(D) C {x € D/h(z) < h(x)}.
Por tanto:

0 < u(D\ Ezt(D)) < u({x € D/h(z) < h(x)}) = 0= u(D \ Ext(D)) = 0.

Por ultimo vamos a ver que para todo g € E* se tiene que g(xy) = / gdpu:
D
Sea g € E*, considero G = ¢|,,. Como g es continuo y lineal, G es continuo y lineal
en D y cumple:

G(az + By) = Glaz) + G(By) = aG(z) + G(y) Vz,y € Dy a, 8 >0 cona+ 3 = 1.

Por tanto G pertenece a A, entonces ya sabemos que G(zg) = / Gdp 'y como G = gl
D
y Xg € D
9(x0) = G(xo) = / Gdp = / gdp = g(xo) = / gdp.
D D D

En resumen, g(xg) = / gdu para toda g en E*y pu(D \ Ext(D)) = 0. Por tanto, p
D

es una medida de probabilidad en D soportada por Ext(D) que representa a zg.
]
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Capitulo 4

Funcionales y puntos soporte

4.1. Principio Variacional de Ekeland

La forma cléasica de buscar el minimo de una funcion real, en el caso de que tengamos
diferenciabilidad, es buscarlo entre los puntos donde la derivada es 0. Asi encontraria-
mos el punto minimo es decir el punto que soporta el grafo de la funcién desde abajo
con un semiespacio. En el caso general sin diferenciabilidad, podemos reemplazar el
quizas no existente semiespacio por un cono que toca al grafo en un solo punto desde
abajo. Si el cono es suficientemente ancho (donde esta definicion de suficiencia es la que
nos dird el Principio Variacional de Ekeland (Teorema 4.1)) entonces el tinico punto
de interseccion del cono y el grafo se comporta casi como un verdadero minimo de la
funcion. Esto es lo que vamos a ver en el siguiente resultado, el Principio Variacional
de Ekeland.

Observacion. En el siguiente resultado vamos a usar la siguiente nociéon: Sea X un
espacio de Banach, dado ¢ > 0, definimos K. := {(z,t) € X x R/t < —¢||x||}, este
conjunto es un cono cerrado apuntando para abajo con vértice en el (0,0).

Equipamos X x R con la métrica p((x,t), (y,)) := ||l — y|| + |t — s]|.

Definicién 4.1. Sean X un espacio de Banach y f una funcién de X en (—oo, +00].
Se dice que la funcién f es propia si su dominio, esto es {x € X : f(x) < 400}, es un
conjunto no vacio.

Teorema 4.1 (Principio Variacional de Ekeland). Sean X un espacio de Banach y ¢ :
X — (0, 00| una funcion propia, semicontinua inferiormente y acotada inferiormente.
Entonces, dados e >0 y 6 > 0 hay un punto T de X tal que o(Z) < (x) + ¢||lz — Z||
para todo punto x de X distinto de T.

Ademds, si xo de X satisface que p(z9) < b+ 6, donde b := inf{p(x)/z € X},

entonces T puede ser elegido de manera que ||xo — Z|| < —.
€

Demostracion. Sean € > 0y § > 0, vamos a definir por induccién una sucesiéon (z,,)52
en X que converge a un punto & de X que cumple que p(Z) < p(z) + ||z — Z|| para
todo punto x de X distinto de Z. Sea b = inf{p(z)/z € X}.
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J
Primero, elegimos zy € X tal que ¢(xy) < b+ 7

Supongamos elegidos x para todo k = 0,1,2,..,n, vamos a elegir ,,,;. Llamamos:
b, == inf{t € R/3z € X tal que (z,t) € grafo(y) N ((xn, p(x,)) + K:)}.

Elijo z,4+1 € X tal que:

4]
(@nt1,P(Tn41)) € (Tn, 0(Tn)) + Koy @(@n41) < bn + qn+z’ (4.1)

De la primera condicion de 4.1 se tiene que:

0 <ellzn — zpiall < (zn) — 0(Tnta). (4.2)

Esto es, la sucesién (¢(z,))5%, es no creciente.
Como {(z, + ¢(x,)) + K }22, es una sucesién de conjuntos encajados, la sucesion
(bn)S2, es no decreciente. Para cada n € NU {0}, se tiene que:

4]
bn—l S bn S Sp(xn-i-l) S 90(‘:1:”) < bn—l + ﬁ
De donde se deduce que:
o
o(xy) — p(xni1) < pYs) VYn € NU{0}. (4.3)
Juntando 4.2 y 4.3 se obtiene:
4] )
ellzn — ol < o(zn) — P(Tn41) < ol [ — Znia|| < ontiz vn € NU{0}.

(4.4)

Por tanto la sucesion (z,,)5°, es de Cauchy y como X es un espacio de Banach, esta

sucesion es convergente, esto es, existe un punto de X, & tal que (x,)2%, converge a Z.

Debido a que ¢ es semicontinua inferiormente, el conjunto grafo(¢) N ((z,, ¢(x,))+

K.) es cerrado para todo n € NU {0}. Vamos a estimar sus didmetros en el espacio
métrico (X x R, p) para mostrar que forman una sucesién nula.

Fijon € NU{0}. Dado (z,t) € (x,, p(x,)) + K., se tiene que ||z — z,|| < ¢o(x,) —t

)
Vb1 <b, <t<p(x,) <b, 1+ Jnii de esto se deduce que:

5 )
0<plan) =t <buat 5oy —bor = oy

)
Uniendo esto con lo primero se obtiene que: ||z — z,|| < STy
5

Entonces: V(z,t) € (x,, p(z,)) + Ko, ||z — 2] < gnrin s 0.

Por tanto: diam(grafo(y) N ((xn, () + K:)) —n—eo 0.
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Entonces grafo(p) N ((z,, ¢(z,)) + K.) forman una sucesiéon de conjuntos cerrados y

encajados y como sus didmetros tienden a 0, se tiene que grafo(p)N([) (@n, ¢(zn)) + K.)
n=0
se reduce a un punto, precisamente (Z, ¢(Z)), ya que x,, — Z y @ es lineal y continuo.

Obviamente, entonces se tiene que grafo(p) N ((Z,¢(%)) + K.) = (&, (Z)). Por
tanto:

ez =zl > ¢(@) —p(r) = @) <p(z)+elz -z VeeX/fz#z

Ademas, de 4.4 se tiene que:

0 /1 1 1
ol < llzo—allbller—al - rna—rall < £ (3 4 05 440 e NU[0}
Por tanto, utilizando que ||.|| es una norma
[ Y R )
— || = o — 1im @, = lim [lzg — 2, = lim 23 = =23 = =%
o — &Il = llzo — lim wull = lim llzo —anll = lm =3 o5 =-D &=~

=1 =1

Esto es, [[zo — Z|| < -.
5

> . : L N d
Observacion. A pesar de que a simple vista la estimacién ||zo — Z|| < — parezca pobre,

por estar € en el denominador, esta estimacion se vuelve "buena" simplemente eligiendo
d = €2 y £ > 0 convenientemente pequeiio.

4.2. Teoremas de Bishop-Phelps

En esta seccién vamos a ver el Teorema de Bishop-Phelps, que nos dice que en un
subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Banach el conjunto de sus puntos
soporte es denso en su frontera y que el conjunto de los funcionales soporte de un
conjunto cerrado, acotado, convexo y no vacio es denso en el espacio dual. Para ver la
demostracion del primer teorema vamos a ver antes unos resultados previos relacionados
con la nocién de cono que defino ahora y para el segundo utilizaremos el Principio
Variacional de Ekeland (Teorema 4.1).

Definicién 4.2. Sea X un espacio normado y C' un subconjunto convexo suyo. Un
funcional no nulo f € X* se dice que es un funcional soporte de C (en un punto
x € C)si f(z) =sup f(c). Este punto = se dice que es un punto soporte de C.

ceC

Definicién 4.3. Sean X un espacio de Banach, f € X* con ||f|| =1y 0 <0 < 1,
definimos el cono K(f,d) como:

K(f,0) = {r € X : f(x) = o]},
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Lema 4.2. Sean C un subconjunto convexo, no vacio de un espacio de Banach X y ¢

un punto de la frontera de C. Entonces, ¢ es un punto soporte de C si y solo si existe
un cono de la forma K(f,0) que satisface C N[c+ K(f,d)] = {c}.

Demostracion. (=) Sea ¢ un punto soporte de C' entonces existe un funcional lineal y
continuo g tal que g(z) < g(c¢) para todo z € C, entonces C' N [c+ K(g, )] = {c} para
cualquier § € (0, 1).

(<) Supongamos que C'N[c+ K(f,d)] = {c} para algin funcional lineal y continuo
fyalgiun § € (0,1). Si consideramos K = ¢+ K(f,0) , entonces se tiene que CNK =10
y por tanto ¢ es un punto soporte de C'.

]

Lema 4.3. Sean f un funcional lineal de norma 1 en un espacio de Banach X y 0 un
numero entre 0y 1. Si D es un subconjunto cerrado y acotado de X, entonces para cada
d € D existe m € D que satisface que DN [m + K(f,0)] ={m} ym —d e K(f,9).

Demostracion. Definimos el siguiente orden parcial > en D, sean x,y dos puntos de
D decimos que z > y si x —y € K(f,9). Sea d € D, consideramos el conjunto no
vacio Dy = {z € D : x > d}. Se tiene que m € D es un elemento maximal de Dy con
respecto a este orden parcial si y solo si D N [m + K(f,0)] = {m}ym—d e K(f,J).
Por lo que basta con ver que Dy tiene un elemento maximal con respecto este orden
parcial, para ello primero voy a probar que toda cadena en D, tiene una cota superior
en Dy y aplicando el Lema de Zorn terminaria la prueba.
Sea C una cadena en Dy, si existe ¢ € C tal que ¢ > z para todo z € C, entonces
ya esta. Por tanto, supongamos que para todo ¢ € C existe z € C tal que z > c.
Definimos z, = « para todo o € C asi identificamos C con una red creciente {z,}.
Como D, es acotado (en norma) entonces {f(x,)} es una red creciente y acotado de
numeros reales y por tanto es una red de Cauchy. Como para cada «, 3 € C tenemos
que T, > Tg 0 T > Ty, se tiene que 6|z, — 2| < |f(za) — f(zs)| para todo a, 5 € C.
Esto implica que {z,} es una red de Cauchy en X que es un espacio de Banach. Luego
{z,} converge a un punto m € X. Es claro que este punto m pertenece a D y como
el cono K(f,9) es cerrado se tiene que m > x, para cada a € C. Por tanto m > d,
entonces m € D, y m es una cota superior de la cadena C. Por tanto, toda cadena en
Dy tiene una cota superior en Dy y aplicando el Lema de Zorn se tiene que D, tiene
un elemento maximal con respecto al orden parcial >. Entonces existe m € D tal que
Dnim+ K(f,0)]={m}ym—de K(f,0).
O

Teorema 4.4 (Teorema de Bishop-Phelps (puntos soporte)). Sea C' un subconjunto
cerrado y convexo de un espacio de Banach X. Entonces el conjunto de los puntos
soporte de C'es denso en la frontera de C.

Demostracion. Sean xg un punto de la frontera de C'y € > 0. Elijo un punto y, que no
€
esté en C tal que ||zg — yol| < 3 Por el teorema de separacién (Teorema 1.17) existe

un funcional lineal f tal que f(yo) > f(c) para todo ¢ € C. Sin pérdida de generalidad
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puedo suponer que el funcional f tiene norma 1 (normalizandolo). Ahora considero el
conjunto K = K(f,2) y D = C N (zo + K) es no vacio, cerrado y convexo. Si z € D
entonces r — xy € K, por tanto:

€

;HiU—fUOH < f(x — o) = f(z) — f(x0) < f(y0) — f(x0) < lyo — 2ol < 5

Entonces ||z — x¢|| < €, por tanto D C B(z,e). En particular D estd acotado. Por
el Lema 4.3 existe m € D tal que DN (m+ K) = {m} y m —zy € K. Como
m e D =CnN(xy+ K), entonces m € CN (m+ K). Sea z € CN(m+ K), entonces
existe k € K tal que

r=m+k=xg+(m—x9)+k€xg+K = z€CnN(xg+K)=D.

Por tanto z € DN(m+K) = {m}, esto es x = m y esto se da para todo z € CN(m+K).
Por tanto C' N (m + K) = {m} y por el Lema 4.2 se tiene que m es un punto soporte
de C que satisface que ||zg — m|| < €. Esto es, para todo punto zy de la frontera de C'
existe un punto soporte de C' arbitrariamente proximo a xy. Luego el conjunto de los

puntos soporte de C' es denso en la frontera de C.
O

Teorema 4.5 (Teorema de Bishop-Phelps (funcionales soporte)). Sea C un subcon-
junto cerrado, convexo, no vacio y acotado de un espacio de Banach X. Entonces el
conjunto de todos los funcionales lineales y continuos en X que alcanzan su supremo
en C es denso en X*.

En particular, el conjunto de todos los funcionales lineales y continuos en X que
alcanzan su norma es denso en X*.

Demostracion. Sean f € X* y € > 0. Defino la funcién f:X = RU{+o0} como
f(c) :== f(c) para todo c en C'y f(z) := +oo para todo z en X \ C. Entonces tene-

mos que f cumple las hipétesis del Principio Variacional de Ekeland (Teorema 4.1).
Entonces aplicando este resultado obtengo que existe zy € C tal que

f(zo) —ellz — 2ol < f(z) = flz) < flzo) +ellz — o] Y2 eC

donde hemos utilizado la definicién de f en C' (f(c) = —f(c)). Considero los siguientes
dos conjuntos en X @ R.

Ky ={(z,t) e XoR/z € C,t < f(x)}; Ky :={(z,t) € XBR/t > f(xo)+el||lx—z0]}

Estos conjuntos son convexos. El interior de K5 es no vacio y disjunto de K;. Entonces
existe un funcional no nulo en X* @ R que separa K; y K». Esto es, existen z* € X* y
5 € R tales que

¥ (x) + at < [ si(z,t) € Ky
¥ (z) +at > [ si(x,t) € K.
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Se tiene que a no puede ser negativo, ya que de ser asi se tendria que x*(z) + at < 3
si (z,t) € Ky y t suficientemente grande. Por otro lado, si a = 0, entonces z*(z) > 3
para todo x € X. Por tanto z* = 0 y esto no puede pasar. Por tanto o es mayor que 0
y se puede normalizar de manera que o = 1. Como (zy, f(xg)) € K1 N K3 se tiene que
z*(xo) + f(xo) = . Entonces como (z, f(x)) € K; para todo x € C, se tiene

z*(x) + f(z) < B =a"(x) + f(zo) Vzel.

Por tanto, z* 4+ f alcanza su méaximo en C' en xy. Por otro lado, si  es un punto de X
y t = f(xg) + ||z — || se tiene que (z,t) € Ky y por tanto

" (x0) + f(xo) = < a"(x) + f(xo) + €|l — x0]] Vae X.
Entonces
z(zg —x) <gllr —xol] Ve e X = |2%(2)| <ellz]| Vz € X.

esto es, ||z*]| < e. Entonces x* + f alcanza su méaximo en C'y [|z*] < ¢, es decir
g := x*+ f cumple que alcanza su maximo en C es lineal, continuo y ||g—f|| = [|z*|| < €
con € > ( arbitrario. Por tanto, el conjunto de los funcionales lineales y continuos en
X que alcanzan su maximo en C' es un conjunto denso en X*.

[]

Observacion. La completitud de X es esencial en el Teorema de Bishop-Phelps, ya
que Katznelson probé que en el espacio de los polinomios en [0,1], el conjunto de los
funcionales que alcanzan su norma no es denso en el espacio dual (ver ).
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Capitulo 5

Algunos resultados relevantes

Utilizando la teoria desarrollada en los capitulos previos en este capitulo veremos
resultados relevantes en espacios de Banach, en la primera seccion veremos los resul-
tados de Banach-Steinhaus, el principio de Acotaciéon Uniforme (Teorema 5.1) y el
Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 5.3). En la segunda seccién veremos alguna
caracterizacion de cuando un espacio de Banach es reflexivo asi como la relacion entre
que un espacio de Banach sea reflexivo y como es el conjunto de puntos extremos de
sus subconjuntos, siguiendo el articulo de Lindenstrauss y Phelps

5.1. Teoremas de Banach-Steinhaus

Primero veremos el concepto de cuando una familia de operadores estd acotada
puntualmente y el Principio de Acotacién Uniforme de Banach-Steinhaus (Teorema
5.1) que nos dice que toda familia de operadores que estd acotado puntualmente esta
acotada. Por tultimo veremos el Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 5.3) que nos
relaciona acotacion débil y débil estrella con acotacion en norma.

Definiciéon 5.1. Sean X e Y dos espacios normados y A C B(X,Y'). Decimos que A
estd acotada puntualmente si para todo punto z de X se cumple que sup [|T(x)||y
TeA

es finito.

Observacion. Es claro que si A C B(X,Y) es acotado con la norma de operador (esto es,
existe C' > 0 tal que ||T'|| < C para todo T' € A) entonces A es acotado puntualmente.
A la implicacién inversa se la conoce como el Principio de Acotaciéon Uniforme de
Banach-Steinhaus.

Teorema 5.1 (Principio de Acotaciéon Uniforme de Banach-Steinhaus). Sean X e Y
dos espacios de Banach y A C B(X,Y). Si A es acotada puntualmente, entonces A es
acotada en B(X,Y).

Antes de ver la prueba enuncio el Teorema de categoria de Baire.
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Teorema 5.2 (Teorema de Baire). Sean X un espacio topoldgico completamente me-
trizable y (Uy,), una sucesion de conjuntos abiertos densos, entonces su interseccion es
densa.

Veamos ahora la demostracion del Principio de Acotacion Uniforme de Banach-
Steinhaus usando este teorema.

Demostracion. Para cada niimero natural n considero el conjunto

N, ={z € X/sup||T(z)|y <n}.
TeA

Se tiene que estos conjuntos NV,, son cerrados, convexos y equilibrados en X.
1. Equilibrado: Sea x € N,, y a € K tal que |a| < 1, entonces:
n z sup [[T'(x)|ly = |afsup ||T(2)[ly = sup [[oT'(z)]ly = sup ||T(cx)]]y.
TeA TeA TeA TeA

Entonces ax pertenece también a N,,.

2. Cerrado: Sea (x)r C N, una sucesién que converge a un punto = de X. Vea-
mos que x estd en N,,. Sea T € A, por la continuidad de T y el hecho de que
|T(xx)|ly < n para todo k niimero natural, se tiene que ||T(z)|y < n y por tanto
x pertenece a IN,,.

3. Convexo: Sean 1,22 € N, y A € [0,1]. Sea T € A:
[T(Az1 + (1= N)z2)lly < AT (z1)[ly + (1 = N[[T(z2)lly < An+ (1= A)n=n.

Entonces Az; + (1 — A)zy € N, por tanto N,, es convexo.

oo
Vamos a ver ahora que X = U N,,. Sea x un punto de X, por hipdtesis tenemos que
n=1
sup ||T(x)|ly < oo, por tanto existe un nimero natural n tal que x € N,,. Aplicando el
teA
Teorema de categoria de Baire (Teorema 5.2) existe un niimero natural ng tal que Ny,
tiene interior no vacio, esto es existen zo en N,,, y 6 > 0 tal que zo+0Bx C N,,. Como
N,, es equilibrada también se tiene que —xy + 6Bx C N,, y como N, es convexo,
para todo punto y de d Bx se tiene que:

1 1
Y= 5(1‘0 +y) + 5(—% +y) € Ny,.

Por tanto, 0 Bx C N,,.
Sea © € By, considero y = ﬁé € 0Bx C N,,, entonces ;uEHT(y)Hy < ng
S

aplicando esto tenemos:

X n
_ =l o iy < M.
(5 TeA 5

i
sup 17l = s 51710
TeA TeA Y
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Ny

J

Como esto se da para todo punto z de la bola By, se tiene que sup ||T|| < —, por
TeA

tanto A es acotada.
]

Teorema 5.3 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sea X un espacio de Banach. Se tiene
que:

(a) Si M C X* es w*-acotado, entonces M es acotado.
(b) St M C X es w-acotado, entonces M es acotado.

Demostracion. Primero probamos (a). Observamos que el espacio (X*, w*) no es mas
que el espacio B(X,K) con la topologia de la convergencia puntual. Por tanto si
M C X* es w*-acotado, entonces es un conjunto acotado puntualmente en B(X,K) y
aplicando el Teorema 5.1 se tiene que M es acotado.

Ahora veamos (b). Consideramos la siguiente aplicacion 7 : X — B(X,Y) definida

por 7(z)(x*) = z*(x). Veamos que esta aplicacion es una isometria. Sea z € X, veamos
que [[7(z)|| < [[z]|. Sea z* € Bx~, entonces |m(x)(z")| = |a*(z)| < [Ja"|[|lz] < [lz[|, por
tanto || ()| < [|]].
Por otro lado, sabemos que existe un elemento zf € Bx~ tal que z§(x) = |||, por tanto
| (x)]| > ||z]|. Entonces ||7(z)|| = ||=]|. Ademads la topologia de la convergencia puntual
en B(X,Y) induce en m(X) una topologia que denoto por 7,. Con esta topologia la
aplicacion 7 : (X, w) — (m(X), 7,) es un isomorfismo. Por tanto si M es w-acotado,
entonces 7(M ) sera puntualmente acotado y aplicando el apartado (a), 7(M) es acotado
y como 7 es una isometria M también sera acotado.

]

Nosotros sabemos que en un espacio normado de dimension finita la topologia débil
coincide con la topologia en norma. Sin embargo, esto no se da en los espacios de
dimension infinita, de hecho en estos espacios siempre se tiene que estas dos topologias
son siempre distintas.

Proposiciéon 5.4. Sea X un espacio normado de dimension infinita y A C X distinto
del vacio. Si A es débil abierto, entonces A no estd acotado. En particular la topologia
en norma y la topologia débil no coinciden en X.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que el 0 pertenece a A.
Como A es w-abierto existe € > 0y fi,...,[, € X* tal que {z € X/|fi(z)| <e} C A, es
claro que el conjunto:

N ={zeX/fi(z)=0Vi=1,.,n} = ﬂ £71(0)

estd contenido en A. Se tiene ademds que N es distinto de {0}, ya que si fuera {0}
se tendrfa que para toda f € X*, N C f~1(0). Por tanto f serfa una combinacién de
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fisees fn entonces X* = span{f;}!, (contradiccién, ya que X* es infinito dimensional).
Por tanto, existe 0 # x € N. Entonces para cada A € R se tiene que Ax pertenece a

N. Entonces N no es acotado y por tanto, como N C A, A tampoco es acotado.
O

5.2. Reflexividad y punto extremos

En esta seccién vamos a ver primero varias caracterizaciones de cuando un espacio
de Banach es reflexivo. Después veremos el concepto de cuerpo convexo en un espacio
de Banach y varios resultados que nos dicen como es el conjunto de puntos extremos de
un cuerpo convexo en un espacio de Banach reflexivo e infinito dimensional, siguiendo
el articulo de Lindenstrauss y Phelps

Teorema 5.5. Sea X un espacio de Banach. X es reflexivo si y solo si Bx es débilmente
compacta.

Demostracion. (=) Si X es reflexivo entonces X = X** y en particular Bx = Bys-.
Por el Teorema de Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.9) Bx« es w*-compacto en X, y se
tiene que la topologia w* en X** es w(X™*, X*) = w(X, X*) que es la topologia débil
en X. Por tanto Bx es w-compacto en X.

(<) Si Bx es w-compacta, entonces By es w*-cerrado en X** y por el Teorema de
Goldstine (Teorema 1.11) se tiene que la w*-clausura de By en X** es Bx««, por tanto
Bx = ?Xw* = Bx«. Entonces X = X™*, esto es, X es reflexivo.

O

Proposiciéon 5.6. Sea X un espacio de Banach. X es reflexivo si y solo si X* es
reflexivo.

Demostracion. (=) Si X es reflexivo entonces la topologia w y la w* coinciden en X*.
(w = w(X*, X*) = w(X*X) =w"). Por el Teorema de Alaoglu-Bourbaki (Teorema
1.9) se tiene que Bx+ es w*-compacto en X* y como acabamos de ver en X*, la topologia
w y w* coinciden. Entonces se tiene que Bx+ es débilmente compacto y por el Teorema
anterior (Teorema 5.5) X™* es reflexivo.

(<) Si X* es reflexivo, por lo que acabo de demostrar se tiene que X** es reflexivo
y por el Teorema anterior (Teorema 5.5) By« es débilmente compacto. Por otro lado,
Bx es cerrado, por lo tanto w-cerrado y es un subconjunto de Bx«« que es w-compacto
en X**. Por tanto By es w-compacto en X** y como la topologia débil en X** induce
la topologia débil en X, se tiene que Bx es w-compacto en X y por el Teorema anterior
(Teorema 5.5) se tiene que X es reflexivo.

]

Proposicién 5.7. Sea X un espacio de Banach. X es reflexivo si y solo si la topologia
w y la w* coinciden en X*.
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Demostracion. (=) Si X es reflexivo entonces X = X**. Por tanto se tiene que
w(X*, X*) = w(X*, X). Es decir, efectivamente en X* la topologia débil y débil*
coinciden.

(<) Por el Teorema de Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.9) se tiene que (Bxs,w")
es compacto, entonces (Bxs,w) = (Bx«,w*) es compacto. Esto es By es débilmente
compacto, entonces por el Teorema 5.5 se tiene que X™ es reflexivo y por la proposicion
anterior (Proposicién 5.6) X es reflexivo.

[

Observacion. Si X no es reflexivo, existe un conjunto convexo de X™* que es w-cerrado
)
y Nno es w*-cerrado.

Proposicion 5.8. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si Y es un subespacio cerrado
de X, entonces Y es un espacio de Banach reflexivo.

Demostracion. El hecho de que Y es un espacio de Banach es claro. Veamos que es
reflexivo. La topologia débil en Y coincide con la restriccion de la topologia débil en X.
Entonces By es un conjunto w-cerrado y es un subconjunto de Bx que es w-compacto
(por el Teorema 5.5 ya que X es reflexivo). Por tanto By es w-compacto y por el
Teorema 5.5 se tiene que Y es reflexivo.

O

Proposicion 5.9. Sea X un espacio de Banach. St X es separable y reflexivo, entonces
(Bx,w) es un espacio metrizable.

Antes de ver la demostracion de este resultado voy a enunciar un resultado que
relaciona separabilidad con metrizabilidad de un conjunto débilmente compacto en un
espacio de Banach.

Proposicion 5.10. Sea C' un conjunto débil compacto en un espacio de Banach X.
Si X* es w*-separable, entonces (C,w) es metrizable. En particular, si X es separable,
entonces (C,w) es metrizable.

Utilizando este resultado voy a demostrar la Proposicion 5.9.

Demostracion. Como X es reflexivo por el Teorema 5.5 se tiene que Bx es w-compacto.
Como X es separable y Bx es w-compacto por la Proposicién 5.10 se tiene que (By, w)
es metrizable.

O

Teorema 5.11. Sea X un espacio de Banach, reflexivo e infinito dimensional. Entonces
Ext(Bx) es no numerable.

Demostracion. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que Ezt(Bx) es
numerable, entonces Fxt(Bx) = {x,}2,. Para cada nimero natural n defino:

Fo=A{f e X/l <1y | f(za)l = 1}
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Es claro que F;, es débilmente cerrado. Veamos que By« = U E,.
n=1

o
Por definicién de los F;, es claro que U F, C Bx-.
n=1
Para ver la otra inclusién, tenemos que como X es reflexivo, By« es débilmente

compacta (aplicando Proposicién 5.6 y Teorema 5.5). Ahora aplicando el Teorema de
Krein-Milman (Teorema 2.5) (en (X, w)) a Bx se tiene que,

Bx = conv(Ext(By))" = conv(Ext(Bx))

donde hemos utilizado el Teorema de Mazur (en un conjunto convexo la w-adherencia
y la adherencia en norma coinciden). Por tanto, sea g € Bx«. Dado x € By, se tiene

o (e.)
que x = Z ALy CON Z A, = 1. Entonces:

n=1 n=1

l9(z)] = | ikng(%)! < sup{|g(zn)|/n € N}| i An| = sup{lg(za)|/n € N}.

n=1

Por tanto, sup{|g(z,)|/n € N} = sup{|g(z)|/x € Bx} y como el supremo se alcanza,

se tiene que existe un nimero natural n tal que g € F,.
o0

Entonces By« = U F,, con By« débilmente compacto. Entonces por el Teorema
n=1
de Baire (Teorema 5.2) existe ny € N tal que F,,, tiene interior débil relativo a Bx~

no vacio. Sea fp un punto interior débil relativo. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que || fo|] < 1. Entonces existen y,...,y, puntos de X tales que f estd en F,,
siempre que:

<1y [(f=fo)w)l <1Vi=12..n (5.1)

Defino:
N := {f € X*/f<yl) = fO(yl) Vi = 172a w1 f(xno) = fO(xno)}

que tiene codimension finita (y X tiene dimensién infinita) y contiene una linea a través
de fo. Entonces N N Sx+ # (), por tanto existe g en N con ||g|| = 1. Entonces por la
Ecuacion 5.1, g pertenece a F),,, por tanto:

L= lgll = lg(zno)| = [fol2no)| = Il foll-

(Contradiccién ya que hemos supuesto que || fy|| < 1). Por tanto, Ext(Bx) no es nu-
merable.
[

Definicién 5.2. Sean X un espacio de Banach y C' un subconjunto suyo, se dice que
C es un cuerpo convexo si es acotado, convexo, cerrado y con interior no vacio.

Corolario 5.12. Sea X un espacio de Banach reflezivo e infinito dimensional. St C es
un cuerpo convezo en X, entonces Ext(C) es no numerable.
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Demostracion. Considero el espacio E' := X X R y en él considero la siguiente norma
|(x,7)|| = max(||z]|x,|r|]). E equipado con esta norma es un espacio de Banach refle-
xivo. Consideramos el conjunto C; := {(z,1)/z € C'}. Podemos encontrar una norma
equivalente en E de manera que la bola unidad en este espacio sea conv(Cy U (—Ch)).
Con esta norma F sigue siendo Banach reflexivo. Utilizando el Teorema 5.11 se tiene
que el conjunto de los puntos extremos de la bola unidad de este espacio, denotada por
Bpg, es no numerable y se tiene que:

Ezt(Bg) = Ext(conv(Cy U (—=C)))) = Ext(Cy) U Ext(—Cy) = Ext(Cy) U (—Ext(Ch)).

Por tanto, Ext(C}) es no numerable y por la definicién de Cy se tiene que los puntos
extremos de () coinciden con los puntos extremos de C, por tanto Ext(C') no es
numerable.

[]

Observacion. Si K es un conjunto débilmente compacto y numerable en un espacio de
Banach infinito dimensional, entonces el interior de C' = conv(K) es vacio.

Demostracion. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que el interior de
C' es no vacio. Por un Teorema de Krein (Teorema 6.15) se tiene que C es débilmen-
te compacto en X y tiene interior no vacio. Por tanto, se tiene que Bx es también
débilmente compacta, entonces por el Teorema 5.5 se tiene que X es reflexivo.

Por otro lado, si C tiene interior no vacio, entonces C' es un cuerpo convexo en
X y aplicando el Corolario 5.12 (que se puede aplicar ya que acabo de ver que X
es reflexivo) se tiene que Ext(C') es no numerable. Como C' = conv(K), aplicando el
Teorema de Milman (Teorema 2.6), se tiene que Ext(C) C K = K, entonces K es no
numerable (contradiccion ya que K es numerable por hipdtesis). Por tanto, el interior

de C es no vacio.
O

Otra consecuencia del primer teorema es el siguiente resultado:

Corolario 5.13. Sea X un espacio de Banach reflexivo, separable e infinito dimensio-
nal. St C' es un cuerpo convero de X, entonces el conjunto de puntos extremos de C
no es un conjunto de puntos aislados.

Demostracion. Procedemos por contradiccion. Supongamos que Ext(C') es aislado. Por
el Corolario 5.12 tenemos que Fzt(C) es no numerable. Pero, como Ezt(C) es un
conjunto aislado en X que es un espacio de Banach separable, entonces Ezt(C) es
numerable (contradiccién). Por tanto, Ext(C) no es un conjunto de puntos aislados.
O

Observacion. En esta prueba hemos utilizado un resultado basico que nos dice que en
un espacio de Banach separable todo conjunto de puntos aislados es numerable.
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Demostracion. Sea C' un conjunto de puntos aislados de X un espacio de Banach
separable y supongamos que C' es no numerable. Sea D un conjunto denso y numerable
de X. Considero el conjunto £ := C'N D, este conjunto es denso y numerable en C'.
Como C' es no numerable, C'\ E tampoco es numerable. Luego puedo encontrar al
menos un punto x de C' tal que para cada ntimero natural n existe un punto z, de FE
distinto de = de manera que ||z — x,|| < +. Asf se obtiene una sucesiéon de puntos de
C distintos de x tales que convergen en norma a x. Por tanto, C' no es un conjunto de

puntos aislados (contradiccién). Entonces C' es numerable.
O
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Capitulo 6

Fronteras de James

En este capitulo introducimos el concepto de frontera de James de un conjunto y es-
tudiamos varios resultados relacionados con este concepto como pueden ser el Teorema
de James, Godefroy y Rainwater.

Definicién 6.1. Sean X un espacio de Banach y C' un subconjunto acotado de X*.

Un conjunto B C C se dice que es una frontera de James de C si para todo punto

x de X existe un elemento g de B tal que g(x) = sup f(z). Un conjunto B C By« se
fec

dice que es frontera de James de X si es frontera de James de Bx-.

Observacion. Un conjunto B C Bx« es frontera de James de X si para todo punto x
de Sx existe un elemento f de B tal que f(x) = 1.

Proposicién 6.1. Sean X un espacio de Banach y C un conjunto acotado y w*-cerrado
de X . Entonces el conjunto de los puntos extremos de C' es una frontera de James de
C. En particular, los puntos extremos de Bx« es una frontera de James de X.

Demostracion. Sea x € X, considero el conjunto H := {f € X*/f(x) = supg(z)} que
geC
es w*-cerrado y por el Lema 2.1 es una variedad soporte de C'. Por la Proposicién 2.4

se tiene que H contiene un punto extremo de C', esto es existe un punto extremo de
C, f, que esta en H. Por tanto f(z) = sup g(x). Entonces Ext(C') es una frontera de
geC

James de C.
O

Proposicion 6.2. Sean X un espacio de Banach, C un conjunto acotado, w*-compacto
de X* y B C C una frontera de James de C. Entonces conv(B)" = C.

Demostracion. (C) Como C' es convexo y B C C, entonces conv(B) C C'y como C' es
. —w* —w*
w*-compacto, se tiene que conv(B) C C =C.
(D) Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que no se da, entonces existe

g € C\conv(B)" . Por el Teorema de separacién de Hahn-Banach (Teorema 1.17) existe
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un punto z de X tal que sup f(z) < g(z). Por tanto, para todo elemento f de B se
feB

tiene que f(x) < supg(z), entonces B no es frontera de James de C' (contradiccion).
gel

*

Por tanto, C' C conv(B)
[

Ahora vamos a ver un resultado de Godefroy que nos da una caracterizaciéon de
las fronteras de James y como corolario obtendré una condicién suficiente para saber
cuando X* es separable. Para demostrar este resultado necesito antes ver dos resultados
de Simons.

Lema 6.3 (Desigualdad de Simons). Sean B un conjunto no vacio y (x,), una sucesion
acotada en lo(B). Supongamos que para toda sucesion (A, ), de elementos no negativos

que satisfacen que Z An = 1, el vector Z Ay alcanza su supremo en B. Entonces,
n=1 n=1
st u(b) := limsup z,(b) para todo b € B, se tiene que:
n—oo

ilgu(b) > inf{s%p z/x € conv({z,})}.

Demostracion. Defino C), = {Z AnZn/An >0 Z An = 1} para todo k natural. Por
n==k n==k
lo que, basta con ver que

inf supx < supu. (6.1)
zcC1 B B
Sea ¢ > 0, elijo inductivamente z;, € C} para todo k natural.
En el primer paso, defino vg = 0 y tomo z; € C; de manera que

€
sup z; < Inf {supz —.
up 1_Z601{Bp F g

En el paso general, supuesto que tengo elegido zi,...,zx, voy a elegir zx,1, primero
k

z ..
defino v, := Z Q—Z y elijo 211 € Cky1 de manera que:
n=1

3

sup 28, + 2541 < inf {sup z} + . 6.2

BP k k+1_zeck+1{ Bp } Okt (6.2)
o Zn

Una vez elegida toda la sucesién (zz), defino v := Z on due pertenece a Cf.
n=1

Tenemos:

k+1 k+1 k+1 k41 Rk+1
2+Uk+1_2+vk:2+(Uk+1_vk):2+2k+1zzk+1 = (6.3)

ki1 k k
2" v — 2% = 241 + 2%y
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Por otro lado:

[e’e) Zn [e’¢) Zn
oky — 9k, = 2k ( Z 2n) = Z Sk € Cri1 (6.4)

n=k+1

donde hemos usado que i:;rl ink = 001 21 = 1. Utilizando las Ecuaciones 6.2, 6.3 y
6.4 se tiene:
sup (25 g — 2%y) < sup (28, + (280 — 2kvk))—|—ﬁ = sup 2]“1)—1—% = sup U+W.
Como v € (1, por hipdtesis se tiene que existe t € B tal que v(t) = s%p v.
m—1 m—1 m—1
270 (1) = D (2 oy — 280 (1) < D 2F SUp v + 2k+1 = (2™ —1)v(t) +

k=0 k=0 k=0

< (2™ = 1u(t) + e =2"v(t) + € — supw.
B

Entonces supv < —2™w,,(t) +2™v(t) + € y por tanto:
B

inf {sup r} < Sup v < < limsup(2™v — 2™, (t) + € =

zeCq m—00

= lim sup ( > )\nxn) (t) + e < limsup z,41(t) + € =

= limsup z,,(t) + ¢ = u(t) + € < supu +e¢.
m—00 B

Haciendo ¢ tender a 0 se tiene la Ecuacién 6.1 y por tanto tenemos demostrado el

Teorema.

]

Observacion. Sean X un espacio de Banach y B C X* acotado, entonces podemos
considerar X como un subconjunto de I (B) identificando € X con (f(x))sep. Si B
es una frontera de James de X, entonces supx = ||z|| y el supremo se alcanza.

B

Teorema 6.4 (Teorema de Simons). Sean X un espacio de Banach y B una frontera
de James de un subconjunto acotado M C X*. Si (x,), es una sucesion acotada de X
y defino u(z*) := hm 15Up & *(z) para todo x* € X*, entonces sup u(z*) = sup u(z").
z*eB z*eM
Demostracion. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que no se da, en-

tonces existe a tal que sup u(z*) < a < sup u(z*). Sea f € M tal que u(f) > «,
z*eB z*eM
podemos suponer sin pérdida de generalidad, que f(z,) > a para todo n natural. Sea

x € conv(z,), entonces

=/ (ﬁ:&%) = zn:)\zf(%) > Zn:)\ioz =a = f(r)>a«a
i=1 i=1 i=1
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[e.e]

Ademas, sea (M\,), una sucesiéon de nimeros no negativos y tales que Z An = 1,
n=1
[e.e]
considero © = Z Any, entonces como B es una frontera de James de M existe g € B
n=1

tal que g(z) = sup h(xz) > sup h(z). Por tanto, sup h(z) = suph(x) y = alcanza su
heM heB heM heB
supremo en B y podemos aplicar la desigualdad de Simons (Lema 6.3) y se tiene que:

a>sup u(z®) > inf {suph(zx)}= inf {suph(x)}> inf f(z)>a.
heB heM

z*€B xE€conv(xn) xE€conv(xn) xE€conv(xn)

Por tanto o > « (contradiccién). Entonces sup u(z*) = sup u(x™).
z*eB z*eM

Ahora si, vamos a enunciar y demostrar el citado Teorema de Godefroy.

Teorema 6.5 (Teorema de Godefroy). Sean X un espacio de Banach y C' un subcon-
junto acotado y convero de X*. Si B es un conjunto separable en norma y frontera de
James de C, entonces C' = conv(B)H'”.

Demostracion. Procedemos por reducciéon al absurdo. Supongamos que conv(B)H'” es
distinto de C, entonces por el Teorema de separacién de Hahn-Banach (Teorema 1.17)

podemos encontrar F' € Sx«, @ < 8y un elemento y; de C' que no esta en conv(B)”'”
tales que F(f) < « para todo f € By F(y;) > (. Sea S := {x € Bx/ys(x) >
f}. Usando el Teorema de Goldstine (Teorema 1.11) tenemos que F' € S, Como
B es separable, la topologia en X** de la convergencia puntual en los puntos de B
es metrizable. Entonces existe una sucesién (z,), en S tal que converge a F' en los

puntos de BU{y;}. Poniendo u(z*) = lim sup z*(x,,) y aplicando el Teorema de Simons
n—oo

(Teorema 6.4) se tiene que:

a>sup F'=supu =supu > u(yy) > f.
B B c

(Contradiccién, ya que a < ). Entonces C' = mlrll‘

O

Corolario 6.6 (Godefroy). Sea X un espacio de Banach, si X tiene una frontera de
James separable entonces X* es separable.

Demostracion. Sea B una frontera de James separable de X, entonces por el Teorema
de Godefroy (Teorema 6.5) se tiene que conv(B) = Bx-. Como B es separable, entonces
conv(B) es también separable y por tanto By« es separable, entonces X* es también
separable.

]

Corolario 6.7. Sea X un espacio de Banach, si Ext(Bx+) es separable entonces X*
es separable.
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Demostracion. Por la Proposicion 6.1 se tiene que Ext(Bx+) es frontera de James de
X y ademads es separable. Entonces por el corolario anterior (Corolario 6.6) se tiene

que X* es separable.
O

Usando la desigualdad de Simons (Lema 6.3) y el Teorema de Simons (Teorema 6.4)
podemos estudiar como la frontera de James de un conjunto interactua con el espacio

bidual.

Corolario 6.8. Sean X un espacio de Banach, M un subconjunto acotado de X* y B
una frontera de James de M. St x™* € X™** es el w*-limite de una sucesion acotada en X,

entonces sup ™ (z*) = sup 2™ («*). En particular, si B es una frontera de James de
z*eB z*eM
X ya* e X** es el w*-limite de una sucesion acotada en X, entonces ||z**|| = sup z**.
B

Demostracion. Sean x** € X™ y (x,), una sucesion acotada en X tal que ™ es el w*-
limite de (z,),, entonces si z* € X*, se tiene que **(z*) = limsup z,,(z*). Por tanto
n—o0

aplicando el Teorema de Simons (Teorema 6.4) se tiene que sup z**(z*) = sup =™ (z™).

z*eB z*eM
Para la ultima parte, basta con tener en cuenta que si B es una frontera de James de
X, en particular B es una frontera de James de Bx~ y que sup z**(z*) = ||2™*||. Por
x*eBX*

tanto aplicando la primera parte del corolario se tiene que:

||| = sup ™ (z*) = sup ™ (z").
r*EBx* z*eB

O

Corolario 6.9. Sean X un espacio de Banach, C' un subconjunto cerrado, convexo y

acotado suyo. St todo punto de Sx« es el w*-limile de una sucesion acotada en Bx,

entonces se tiene que C' = conv(B)  para todo B frontera de James de C.

Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que no se da, en-

tonces existe z* € C'\ conv(B)”“‘. Por el Teorema de separaciéon de Hahn-Banach

(Teorema 1.17) existen ™ € Sy« y a € R tales que sup 2™ (y*) < a < 2™ (2"), en
y*eB
particular se tiene que sup z**(y*) < sup z**(y*). Por otro lado, como z** € Sx.
y*eB y*eC
por hipoétesis, existe una sucesion acotada en X tal que z** es su w*-limite. Por tanto
aplicando el Corolario 6.8 se tiene que sup ™ (y*) = sup z**(y*) (contradiccién). Por
y*eB y*eC
tanto C' = conv(B)”'H.
O]

Proposiciéon 6.10. En un espacio de Banach dual separable. Todo conjunto convexo
cerrado y acotado es la adherencia de la envoltura convexa de sus puntos extremos.

59 Jests Rodriguez Corrochano



CAPITULO 6. FRONTERAS DE JAMES

Demostracion. Sean X* un espacio dual separable y C' un subconjunto convexo, cerrado
y acotado suyo. Por la Proposicién 6.1 se tiene que Ext(C) es una frontera de James
de C.

Procedemos por reduccién al absurdo, supongamos que conv(Ext(C)) # C. Por
el teorema de separacion (Teorema 1.20), podemos encontrar F' € Sxw, a < [y
un elemento fy de C'\ conv(Ext(C)) de manera que F(f) < a Vf € Ext(C) 'y
F(fo) > B. Sea S ={x € Bx : fo(x) > S}. Usando el Teorema de Goldstine (Teorema

1.11), tenemos que F € S* . Como X* es separable y Ext(C) es un subconjunto suyo,
también va a ser separable. Entonces la topologia de los conjuntos acotados en X** de
la convergencia puntual es metrizable en Ext(C'). Entonces, existe una sucesion (2, )nen
en S que converge a F' en los puntos de Fxt(C). En particular, f(x,) — F(f) para

todo f € Ext(C), por tanto sup {limsup f(z,)} = sup F(f) <a.
fEExt(C)  neN FEED(C)

Por otro lado, tenemos que como fy lineal, conv({z,}nen) C S v fo pertenece a

C, entonces para todo x € conv({z,}nen) se tiene que sup f(z) = sup f(z) > 5.
FEETt(C) fec

Entonces, por la desigualdad de Simons (Lema 6.3), se tiene que:

a> sup {limsup f(z,)} > inf { sup f(x)}>p5.
feEzt(C)  neN zeconv({Zn}tnen)  feExt(C)

Entonces a > 3 (contradiccién, ya que a < ). Por tanto conv(Ext(C)) = C.
[l

Lema 6.11. Sean X un espacio de Banach y A un subconjunto suyo. Si A es acotado
y su w*-clausura en X™* es un subconjunto de X, entonces A es w-compacto.

Demostracion. Si A es acotado entonces A° es un entorno del 0 en X*. Entonces por el
Teorema de Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.9) se tiene que A°° es w*-compacto en X**

y como A C A°° tenemos que AY es w*-compacto y es un subconjunto de X entonces

w —Sw —Sw
A" = A" es w-compacto, y como A es w-cerrado, entonces A = A~ es w-compacto.
O

Teorema 6.12 (Teorema de James). Sean X un espacio de Banach y A un subconjunto
w-cerrado suyo. Entonces, A es w-compacto si y solo si todo elemento f de X* alcanza
su supremo en A, esto es todo elemento de X* es un funcional soporte de A.

Demostracion. (=) Sea A w-compacto, como todo elemento f de X* es w-continuo se
tiene que f(A) es compacto en R por lo tanto alcanza su supremo.
(<) Lo vamos a ver solo en el caso particular en el que ademds tenemos que X
es separable, si no lo fuera seria mucho més complejo. Sean C' = conv(A) y f € X*,
entonces sgp f =sup f=supf. Como X es separable, tenemos que A es una frontera
c o
de James separable de " en X **entonces por el Teorema de Godefroy (Teorema

6.5) conv(A) = ¢, Como todo f € X* alcanza su supremo en C, se tiene que C
es w-acotado entonces por el Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 5.3) se tiene
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que C' es acotado. Ademds, C' es convexo y w-cerrado entonces C' = c" = C", por
tanto C' es acotado y su w*-clausura en X** es el propio C' que es un subconjunto
de X. Entonces por el Lema 6.11 se tiene que C' es w-compacto. Por tanto A es un

subconjunto w-cerrado de C' que es w-compacto, entonces A es w-compacto.
m

Corolario 6.13. Sea X un espacio de Banach. X es reflexivo si y solo si todo elemento
fde X* alcanza su norma.

Demostracion. (=) Sea X reflexivo, entonces por el Teorema 5.5 se tiene que By es w-
compacto y aplicando el Teorema de James (Teorema 6.12) se tiene que todo elemento

f de X* alcanza su supremo en Bx y como sup f = || f||, entonces todo elemento de
Bx
X* alcanza su norma.

(<) Por el Teorema de James (Teorema 6.12) Bx es w-compacto, entonces por el
Teorema 5.5 se tiene que X es reflexivo.
]

Ahora veamos otra caracterizacion de cuando un espacio de Banach es reflexivo
debida a James.

Teorema 6.14 (Teorema de caracterizacion de James). Sea X un espacio de Banach.
X es reflexivo si y solo si existe € (0,1) tal que para toda sucesion (x,), en Sx
que cumple que Wnf{|ju|| : v € conv{z,};>} > 0, se tiene que existen un nimero
natural ng, un punto u de conv{wy,...,xn,} y otro punto v de conv{x,,1,...} tales que
lu —wl| < 6.

Demostracion. (=) Sea X reflexivo. Fijo § € (0,1) y sea (z,), € Sx. Para cada
n € NU{0} considero el conjunto K,, = conv{z, 1, Tpi2,...}. Asi tengo una sucesién
(K,,)n de conjuntos encajados (K41 C K,,), no vacios, convexos, w-cerrados y acotados
(ya que la sucesién (z,), esta en Sy). Por tanto K, = Ew* = K,", esto es K, es
acotado y su w*-clausura en X** es el propio K,, que es un subconjunto de X. Entonces
por Lema 6.11 se tiene que K, es w-compacto para todo n € NU{0}. Por tanto existe

oo
z € (] K. Como z € Ky existen ng € Ny u € conv{z,...,xn,} tal que ||z —ul| < =y

n=0 2
como también z € K, entonces existe v € conv{xpy+1, Tngt2, .-} tal que ||z —v|| < 3"
6 6
Entonces ||u —v|| < [Ju — z|| + ||z — v]|| < 5 + 3= 6.

(<) Supongamos que X # X**  entonces vamos a construir una sucesion (z,), que
hace fallar la hipdtesis. Considero By = {F € X**/||F|| < 0}, como X # X** entonces

existe Fy € Sy \ |J (z+ By). Como Fy ¢ By existe un w*-entorno convexo V; de
zeX
Fy en X** tal que V1N By = 0 y elijo x; € V1 N Sx. Como Fy ¢ x; + By existe un

w*-entorno convexo Vo C Vi de Fy tal que Vo N (1 + By) = 0 y elijo 2 € Vo N Sy.
Como Fy ¢ (conv{zy,x2} + By) existe un w*-entorno convexo V3 C V; de Fjp tal que
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V3 N (conv{x1,x2} + By) = 0 y elijo 23 € V3N Sx. Procediendo de este modo consigo
una sucesion decreciente (V},),, de conjuntos convexos y una sucesion (x,), de Sx

tales que conv{z,} C Vi, entonces  inf |lu|| > 6. Para cada n € N se tiene que
u€conv{zn}

conv{ZTpi1, Tnio, ...} C Vo1 y ademds V1 N (conv{xy,...,x,} + By), por tanto dados
cualesquiera u € conv{zy,...,x,} y v € conv{xp 41, Tnia,...} se tiene que ||u — v|| > 0
(contradiccién con la hipétesis). Entonces X = X**, por tanto X es reflexivo.

[]

Veamos alguna aplicacion del Teorema de James (Teorema 6.12), primero vamos a
ver una extension de este resultado que nos dice que el cierre convexo de un conjunto
w-compacto en un espacio de Banach es también w-compacto, este resultado se lo
debemos a Krein.

Teorema 6.15 (Teorema de Krein). Sean X un espacio de Banach y A un subconjunto
w-compacto suyo, entonces C := conv(A) es w-compacto.

Demostracion. Sea f € X*, sabemos que sup f = sup f y como A es w-compacto,
A c

por el Teorema de James (Teorema 6.12) se tiene que f alcanza su supremo en A. En
particular, como A C C, f también alcanza su supremo en C. Esto es, todo f € X*
alcanza su supremo en C entonces por el Teorema de James (Teorema 6.12) C' es

w-compacto.
O

Teorema 6.16 (Teorema de Rainwater-Simons). Sean X un espacio de Banach, M
un subconjunto acotado de X* y B una frontera de James de M. Sean (x,), C X una
sucesion acotada y x € X. Si f(x,) — f(x) para todo f de B, entonces f(x,) — f(x)
para todo f de M. En particular, si B es una frontera de James de X y f(z,) — f(x)
para todo f en B, entonces (x,), converge débilmente a x.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (z,), converge a 0

en todos los elementos de B, esto es f(z,) — f(0) = 0 para todo elemento f de B.

Considero a cada x,, como un elemento de X**  esto es una aplicacion de X* en R

y defino u(z*) := limsup z,,(z*) para todo elemento x* de X*. Entonces aplicando el
n—oo

Teorema de Simons (Teorema 6.4) tenemos que sup u(z*) = sup u(z*) y como para
z*eM *eB

todo elemento f de B se tiene que f(x,) — f(0) = 0, entonces

u(e) = limsupa, (a*) = lim supa*(z,) = 0

Por tanto, sup u(z*) = sup u(z*) = 0. Supongamos que existe z* € M tal que
z*eM z*eB

z*(z,) no converge a z*(0) = 0. Entonces existen £ > 0 y una subsucesion (z,, )

de (z,), tal que |z*(x,,)| > € para todo k natural, por tanto se da alguna de estas

dos posibilidades: o bien, x*(z,, ) para infinitos k, entonces u(z*) > . (Contradiccion,

ya que sup u(z*) = 0) o bien se tiene que x*(—z,,) > ¢ para infinitos k, entonces
z*eM
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(haciendo el mismo razonamiento que hemos hecho para (z,), con (—z,),) se tiene
que u(z*) > e. (Contradiccién, ya que sup u(z*) = 0). Por tanto, no puede existir
z*eM
z* € M tal que z*(x,) no converja a *(0) = 0, esto es f(z,) — f(0) = 0 para todo
f de M. En el caso particular de que B es una frontera de James de X, tendria que
f(z,) = f(x) para todo f de Bx~, entonces f(x,) — f(z) para todo f de X*, esto es

(z,)n converge débilmente a x.
[

Corolario 6.17 (Rainwater). Sean X un espacio de Banach, (z,), C X una sucesion
acotada y x € X. Si f(x,) — f(x) para todo f punto extremo de Bx~ entonces (z,)n
converge débilmente a .

Demostracion. Por la Proposicion 6.1 se tiene que el conjunto de los puntos extremos
de Byx- es una frontera de James de X. Entonces por el teorema anterior (Teorema
6.16) se tiene que f(x,) — f(z) para todo f de Bx«. Por tanto f(z,) — f(z) para
todo f de X*, entonces (x,), converge débilmente a x.

O
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Capitulo 7

Propiedad de Krein-Milman y
Propiedad de Radon-Nikodym

Siguiendo el articulo de R.E. Huff y P.D. Morris me voy a adentrar en una
cuestion todavia abierta relacionada con el tema del trabajo que es la equivalencia
entre la propiedad de Krein-Milman y la propiedad de Radon-Nikodym en los espacios
de Banach, primero veremos que la propiedad de Radon-Nikodym implica la propiedad
de Krein-Milman y en cuanto a la otra implicacion veremos que se da en el caso de
que el espacio sea un espacio de Banach dual ya que en el caso general no se conoce.
Empecemos viendo cuando decimos que un espacio de Banach tiene la propiedad de
Krein-Milman y la de Radon-Nikodym.

Definicién 7.1. Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad de Krein-
Milman si todo subconjunto acotado, convexo y cerrado suyo cumple que es igual a
la adherencia de la envoltura convexa de sus puntos extremos.

Para definir cuando un espacio de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym
no voy a utilizar la definiciéon habitual sino una definiciéon equivalente més ajustada a
la teoria desarrollada en este trabajo, para ello necesito dar una definicién previa.

Definicién 7.2. Sean X un espacio de Banach y A un subconjunto acotado suyo, se

dice que un punto x de A es un punto fuertemente expuesto de A si existe un

funcional f € X* tal que f(z) = sup f(a) y para toda sucesién (z,), C A tal que
acA

f(z,) — f(x) se tiene que ||z, — z|| — 0. Denotamos por Fep(A) el conjunto de todos
los puntos fuertemente expuestos de A.

Definicién 7.3. Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad de Radon-
Nikodym si todo subconjunto acotado, convexo y cerrado suyo cumple que es igual a
la adherencia de la envoltura convexa de sus puntos fuertemente expuestos.

Una vez vista estas definiciones la pregunta natural que nos hacemos es si estas
propiedades son equivalentes. La implicacion de que la propiedad de Radon-Nikodym
implica la propiedad de Krein-Milman si se conoce y se debe al hecho de que todo
punto fuertemente expuesto es un punto extremo.

65 Jests Rodriguez Corrochano



CAPITULO 7. PROPIEDAD DE KREIN-MILMAN Y PROPIEDAD DE
RADON-NIKODYM

Proposiciéon 7.1. Sean X un espacio de Banach, A un subconjunto convero suyo y x
un punto fuertemente expuesto de A entonces x es un punto extremo de A.

Demostracion. Supongamos que x no es un punto extremo, entonces existen x; y xo dos

puntos de A distintos de z tales que x = —(x; + x2). Como z es un punto fuertemente

expuesto de A se tiene que existe f € X* tal que sup f(a) = f(z) = sup f(a). Por otro
acA acA

1 1
lado, se tiene que f(z) = f <2(a:1 —|—x2)> =35 (f(x1) + f(x2)) < sup f(a), entonces
acA
f(x1) = f(xe) =sup f(a) = f(z). Entonces, como x es un punto fuertemente expuesto
acA

de A, se tiene que 1 = x = x5. (Contradiccién, ya que 1 y x2 son dos puntos distintos
de z). Por tanto « es un punto extremo de A.
O

Proposiciéon 7.2. Sea X un espacio de Banach que cumple la propiedad de Radon-
Nikodym entonces X también cumple la propiedad de Krein-Milman.

Demostracion. Sea A un subconjunto de X acotado, convexo y cerrado, entonces utili-
zando la Proposicién 7.1 se tiene que Fep(A) C Ext(A), por tanto conv(Fep(A)) esta
contenido en conv(Ext(A)) y como X cumple la propiedad de Radon-Nikodym se tiene
que A = conv(Fep(A)), entonces, utilizando que A es convexo y cerrado se tiene que

A = conv(Fep(A)) C conv(Ext(A)) C A.

Entonces conv(Ezt(A)) = A. Por tanto, X cumple la propiedad de Krein-Milman.
[l

Utilizando el hecho demostrado en la Proposiciéon 7.1, todo punto fuertemente ex-
puesto es un punto extremo, obtenemos una mejora del Teorema de Krein-Milman
(Teorema 2.5) en el contexto de espacios de Banach, este resultado se conoce como
Teorema de Lindenstrauss y Troyanski.

Teorema 7.3 (Teorema de Lindenstrauss-Troyanski). Sean X un espacio de Banach
y W un subconjunto suyo convexo y w-compacto, entonces W es la adherencia de la
envoltura convexa de sus puntos fuertemente expuestos.

En cuanto a la otra implicacion, esto es, que la propiedad de Krein-Milman implica
la propiedad de Radon-Nikodym no se sabe todavia en el caso general. Si se sabe en el
caso en el que el espacio es un espacio de Banach dual, la demostracion de este hecho
va a ser el objetivo de este capitulo, como lo era para Huff y Morris en su articulo.

Teorema 7.4. Sea X un espacio de Banach dual que cumple la propiedad de Krein-
Milman entonces cumple la propiedad de Radon-Nikodym.

Para demostrar este teorema voy a necesitar dar alguna definicion previa asi como
dos resultados previos de Uhl y Stegall.
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Teorema 7.5 (Teorema de Uhl y Stegall). Sea X* el espacio dual de un espacio
de Banach X entonces, X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym si y solo si todo
subespacio separable de X tiene un dual separable.

Teorema 7.6 (Teorema de Stegall). Sean € un nimero positivo y X un espacio de
Banach separable tal que X* es no separable. Entonces existen un subconjunto A de
Sx+ que es w*-homeomorfo al conjunto de Cantor y una sucesion (x,), de X con

|z,|| < 1+¢ para todo n natural, tal que »_ | T(x,) — xa,| < €, donde T : X — C(A)
n=1
es el operador evaluacidn, esto es T'(x)(z*) = x*(x) y los conjuntos A, son las imagenes

homeomortfas de los intervalos diddicos del conjunto de Cantor.

Definicién 7.4. Sean X un espacio de Banach y B un subconjunto convexo suyo. Se
dice que A C B es un subconjunto extremal de B si A es cerrado, convexo y no
vacio y tal que para todo punto x de A para el cual existen u,v € B de manera que x
es una combinacién convexa de u y v, entonces u y v pertenecen a A.

Definicién 7.5. Sea X un espacio topologico Hausdorff. Una medida p en la o-adlgebra
de Borel de X se dice que es una medida de Radon de X si cumple que es:

(1) Interior normal (inner regular), esto es, para todo subconjunto abierto U de X

se tiene que
pu(U) = sup{u(K)/K es compactoy K C U}.

(11) Ordinario exterior (outer regular), esto es, para todo conjunto de Borel B de X

se tiene que
w(U) = min{pu(A)/A es abiertoy B C A}.

(111) Localmente finita, esto es, todo punto de X tiene un entorno U tal que p(U) < oc.

De forma analoga a como definimos el espacio L>°([0, 1]) definimos L>*(A, 1) para
un espacio de medida arbitrario:

Definicién 7.6. Sea (A, ) un espacio de medida definimos L*(A, i) el espacio vec-
torial de las clases de funciones medibles (iguales en u-ctp) f tales que esssup(f) es
finito, donde

esssup(f) = inf{a/u({t € A: f(t) > a}) =0}
y definimos la norma de cada elemento f como || f|| = esssup(f).
Definicién 7.7. Un espacio de Banach X es inyectivo si para todo espacio de Banach

7, para todo subespacio Y de Z y para todo operador lineal y continuo 7" de Y en X
existe un operador lineal y continuo G de Z a X que es extensiéon de 7.

Ahora ya si podemos proceder a la demostracién del resultado principal de este
capitulo, el Teorema 7.4.
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Demostracion. Sea Z* el espacio dual de un espacio de Banach Z tal que Z* cumple
la propiedad de Krein-Milman. Veamos, por reduccion al absurdo, que Z* también
cumple la propiedad de Radon-Nikodym. Supongamos que Z* no cumple la propiedad
de Radon-Nikodym entonces por el resultado anterior de Uhl y Stegall (Teorema 7.5) se
tiene que Z tiene un subespacio X separable tal que X* no lo es. Entonces aplicando el
Teorema de Stegall (Teorema 7.6) al espacio X (que es de Banach por ser un subespacio
de un espacio de Banach) con e = %, se tiene que existen un subconjunto A C Sx+ que
es w*-homeomorfo al conjunto de Cantor y una sucesién (z,,), de X con ||z, | < 2 para

> 1

todo n natural, tal que Y [|[T(z,) — xa,| < 3 donde T': X — C(A) es el operador
n=1

evaluacién, esto es T'(z)(x*) = z*(x) y los conjuntos A,, son las imagenes homeomorfas

de los intervalos diadicos del conjunto de Cantor.
Sea u una medida de Radon en A tal que u(A4,) = 27% si 28 < n < 28 para
ENA,
cada n natural definimos la medida p, en A como p,(E) = 'U((A)>
p( A,
E conjunto de Borel. Estas medidas p, son medidas de Radon en A. El operador de
evaluacién T se puede ver como una aplicaciéon de X en L®(A, pu), como el ultimo
espacio es inyectivo, T' se puede extender a un operador acotado, que llamo también T,
de Z en L*>®(A, p). Las medidas p,, se pueden ver como elementos de L™ (A, u)*. Para
cada n natural, sea x} = T*(u,) € Z*, donde T* es el operador dual de T, considero
los siguientes conjuntos.

para todo

C := conv{p,} c L>=(A, ).

D = conv{a:;;}w* C Z".
K :={z" € D/z"(x,) = 0 cuando n — oo}.

Tanto C' como D son w*-compactos y D = T*(C'). Nuestro objetivo es ver que K
es un conjunto no vacio, acotado, cerrado (en norma) y convexo que no tiene puntos
extremos llegando asi a una contradiccion con el hecho de que Z* cumple la propiedad
de Krein-Milman. Es claro que K es convexo y acotado. También es sencillo ver que K
es cerrado en norma, sea (z), C Ky z* € Z* tal que ||z} — z*|| — 0 cuando n tiende a
infinito, veamos que z* pertenece a K, lo primero de todo como (z}), es una sucesién
en K en particular, también esta en D luego z* pertenece a D, y se tiene que

dm [2"(zy)] = lm (2" + 27, — 25) (z0) | = lm |27, (20)] + Hm |(27 = 27) (2)] <
3
2

< Tim |25, ()l + l12* — 25Ol lall) < 2)12* — 23,
esto se da para todo m natural, entonces haciendo m tender a infinito en el ultimo
término se va 0, luego 2*(x,) — 0 cuando n — oo por tanto z* € K, entonces K es

cerrado (en norma).
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Veamos ahora que K es no vacio viendo que z; pertenece a K para todo n natural.
Sea n un numero natural es claro que x; pertenece a D y se tiene,

nll_rgo |xn(xm)| = nlLl_r)noo |Nn(T(xm>)| :nlbl_r}loo |/~Ln(T(xm) — XA, T XAm)| <

()

y por lo deducido del Teorema de Stegall se tiene que ||T(x,,) — xa,,|| — 0 al hacer
m tender a infinito y por la definicién de la medida p se tiene que p(A,,) — 0 cuando
p(An O Ar)

11(An)
infinito, entonces z7 (x,,) — 0 cuando m tiende a infinito, luego z pertenece a K para
todo n natural, luego K es distinto del vacio.

Por ultimo vamos a comprobar que K no tiene puntos extremos. Para ello, primero
vamos a ver que K es un subconjunto extremal de D, sean n, m naturales entonces se
tiene

tim [t (T() = xa,)| + e Jpia(o0a,)| < i [ T() = xa, ||+ lim

n—o0 n—o0

m tiende a infinito, y al estar n fijo se tiene que — 0 cuando m tiende a

Ty (@m) = pn(T(Tm) = Xa,) + bn(Xa,) Z =T (@m) = X,
entonces como D = conv{x;;}w*, se tiene que z*(z,,) > —||T(z,) — xa,.|| para todo
z* € D y todo m natural, por tanto

lminf 2*(2,,) > Mminf —|T'(z) — x4, | =0 V2" € D. (7.1)

m—o0

(21 +23), entonces utilizando

: * ok * 1
Ahora supongamos que existen 214 R9 eD tales que 27 = 3

la ecuacién (7.1) se tiene que:

lim sup 2] (z,,) < 2limsup 2*(x,,) — liminf 25(x,,) <0
m—00 m—00 m—oo

limsup 23 (z,,) < 2limsup z*(z,,,) — lim inf 27 (z,,,) <0
m—oo m—oo M—00

luego 27,25 € K, entonces K es un subconjunto extremal de D. Para completar la
prueba veamos que todo punto extremo de D no esta en K, sea z* un punto extremo
de D, el conjunto C'N (T*)~!(z*) es un conjunto extremal en C, entonces existe un
punto extremo de C' que denoto por § tal que 7%(3) = z*. Como S es un punto extremo
de C se tiene que [ estd en la w*-clausura de {u,} que denoto por W. Por otro lado,
utilizando la definiciéon de los pu,, y el hecho de que para todo n natural A,, sea la uniéon
disjunta de As, y A, .1 se tiene que u, = %(,ugn + p2n11), POr tanto ningdn g, es un
punto extremo de C, luego € W\ {u,}. Como p,,(x4,,) s 000 1sin > m, se tiene
que (xa,,) es 0 0 o 1 para todo m natural y como sabemos que $(x4,) = 1 se tiene

que
2k+1_1

1=p(xa)= >, Blxa,) VkeN

m=2k
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entonces (x4, ) = 1 para infinitos m. Para cada uno de estos m tal que f(xa,,) = 1
se tiene que

1 1

2 (wm) = T (8)(wm) = BT (2m)) = BT (m) = Xa,) + Blxa,) > 1= 5 =2

donde hemos utilizado que:

BT (2m) = Xan) = =T (@m) = xa,ll = Z 1T (xn) = Xaull > ;

Como esto pasa para infinitos m, entonces (z*(x,,))m no converge a 0, luego z* no per-
tenece a K. Por tanto K no tiene puntos extremos, entonces como K es un subconjunto
acotado, convexo y cerrado de Z* que cumple la propiedad de Krein-Milman, entonces
K = conv(Ezt(K)) = 0, por tanto K es vacio (contradiccién, ya hemos visto que K
era no vacio), luego Z* cumple la propiedad de Radon-Nikodym.

]

Otro tipos de espacios de Banach donde se conoce la equivalencia entre estas dos
propiedades es en los llamados reticulos de Banach, estos son.

Definicién 7.8. Un reticulo de Banach es un espacio de Banach ordenado (X, <) tal
que:

1. Six <y entonces z + 2z < y+ 2 para todo z € X.

2. Para todo x € X tal que 0 < z y para todo nimero real a > 0 se tiene que
0<azx.

3. Para cualesquiera x,y € X existen un infimo de = e y, denotado por xt Ay € X
y un supremo de x e y, denotado por z Vy € X.

4. Para cada x € X definimos |z| = z V (—x), y se tiene que si |z| < |y| entonces
2l < llyll-

Como ya he dicho, en estos espacios se tiene la equivalencia entre la propiedad de
Krein-Milman y la de Radon-Nikodym, para ver este resultado se puede consultar el
articulo de Bourgain y Talagrand

Por ultimo, resaltar que a pesar de que, como ya he dicho, la equivalencia entre estas
dos propiedades no se sabe en el caso general. Huff y Morris en un articulo posterior
al seguido durante este capitulo demuestran la equivalencia entre la propiedad de
Radon-Nikodym y la llamada propiedad fuerte de Krein-Milman. Se dice que un espacio
tiene la propiedad fuerte de Krein-Milman si todo subconjunto cerrado y acotado (no
necesariamente convexo) suyo tiene un punto extremo.
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