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1. introducción

La Aritmética nace como el arte de clasificar, distribuir y, en definitiva, entender
de la mayor forma posible una amplia variedad de subconjuntos pintorescos de los
números enteros como son los números perfectos, amigables, repunidades, números
de Fibonacci, de Lucas, soluciones de ecuaciones diofánticas, sumas de cuadra-
dos, y problemas relacionados con ellos como son el último Teorema de Fermat,
el problema de Waring, la conjetura de Goldbach, de los primos gemelos, primos
representables como n2 + 1, etc.

Todos estos problemas están relacionados de una u otra forma con la estructura
que adquieren los enteros con las operaciones de suma y multiplicación. Sumar es
más o menos fácil. Multiplicar ya no tanto y, de hecho, nuestra sociedad basa su
seguridad en que nadie sabe dividir lo suficientemente bien, como para factorizar un
número con solamente dos factores primos. Y ya lo que hace que un problema sea
intratable es cuando se mezclan la suma y la multiplicación, como son los problemas
que enunciamos al final del párrafo anterior.

Teoŕıa anaĺıtica de números es el estudio de problemas de aritmética utilizando
herramientas t́ıpicas de análisis. Es más fácil ver algo continuo que algo que está
espaciado de forma que parece ser aleatoria. El primer ejemplo del puente entre
las dos nos lo revela Euler gracias al teorema fundamental de la aritmética, con la
identidad

ζ(s) =
∑
n≥1

1

ns
=
∏
p

(
1− p−s

)−1
,

cierta para cualquier s > 1, donde el producto recorre los números primos, y la suma
los números enteros. El estudio de los números primos, de apariencia aleatoria, se
reduce aśı a teoremas sobre la función ζ(s). Y, simplemente observando que la serie
armónica es divergente, probamos que existe un número infinito de primos.

Resulta que dicha función se puede extender de forma anaĺıtica a todo el plano
complejo, salvo en s = 1 que tiene un polo simple, lo que permite a Riemann dar
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una v́ıa plausible de atacar el problema de la distribución de los números primos,
a través de la variable compleja. La prueba completa del teorema de los números
primos, por el que sabemos que si π(x) es la función que cuenta los números primos
hasta x cumple la fórmula asintótica

π(x) ∼ x

log x
,

se la debemos a Hadamard y de la Valle Poussin, y no es casualidad que el teorema
de Hadamard, una especie de generalización del teorema fundamental del Álgebra,
nos permita expresar la función ζ(s) como producto de sus ceros

ζ(s) =
e(log(2π)−1−γ/2)s

2(s− 1)Γ(1 + s/2)

∏
ρ

(
1− s

ρ

)
es/ρ,

y aśı sacar información de los números primos a través de información de los ceros
de la función zeta de Riemann.

Uno de los objetivos principales de la Teoŕıa Anaĺıtica de Números, como hemos
visto en el comportamiento de π(x), es establecer fórmulas asintóticas para cantida-
des aritméticas que crecen con x y controlar el término de error en dichas fórmulas,
a través de medidas que detecten algún tipo de cancelación. Es decir, de alguna
forma hay que distinguir la parte principal de la cantidad que estamos intentando
entender. Pues bien, quizás una de las grandes ideas que debemos tener en cuenta
es que lo grande se ve mucho más que lo pequeño. Aśı por ejemplo mirando en
s = 1, donde la función zeta tiene un polo extraemos la información de la infinitud
de los primos. Para estudiar los ceros de la función zeta, estudiamos los polos de la
función 1/ζ(s) que serán mucho mas visibles y, sin embargo, gracias a su fórmula
como producto de Euler, tendrá propiedades similares. Concretamente

1

ζ(s)
=
∏
p

(
1− p−s

)
=
∑
n≥1

µ(n)

ns
,

donde

µ(n) =

{
(−1)k si n = p1 · · · pk,
0 si p2|n,

es la función de Möbius. Es interesante la fórmula de ortogonalidad

(1)
∑
d|n

µ(d) =

{
1 si n = 1

0 si n ̸= 1.

Otro truco que ahonda en esta misma idea es utilizar la función logaritmo que
de nuevo transforma lo pequeño en grande, y que además convierte la dif́ıcil multi-
plicación en la más asequible suma. Aśı, un ejemplo muy simple y muy ilustrativo
del uso de análisis elemental lo encontramos al considerar la derivada de la función
(log ζ(s)), obteniendo

−ζ
′(s)

ζ(s)
=
∑
n≥1

Λ(n)

ns
,

donde

Λ(n) =

{
log p si n = pk,

0 en el resto,
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es la función de Von Mangoldt. No es por tanto casualidad que la función de Von
Mangoldt sea el puente natural para estudiar problemas de aritmética con técnicas
de análisis y, de hecho, es fácil ver que

(2)
∑
d|n

Λ(d) = log n

convierte de forma sencilla toda la naturaleza aritmética del problema a la izquierda
de la ecuación, en la anaĺıtica de la función logaritmo a la derecha de la misma.

Como vemos, para sacar el término principal de una estimación habitualmente
debemos mirar a las singularidades de la función involucrada. No es de extrañar
que siendo la función zeta la función generatriz de los números primos, permita
estudiar una gran generalidad de funciones aritméticas multiplicativas. En general
para cualquier serie de Dirichlet F (s) =

∑
n

an

ns , y G(s) =
∑

n
bn
ns , se tiene

(3) F (s)G(s) =
∑
n≥1

an
ns

∑
m≥1

bm
ms

=
∑
k≥1

∑
nm=k

anbm
ks

=
∑
k≥1

ck
ks

donde

ck =
∑
d|k

adbk/d,

es la convolución de las sucesiones {an} y {bn}. Por ejemplo, si tomamos ambas
funciones F (s) = G(s) = ζ(s), obtenemos

ζ2(s) =
∑
k≥1

d(k)

ks
,

donde d(k) es la función que cuenta el número de divisores de k.

2. El método del ćırculo

Podemos resumir la idea de atacar un problema aritmético de forma anaĺıtica
de la siguiente forma: codificamos el problema a través de una función de variable
real o compleja que almacene dicha información, usamos las técnicas apropiadas del
análisis, y recuperamos la aritmética al final del proceso. En el caso de la función
π(x) esto se hace a través de la función zeta de Riemann. Veremos que una técnica
apropiada cuando el problema tiene naturaleza aditiva es el método el ćırculo.

El método del ćırculo se origina con un art́ıculo de Hardy y Ramanujan en el
que pretenden determinar el comportamiento asintótico de la función partición,
que cuenta el número de veces que se puede representar un entero n como suma
de enteros positivos, aśı que tomémoslo como ejemplo. En este caso, la función de
variable compleja será su función generatriz

F (z) =
∏
n≥1

1

1− zn
=
∑
k≥1

p(k)zk,

identidad que surge de expandir la serie geométrica de razón zn, y multiplicar
los factores. Para recuperar la función aritmética utilizamos la fórmula integral de
Cauchy

p(k) =
1

2πi

∫
|z|=r

F (z)

zn+1
dz.
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Aśı pues, dar una buena estimación de la función particion pasa por estimar la
integral de forma apropiada. Y como hemos mencionado en la sección anterior, la
aportación más significativa viene de las singularidades de la función.

En este caso, la función tiene su frontera natural de convergencia en el ćırculo
unidad, pero no todas las singularidades alli son del mismo tamaño. Concretamente
en z = 1 todos los factores tienen un polo, mientras que en z = −1 solo la mitad de
ellos. De la misma forma, solo una fracción de los factores tendrá polos en las ráıces
q-ésimas de la unidad y, dicha fracción, será menor según n crezca. Si denotamos por
e(α) = e2πiα entonces es pues de esperar que las singularidades mayores vendrán
de números α = a

q racionales con q pequeño.

Aśı pues, para estimar la integral, lo que haremos será considerar un r cercano a
1 y luego dividir el intervalo de integración en subintervalos de dos clases: los arcos
mayores M, con subintervalos alrededor de números racionales de denominador
pequeño, y m, los arcos menores, que será el complementario. El tamaño de cada
uno de los subintervalos se debe tomar en función del problema.

El método se puede aplicar a cualquier tipo de problema del estilo siguiente:
tomamos una sucesión de números enteros positivos A = {ak}, y queremos calcular
el número de representaciones de un entero cualquiera n, como suma de l elementos
de A. Vamos a llamar a ese número rA(n). Y como en el caso anterior, consideramos
la serie de potencias

FA(z) =
∑
k

zak ,

con lo que

(FA(z))
l =

∑
ni...nl

zan1 ...anl =
∑
n≥1

rA(n)z
n,

y de nuevo por la fórmula de Cauchy se tiene

rA(n) =
1

2πi

∫
|z|=r

(FA(z))
l

zn+1
dz.

El método, original como hemos dicho de Hardy, Ramanujan y Littlewood, fué
después notablemente mejorado por Vinogradov entre otras cosas con una simple
observación. Y es que en la integral que aparece en el problema de las particiones
no podemos tomar r = 1 pues la integral vale infinito, y tenemos una nueva varia-
ble a tener en cuenta. Vinogradov observó que para estimar rA(n), no hace falta
considerar toda la sucesión A pues los enteros ak son positivos, con lo que basta
con considerar ak con k ≤ n, y considerar como función F la serie truncada

F (z) =
∑
k≤n

zak .

De nuevo

rA(n) =
1

2πi

∫
|z|=r

(F (z))l

zn+1
dz,

salvo que en esta ocasión, es una suma finita y podemos tomar r = 1 con lo que
nos queda

rA(n) =

∫ 2π

0

(f(α))le(−nα)dα,
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con f(α) = F (e(α)).

3. El problema ternario de Goldbach.

El objetivo es demostrar que todo entero impar suficientemente grande se puede
escribir como suma de tres primos. Este problema también se conoce como la con-
jetura débil de Goldbach. La conjetura fuerte afirma que cualquier entero par se
puede escribir como suma de dos primos, y es inmediato ver que la fuerte implica
la débil. (Ejercicio 1).

En este caso una primera opción seŕıa tomar A como la sucesión de números
primos. Sin embargo, teniendo en cuenta lo que mencionamos en la introducción,
nos será mas conveniente tomar la función con pesos dados por la función de Von
mangoldt

f(z) =
∑
k≤n

Λ(k)zk.

Ciertamente el coeficiente n -ésimo de

f3(z) =
∑

k1+k2+k3=n

Λ(k1)Λ(k2)Λ(k3)z
n,

mide las formas de expresar n como suma de 3 potencias de primos. Teniendo en
cuenta que hay muy pocas potencias de primos, esta cantidad será básicamente lo
mismo que contar las representaciones de n como suma de tres primos. Concreta-
mente se tiene lo siguiente: sea

r(N) =
∑

m1+m2+m3=N

Λ(m1)Λ(m2)Λ(m3),

R(N) =
∑

p1+p2+p3=N

log(p1) log(p2) log(p3).

Lema 1. |r(N)−R(N)| ≤ N3/2(logN)3

Prueba: Primero notamos que

0 ≤ r(N)−R(N) =
∑

m1+m2+m3=N

Λ(m1)Λ(m2)Λ(m3) ≤ (logN)3
∑

mk
1+m2+m3=N

1

donde k ≥ 2, y 0 ≤ m2,m3 ≤ N . Aśı pues tenemos N1/k ≤ N1/2 formas de escoger
m1, y N formas de escoger m2, y una vez fijados m1 y m2, m3 esta fijo. Con lo que
la última suma esta acotada por N3/2 de donde se sigue el resultado.

La aproximación anterior nos será de utilidad siempre y cuando el número de
representaciones de un entero como suma de 3 primos sea asintóticamente mayor que
N3/2. Concretamente el teorema que vamos a demostrar es el siguiente resultado.

Teorema 2. (Vinogradov) Cualquiera que sea A > 0, se tiene

r(N) =
1

2
S(N)N2 +O

(
N2

(logN)A

)
,

con

S(N) =
∏
p|N

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p∤N

(
1 +

1

(p− 1)3

)
.
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No tenemos más que cancelar los pesos para obtener

Corolario 3. Sea r(N) el número de representaciones de N como suma de tres
primos. Entonces

r(N) =
1

2

S(N)N2

(logN)3
+ o

(
N2

(logN)3

)
cualquiera que sea A > 0.

Es importante observar que para N par S(N) = 0. Notese que cualquier entero
par no se podrá expresar como suma de tres primos, salvo si alguno es p = 2, con lo
que S(N) ̸= 0 demostraŕıa la conjetura fuerte de Goldbach para N suficientemente
grande. Por otro lado, siN es impar efectivamente el primero es el término principal.
Obsérvese que en ese caso teniendo en cuenta∏

n≤k

(
1− 1

n2

)
=
∏
n≤k

(
n2 − 1

n2

)
=

1

2

k + 1

k
,

lo que se puede probar por inducción, obtenemos

1 >
∏
p|N

(
1− 1

(p− 1)2

)
>
∏
n≥2

(
1− 1

n2

)
=

1

2
,

mientras que

1 <
∏
p∤N

(
1 +

1

(p− 1)3

)
<
∏
p

(
1− 1

(p− 1)3

)−1

<
∏
p

(
1− 1

(p− 1)2

)−1

< 2.

con lo que 1
2 < S(N) < 2 para cualquier N .

4. Prueba del teorema 2.

Como hemos mencionado, la prueba se basa en el Método del ćırculo, es decir,
partimos de la fórmula de Cauchy

r(n) =

∫ 1

0

F (α)e(−nα)dα,

donde e(α) = e2πiα, y

F (α) = f(e(α)),

valida para cualquier n ≤ N . Para obtener el comportamiento asintótico de la
integral, lo primero que debemos hacer es definir los arcos mayores y los arcos
menores.

Definición 4. Sea B > 0.

a) (Arcos Mayores) Sean 1 ≤ a ≤ q ≤ (logN)B, dos enteros tal que (a, q) = 1.

Consideramos el conjunto M(a, q) =
{
α :
∣∣∣aq − α

∣∣∣ < (logN)B

N

}
. El conjunto de arcos

mayores es

M = ∪(a,q)=1M(a, q)

b) (Arcos Menores) El conjunto de arcos menores es m = [0, 1] \M.
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Es quizas interesante observar que se llaman arcos mayores, pues de alli saldrá
el término principal para nuestro teorema. Sin embargo, dados 1 ≤ a1 ≤ q1 ∈
M(a1, q1), 1 ≤ a2 ≤ q2 ∈ M(a2, q2), trivialmente se tiene∣∣∣∣a1q1 − a2

q2

∣∣∣∣ ≥ 1

q1q2
> (logN)−2B ,

con lo que la mayor parte del circulo unidad corresponde a arcos menores. El resto
de estas notas se dedica a la estimación por separado de la contribución a la integral
por los arcos mayores y los arcos menores

4.1. Arcos Mayores. La aportación depende de la cancelación que aparece en
el polinomio trigonométrico. Ahora bien, al haber considerado números muy cer-
canos a a

q , el comportamiento en cada M(a, q) será muy parecido al valor de la

función en el racional a
q . Aśı pues, la cancelación depende de entender los enteros

en congruencias módulo q. La forma de distinguir congruencias módulo un entero
dado es a través de los caracteres de Dirichlet. Estos caracteres son funciones com-
pletamente multiplicativas q periódicas χm : Z → µq, con (0 ≤ m < φ(q)), con
imagen en las raices q-ésimas de la unidad y que se definen para q primos como
χm(k) = e( am

q−1 ) para enteros (k, q) = 1, y χm(k) = 0 si (k, q) > 1, donde ga ≡ k

(mód q) y < g >= (Z/qZ)∗. Las congruencias módulo q aparecen gracias a las
fórmulas de ortogonalidad∑

0≤m<φ(q)

χm(k) =

{
φ(q) si k ≡ 1 (mód q)

0 si k ̸≡ 1 (mód q).

Dichas fórmulas permiten escribir (Ejercicio 2)

(4)
1

φ(q)

∑
0≤m<φ(q)

χm(k)τ(χm) =

{
e(k/q) si (k, q) = 1

0 si (k, q) > 1,

donde

τ(χ) =
∑

1≤k≤q

χ(k)e(k/q).

es la suma de Gauss asociada a χ. El objetivo es sustituir (4) en F (α). Para ello,
primero notamos que

F (α) =
∑
k≤N

Λ(k)e(αk) =
∑
k≤N

(k,q)=1

Λ(k)e

((
a

q
+ β

)
k

)
+O

(
(logN)2

)
,

pues la aportación de los términos con divisor común con q viene de un factor primo
divisor de q y tiene como mucho log q ≪ logN . (Ejercicio 3.)

Sustituyendo ahora e(a/q) por su valor en (4) queda (Ejercicio 4.)

(5) F (α) =
1

φ(q)

∑
0≤m<φ(q)

χm(a)τ(χm)
∑
k≤N

(k,q)=1

χm(k)Λ(k)e(βk) +O
(
(logN)2

)
.

La primera suma ya solo depende de a y q, mientras que en la segunda, tenemos
una parte aritmética y una parte anaĺıtica con β pequeño, con lo que tendremos que
estudiar ambos términos por separado. Para ello utilizamos integración por partes
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Lema 5. (Sumación por partes) Sea S(n) =
∑

k≤n ak. Entonces∑
n≤x

f(n)an = f(x)S(x)−
∫ x

t=1

S(t)f ′(t)dt.

Vamos a denotar

(6) ψ(N,χ) =
∑
k≤N

χ(k)Λ(k).

Entonces, por el lema anterior

(7)
∑
k≤N

(k,q)=1

χm(k)Λ(k)e(βk) = ψ(N,χm)e(βN)− 2πiβ

∫ N

1

ψ(t, χm)e(βt)dt

La función ψ(N,χ) no es más que la descripción anaĺıtica de la distribución de
los números primos en congruencias. Concretamente, El Teorema de los números
primos en progresiones aritméticas dice lo siguiente:

Teorema 6. Sea C > 0, q ≤ (log x)C y χ un caracter modulo q. Entonces

ψ(x, χ) = δχx+O
(
xe−C(log x)1/2

)
,

donde δχ = 0 si χ no es principal y 1 si χ = χ0 es el caracter principal módulo q.

Asi pues, usanto el Teorema 6 en (7) queda para cualquier caracter no principal
(Ejercicio 5).∑

k≤N
(k,q)=1

χm(k)Λ(k)e(βk) = O
(
(1 + |β|N)Ne−C(logN)1/2

)
,

Por otro lado, la aportación que viene del caracter principal será,∑
k≤N

(k,q)=1

χ0(k)Λ(k)e(βk) = Ne(βN)− 2πiβ

∫ N

1

te(βt)dt+O

(
(1 + |β|N)N

eC(logN)1/2

)

=
∑
k≤N

e(kβ) +O

(
(1 + |β|N)N

eC(logN)1/2

)
,

usando de nuevo sumación por partes. Agrupando ambos términos en (5) queda

F (α) =
1

φ(q)
τ(χ0)

∑
k≤N

e(kβ) +O

(
(1 + |β|N)N

eC(logN)1/2

)+

+ O

 1

φ(q)

(1 + |β|N)N

eC(logN)1/2

∑
0<m<φ(q)

|τ(χm)|


y teniendo en cuenta que |τ(χ)| ≤ q, queda

F (α) =
1

φ(q)
τ(χ0)

∑
k≤N

e(kβ) +O

(
q
(1 + |β|N)N

eC(logN)1/2

)
Observese que para β pequeño, esperamos que el primer sumando sea el término

principal. Ademas, este término ya no contiene la aritmética de los números primos
sino que es una suma sobre todos los enteros, con lo que será más fácil de controlar.
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Pero antes, debeŕıamos probar que las sumas de Gauss no se anulan para el
caracter principal. En realidad se tiene el siguiente lema valido para las sumas
generales de Ramanujan

cq(n) =
∑

(a,q)=1
a≤q

e(an/q),

para cualquier n ∈ N. Observese que τ(χ0) = cq(1).

Lemma 1. cq(n) cumple lo siguiente

a) cq(n) es multiplicativa en q.

b)

cp(n) =

{
p− 1 si p|n
−1 si p ∤ n

c) cq(1) = µ(q).

Demostración.

a) Por el Teorema Chino del Resto si (q1, q2) = 1 entonces para cada (a, q1q2) = 1
se tiene una y solo una pareja (a1, q1) = 1, (a2, q2) = 1, y 0 ≤ a1 ≤ q1, 0 ≤ a2 ≤ q2,
tal que a = a1q2 + a2q1 con lo que

cq1q2(n) =
∑

(a,q1q2)=1
a≤q1q2

e(an/(q1q2)) =
∑

(a1,q1)=1
a1≤q1

e(a1n/q1)
∑

(a2,q2)=1
a2≤q2

e(a2n/q2)

= cq1(n)cq2(n).

b)

cq(p) =
∑

1≤a≤p−1

e(a/p) =

 ∑
0≤a≤p−1

(e(1/p))a

− 1 = −1.

c) Por a) es suficiente comprobarlo para q = pr potencias de primos. Si q es
primo, es b). Si q=pr, con r ≥ 2, entonces, teniendo en cuenta que cualquier residuo
modulo q, (a, q) = 1 se puede escribir como a = a1 + a2p con 1 ≤ a1 ≤ p − 1, y
0 ≤ a2 < pr−1 se tiene

cq(n) =
∑

1≤a1≤p−1
0≤a2≤pr−1

e((a1+a2p)/p
r) =

∑
1≤a1≤p−1

e(a1/p
r)

∑
0≤a2<pr−1

(e(1/pr−1))a2 = 0.

Ya tenemos F (α) para poder integrar. El siguiente lema nos da una cota expĺıcita
de S(β).

Lemma 2. Para cualquier numero real α y 0 ≤ n < m, se tiene∑
n<k≤m

e(αk) ≤ mı́n{m− n, ||α||−1},

donde ||α|| denota la distancia de α al entero más cercano.
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Demostración. La primera desigualdad es trivial. Para la segunda, observamos
que la suma no es mas que una serie geométrica de razón e(α) con lo que se tiene
(Ejercicio 6)

(8)
∑

n<k≤m

e(αk) =
e(([m] + 1)α)− e(([n] + 1)α)

e(α)− 1
≤ 1

| sen(πα)|
≤ ||α||−1.

Utilizando la cota trivial obtenemos

F (α)3 =
µ(q)

φ(q)3
S(β)3 +O

(
N3e−C

√
logN

)
,

con lo que al integrar sobre los arcos mayores, se tiene para Q = (logN)B

N∫
M

F (α)3e(−Nα)dα =

 ∑
q≤(logN)B

µ(q)

φ(q)3
cq(N)

 IQ

donde

IQ =

∫ 1/Q

−1/Q

S(β)3e(−Nβ)dβ +O
(
N2e−C

√
logN

)
.

Teniendo en cuenta la cota trivial |cq(N)| ≤ φ(q), vemos que la suma es convergente.
El siguiente lema nos da una cota para el error.

Lema 7. Para todo 0 < ε < 2−8 y n > nε = (2ε−1 log2(1/ε))
1/ε se tiene

φ(n) > n1−ε.

Demostración. Supongamos ω(n) = l. Entonces

(9) φ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
> n

l+1∏
i=2

(
1− 1

i

)
=

n

l + 1
.

Si l ≤ 2, entonces φ(n) > n
3 > n1−ε para todo n > 31/ε. En cualquier otro caso

n > 2l+1, con lo que
n

l + 1
>

n

log2(n)
> n1−ε,

siempre que nε > log2(n) que es cierto para cualquier n > nε.

Sustituyendo en la suma queda ∑
q≤(logN)B

µ(q)

φ(q)3
cq(N)

 =
∑
q≥1

µ(q)

φ(q)3
cq(N) +O((logN)−B+ε)

El sumando es una función multiplicativa, con lo que análogamente a la función
zeta tenemos∑

q≥1

µ(q)

φ(q)3
cq(N) =

∏
p

∑
r≥0

µ(pr)

φ(pr)3
cpr (N)

 =
∏
p

(
1− cp(N)

(p− 1)3

)

=
∏
p|N

(
1− 1

(p− 1)2

)∏
p∤N

(
1 +

1

(p− 1)3

)
= S(N).
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La parte anaĺıtica IQ, se puede integrar facilmente. Primero observamos que∫ 1

0

S(β)3e(−Nβ)dβ = IQ +

∫ 1−1/Q

1/Q

S(β)3e(−Nβ)dβ

Por otro lado, por (8)∫ 1−1/Q

1/Q

S(β)3e(−Nβ)dβ = O

(∫ 1−1/Q

1/Q

1

β3
dβ

)
= O

(
Q2
)

Por último∫ 1

0

S(β)3e(−Nβ)dβ =
∑

k≤3N

∑
k1+k2+k3=k

∫ 1

0

e((k −N)β)dβ =
∑

k1+k2+k3=N

1

=
∑

k1≤N

1
∑

k2+k3=N−k1

1 =
∑

k1≤N

(N − k1) =
N(N + 1)

2
.

Agrupando todos los términos queda

IM =

∫
M

F (α)3e(−Nα)dα = S(N)
N2

2
+O

(
N2

(logN)B−1

)
.

4.2. Arcos menores. Nuestro objetivo por tanto es dar una cota superior de la
integral

Im =

∫
m

F (α)3e(−Nα)dα.

Trivialmente se tiene

(10) |Im| ≤ máx
m

|F (α)|
∫ 1

0

|F (α)|2dα≪
(
máx
m

F (α)
)
N(logN)2,

pues (Ejercicio 7 )∫ 1

0

F (α)F (α)dα =
∑

0≤k1,k2≤N

Λ(k1)Λ(k2)

∫ 1

0

e((k1 − k2)α)dα

=
∑
k≤N

Λ(k)2 ≪ N(logN)2,

con lo que el resto lo dedicaremos a encontrar una cota superior de F (α) en los
arcos menores. De nuevo esta cota depende de la oscilación con lo que vamos a
tomar racionales cercanos a α.

Teorema 8. (Dirichlet )Para todo X ≥ 1, y α ∈ [0, 1] existen (a, q) = 1, 1 ≤ a ≤
q ≤ X tal que ∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
.

Demostración. Sea d = [X] + 1. Si αj − [αj] < 1
d , o αj − [αj] > 1 − 1

d , para
algún 1 ≤ j ≤ d, entonces tomamos q = j, a = [αj], o q = j, a = [αj] + 1. Si
ningún j cumple ninguna de esas condiciones, entonces para todos los j ≤ d − 1
enteros menores que X, αj − [jα] se encuentran en [ 1d , 1 − 1

d ], con lo que existen
1 ≤ i < j ≤ d tal que

|α(j − i)− ([αj]− [αi]) = |αj − [αj]− (αi− [αi])| < 1

d
.
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En ese caso q = (j − i), a = [αj]− [αi].
Aśı pues para acotar F (α) en los arcos menores, comparamos su valor con el del

racional a
q garantizado por el teorema anterior, con (logN)B < q ≤ Q. Concreta-

mente tenemos el siguiente resultado

Proposición 9. Dados (a, q) = 1, 1 ≤ q ≤ N y
∣∣∣α− a

q

∣∣∣ < 1
q2 , se tiene

F (α) ≪
(
N
√
q
+N4/5 +

√
Nq

)
(logN)4.

Demostración. La idea de la demostración se basa en localizar la cancelación
de la suma trigonométrica F (α), que viene de la oscilación de la exponencial. Esta
cancelación se puede entender gracias al Lema 2 en términos de la distancia al
entero más cercano.

Ahora, lo que sabemos sobre α es que está cerca de un racional de denominador
q por el Teorema 8, y pasar de un racional a un entero, pasa por multiplicar por un
entero. Si multiplicamos por q el teorema es equivalente a decir que |qα − a| < 1

q .

Teniendo en cuenta que querremos calcular sumas exponenciales con denominador
q, vamos a interpretar la desigualdad anterior diciendo que los múltiplos de α, nα
estarán cerca de un entero cuando n sea multiplo de q. Esto, de hecho, fuerza a que
para cualquier otra congruencia de n módulo q nα se aleje suficientemente de los
enteros. Concretamente tenemos la siguiente proposición.

Proposición 10. Sea α, X ≥ 1, Y ≥ 1 números reales, y sean a, q enteros tal que
q ≥ 1, (a, q) = 1 y |α− a

q | <
1
q2 . Entonces

S(X,Y, q) =
∑

1≤n≤X

mı́n

(
XY

n
, ||nα||−1

)
≪
(
XY

q
+X + q

)
log(2Xq).

Es decir, si la distancia de nα a un entero es pequeña, entonces es porque n es
un múltiplo de q, y da el primer término. Para los que no son múltiplos de q la
distancia es grande, y la suma está acotada por el número de sumandos. Observese
la ganancia de dividir por q pues estaremos trabajando en los arcos menores de
denominador grande.

Demostración. Antes de nada, observese que podemos suponer 0 ≤ α < 1,
pues si α = m+ β para algún entero m y 0 ≤ β < 1, entonces ||(nα)|| = ||(nβ)||.

El caso q = 1 es trivial (Ejercicio 8), aśı que suponemos que q ≥ 2. Por
lo mencionado anteriormente dividimos la suma en congruencias módulo q y nos
queda

S(X,Y, q) ≤
∑

n≤X/q

q∑
j=1

mı́n

(
XY

j + nq
, ||(j + nq)α||−1

)
.

Vamos a analizar cada término por separado. Será conveniente incluir la notación
ρ = q2α − qa. Nótese que |ρ| < 1, por el Teorema de Dirichlet. En términos de ρ
podemos escribir

(11) (j + nq)α =
en + aj

q
+

{αnq2}
q

+
jρ

q2
,
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donde en = [αnq2]. En el caso particular n = 0 y j ≤ q/2 se tiene

jα =
ja

q
+
ρj

q2

con lo que

(12) ||jα|| ≥ ||(ja/q)||
2

,

y

(13)

q/2∑
j=1

mı́n

(
XY

j + nq
, ||(j + nq)α||−1

)
≤

q/2∑
j=1

||(j + nq)α||−1 ≤ 2

q/2∑
j=1

q

j
≤ 2q log q,

ya que ja ̸≡ 0 (mód q), y si j ̸= i entonces ja ̸≡ ia (mód q). En cualquier otro caso
se tiene la desigualdad

(14) q(n+ 1) ≤ 2(qn+ j),

Ademas (12) será casi siempre cierta. Concretamente para cada n fijo, por (11), se
tiene

(15) ||(j + nq)α|| ≥ ||(en + aj)/q|| − 2

q
≥ ||(en + aj)/q||/3

excepto si en + aj ≡ 0,±1,±2 (mód q), que pasa exactamente para 5 valores de j,
independientemente de n y q , pues en + aj ̸≡ en + ai (mód q) si j ̸= i. Utilizando
(15), salvo en esos 5 casos que utilizaremos (14), junto con (13) obtenemos

S(X,Y, q) ≤
q/2∑
j=1

mı́n

(
XY

j + nq
, ||(j + nq)α||−1

)
+ 10XY

∑
n≤X/q

1

q(n+ 1)

+3q
∑

n≤X/q

q∑
j=1

1

j
≪
(
XY

q
+X + q

)
log(2Xq)

Aśı pues para utilizar la proposición anterior usaremos Lema 2, pero antes de-
bemos relacionar F (α) con una suma no en α sino sobre múltiplos de α. Este es
exactamente el arte de la convolución. Vamos a considerar las series de Dirichlet

(16) ζ(s) =
∑
n≥1

1

ns
− ζ ′(s) =

∑
n≥1

log n

ns
− ζ ′(s)

ζ(s)
=
∑
n≥1

Λ(s)

ns
,

y los polinomios trigonométricos

G(s) =
∑
n≤X

µ(n)

ns
H(s) =

∑
n≤X

Λ(n)

ns
.

El parámetro X es necesario pues para aplicar la Proposición 10 debemos tener un
número controlado de sumandos, que dependerá del tamaño de N , como veremos
después. La identidad siguiente es trivial

0 = −ζ ′G− ζGH − ζG

(
−ζ

′

ζ
−H

)
,
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y por la identidad de convolución tenemos

0 =
∑
b≥1

1

bs

∑
nm=b
m≤X

µ(m) log n−
∑
b≥1

1

bs

∑
nm=b
m≤X2

Cm −
∑
b≥1

1

bs

∑
nm=b
X<n

τmΛ(n),

donde

Cm =
∑
k|m

k,m/k≤X

µ(k)Λ(m/k), τm =
∑
d|m
d≤X

µ(d).

Una serie de Dirichlet es básicamente la transformada tipo Fourier de una serie de
potencias, con lo que solo puede ser cero si tiene todos los coeficientes 0 y por tanto

0 =
∑

nm=b
m≤X

µ(m) log n−
∑

nm=b
m≤X2

Cm −
∑

nm=b
X<n

τmΛ(n).

Notese que ya tenemos los coeficientes escrito como producto de enteros. Para
pasar esta identidad universal a F (α), multiplicamos por e(bα), y sumamos en b.
Observese que F (α) aparecerá en la última suma utilizando que τ1 = 1 por (1). Aśı
pues sumando a ambos lados

∑
X<b≤N Λ(b)e(αb) obtenemos

∑
X<b≤N

Λ(b)e(αb) =

N∑
1

e(αb)
∑

nm=b
m≤X

µ(m) log n−
N∑
1

e(αb)
∑

nm=b
m≤X2

Cm −

−

 N∑
1

e(αb)
∑

nm=b
X<n

τmΛ(n)−
∑

X<b≤N

Λ(b)e(αb)


La parte izquierda es trivialmente∑

X<b≤N

Λ(b)e(αb) = F (α) +O(
√
N logN),

para cualquier X ≤
√
N . En la parte derecha basta invertir el orden de sumación

y queda

F (α) =
∑
m≤X

∑
n≤N/m

µ(m) log ne(αmn)−
∑

m≤X2

∑
n≤N/m

Cme(αmn)−

−
∑

X<m≤N

∑
X<n≤N/m

τmΛ(n)e(αmn) +O(
√
N logN)

= S1 − S2 − S3 +O(
√
N logN),

donde hemos usado que τm = 0 si 1 < m ≤ X, y τ1 = 1 por (1). En lo que resta
deberemos acotar cada una de las sumas S1, S2, S3 usando la Proposición 10. Ahora
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bien

S1 ≤
∑
m≤X

∣∣∣∣∣∣
∑

n≤N/m

e(αmn) log n

∣∣∣∣∣∣ =
∑
m≤X

∣∣∣∣∣∣
∫ N/m

1

∑
t<n≤N/m

e(αmn)
dt

t

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
m≤X

∫ N/m

1

∣∣∣∣∣∣
∑

t<n≤N/m

e(αmn)

∣∣∣∣∣∣ dtt ≤ logN
∑
m≤X

mı́n

(
N

m
, ||αm||−1

)

≪ (logN) log(Xq)

(
N

q
+X + q

)
,

en donde hemos utilizado tanto la Proposición 10 como el Lema 2.

La suma S2 se trata de forma similar. Concretamente por definición se tiene la
desigualdad |Cm| ≤

∑
d|m Λ(d) = logm por (2) con lo que analogamente al caso

anterior se tiene

|S2| ≤ 2 logX
∑

m≤X2

∣∣∣∣∣∣
∑

n≤N/m

e(αmn)

∣∣∣∣∣∣≪ (log(Xq))2
(
N

q
+X2 + q

)
.

En la suma S3 el rango de sumación es demasiado grande, por lo que debemos di-
vidir la suma en intervalos diádicos con lo que los términos en la suma interna son
comparables y se puede controlar mejor la cancelación. Es importante observar pri-
mero que si m > N/X la suma interna es cero. Vamos a considerar k = log2(N/X

2)
, Xl = 2lX con lo que

S3 =

k∑
l=0

S3,l

donde

S3,l =

2Xl∑
m=Xl

∑
X<n≤N/m

τmΛ(n)e(αmn).

Para acotar S3,l debemos separar primero la aportación de τm. Para ello utilizamos
Cauchy-Schwartz, con lo que

(17) |S3,l|2 ≤

(
2Xl∑

m=Xl

τ2m

)
2Xl∑
Xl

∣∣∣∣∣∣
∑

X<n≤N/m

Λ(n)e(αmn).

∣∣∣∣∣∣
2

En la primera suma vamos a despreciar la oscilación de µ(n) y utilizar la cota trivial
τm ≤ d(m). El siguiente lema nos da la cota necesaria.

Lema 11. ∑
n≤x

d2(n) ≪ X(logX)3.

Demostración. Se tiene para cualquier x ≥ 3,∑
n≤x

d(n) =
∑
n≤x

∑
k|n

1 =
∑
k≤x

∑
n≤x/k

≤ x
∑
k≤x

1

k
≤ 2x log x,
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con lo que ∑
n≤x

(d(n))2 =
∑
n≤x

∑
k|n

d(n) =
∑
k≤x

∑
m≤x/k

d(km)

≤
∑
k≤x

d(k)
∑

m≤x/k

d(m) ≤ 2x log x
∑
k≤x

d(k)

k

< 4x(log x)3,

En donde hemos utilizado el Lema 5 para la última desigualdad con f(x) = 1/x y
an = d(n). Aśı pues, falta acotar la segunda suma en (17). Ahora bien

2Xl∑
m=Xl

∣∣∣∣∣∣
∑

X<n≤N/m

Λ(n)e(αmn).

∣∣∣∣∣∣
2

=

2Xl∑
m=Xl

∑
X<n,k≤N/m

Λ(n)Λ(k)e(αm(n− k))

≤
∑

X<n,k≤N/Xl

Λ(n)Λ(k)

2Xl∑
m=Xl

e(αm(n− k))

≤ (logN)2
∑

X<n,k≤N/Xl

mı́n
(
Xl, ||α(n− k)||−1

)
.

Para cada d ≤ N/Xl hay como mucho N/Xl parejas n−k = d. Teniendo en cuenta
que d ≤ n ≤ N/Xl se tiene Xl ≤ N/d con lo que la desigualdad anterior queda,
separando el término diagonal n = k,

≤ (logN)2

N +
N

Xl

∑
1≤d≤N/Xl

mı́n

(
N

d
, ||αd||−1

)
≤ (log(qN))3

(
N +

N2

qXl
+
N2

X2
l

+
Nq

Xl

)
.

Juntando ambas estimaciones obtenemos

|S3,l| ≪ X
1/2
l (logXl)

3/2(log(qN))3/2
(
N1/2 +

N√
qXl

+
N

Xl
+

√
Nq√
Xl

)
y sumando en 0 ≤ l ≤ logN/X2, queda

|S3| ≤ (log(qN))4
(
N√
X

+
N
√
q
+
√
Nq

)
.

Escogemos X para optimizar los errores en S1, S2, S3, es decir, X2 = N/
√
X, es

decir, X = N2/5 <
√
N , con lo que

F (α) ≪ (log(qN))4
(
N
√
q
+N4/5 +

√
Nq

)
,

Lo que termina la demostración de la proposicion. Ahora bien, teniendo en cuenta
que estamos en los arcos menores, se tiene (logN)B < q < Q = N

(logN)B
, con lo que

F (α) ≪ N(logN)4−B/2.

Usando dicha cota en (10), queda

|Im| ≪ N2(logN)6−B/2,
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y por tanto

r(n) = IM + Im = S(N)
N2

2
+O

(
N2

(logN)A

)
para cualquier A > 0 escogiendo B = 2A+ 12.
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