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1. INTRODUCCION

La Aritmética nace como el arte de clasificar, distribuir y, en definitiva, entender
de la mayor forma posible una amplia variedad de subconjuntos pintorescos de los
nimeros enteros como son los nimeros perfectos, amigables, repunidades, nimeros
de Fibonacci, de Lucas, soluciones de ecuaciones diofanticas, sumas de cuadra-
dos, y problemas relacionados con ellos como son el ultimo Teorema de Fermat,
el problema de Waring, la conjetura de Goldbach, de los primos gemelos, primos
representables como n? + 1, etc.

Todos estos problemas estédn relacionados de una u otra forma con la estructura
que adquieren los enteros con las operaciones de suma y multiplicacién. Sumar es
ma&s o menos facil. Multiplicar ya no tanto y, de hecho, nuestra sociedad basa su
seguridad en que nadie sabe dividir lo suficientemente bien, como para factorizar un
numero con solamente dos factores primos. Y ya lo que hace que un problema sea
intratable es cuando se mezclan la suma y la multiplicacién, como son los problemas
que enunciamos al final del parrafo anterior.

Teoria analitica de nimeros es el estudio de problemas de aritmética utilizando
herramientas tipicas de analisis. Es méas facil ver algo continuo que algo que esta
espaciado de forma que parece ser aleatoria. El primer ejemplo del puente entre
las dos nos lo revela Euler gracias al teorema fundamental de la aritmética, con la

identidad 1
_s\—1
C(S)ZZF:HU—P ),
n>1 p

cierta para cualquier s > 1, donde el producto recorre los nimeros primos, y la suma
los nimeros enteros. El estudio de los niimeros primos, de apariencia aleatoria, se
reduce asf a teoremas sobre la funcién {(s). Y, simplemente observando que la serie
armonica es divergente, probamos que existe un nimero infinito de primos.

Resulta que dicha funcién se puede extender de forma analitica a todo el plano
complejo, salvo en s = 1 que tiene un polo simple, lo que permite a Riemann dar
1
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una via plausible de atacar el problema de la distribucién de los nimeros primos,
a través de la variable compleja. La prueba completa del teorema de los niimeros
primos, por el que sabemos que si 7(z) es la funcién que cuenta los nimeros primos
hasta x cumple la férmula asintética

m(x)

se la debemos a Hadamard y de la Valle Poussin, y no es casualidad que el teorema
de Hadamard, una especie de generalizacién del teorema fundamental del Algebra,
nos permita expresar la funcién ((s) como producto de sus ceros

e(log(2m)—1—v/2)s s
— 2 el
2(s — D1 +5/2) L ( p) ’

- logz’

y asi sacar informacién de los niimeros primos a través de informacién de los ceros
de la funcién zeta de Riemann.

Uno de los objetivos principales de la Teoria Analitica de Numeros, como hemos
visto en el comportamiento de 7(x), es establecer férmulas asintéticas para cantida-
des aritméticas que crecen con x y controlar el término de error en dichas férmulas,
a través de medidas que detecten algin tipo de cancelacién. Es decir, de alguna
forma hay que distinguir la parte principal de la cantidad que estamos intentando
entender. Pues bien, quizds una de las grandes ideas que debemos tener en cuenta
es que lo grande se ve mucho mas que lo pequeno. Asi por ejemplo mirando en
s = 1, donde la funcién zeta tiene un polo extraemos la informacién de la infinitud
de los primos. Para estudiar los ceros de la funcién zeta, estudiamos los polos de la
funcién 1/¢(s) que serdn mucho mas visibles y, sin embargo, gracias a su f6rmula
como producto de Euler, tendré propiedades similares. Concretamente

ﬁZH(l—p“") - M,SZ)7

donde
—1)%  sin=pi-pk
u(n)—{( A
0 si p*|n,

es la funciéon de Mobius. Es interesante la formula de ortogonalidad
1 sin=1
1 d) =
) ;M() {o sin 1.

Otro truco que ahonda en esta misma idea es utilizar la funcién logaritmo que
de nuevo transforma lo pequenio en grande, y que ademas convierte la dificil multi-
plicacién en la mas asequible suma. Asi, un ejemplo muy simple y muy ilustrativo
del uso de analisis elemental lo encontramos al considerar la derivada de la funcién
(log ((s)), obteniendo

_ds) _ 3 Aln)

donde

Aln) = logp sin=ph,
0 en el resto,
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es la funcién de Von Mangoldt. No es por tanto casualidad que la funcién de Von
Mangoldt sea el puente natural para estudiar problemas de aritmética con técnicas
de analisis y, de hecho, es facil ver que

(2) Z A(d) =logn
d|n

convierte de forma sencilla toda la naturaleza aritmética del problema a la izquierda
de la ecuacion, en la analitica de la funcion logaritmo a la derecha de la misma.

Como vemos, para sacar el término principal de una estimacién habitualmente
debemos mirar a las singularidades de la funcién involucrada. No es de extranar
que siendo la funcién zeta la funcion generatriz de los nimeros primos, permita
estudiar una gran generalidad de funciones aritméticas multiplicativas. En general
para cualquier serie de Dirichlet Fi(s) = 22 v G(s) = 3. b2 se tiene

n ns’ n ns?
b b,
©  Fee =Yty s a s
n m k k
n>1 m>1 k>1nm=k k>1
donde

ok = Zadbk/dv

d|k
es la convolucién de las sucesiones {a,} v {b,}. Por ejemplo, si tomamos ambas
funciones F(s) = G(s) = ((s), obtenemos

SOEIL

k>1

donde d(k) es la funcién que cuenta el nimero de divisores de k.

2. EL METODO DEL CiRCULO

Podemos resumir la idea de atacar un problema aritmético de forma analitica
de la siguiente forma: codificamos el problema a través de una funcién de variable
real o compleja que almacene dicha informacién, usamos las técnicas apropiadas del
analisis, y recuperamos la aritmética al final del proceso. En el caso de la funciéon
7(x) esto se hace a través de la funcién zeta de Riemann. Veremos que una técnica
apropiada cuando el problema tiene naturaleza aditiva es el método el circulo.

El método del circulo se origina con un articulo de Hardy y Ramanujan en el
que pretenden determinar el comportamiento asintético de la funcién particién,
que cuenta el nimero de veces que se puede representar un entero n como suma
de enteros positivos, asi que tomémoslo como ejemplo. En este caso, la funcién de
variable compleja serd su funcién generatriz

Fe) =] v = Sat),

n>1 E>1

identidad que surge de expandir la serie geométrica de razén 2", y multiplicar
los factores. Para recuperar la funcion aritmética utilizamos la férmula integral de
Cauchy

o) = 1 F(Z)dz

211 |z|=r zntl '
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Asi pues, dar una buena estimacién de la funcién particion pasa por estimar la
integral de forma apropiada. Y como hemos mencionado en la seccién anterior, la
aportacién mas significativa viene de las singularidades de la funcion.

En este caso, la funcién tiene su frontera natural de convergencia en el circulo
unidad, pero no todas las singularidades alli son del mismo tamano. Concretamente
en z = 1 todos los factores tienen un polo, mientras que en z = —1 solo la mitad de
ellos. De la misma forma, solo una fraccién de los factores tendra polos en las raices
g-ésimas de la unidad y, dicha fraccion, serd menor segtin n crezca. Si denotamos por
e(a) = e?™ entonces es pues de esperar que las singularidades mayores vendran
de nimeros o = % racionales con ¢ pequeno.

Asi pues, para estimar la integral, lo que haremos serd considerar un r cercano a
1 y luego dividir el intervalo de integracién en subintervalos de dos clases: los arcos
mayores 91, con subintervalos alrededor de nimeros racionales de denominador
pequeno, y m, los arcos menores, que serd el complementario. El tamano de cada
uno de los subintervalos se debe tomar en funcién del problema.

El método se puede aplicar a cualquier tipo de problema del estilo siguiente:
tomamos una sucesién de nimeros enteros positivos A = {ay}, y queremos calcular
el nimero de representaciones de un entero cualquiera n, como suma de [ elementos
de A. Vamos a llamar a ese niimero r4(n). Y como en el caso anterior, consideramos

la serie de potencias
FA(Z) = Z zaka
k

con lo que
(Fa(2))! = Z Zomtm = ZTA(W)ZH7
NG...n] n>1

y de nuevo por la férmula de Cauchy se tiene

ra(n b 7(FA(Z))ldz
a =5 [ .

2w zntl

El método, original como hemos dicho de Hardy, Ramanujan y Littlewood, fué
después notablemente mejorado por Vinogradov entre otras cosas con una simple
observacion. Y es que en la integral que aparece en el problema de las particiones
no podemos tomar r = 1 pues la integral vale infinito, y tenemos una nueva varia-
ble a tener en cuenta. Vinogradov observé que para estimar r4(n), no hace falta
considerar toda la sucesién A pues los enteros aj son positivos, con lo que basta
con considerar a; con k < n, y considerar como funciéon F' la serie truncada

F(z) = Z 2z,

k<n
De nuevo

L FR),

ra(n) = sl

271 |z|=r

salvo que en esta ocasién, es una suma finita y podemos tomar r = 1 con lo que
nos queda

ra(n) = / " (F(a))'e(~na)da,
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con f(a) = F(e(a)).
3. EL PROBLEMA TERNARIO DE GOLDBACH.

El objetivo es demostrar que todo entero impar suficientemente grande se puede
escribir como suma de tres primos. Este problema también se conoce como la con-
jetura débil de Goldbach. La conjetura fuerte afirma que cualquier entero par se
puede escribir como suma de dos primos, y es inmediato ver que la fuerte implica
la débil. (Ejercicio 1).

En este caso una primera opcion seria tomar A como la sucesién de nimeros
primos. Sin embargo, teniendo en cuenta lo que mencionamos en la introduccién,
nos seré mas conveniente tomar la funcién con pesos dados por la funcién de Von
mangoldt

flz) = A(k)2.
k<n
Ciertamente el coeficiente n -ésimo de
PlEy= > Alk)A(k2)A(ks)=",
ki+kot+kz=n
mide las formas de expresar n como suma de 3 potencias de primos. Teniendo en
cuenta que hay muy pocas potencias de primos, esta cantidad serd basicamente lo

mismo que contar las representaciones de n como suma de tres primos. Concreta-
mente se tiene lo siguiente: sea

F) =S A(mo)A(ma)A(ms),
mi+ma+mz=N
R(N) = > log(p1)log(pa) log(ps)-

p1+p2+p3=N
Lema 1. [r(N) — R(N)| < N3/2(log N)?
Prueba: Primero notamos que
0<r(N)—R(N)= > A(m1)A(mg)A(ms) < (log N)? > 1
m1+maet+mz=N mi+ma+mg=N

donde k > 2,y 0 < mg, ms < N. Asi pues tenemos N'/¥ < N'/2 formas de escoger
m1,y N formas de escoger mo, y una vez fijados my y meo, ms esta fijo. Con lo que
la dltima suma esta acotada por N3/2 de donde se sigue el resultado.

La aproximacién anterior nos serd de utilidad siempre y cuando el niimero de
representaciones de un entero como suma de 3 primos sea asintéticamente mayor que
N3/2. Concretamente el teorema que vamos a demostrar es el siguiente resultado.

Teorema 2. (Vinogradov) Cualquiera que sea A > 0, se tiene

r(N) = %G(N)NQ +0 ((lgfff)*‘) ,
s =11 (1- <p—11>2>£lv (1+5=15)
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No tenemos méas que cancelar los pesos para obtener

Corolario 3. Sea t(N) el nimero de representaciones de N como suma de tres
primos. Entonces

1&(N)N? ( N2 >
= +o0

~ 2 (logN)3

o) (log N)3

cualquiera que sea A > 0.

Es importante observar que para N par G(IN) = 0. Notese que cualquier entero
par no se podra expresar como suma de tres primos, salvo si alguno es p = 2, con lo
que G(N) # 0 demostraria la conjetura fuerte de Goldbach para N suficientemente
grande. Por otro lado, si N es impar efectivamente el primero es el término principal.
Obsérvese que en ese caso teniendo en cuenta

(-5) - (5) =35

n<k n<k

lo que se puede probar por induccién, obtenemos
1 1 1
1> 1l—— ] > 1-—=) ==,
(0-55) L0 -5%)

p|N n>2

mientras que

1 I I
(RN VRN Y R
2N (r—1) . (r—1) p (r—1)
con lo que 3 < &(N) < 2 para cualquier N.

4. PRUEBA DEL TEOREMA 2.

Como hemos mencionado, la prueba se basa en el Método del circulo, es decir,
partimos de la formula de Cauchy

r(n):/o F(a)e(—na)da,

2T

donde e(a) = e*™«, y
F(a) = f(e(a)),
valida para cualquier n < N. Para obtener el comportamiento asintdtico de la

integral, lo primero que debemos hacer es definir los arcos mayores y los arcos
menores.

Definicion 4. Sea B > 0.
a) (Arcos Mayores) Sean 1 < a < q < (log N)B, dos enteros tal que (a,q) = 1.

B
% — a’ < %} El conjunto de arcos

Consideramos el conjunto M(a,q) =« :
mayores es

M = U(a,q):lm(aa Q)

b) (Arcos Menores) El conjunto de arcos menores es m = [0, 1] \ 901.
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Es quizas interesante observar que se llaman arcos mayores, pues de alli saldra
el término principal para nuestro teorema. Sin embargo, dados 1 < a; < ¢q1 €
M(ar,q1), 1 < ag < ga € M(ag, g2), trivialmente se tiene
a a 1
71 - 72 Z — > (IOgN)_QB7
a g2 192
con lo que la mayor parte del circulo unidad corresponde a arcos menores. El resto
de estas notas se dedica a la estimacién por separado de la contribucién a la integral
por los arcos mayores y los arcos menores

4.1. Arcos Mayores. La aportaciéon depende de la cancelacién que aparece en
el polinomio trigonométrico. Ahora bien, al haber considerado niimeros muy cer-
canos a %, el comportamiento en cada M(a,q) serd muy parecido al valor de la
funcién en el racional %. Asi pues, la cancelacion depende de entender los enteros
en congruencias modulo ¢. La forma de distinguir congruencias médulo un entero
dado es a través de los caracteres de Dirichlet. Estos caracteres son funciones com-
pletamente multiplicativas ¢ periédicas xm : Z — pq, con (0 < m < ¢(q)), con
imagen en las raices g-ésimas de la unidad y que se definen para ¢ primos como
Xm (k) = e(;*%) para enteros (k,q) = 1,y xm(k) = 0si (k,q) > 1, donde g* =k
(méd q) y < g >= (Z/qZ)*. Las congruencias médulo ¢ aparecen gracias a las
férmulas de ortogonalidad

= de@ sik=1 (médq)
ogn;o(q)x " {0 sik#1 (méd g).

Dichas férmulas permiten escribir (Ejercicio 2)

1 vy = ek/a) si(kg) =1
@ o, L ) {0 IR
donde

)= Y x(kelk/q).

1<k<q
es la suma de Gauss asociada a x. El objetivo es sustituir (4) en F(«). Para ello,
primero notamos que

Fla)= Y A(k)e(ak) = 3 Alk)e ((Z + /3) k) +0 ((log N)?),

k<N k<N
(k,q)=1

pues la aportacion de los términos con divisor comtn con ¢ viene de un factor primo
divisor de ¢ y tiene como mucho log g < log N. (Ejercicio 3.)

Sustituyendo ahora e(a/q) por su valor en (4) queda (Ejercicio 4.)

() Flo)=—~ 3 xnl@r(%n) 3 Xe(WAR)(E) +O ((logN)?)
0<m<p(q) k<N

(k,q)=1
La primera suma ya solo depende de a y ¢, mientras que en la segunda, tenemos
una parte aritmética y una parte analitica con 3 pequeno, con lo que tendremos que
estudiar ambos términos por separado. Para ello utilizamos integracion por partes
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Lema 5. (Sumacidn por partes) Sea S(n) =3, ., ax. Entonces

> f(n)an = f(x)S(x) - /t : S(t)f'(t)dt.

n<z

Vamos a denotar

(6) VN X) = Y x(R)AK).
Entonces, por el lema anterior

N
M 3 XA = (N, x)e(5N) = 218 [ bt x)e(B)i
k<N 1
(k:75):1

La funcién (N, x) no es mas que la descripcién analitica de la distribucién de
los nimeros primos en congruencias. Concretamente, El Teorema de los nimeros
primos en progresiones aritméticas dice lo siguiente:

Teorema 6. Sea C >0, ¢ < (logx)® y x un caracter modulo q. Entonces
Pz, x) =0+ O (xe—C(log I)1/2> 7
donde 0, = 0 si x no es principal y 1 si x = xo es el caracter principal médulo q.

Asi pues, usanto el Teorema 6 en (7) queda para cualquier caracter no principal
(Ejercicio 5).

Z xm (B)A(k)e(Bk) = O ((1 + |mN)Ne_C(10gN)1/2) ’
k<N
(k,q)=1

Por otro lado, la aportacién que viene del caracter principal serd,

N
> xo(k)A(k)e(Bk) = Ne(ﬁN)—Zm’B/l te(ﬁt)dt—s—O(W)

k<N
(k,q)=1

_ (1+[BIN)N
_ kgve(kﬁ) +0 (ecagsz) :

usando de nuevo sumacién por partes. Agrupando ambos términos en (5) queda

1 (1+|BIN)N
F(a) = @T(Xo) kg;ve(kﬁ) +0 (ec(logml/z +
1 (1+|BIN)N _
+ O > (%)l
C(log N)1/2 m
o(q) eCllos O<rmen(a)
y teniendo en cuenta que |7(x)| < ¢, queda

_ 1 (L+[BIN)N
Fa) = @T(Xo) k;v@(kﬁ) +0 (qec(bgml/z

Observese que para (3 pequeno, esperamos que el primer sumando sea el término
principal. Ademas, este término ya no contiene la aritmética de los niimeros primos
sino que es una suma sobre todos los enteros, con lo que serda mas facil de controlar.
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Pero antes, deberfamos probar que las sumas de Gauss no se anulan para el
caracter principal. En realidad se tiene el siguiente lema valido para las sumas
generales de Ramanujan

Cq(n): Z e(a’n/Q)a

(a,q)=1
a<q

para cualquier n € N. Observese que 7(x0) = ¢4(1).
Lemma 1. ¢,(n) cumple lo siguiente
a) cq(n) es multiplicativa en q.

b)

¢) cq(1) = p(q)-
Demostracion.

a) Por el Teorema Chino del Resto si (g1, ¢2) = 1 entonces para cada (a,g1g2) = 1
se tiene una y solo una pareja (a1,q1) = 1, (az,¢2) =1,y 0 < a3 < g1, 0 < az < go,
tal que a = a1q92 + a2q; con lo que

Cus() = Y elan/(ma)) = Y elan/a) Y elazn/ge)

(a,q9192)=1 (a1,q1)=1 (az,q2)=1
a<q1q2 a1<q1 a2<qz

= Cq (n)c% (TL)

)= Y ela/p)=| Y (e(1/p)*]-1=-1L

1<a<p—1 0<a<p—-1

c¢) Por a) es suficiente comprobarlo para ¢ = p" potencias de primos. Si ¢ es
primo, es b). Si q=p”, con r > 2, entonces, teniendo en cuenta que cualquier residuo
modulo ¢, (a,q) = 1 se puede escribir como a = a3 +agp con 1 < a3 <p-—1,y
0<ag < pr_1 se tiene

)= 3 ellwmtap)/p)= Y ea/p) Y (e(/p)™ =0
1<a;<p-—1 1<a;<p—1 0<as<pr—1
0<a<p" !

Ya tenemos F'(«) para poder integrar. El siguiente lema nos da una cota explicita

de S(p).

Lemma 2. Para cualquier numero real a y 0 < n < m, se tiene

> e(ak) <min{m —n,|lal| "'},

n<k<m

donde ||a|| denota la distancia de a al entero mds cercano.
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Demostracion. La primera desigualdad es trivial. Para la segunda, observamos
que la suma no es mas que una serie geométrica de razén e(«) con lo que se tiene
(Ejercicio 6)

® 3 ey D) el e 1

e(a) —1 ~ |sen(ra)|

n<k<m

Utilizando la cota trivial obtenemos

~u(g) —CViog N
Fla)’ = @(q)f’s(ﬁ)g +0 <N3€ o gN) ’
(log N)®

con lo que al integrar sobre los arcos mayores, se tiene para Q) = =5

/mF(a)ge(—Noz)da = Z 1) cq(N) | Ig

g<(log N)B

donde

1/Q

I = / S(B)3e(~NB)dB + O (N%-CvlogN) .
-1/Q

Teniendo en cuenta la cota trivial |c, (V)| < ¢(g), vemos que la suma es convergente.

El siguiente lema nos da una cota para el error.

Lema 7. Para todo 0 < e <278 yn >n. = (2e " log,(1/¢))'/¢ se tiene
o(n) >nt"e.

Demostracién. Supongamos w(n) = [. Entonces
1 i 1 n
9 = 1- = 1— =)= —.
I (S | (B B
pln i=

Sil < 2, entonces p(n) > 5 > n'~=¢ para todo n > 3%, En cualquier otro caso

n > 21 con lo que
n n _

— > > ,
I4+17 logy(n) "

siempre que n® > logy(n) que es cierto para cualquier n > n..

Sustituyendo en la suma queda

T 1(q) () | =3 1(q) ¢(N) + O((log N)~B+¢)

3 3
o<(log ) ©(q) =1 v)

El sumando es una funcién multiplicativa, con lo que andlogamente a la funcién
zeta tenemos

> u<(;>)3 ca(N)

=17

1) _ ~ 6p(N)
LT 2 Jpmer ™) ‘H<1 (p—1>3)

p 7*20('0 p

(- 2L ) oo

p|N
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La parte analitica I, se puede integrar facilmente. Primero observamos que

1-1/Q
/ S(B)*e(—=NB)dB = I + /1/Q S(B)3e(~Np)dB

Por otro lado, por (8)

171/QS 3 NB)YdB = O e =0 (0?
/1 (B)*e(~NB)df = </1/Q 5 B)— (@)

/Q

Por ultimo

/O S(8)%e(~NB)dp

ZZ/kNdBZl

k<3N ki+ko+ks=k ki+kotks=N
N(N +1
S ILED MR ED JESR AR S
k1<N  ko+ks=N-—k; k1<N

Agrupando todos los términos queda

o = | Plo)et-Neydo = 600 +0 (oS ).

4.2. Arcos menores. Nuestro objetivo por tanto es dar una cota superior de la

integral
Im:/ F(a)?e(=Na)da.
m

(10) 1l < mnéx\F(a)\A [F(a)Pda < (mix F(a)) N(log N)?,

Trivialmente se tiene

pues (Ejercicio 7 )

/O F)F@da = 3 AGk)A(k) /O e((kr — ka)a)da

0<k,ka <N

ZA 2 < N(log N)?,
k<N

con lo que el resto lo dedicaremos a encontrar una cota superior de F(«) en los
arcos menores. De nuevo esta cota depende de la oscilaciéon con lo que vamos a
tomar racionales cercanos a «.

Teorema 8. (Dirichlet )Para todo X > 1, y a € [0,1] existen (a,q) =1,1<a <
q < X tal que

a
o — —

1
q a2

<=
q

Demostracién. Sea d = [X] + 1. Si aj — [j] < %, 0 aj — [oj] > 1 — L, para
algin 1 < j < d, entonces tomamos ¢ = j, a = [aj], 0 ¢ = j, a = [aj] + 1. Si
ningin j cumple ninguna de esas condiciones, entonces para todos los j < d — 1
enteros menores que X, oj — [jo] se encuentran en [%,1 — 1], con lo que existen
1 <4< j<dtal que

a(j — i) = ([aj] = [ad]) = |aj = [ag] = (@i = [ad])]| < é-
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En ese caso ¢ = (j — 1), a = o] — [avi].

Asi pues para acotar F(«) en los arcos menores, comparamos su valor con el del
racional % garantizado por el teorema anterior, con (log N)? < ¢ < Q. Concreta-
mente tenemos el siguiente resultado

1

Proposicién 9. Dados (a,q) =1,1<qg< Ny ’oz — % 4= Se tiene

Fla) < (f N4/5+F> (log N)*

Demostracion. La idea de la demostracién se basa en localizar la cancelacién
de la suma trigonométrica F'(«), que viene de la oscilacién de la exponencial. Esta
cancelacion se puede entender gracias al Lema 2 en términos de la distancia al
entero mas cercano.

Ahora, lo que sabemos sobre « es que esté cerca de un racional de denominador
q por el Teorema 8, y pasar de un racional a un entero, pasa por multiplicar por un
entero. Si multiplicamos por ¢ el teorema es equivalente a decir que |ga — a] < %.
Teniendo en cuenta que querremos calcular sumas exponenciales con denominador
q, vamos a interpretar la desigualdad anterior diciendo que los multiplos de «, na
estaran cerca de un entero cuando n sea multiplo de ¢. Esto, de hecho, fuerza a que
para cualquier otra congruencia de n médulo ¢ na se aleje suficientemente de los
enteros. Concretamente tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 10. Sea o, X > 1, Y > 1 numeros reales, y sean a,q enteros tal que
¢=1,(a,¢) =1yla—2|< q%. Entonces

XY XY
X,Y,q) = | — -1 4 X log(2Xq).
SV = Y min (S el ) < (254 X+ ) og(2x)

1<n<X

Es decir, si la distancia de na a un entero es pequena, entonces es porque n es
un multiplo de ¢, y da el primer término. Para los que no son multiplos de ¢ la
distancia es grande, y la suma esta acotada por el nimero de sumandos. Observese
la ganancia de dividir por ¢ pues estaremos trabajando en los arcos menores de
denominador grande.

Demostracién. Antes de nada, observese que podemos suponer 0 < a < 1,
pues si &« = m + [ para algin entero m y 0 < 8 < 1, entonces ||(na)|| = ||(nB)]|.

El caso ¢ = 1 es trivial (Ejercicio 8), asi que suponemos que ¢ > 2. Por
lo mencionado anteriormente dividimos la suma en congruencias médulo ¢ y nos

queda
S(X,Y,q) < Z Zml (

n<X/qj=1

G+ nal ).

Vamos a analizar cada término por separado. Serd conveniente incluir la notacién
p = ¢*a — qa. Nétese que |p| < 1, por el Teorema de Dirichlet. En términos de p
podemos escribir

_entaj  {ang®}
q . @

(11) (j +nq)a
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donde e,, = [ang?]. En el caso particular n = 0y j < q/2 se tiene

. IZ '
Jja = Je + %
q q
con lo que
(12 E
y

q/2 Xy q/2 q/2
(13) Zml’n (j+ G+ ngal|” 1) ZH +ng)al| ™ <2Z < 2qlogg,
j=1

j=1

ya que ja Z 0 (méd ¢q), y si j # i entonces ja # ia (mdd ¢q). En cualquier otro caso
se tiene la desigualdad

(14) q(n+1) <2(gn + j),

Ademas (12) serd casi siempre cierta. Concretamente para cada n fijo, por (11), se
tiene

(15) G+ ng)ell = [[(en + aj)/al| — 2 > |l(en +aj)/qll/3

excepto si e, +aj =0,£1,+2 (méd ¢q), que pasa exactamente para 5 valores de j,
independientemente de n y ¢ , pues e, + aj # e, + ai (mdd q) si j # i. Utilizando
(15), salvo en esos 5 casos que utilizaremos (14), junto con (13) obtenemos

a2 XY 1
S(X,Y,q) — |G+ 1) +10XY -
v < Dmin (G el ) >
J n<X/q
XY
+3¢ > Z < <+X+q> log(2Xq)
n<X/qj=1

Asi pues para utilizar la proposicién anterior usaremos Lema 2, pero antes de-
bemos relacionar F(a) con una suma no en « sino sobre multiplos de a. Este es
exactamente el arte de la convolucién. Vamos a considerar las series de Dirichlet

16 =Y =3 g(f))—ZAéf),

y los polinomios trigonométricos

G(s) = % H(s):ZAT(:).
n<X n<X

El parametro X es necesario pues para aplicar la Proposicién 10 debemos tener un
ntimero controlado de sumandos, que dependeréd del tamano de N, como veremos
después. La identidad siguiente es trivial
</
0=—-(G-(¢GH - (G << H)
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y por la identidad de convolucién tenemos

o_zbsz m)logn 3" = > Cn DI Pt

b>1 nm b>1 nm= b>1 nm=>b
m< X m<X2 X<n
donde
Cp = Z p(k)A(m/k), Tm = Z p(d).
k|lm dlm
k,m/lkSX d;X

Una serie de Dirichlet es basicamente la transformada tipo Fourier de una serie de
potencias, con lo que solo puede ser cero si tiene todos los coeficientes 0 y por tanto

0= Z m)logn — Z Cm Z A(n).

nm=>b nm= nm=>b
m<X m<x2 X<n

Notese que ya tenemos los coeficientes escrito como producto de enteros. Para
pasar esta identidad universal a F(«), multiplicamos por e(ba), y sumamos en b.
Observese que F(«) aparecera en la ultima suma utilizando que 71 = 1 por (1). Asi
pues sumando a ambos lados )y _, - A(b)e(ab) obtenemos

N N
Z Ab)e(a Z e Z m)logn — Z e(ab) Z Co —
X<b<N 1 nm=>b 1 nm=b
m<X m<X?
N
Z e(ab) Z A(n) — Z A(b)e(ad
1 nn=b X<b<N

La parte izquierda es trivialmente

> A(b)e(ab) = F(a) + O(VNlog N),

X<b<N

para cualquier X < +/N. En la parte derecha basta invertir el orden de sumacién
y queda

F(a)

Z Z m) log ne(amn) Z Z Ce(amn)

m<X n<N/m m<X2n<N/m
Z Z TmA(n)e(amn) + O(VN log N)
X<m<N X<n<N/m

Sy — Sy — S3+O(VNlog N),

donde hemos usado que 7, =0sil <m < X,y 71 = 1 por (1). En lo que resta
deberemos acotar cada una de las sumas S, S2, S3 usando la Proposicién 10. Ahora
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bien
S < Z Z e(amn)logn| = / Z e(amn)t
m<X |n<N/m m<X t<n<N/m
N/m dt N
< Z / e(amn) " <logN Z min (m,||am|1>
m<X t<n<N/m m<X

N
< (log N)log(Xq) (q + X+ q) ;
en donde hemos utilizado tanto la Proposicién 10 como el Lema 2.

La suma S5 se trata de forma similar. Concretamente por definicién se tiene la
desigualdad |Ch,| < 325, A(d) = logm por (2) con lo que analogamente al caso
anterior se tiene

|S2] < 2log X Z Z e(amn)| < (log(Xq))? (]Z + X%+ q> .

m<X? |n<N/m

En la suma Sj el rango de sumacion es demasiado grande, por lo que debemos di-
vidir la suma en intervalos diddicos con lo que los términos en la suma interna son
comparables y se puede controlar mejor la cancelacién. Es importante observar pri-
mero que si m > N/X la suma interna es cero. Vamos a considerar k = log, (N/X?)
, X; =2'X con lo que

k
S =y Sai
=0

donde
2X,

S3; = Z Z TmA(n)e(amn).

m=X; X<n<N/m

Para acotar S3; debemos separar primero la aportacién de 7,,. Para ello utilizamos
Cauchy-Schwartz, con lo que

2X; 2X;
(17) |95,1|* < ( > &) NS Am)e(amn).

m=X; X1 | X<n<N/m

En la primera suma vamos a despreciar la oscilacién de p(n) y utilizar la cota trivial
Tm < d(m). El siguiente lema nos da la cota necesaria.

Lema 11.
> d’(n) < X(log X)°.

n<z
Demostraciéon. Se tiene para cualquier > 3,

Zd(n)zZlez Z §x2% 22 log x,

n<x n<x kln k<zn<z/k k<zx
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con lo que

d_@n)* = D > dmy=) > d(km)

n<z n<z kin k<z m<z/k
< Y dk) > dm) < 2xlogz d(k)
- - k
k<z m<z/k k<z

< 4x(logz)?,

En donde hemos utilizado el Lema 5 para la ultima desigualdad con f(z) =1/z y
a, = d(n). Asi pues, falta acotar la segunda suma en (17). Ahora bien
2

2X; 2X;
> > Am)e(amn).| = > Y An)A(k)e(am(n — k)
m=X; | X<n<N/m m=X; X<n,k<N/m
2X;
< Z A(n)A(k) Z e(am(n —k))
X<n,k<N/X; m=X;

<(ogN)* > min (X, [la(n—k)").
X<n,k<N/X,

Para cada d < N/X; hay como mucho N/X, parejas n — k = d. Teniendo en cuenta
que d < n < N/X; se tiene X; < N/d con lo que la desigualdad anterior queda,
separando el término diagonal n = k,

N N
< (log N)? N—|—E g ml’n(d,||ad|_1>
1<d<N/X;

N? N2 Ng
< (log(gN))* [N+ — 4+ — + — | .

Juntando ambas estimaciones obtenemos

N N N
15| < X2 (log X0)*/2 (1og (qN))*? (NW n v ")

A
VX X VX

y sumando en 0 <[ < log N/X?, queda

155] < (log(gN))* (

N N

LX),
VX V4

Escogemos X para optimizar los errores en Sp, Sa,S3, es decir, X2 = N/\/Y, es
decir, X = N2/ < /N, con lo que

Fla) < (log(gV))* (% LNV m) ,

Lo que termina la demostracién de la proposicion. Ahora bien, teniendo en cuenta
que estamos en los arcos menores, se tiene (log N)Z < ¢ < Q = W7 con lo que

F(a) < N(log N)*=5/2,
Usando dicha cota en (10), queda
|In| < N*(log N)®~5/2,
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y por tanto

() = T + Iy = S(N) 3 +0 <<10;VN>A)

para cualquier A > 0 escogiendo B = 24 4 12.

(1]
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