Algebra Lineal. Nuevos Ejercicios

1.  (Extraido de Nueve capitulos del arte matemdtica, China, S.
[IT AC) Supongamos que 5 corderos, 4 patos, 3 pollos y 2 conejos valen
1496 monedas, 4 corderos, 2 patos, 6 pollos y 3 conejos valen 1175
monedas, 3 corderos, un pato, 7 pollos y 5 conejos valen 958 monedas,
2 corderos, 3 patos, 5 pollos y un conejo valen 861 monedas. Dime cual
es el precio de un cordero, un pato, un pollo y un conejo.

2. El problema de las cien aves. (Extraido de Manual de ma-
tematicas de Zhang Qiugian, China, S. V DC) Un gallo vale 5 monedas,
una gallina 3 monedas y tres polluelos valen una moneda. Con 100 mo-
nedas queremos comprar 100 aves. ;Cuantos gallos, gallinas y polluelos
podemos comprar?

3.  (Qué deben cumplir los parametros reales a, b, ¢ para que el
sistema de ecuaciones siguiente tenga una solucién con z,y, z reales?
v+ 22 =20 +2%/2
22+ 22 =20 +¢?/2
2?2+ y? =202+ 2%/2
4.  Se dice que A es idempotente si A> = A (resp. involutiva si
A? = 1,) (resp. nilpotente si A*> =0,). Sobre un cuerpo K, determinar

todas las matrices de orden 2 idempotentes (resp. involutivas) (resp.
nilpotentes).

5.  Calcular los determinantes y generalizar los resultados a ma-
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6.  Determinante de Vandermonde. Para cada n € N, demostrar
que

1 1 1
a1 R
det ai a3 - a = H (a; — a;).
: : : 1<j<i<n
N R
Indicacién: obsérvese que 22 —y? = (z—y)(z+y), 23 —y® = (v —y) (2> +

ry+y7), " =yt = () (@ Yy 4y ).
Comenzar restando la primera columna de las restantes columnas, y
tomar r = a;, y = ay.

7. Una matriz A = (a;;) € M,(K) se dice triangular superior si
a;; = 0 siempre que ¢ > j. Hallar el determinante de una tal matriz.
Idem para triangular inferior, diagonal, triangular superior por bloques,
triangular inferior por bloques y diagonal por bloques.

8. Dada A € M,(K), A = (a;;), demostrar que

det Z Sgn ala’ 1)A20(2) * * " Uno(n) Z Sgn aa 1106 (2)2 * * * Qo (n)n,
oc€Sh oESh

donde S,, denota el grupo de permutaciones en n simbolos. Esto es la

generalizacion de la regla de Sarrus.

9. Dadas matrices A € M,,x,(K) y B € M, (K), demostrar
que

fil(B,1)
AB = (col(A,1)] - | col(A,n)) : - Z col(A, 5) fil(B, 7)

fil(B, n)

y concluir que el producto AB se expresa como la suma de n matrices
de rango menor o igual que uno. Ademdas demostrar una matriz rec-
tangular tiene rango menor o igual que uno si y sélo si es producto de
columna por fila.

10. Dadas A € M,xn(K), B € M,xmn(K) tales que AB = I,
jes cierto que m = min{m, n} = rg(A) = rg(B)? Dar una demostracién
o encontrar un contraejemplo.

11. Una matriz A de orden 3 se llama cuadrado mdgico si la
suma de cada una de sus 3 filas, de cada una de sus 3 columnas y de
cada una de sus 2 diagonales es igual a un valor fijo s € K. Sea

a by o

A= Q9 bg Cy
az by c3



12.

13.

Expresar la condicién de que A sea un cuadrado magico como
un sistema lineal de 8 ecuaciones en las incognitas s, a;, b;, ¢;
coni=1,2 3.

. Demostrar que 3b; = s. Demostrar que la familia W de los

cuadrados mégicos es un subespacio vectorial de M3(K) de di-
mension 3 y que una base de W es

—_ = =
—_ = =
—_ = =

. Sustituir las estrellas por niimeros en las matrices B, C' de modo

que resulten cuadrados magicos:

* 1 % ai bl C1
B=1|x x x|, C=|x x *
2 % 4 *  x ok

En R? se considera el haz de rectas paralelas a la recta de ecua-
cién 3z +2y—6 = 0. Identificar la familia anterior con el espacio
cociente R?/U, para cierto subespacio U. Hacer una represen-
tacion gréfica.

En R? se considera el haz de planos paralelos al plano de ecua-
cién 3z+2y—6 = 0. Identificar la familia anterior con el espacio
cociente R3/U, para cierto subespacio U. Hacer una represen-
tacion grafica.

. En R3 se considera el haz de rectas paralelas a la recta de ecua-

ciones x = 3,y = 7. Identificar la familia anterior con el espacio
cociente R3/U, para cierto subespacio U. Hacer una represen-
tacion gréfica.

Una construccion del cuerpo C. Sea

U={(=*+1Dp(z) : p(x) € R[z]}.

Demostrar que U es un subespacio de R[z] y que R[z]/U es isomorfo
a C, como R-espacios vectoriales. ;Qué dimension tienen? Mediante
el isomorfismo anterior, trasladar la multiplicacién de C a R[z]/U y
demostrar que R[z|/U es un cuerpo.

Otra construccion del cuerpo C. Sea

v {( V) caner).

Demostrar que U, como subespacio vectorial de My(R), es isomorfo a
C. Demostrar que U es un cuerpo isomorfo a C.



14.

a. Demostrar que la desigualdad de Cauchy—Schwartz es una igual-
dad si y solo si los vectores involucrados son proporcionales.

b. Demostrar que si la desigualdad triangular es una igualdad,
entonces los vectores involucrados son proporcionales.

15. Dados vectores u, v en un espacio vectorial euclideo, demos-
trar que [[jul] — |[v]]| < [[lu —v]|.
16. Demostrar que para cualesquiera vectores z,2’,y € R3 y

escalar a € R, se verifica

(x+2YANy=xzANy+2' Ay,

(ax) Ny = alz Ny) =z A (ay),

si z,y son linealmente independientes, entonces ||z A y|| es el
area del paralelogramo determinado por x e .

e. Construccion del producto vectorial de dos vectores. Dados x,y €
R3, proyectamos y ortogonalmente sobre el plano vectorial U =
L(z)*, giramos el vector py(y) un dngulo de 90° en el sentido
adecuado a fin de que el sentido del vector m obtenido sea el
mismo que el de x Ay (regla de la mano izquierda). Finalmente
tomamos ||z||m, que es x A y.

o op

17.  Producto mizto. Dados z,y,z € R3, su producto mixto es
(x,y A z). En coordenadas, tenemos

rr Y1z
(x,yNz)=det |z y2 2o
T3 Ys Zz3

Sean P, , . el paralelepipedo determinado por z,y, z, T}, . el tetraedro
determinado por x,y,2 y Piry, .4y, la piramide (irregular) determi-
nada por z,y, xr + vy, z. Demostrar

a. vol Py, . = [(z,y A 2)|,
b. vol Ty, . = [{z,y A 2)| /6,
c. VOLPiry y oy, =|{x,y N 2)| /3 =vOlPiry ,yrry = VOLPIl, 4 o0y
Generalizacién: Dados n vectores en R", se define el n—volumen
del n—paralepipedo determinado por ellos como el valor absoluto del
determinante de sus coordenadas respecto de la base canonica.

18.  Demostrar que todo endomorfismo de un espacio vectorial
de dimensién finita es diferencia de dos automorfismos.

19.

» Sea s : R? — R? una simetria (o reflexién) sobre una recta
vectorial. Demostrar que existe una base ortonormal B de R?



1 0

tal que la matriz de s respecto de Bes A = 0 -1/ . Cuantas
9 , 01
tales bases podemos encontrar en R*? Idem A’ = 1 0)

» Sea a € [0,27). En el plano R? denotemos por 7, la rotacién
(o giro) de centro el origen, sentido positivo y amplitud «. De-
notemos por s, la simetria (o reflexién) sobre la recta vectorial
que forma un dngulo de «/2 con el semieje positivo de las = en
sentido positivo. Observemos que 75, es la rotacién (o giro)
de centro el origen, sentido NEGATIVO y amplitud «.

Demostrar

TaOTyg =TgOTq = Tats,
Sq © 85 = Ta_g,
Ta © 88 = S(a+8)/2;
Sa 0T = S(a—p)/2-
20.  Matriz R de la rotacién (o giro) rg. en R®, alrededor del
eje E = L(u), amplitud o € [0, 27) y sentido positivo, con u = (a,b, c)*
unitario.

a. Demostrar que la matriz de pg, la proyeccion ortogonal sobre

a’ ab ac
larecta E, es A =uu' = [ ab b* be
ac be

b. Demostrar que la aplicacién g : R* — R3 tal que v — u A v es
lineal v satisface g2 = pr —id y ¢ = —¢ v que la matriz de ¢

0 —c b
es B = c 0 —a
-b a 0

c. Demostrar que rg, = id+(sena)g + (1 — cosa)g® y que la
matriz de rg o es

R=1+ (sena)B+ (1 —cosa)(A—1).
d. Sia#0y R = (r;), demostrar que
r3s — (1 — cosa)be

sen o = , cosa = (trR—1)/2.
a

e. (Sentido negativo) Demostrar que la matriz de rg _, es
I+ (—=sena)B+ (1 —cosa)(A—1)=R"

f. Demostrar que lo anterior no depende de que tomemos u 6 —u.

21.  Matriz de la simetria (o reflexion) sg. en R3 respecto del
plano E+ de ecuacién ax+by+cz = 0, con vector u = (a, b, c)* unitario,
E = L(u). Demostrar que spi = id —2pg y que la matriz de sg.

es S = I —2A, con las notaciones del problema previo (Relacion de
Hausholder).



22. Matriz de la roto-simetria SpL 0 Tpo = TEa © SpL €N R3
respecto del plano E+ de ecuacion ax + by + cz = 0, con vector u =
(a,b,c)t unitario, amplitud o y sentido positivo, E = L(u). Con las
notaciones de los dos problemas previos, demostrar

a. SB=B=BSySA-1)=(A-1)=(A-1)S,
b. SR=RS =5+ (sena)B+ (1 — cosa)(A — I) es la matriz de
la roto—simetria dada.
c. Sia # 0, demostrar que
(RS)32 — (2 — cos a)be

sen o = , cosa = (tr RS +1)/2.
a

23.  Sea A € M,(C). Demostrar que A yA* son semejantes. [Indicacién:

una forma de abordar este problema es comenzar resolviendo el caso
particular A = J donde J = AI + N es bloque de Jordan, N = (n;;),
con n; ;41 = 1, n;; = 0 en otro caso.]

24.  Sea A una matriz cuadrada compleja con un tinico autovalor.
Demostrar que el nimero de unos que figuran (fuera de la diagonal)
en la matrix de Jordan de A es la diferencia entre las multiplicidades
algebraica y geométrica.

25.  FEcuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficien-
tes constantes. Hallar la solucion general de la ecuacion:

a. y" — 2" — 3y =0
b. y" +2y" +y =0

c. vy +4y"+ 13y =0

d. yv _ 2yw + le// _ 4y// + y/ _ 2y = 0.

26. Demostrar que los autovalores (reales o complejos) de una
matriz A real ortogonal de orden arbitrario tienen mdédulo 1. (Indica-
cién: sea Av = \v, con A € Cy v # 0 vector complejo no nulo. Calcular
A_vtAv.)

27. Convezidad. Dados puntos A, B € R", el segmento determi-
nado por A, B es, por definicién,

conv(A,B) ={aA+ B o, eR a+=1a,5>0}.
Si A # B, la recta determinada por A, B es
A(A,B) ={aA+ B :a,0 eR,a+ 3 =1}.

Un subconjunto C de R™ se dice convezo si para cada A, B € C, el
segmento determinado por A, B esta contenido en C. Demostrar:

a. la interseccién arbitraria de convexos es convexo,
b. cada hiperplano afin de R" es convexo,
c. cada subespacio afin de R™ es convexo.



Si H es el hiperplano de R™ de ecuacion cixq + coxg + -+ + ¢, 2, = C,
con ¢ > 0, H determina dos semiespacios cerrados en R™:

Hy ={(z1,22,...,2,) €R": 121 + Cog + -+ + Cutn > C}

H_ ={(z1,29,...,2,) € R" : 1y + cong + - - - + cpzp, < ¢}

y dos semiespacios abiertos en R™:

H—T—:{(xlﬂx%"Wxn)ER”:C1I1+CQ$2+"'+Cn$n>C}

H3:{<$1,$2,...,1‘n) ER”:C1$1+CQ$2+"'+C”.TTL<C}.

Dados puntos A, B,C € R", el triangulo determinado por A, B y
Ces

conv(A, B,C) = {aA+BB+1C : a, B,7 € R,a+B+y = 1,a, 8,7 > 0}.
SI A, B, C no estan alineados, el plano determinado por A, By C' es
A(A,B,C)={aA+BB+~C:a,B8,yeR,a+ +~v=1}.

Demostrar:

a. cada semiespacio (abierto o cerrado) es convexo,
b. el tridngulo conv(A, B, C) es convexo.

28.  Baricentros. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2
y 3. En un espacio afin sobre K se consideran tres puntos no alineados
A, B, C'. El baricentro de A y B es, por definicion, el punto AJ’TB. Es el
punto medio del segmento conv(A, B). El baricentro de A, B y C' es,
por definicion, el punto A*gic. La mediana correspondiente a C' es, por
definicién, la recta que une los puntos C'y #. Sea G el baricentro de
A, By C. Demostrar que las tres medianas de conv(A, B, C) se cortan

en G y G divide a cada mediana en segmentos en proporcién 2/3y 1/3.

29.  Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3 y un espa-
cio afin sobre K. Si GG denota el baricentro de los puntos A, B, C, demos-
trar que el area de conv(A, B, G) es un tercio del drea de conv(A, B, C').
Demostrar que G divide a conv(A, B, C') en seis tridngulos de igual area.

30.  Buscar en un libro o en Wikipedia lo siguiente:

a. Teoremas de Ceva y Menelao (de la geometria afin),
b. ortocentro, incentro y circuncentro de un triangulo.

.Se puede demostrar la existencia de estos tres puntos con argumentos
de geometria afin euclidea?



31. Sean Aq, As,..., A, puntos en un espacio afin A de dimen-
sién n. Probar que dim A(A;, As, ..., A,) = d, donde

1 1 .. 1
an a2 -0 Qi
d+1=r1g
an1 Qp2 - Apr
y (a1, as, ..., an;)" son las coordenadas de A; respecto de cierto sis-
tema de referencia cartesiano de A dado. En particular, si r = n + 1,
los puntos Ay, As, ..., A, son afinmente independientes si y solo si el

determinante de la matriz anterior no se anula.

32. Sea f: A— A una aplicacién afin y sean L, L, L, C Ay
L’ C A’ variedades afines. Demostrar

a. f(L) es variedad afin,

b. f71(L’) es variedad afin o el vacio.

c. f conserva las combinaciones afines y, si K = R, f también
conserva las combinaciones convexas.

d. si Ly, Ly son paralelas, entonces f(L1), f(Ls) son paralelas.

33. Ladrbita que la Tierra describe alrededor del Sol es eliptica,
con el Sol situado en uno de los focos (J. Kepler). Si el semieje mayor
tiene una longitud de 150 millones de km y la excentricidad es 0,017,
hallar las distancias al Sol minima y méaxima que la Tierra alcanza en
su giro alrededor del mismo.

34.  Hallar la ecuacién (en coordenadas polares y cartesianas) de
la conica tal que tiene

a. foco I’ de coordenadas cartesianas (2,0), directriz de ecuacién
x = —4 y excentricidad 1/2,

b. foco F' de coordenadas cartesianas (—3, 2), directriz de ecuacién
xr =1y excentricidad 3,

c. foco F' de coordenadas cartesianas (—1, 4), directriz de ecuacién
2x —y + 3 = 0 y excentricidad 2.

35.  Demostrar que la ecuacién en coordenadas polares r = ———
344 cosf?

define una hipérbola uno de cuyos focos coincide con el polo. Idem para
1
1-2sinf”

36.

. . . ., 2 2
a. Demostrar que las directrices de la elipse de ecuacién % +4; =1

r =

son las rectas de ecuacién x = i% = +2 donde d>+b* =a’y
e= g es la excentricidad.

b. Demostrar que las directrices de la hipérbola de ecuacion ﬁ—i —
?;—; = 1 son las rectas de ecuacion x = :I:% = +%, donde a?4+b* =
d>ye= g es la excentricidad.



37.  Una hipérbola se dice equildtera si sus asintotas son perpen-
diculares entre si. Demostrar que la excentricidad de una hipérbola
equildtera es v/2.

38.  Hallar el tipo de cénica, sus elementos (vértice(s), foco(s),
directriz(ces), excentricidad y asintotas (si las hubiere)) de las cénicas
a. 4x% + 9y = 36,
b. 2 —9y? =9,
c. 2 —Ty+2=0.

Hacer una representacion grafica de cada curva.

39. Hallar la ecuacion de la elipse cuyos focos son los vértices de
la hipérbola de ecuacién 1122 — Ty? = 77 y cuyos vértices son los focos
de dicha hipérbola. Hacer una representacién grafica de dichas curvas.

40.  Hallar el tipo de cénica en los siguientes casos:

a. 312 —dxy +8x — 1 =0,

b. 62% + 9y? — 242 — 54y + 51 = 0,
c. 922 4+ 4y? — 18z + 16y — 11 = 0,
d. 42% — 4% + 562 + 2y + 195 = 0.

En cada caso, hallar la ecuacién canénica y los elementos de la conica
(vértice(s), foco(s), directriz(ces), excentricidad y asintotas (si las hu-
biere)). Hacer una representacién gréfica de cada curva que incluya los
distintos sistemas de referencia utilizados.

41.

a. Sea C una cénica en R2. Probar que para toda recta [ no conte-
nida en C, la interseccion C N[ consta, a lo sumo, de dos puntos.

b. Toma una cénica real irreducible C y un punto P € C cuales-
quiera (ponte un ejemplo concreto). Considera el haz de rectas
‘H que pasan por P. Para cada recta r de H, fijate en el punto
de corte de r con el eje z: si ese punto es (¢,0), llama a esa recta
r;. Cuando t varia en R, r; recorre H. Interseca r; con C: ob-
tendras dos puntos, uno de los cuales es P. Las coordenadas del
otro punto son expresiones racionales (i.e., cocientes de polino-
mios) en t. De esta forma has construido una parametrizacion
racional de C.

42.  Hallar los puntos de corte de las cénicas 322 —4xy+8x—1 = 0
2 2
yz+y*—1=0.

43.  ;Verdadero o falso? (y — 5)2 + 3z — 3 = 0 es la ecuacién de
una parabola y su directriz es la recta de ecuacién y = 3z /2.

44.  Sean a,b,c € R arbitrarios. En R?, hallar la ecuacién de la
imagen de la elipse de ecuacién (x/a)?*+(y/b)* = 1 mediante la simetria
axial cuyo eje es la recta de ecuacion = + y = c.



45.  Clasificar, segin los valores del parametro t, la conica de
ecuacién 1 — 2z + 2y + tx? + 2xy + ty? = 0. Hallar el centro y los ejes
para el caso t = 0. En R3, representar graficamente la superficie de
ecuacion 1 — 2z + 2y + tz? + 22y + ty? = 0.

46.  Sea C una cuddrica en R3. Probar que

a. para todo plano 7 no contenido en C, la intersecciéon C N 7 es
una coénica, posiblemente degenerada,

b. para toda recta [, o bien [ esta totalmente contenida en C, o
bien la interseccién C N consta, a lo sumo, dos puntos.

47.  En el plano complejo C?, sean C una cénica afin euclidea
real irreducible (i.e., elipse, pardbola 6 hipérbola con ecuacién real), P
un punto y 77, T5 las rectas tangentes a C que pasan por P. Sean P,
P; los puntos de corte de C con T}, T; respectivamente, y sea 1" la recta
determinada por P, P,. Se dice que P es polo del" y que T es polar de
P respecto de C. Demostrar que si P es foco entonces T es directriz de C.
[Indicacién: si C esta dada por la ecuacién de segundo grado f(z,y) =0
y Pj tiene coordenadas (x;,y;), entonces la recta tangente a C en P;

estd dada por la ecuacién %(x —x;) + %Tj)(y —y;) =0].
SOLUCION EN CASO DE PARABOLA EN ECUACION REDU-

CIDA 4% = 2px, con p > 0. Sabemos que el foco es el punto F de

coordenadas (p/2,0). Tenemos f = y*> — 2pz, con derivadas parciales

% = -2py % = 2y. La recta tangente a C en el punto P; € C es

—2p(z — x;) + 2y;(y — y;) = 0y, si esta recta pasa por el foco, obte-
nemos —2p(p/2 — x;) — 2y; = 0, de donde —p* = y2, luego y; = =£pi,
con i = y/—1. Hemos obtenido los puntos imaginarios P, = (—p/2, pi)
y P = (—p/2,—pi) en C, que determinan la recta z = —p/2, que es
la directriz, como queriamos demostrar. Observemos que como el foco
queda en la parte interna de la parabola, las rectas tangentes 717, 75
a la parabola trazadas desde el foco resultan complejas, asi como los
puntos P;, P, € C, si bien la recta T, que los une, tiene ecuacion real.

EN LOS CASOS DE ELIPSE O HIPERBOLA EN ECUACION
REDUCIDA SE RAZONA DE MODO PARECIDO.

48.  (Para vacaciones de verano) Leer el capitulo 5 SPECIAL
RELATIVITY de ”Modern Geometry with Applications”, G. A. Jen-
nings, Universitext, Springer 1994. Leer el capitulo VII INVERSAS
GENERALIZADAS Y METODO DE MINIMOS CUADRADOS del
libro de Merino y Santos.



