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Ejercicio 1. Diagonalizar las siguientes matrices simétricas mediante una transfor-
macién ortogonal:

88(1)(1) 11 1 291 —1
a) : Bl111|; 0) 12 1
0 100 11 1 11 2
1000
1 1 1 1 1 -4 20
21 1
1 1 -1 —1 4 5 —4 0
Dl 1 1 49 2-4—10’91?;
1 -1 -1 1 0 0 09

Ejercicio 2. Demuéstrese que dos endomorfismos simétricos de un espacio vectorial
euclideo admiten una base ortonormal que los diagonaliza simultdneamente si y sélo si
conmutan.

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial real bidimensional y f : V x V' — R una
aplicacién tal que f(z,y) = z1y1 — 221y2 + 322Ys.

a) Probar que es una forma bilineal. Escribir f como suma de una forma bilineal
simétrica, fg, y otra antisimétrica, fr. Hallar las matrices respecto de la base canodnica
de f, fsy fr. iQué relacion hay entre ellas?

b) Escribir la expresién analitica de la forma cuadratica asociada.

Ejercicio 4. Sean f y g dos formas lineales de un espacio vectorial V.

a) Probar que la aplicacién ¢ : V x V' — K, definida por ¢(u,v) = f(u)g(v) es una
forma bilineal.

b) Si ug,...,u, es una base de V halla la matriz asociada a ¢ en funcién de las matrices
asociadas a f y g.

c¢) Dar condiciones sobre f y g para que ¢ sea una forma bilineal simétrica.
d) Estudiar los valores que puede tomar el rango de .

Ejercicio 5. De una forma bilineal ¢ : R[X]; X R[X]; — R se sabe que es simétrica
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¥y que
plr+1Lr+1) =8¢ +2,x+2)=11p(z,z)=3.

Calcular su matriz respecto de la base {1, z}.

Ejercicio 6. Sea f : V — K una forma bilineal simétrica definida sobre el K-espacio
vectorial V' y sea xy € V un vector que no es autoconjugado (o sea, f(xg,xo) # 0).
Demostrar que el subespacio conjugado de x es un subespacio suplementario de L|x],
es decir, que L[zo] ® L[zl = V.

Ejercicio 7. Demostrar que una matriz simétrica S € M,(R) es la matriz de una
forma bilineal simétrica semidefinida positiva en R" si y sélo si existe P € M, (R) tal
que S = P'P.

Ejercicio 8. Sea f(7,y) = 711 —2T2y2 +23y3+T1Y2 + T1Y3+Tay1 — 272Y3 +T3y1 — 27392
a) Dar la forma cuadrética ¢; asociada a f y su matriz.

b) Encontrar una base B = {vy,v9,v3} de R? que verifique
floi,v) =0,Vi# 34, flupv)=1,i=1,2 'y f(vs,v3) = —1.

c) {Cuél es el subespacio conjugado de U = L[(1,0,1)"] respecto de f? {Es autocon-
jugado el vector (1,0,1)7?

Ejercicio 9. Calctlese el rango y signatura de la forma cuadratica de R cuya expre-
.7 n
sién es > iz

Ejercicio 10. Dadas las matrices A = (} 1 yB = (_11 _11), .pueden representar

la misma forma cuadratica en distintas bases?
Ejercicio 11. Sea ¢ : R* — R la forma cuadrética:
.2 2 2 2
q(x1, T2, T3.04) = x] — T3 + 25 — 20122 + QT34 + 227,

Estudia segtn los valores de a cuando la forma cuadrética g es no degenerada.

Ejercicio 12. Clasificar las siguientes formas cuadraticas sobre R3 y escribirlas como
suma o diferencia de cuadrados.



a) q(x,y,z) = 2% — 2% — 2oy + w2
b) q¢(z,y, z) = 22* + y* + 52* — 2xy — 2yz + 622,
) q(z,y,2) = —x? — 2y* — 2% + 22y + 2y=.

Ejercicio 13. Dada la familia de formas cuadraticas f,(z,y, z) = 2> +y>+ (a+1)22 +
2ayz + 2xz, se pide:

a) Clasificar las formas cuadraticas segin los valores del parametro a.

b) Para a = 2, obtener el subespacio conjugado de U : x —y =0, y = 0.

Ejercicio 14. Demostrar que en una forma cuadrética definida positiva todos los
coeficientes de las incognitas elevadas al cuadrado son positivos, pero que esta condicién
no es suficiente para que la forma sea definida positiva.

Ejercicio 15. Halla segiin los valores del parametro t el rango y la signatura de las
formas cuadraticas reales:

qlr,y,2) =2 +2xy+2tyz—2%, o,y z2) =2 +2toy+2xz+y* +2yz+t2°

Ejercicio 16. Sea ¢ : R? x R? — R la forma bilineal dada por:

o((z1,22) ", (y1,92) ") = 2x1y1 — 421Y5 + Bxoyy + aways

Se pide: a) Razonar si es simétrica o antisimétrica.

b) Calcular el valor o valores de o para que la forma bilineal sea degenerada. En esos
casos, obtener vectores isétropos.

Ejercicio 17. Probar que las siguientes expresiones definen sendos productos escalares
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en R”.

a) (z,y) = 22191 + 202y + 223y3 + T1Y2 + T1Y3 + Ty + Toys + T3yr + T3yo.
b) (z,y) = x1y1 + 222y2 + 3T3y3 + 222y3 + 223Ys.

Ejercicio 18. Razonar si tiene solucién no nula en R la ecuacién z2+y?+ 22 +2zy = 0,
y si tiene solucién no nula la ecuacién 222 + 2y? + 22 + 22y = 0.



Ejercicio 19. Consideramos la familia siguiente de formas cuadraticas sobre R?:
Go(2,y,2) = 2 + 4y* + 22 + 22y + 202z,

donde a es un numero real. Se pide:
a) La matriz asociada de g, respecto de la base considerada para la ecuacién dada.

b) Hallar los valores de v y p para que el conjunto {(1,0,0)",(1,7,0)", (=4a,a, )"}
sea una base de vectores conjugados dos a dos respecto de ¢,, cuando a es no nulo.

¢) Encontrar una matriz P regular tal que la matriz P'AP sea diagonal.

d) Clasificar g, segun los valores de a.



