ALGEBRA LINEAL
HOJA 5

Ejercicio 1. Definimos la aplicacién derivada de K, [z] — K,,_;1[z] que asigna a cada poli-
nomio p(x), su polinomio derivado, p'(z). Probar que la aplicacién derivada es lineal.

Ejercicio 2. Si X = X; & X5, entonces cada vector x de X se puede escribir (de modo tinico)
como r = x1 + x5 siendo x; € X1, x5 € X5. Pruébese que la aplicacion x +— xq es lineal.

Ejercicio 3. a) ;Existe alguna aplicacién lineal f : K? — K2 tal que

f((laO)T> = (17 1)T7 f((37 2)T) = (17 _1)Tf<(3a3)T) = (272)T?

b) Dados los vectores ug,...,us € K" y vq,...,vs € K™, ;jqué condiciones deben cumplirse
para que exista una tunica aplicacién lineal f : K" — K™ tal que f(u;) = v;, para
1=1,...,s7

Ejercicio 4. Sea f : K* — K? una aplicacién lineal tal que
fler) = u1 +uy flez) = 2u1 —uy fles) = 3ur + 2uy fled) = u1 + 2uy

donde B = (e1,eq,e3,e4) y B = (uy,us,u3) son unas bases de K* y K3, respectivamente.
Determinar la matriz de f con respecto a las bases By B'.

Ejercicio 5. Una aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo se llama endomorfismo.
Sea f:V — V un endomorfismo y sean B = (uy,...,u,) y B = (v1,...,v,), dos bases de V.
Si f(u;) = v; para todo ¢ = 1...n, probar que la matriz de f respecto a By 5’ es la identidad,
I,.

Ejercicio 6. Consideramos un endomorfismo de K2 de la forma f((z, s, 23)7) = (2, 2, 25)T
Hallar la matriz del endomorfismo y unas ecuaciones paramétricas e implicitas del niicleo y de
la imagen en los siguientes casos:

a) Ty =x1 + 0+ w3, TH=1x1—To+ T3, Th=x1+ T3
b) @} = x1 4+ 2wy + 3x3, vy =2x1 +r2+x3, Th = —1+ T2 + 273

En cada caso indica si f es inyectiva o sobreyectiva.

Ejercicio 7. Comprobar que la aplicacién f : Klz]3 — K dada por f(p(x)) = folp(a:)dx, es
lineal. Calcular su matriz asociada respecto de las bases (1,z, 22, 2%) de K[z]3 y 1 de K.

Ejercicio 8. Sea f : K® — K" el endomorfismo definido por f((x1, za, ..., 2n)7) = (1, 22, ..., T, 0, ...

con k < n. Determinar el nicleo y la imagen de f.

Ejercicio 9. Sea f : K* — K* un endomorfismo tal que f((1,0,1,0)7) = (2,1,-1,0)7,
f((0,1,-1,00") = (0,-1,1,0)" yker f iz +2=0=2—y + 1.

1. Hallar la matriz de f respecto de la base candnica.
2. Hallar una base y la dimensién de K?*/ker f y describir las clases de equivalencia.

Ejercicio 10. Sea f el endomorfismo de K3 definido por y; = 371 + 229 + 23, Yo = —a1 + 429 —
2x3, y3 = 221 + 6x9 — x3. Se pide:
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a) Calcular ker f.
b) Una base de un subespacio W de K3 suplementario de ker f (es decir, ker f & W = K3).

¢) Comprobar que la imagen por f de la base calculada en b) es una base de Imf.

Ejercicio 11. En K3 se considera el endomorfismo dado por
FULLDT) =(2,3,3)"  f((1,1,0)7) =(1,3,2"  f((1,0,0)") = (0,1,1)".
a) Calcular la matriz de f respecto de la base canénica de K3.
b) Hallar la dimensién y una base del niicleo y la imagen de f.
c¢) Obtener la matriz de f respecto de la base B’ = ((1,1,1)%,(1,1,0)%,(1,0,0)T).
Ejercicio 12. a) Demostrar que B = (1,1 +x,1+x+ 22 1+ 2+ 2%+ 2?) es una base de K|[x]3.

b) Hallar, respecto de B, la matriz del endomorfismo f que a cada polinomio de Klz]; le
hace corresponder su derivada segunda.

c¢) Hallar los subespacios ker f e imf y su dimensién.

d) Resolver con matrices la ecuacién f(q(x)) = 6z + 8, donde ¢(x) € K]z]s.

Ejercicio 13. Prueba las siguientes propiedades de una aplicacién lineal f: V — V.

a) Siug,...,u, €V son linealmente dependientes, entonces f(uy),. .., f(u,) son linealmente
dependientes.
b) Si f esinyectivaysiuy,...,u, € V son linealmente independientes, entonces f(uy), ..., f(uy,)

son linealmente independientes.

Ejercicio 14. Sea f : K[z]3 — K]z]y la aplicacién lineal que a cada polinomio p(x) le hace
corresponder f(p(x)) = p'(x) — p”(z) . Hallar la matriz de f respecto de las bases canénicas y

calcular matricialmente f(q(x)) siendo ¢(x) = 23 + 32 + Tz — 6.

Ejercicio 15. Supdngase que la aplicacion lineal f : V' — U es inyectiva y suprayectiva. Probar
que la aplicacién inversa f~!: U — V es también lineal.

Ejercicio 16. ;Qué se puede decir de una aplicacion lineal f : V' — C de espacios vectoriales
sobre C tal que toma solo valores reales?

Ejercicio 17. a) ;Hay algin endomorfismo de K?"*! tal que el niicleo y la imagen coinci-
dan?

b) ;Existen espacios vectoriales U y V, con V' de dimensién impar, y aplicaciones lineales
f:U — Vinyectivay g : V — U sobreyectiva tales que im(f) = ker(g)?

Ejercicio 18. En K3 se consideran los subespacios U = L((1,1,1)T) y W : z +y + 2 = 0.
Determinar todos los endomorfismos f de K3 tales que ker f = U e imf = W y decir cudles de
ellos son proyectores (i.e., satisfacen f% = f).

Ejercicio 19. Hallar la matriz asociada a cada los siguientes endomorfismos de K2,
flzy)") = @2y, 32 —y)", g((,y)") = (32 — 4y, + 5y)",

con respecto de la base candnica: Hallar las matrices asociadas a f y a g respecto de la base

B = ((17 3)T7 (27 5)T)



Ejercicio 20. Sean B = (vy,vs,v3,v4) y B’ = (uy,u9,u3) bases, respectivamente, de los K-
espacios vectoriales V' 'y V', y f: V — V' la aplicacién lineal que cumple

f(v1) =2uy +ug —uz;  f(ve) =up —us — 2uz;  f(v3) = 2uy — 2ug + 4duz;  f(ve) = up — ug

a) Comprobar que B” = (f(v1), f(v2), f(v3)) es una base de V".
b) Hallar las matrices de f respecto de B, B’ y respecto de B, B” y la relacién entre ellas.

Ejercicio 21. Sean f: K* - K?® y g : K3 — K* las aplicaciones lineales definidas por
fll@,y.2,t)") = (z+y,z+3y+2z,2+y)" vy

g((z,y,2)") = (x +y + 22,2 +y + 22,20 + 2y + 4z, -3z — 3y — 62)".
Sean hy = fogy hy =go f.
a) Hallar las matrices de f, g, hy y hs respecto de las bases canénicas.
b) Hallar las matrices de f, g, hy y ho respecto de las bases B = ((3,2,5)7, (2,1,3)%, (1,0,2)T)
vy B =((1,0,2,1)T,(0,—-1,2,1)T,(0,0,1,1)T,(0,0,0, —1)T) de K3 y K*, respectivamente.
Ejercicio 22. Sean f y g dos endomorfismos de un espacio vectorial V. Se pide:

a) Probar que si fog = 0 (aplicacién que lleva a todos los vectores al vector cero), entonces
img C ker f.

b) Si ademds g es sobreyectiva, demostrar que f es nula.
c) Si fog=0y ademés f es inyectiva, demostrar que g es nula.

e) Dar un ejemplo en el que fog =0, img C ker f y el contenido en el otro sentido no se
verifica.

1 1) € MK, Sea [ My(K) - My(K) Ia

aplicacién definida por f(X) = AX — X A para X € My(K).

Ejercicio 23. Consideramos la matriz A =

a) Probar que f es lineal y calcular la matriz de f respecto de la base estandar de My(K),
dada por (Bi1, Bi2, Ba1, Bas), donde B;; es la matriz que tiene un 1 en la entrada (4, j) y
ceros en el resto.

b) Calcular el nicleo y la imagen de f.
Ejercicio 24. Se considera la aplicacién f : M, (K) — M, (K) dada por
F(A) = A— AT,

Probar que f es una aplicacién lineal y calcular ker(f),im(f),ker(f) Nim(f) y ker(f) + im(f)



