Practicas/Ejercicios de Algebra Lineal.
Curso 24/25. Doble grado
Economia—Matematicas y Ciencia de Datos

MARIA JESUS DE LA PUENTE MUNOZ (UCM)
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2
13.  Tenemos A = (CCL b)’ A2 — (CL + be (CL—i-d)b)'

d (a+d)c d*+be
a’*+bc=a
2 _
a. A2 = A= ((j ifi():b_ db que es sistema no lineal (SNL) de 4 ecuaciones y 4
a —=
(a+d)c=c

incégnitas. La tercera ecuacién se expresa asi, (a + d — 1)b = 0 de donde, por
pertenecer a, d,b a un cuerpo K, deducimos a +d —1=0 6 b = 0. Surgen casos:

, d=1-a
» Caso 1:sia+d—1=0. Entonces ad=a(l—a) = a—a® =be=d— @
2 b
Si ademds b # 0, obtenemos ¢ = “3%, luego A = (aaa2 1 a)’ donde
e’ -

a,b € Ky b+# 0. En cambio, si b = 0, entonces a = 0 6 a = 1 y obtenemos

A:(O O)éA:<1 0>,dondec€K.
c 1 c 0

» Caso 2: sia+d—1# 0 entonces b = 0 = ¢, a’> = ay d*> = d, de donde
ala—1)=a*—a=0,dd-1)=d*—d=0,luegpa=06a=1yd=06
d=1. Obtenemos A =006 A= 1.

a’?+bc=1
2 _
boA? [ d“+bc=1
(a+d)b=0
(a+d)ec=0
= Caso 1: si a+d = 0, razonando analogamente, obtenemos A = . _01 A=

1 b ~1 0 ~1 b . (a b
(O _1>,A:(c 1>,A:(0 1>,conb,c€KoA—(l_baz —a)’

con a,b e Kyb#D0.

s Caso 2: si a + d # 0, razonando andlogamente, obtenemos A =16 A= —1.
a*+bc=0
d*> +bc =0
c. A2=0= (a 1 d(;b _0 y razonando de modo similar, llegamos a A = (8 8)
(a+d)c=0

b

éA:(g 8) éA:(_Cig b),cona,beK,b;&O.
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18.

a. Lo que ocurre aqui es que AB # BA. PROPIEDADES: (A + B)? = A2+ B? +
AB+BA, (A—-B)? = A2+ B’ - AB—BAy (A+B)(A—-B) = A2~ B>~ AB+ BA,
si A, B € M,(K)..

b. Lo que ocurre aqui es que AB =0, con A # 0y B # 0. Se dice que A y B son
divisiores de cero en Ms(K).

Préacticas V 18/10/2024: Hoja 2

a. Todas las matrices ERF en los conjuntos siguientes son (donde a,b,¢,... € Ky
confeccionamos la lista en cantidad creciente de pivotes, comenzando con las de
cero pivotes):

= En My.a(K): (00 0), ([1] a ), (0 [1] ), (0 0 [1)),
000 a b 1] b\ (0o 0 [1
= B Mo (K) (ooo> (oo) (oo) (oo)’
1] o v\ ([1] @« 0Y [0 [1] 0
Gmd6 w6y m
000 (ab (Ob 00 [1]
= En M3,.3(K): {0 0 0], {0 0o0],{0 0 of,[0o o0 o],
000 o 00/ \o oo/ \oo o
1] o o\ /[1] a © 0 [1] o 1] o o
00,(00),00),(00),
0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 [1]
() (¢
» En M3 (K)son: (O], | 0 |,
0 0
0 0\ ([1] &\ (o [1]\ /1] o
» En M3,5(K)son: |0 Of, 10 0f,10 O01],|0
00 0 0/ \o o 0 0

b. Como buscamos matrices ERC y ERF, son de la forma (por bloques)

Y

S
o O
N——

donde 7 es el rango. Asi pues, tenemos

= En Mi,(K): (0 0 0), (1] 0 0),

(0 0 0\ ([1] o o\ ([1] 0 o
'EnM?x?)(K)'(ooo)’(o 00)’(0 1] o)

00 0\ /1] o o\ /1] o o\ /L] 0 o0
= En Maes(K): {0 0 0f, [0 oo, [0 [1]o].{0 [1] o],

000 0 00 0 0 0 0 0 [1]
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S
(=]

» En Mjsy;(K) son:

s En M3,5(K) son:

o OO OO

/ ~N. O © O

o OO

oHo
=

c. En Mj,3(K) las EF son: 0],
0

0
0
0
[ a b (

cool__ —~
coo OOH

SO o
o OO

b
0],
0

0
0
a)

o O O
o O O

oo OOH

OOH

0 cl, 0 Sus correspondien-
0 0 O O () 0
tes ERF se consiguen hac1endo Ceros por encima de los pivotes de fila (se hallan

en el apartado primero)

OH@

Practicas V 25/10/2024

EJERCICIO. Hallar el conmutador de M;3(K) i.e., el conjunto C(M3(K)) = {X €
My(K) : XY = YX,VY € My(K)} = Nyepp CY).

Indicacion: usar

si\NpeK XY =YXy XZ=Z7X entonces X(\Y +puZ) = (\Y +uZ)X !
1 00 O 1 O 0 01
b. las 9 matrices B;; = [0 0 0], By = ,Bis=10 0 0], By, =
000 000
0 00 0 00 0 0 0 0 00
1 0 0)],Bpa=1010|,Bys=1{00 1],B33 =100 0], By =
0 00 000 0 00 1 00
0 0 0 000
00 0], Bz =100 0] € M3(K) satisfacen® que toda Y € M;3(K) es
010 00 1
combinacion lineal de ellas: esto es asi ya que si Y = (y;;) entonces se comprueba
que
Y =y Bu + y12Bi2 + y13Bis + y21 B2 + Y20 Bos + Yoz Bas + ys1 Ba1 + Y32 Bso + Y33 Bss.
SOLUCION:

Sea X = (x;;) € M3(K). Planteo X By; = B1;.X y obtengo z1o = 13 = x91 = 231 = 0.
Anélogamente, X Boy = By X proporciona s = Tz = T1g = T30 = 0.

'Esto se puede expresar ast: si X € C(Y) y X € C(Z) entonces X € C(\Y + uZ), para todos
A, 1 € K. También asi: C(Y)NC(Z) C C(AY + pZ), para todos A, u € K.

2Esto se puede expresar asi: B;; € M3(K) es la matriz que tiene un 1 en la entrada 4, j y ceros en el
resto de entradas.
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Anélogamente, X B33 = B33 X proporciona x3; = T3y = 13 = o3 = 0.

Planteo XBlg = Bng y obtengo 11 = T29.

Anélogamente, X B3 = By3X proporciona x1; = x33.

Anélogamente, X By = Bos X proporciona xgs = x33, cosa que ya sabemos. Del mismo
modo obtenemos informacion redundante con Bay, Bsi, Bss.

Llegamos a que las matrices X que conmutan con todas las B;; tienen la siguiente
forma: x11 = w92 = 233 y ;5 = 0, siempre que ¢ # j, es decir, son de la forma X = x5,
con z1; libre. Pero por (a) y (b), para tener que X conmuta con Y es suficiente tener que
X conmuta con todas las B;;.

En resumen, C'(M3(K)) = {\3: A € K}.2

Préacticas V 22/11/2024: Hoja 3
2.

a. a) si, pues es la definicién usual (vista en clase),

b) no, porque falla la propiedad del uno: 1 (;) = (1(?) = (95) #+ (;), cuando
0#yek
b
b

¢) no, pues falla una propiedad distributiva: (b+a) (y) = ( (b+a)y—1
. x ) _ ((b+a)+(b+a)x—2
es distinto de b (y) +a (y) = ((b +a)+ (b+a)y—2

d) no, porque falla la propiedad del uno: 1 (;j)

d 5)-)+0)
cuando z € K \ {0, 1}.

b. por raro que parezca, y si no me he equivocado, se cumplen las 8 propiedades de
espacio vectorial. Hago la comprobacién de dos de ellas (y el resto queda como

ejercicio):
x4+’ +1=z
a) elemento neutro para la suma: si planteamos ¢ y+13y — 1=y  llegamos a
z+24+3=z2
—1
¥ =—1,y =1, 22 = —3; el elemento neutro de esta suma es | 1
-3

3Este conjunto se puede escribir asi: KIs. Hemos demostrado, de paso, que C(M5(K)) =
i j=1,2,3 C(Bij).
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x4+ +1=-1
. si planteamos ¢ y+¢y —1=1 llegamos
z+2+3=-3

b) elemento opuesto de (x,y,2)T

x
ax = -2—x,9y =2—y, 2 = —6 — z; el elemento opuesto de [y | es
z
—2—=x
2—-y
—6—z
c¢. Empecemos por el segundo apartado. Se definen suma y producto por escalares

asl.

Q[V5] x Q[V5]-Q[v3]
(a4 bV5,c+ dv5) — (a+bV5) + (¢ + dv5) = (a+¢) + (b+ d)V5,Ya,b,c,d € Q
Q x Q[v5]—Q[V]

(A, a4 bV5) = Ma +bV5) = (a+bV5)A = (Aa) + (A\D)V5,Va,b, A € Q

Al estar Q[v/5] contenido en R y ser R un cuerpo (con sus 10 propiedades), se
verifican las 8 propiedades de espacio vectorial en Q[v/5] (comprueba los detalles).

Sin embargo, Z[\/g] no es espacio vectorial sobre Q porque, aunque es posible
definir una suma asi

ZIV5] x Z[V/5|—=Z[V/5)

(a+bV5, ¢+ dV5) = (a+bV5) + (c+dV5) = (a+¢) + (b+d)V5,Ya,b,c,d € Z

no es posible definir un producto por escalares con espacio de llegada en Z[\/g] (el
producto de un racional por un elemento de Z[v/5] es, en general un elemento de
Q[v/5], no de Z[V/5]). Es decir, no podemos establecer una aplicacién

Q x Z[V5]——Z[V5]
sino que tendriamos que poner
Q x Z[V5]—Q[V5].

Tampoco es Z[\/g] espacio vectorial sobre Z porque Z no es cuerpo.

Préacticas V 29/11/2024: Hoja 3
20.
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(a1 +as+a3 —s=0
bi +by+b3—5s=0
ci+co+c3—s=0
a;+by+c3—s=0
c1+by+a3—s=0
a1 +b+c—s=0
ag +by+cy—s=0
las+b3+c3—s=0

es SLH de 8 ecuaciones en 10 incégnitas (los a;, b;, ¢; y ).
. Sumando las cuatro ecuaciones en que aparece by y simplificando, llegamos a 3by =
s.

SiAe Ky A/A € W y la suma de filas, columnas y diagonales de A es s
y la suma de filas, columnas y diagonales de A’ es s', entonces la suma de filas,
columnas y diagonales de A+ A’ es s+ s’ y la suma de filas, columnas y diagonales
de AA es As, por lo que A+ A" € Wy AA € W. Esto prueba que W es subespacio
vectorial de M3(K).

Otra forma: el conjunto {(A,s) : A es cuadrado mégico de suma s} es subes-
pacio de M3(K)xK; ya que es el conjunto de soluciones de un SLH en 10 incégnitas.
Pero como 3b, = s, entonces podemos sustituir s por su valor, obteniendo asi W
como el conjunto de soluciones de un SLH en 9 incégnitas, obteniendo que W es
subespacio de M3(K).

1 11 1 -1 0 0 1 -1
Sean M; = (1 1 1), My ={-1 0 1], M3=|-1 0 1
111 0o 1 -1 1 =1 0
Observamos que M7, My, M3 son cuadrados mégicos.
aq b1 C1
fg: De (ax by oo | = 30 MM, deducimos Ay = by, Ny = 2u=bizar ), =
az bz c3

%. (OBS: solucién valida para cuerpos de caracteristica distinta de 3).

li: De 0= 32, \;M; deducimos A\; = Ay = A3 = 0.

6 1 8

.B:Z?:l)\iMi: 7 5 3] con \y =5, =1\ = -3 s =15 C =
29 4

STr NM; con Ap = athita ), = 2u=hiza )y = adh=2a (OBS: solucién

valida para cuerpos de caracteristica distinta de 3).
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Respuestas a dudas J 15/01/2025

DUDA 1: me ha surgido una duda acerca de la dependencia lineal. Para verificar si
un conjunto de vectores es linealmente independiente basta con verlos en una matriz vy,
si el rango de la matriz es maximo, entonces los vectores son linealmente independientes.
En caso de que haya, por ejemplo, una fila nula, y en el resto de las filas hay pivotes,
entonces si contabamos con un nimero n de vectores significa que n — 1 son linealmente
independientes.

Mi duda surge en el método mas eficiente para identificar” qué vectores son los lineal-
mente independientes. Obviamente la dependencia lineal no asegura que todo vector del
conjunto sea combinacion lineal de los restantes, solo que existe alguno que lo cumple.
Por lo tanto no podemos ”quitar.®' que queramos.

En un video donde resuelven un ejercicio de dimensiones, el hombre los coloca en una
matriz para ver si son linealmente independientes (l6gico) y justifica que como estédn en
R4 y hay cinco vectores, como minimo uno de ellos de linealmente independiente para el
espacio S+T (1égico). Lo que considero que no es correcto es que en el video usa eso como
justificacién para eliminar el quinto vector, sin hacer ninguna operaciéon o comprobacion
previa, pero la cuestién es que a lo mejor ese vector es linealmente independiente desde
un comienzo con respecto a los demas.

Entiendo que se puede ir jugando con las combinaciones lineales entre ellos e ir viendo,
pero parece un proceso algo tedioso. Si hay alguna forma mas eficiente agradeceria mucho
si me la pudieras hacer saber.

RESPUESTA: Tenemos una familia de r vectores en un espacio vectorial V' de dimen-
sién n queremos ver (a) si son li 0 no, y en caso de que sean Id, (b) extraer una subfamilia
maximal (esto es, de tamano méaximo) que sea li. (Dicha subfamilia serd una base del
subespacio que los vectores dados generan).

Se supone que nos dan las coordenadas de los vectores respecto de cierta base B (lo
que nos permite pensar en V' como si fuese K", a todos los efectos).

Por un resultado visto en clase, si > n, los vectores dados son 1d (ya que en una
base de V' hay n vectores, y el cardinal de una familia li (la dada) es menor o igual que
el cardinal de una familia generadora (la base)).

En todo caso, dispongamos las coordenadas de los vectores en columnas de una matriz
Ay hagamos transformaciones elementales de columnas a dicha matriz, a fin de encontrar
pivotes de columna y rango.

. Qué efecto tiene un TEC sobre una familia de vectores? Produce una nueva familia
que genera el mismo subespacio. De este modo, cuando lleguemos a tener pivotes de
columna, cada columna correspondiente a pivote sera imprescindible, mientras que las no
correspondientes a pivote seran prescindibles. Ademas, las columnas de la matriz A, de
las cuales provienen los pivotes tienen la misma propiedad.

Ni siquiera nos hace falta que el pivote valga 1; basta con saber que no es nulo.

Adjunto célculos.
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vy vy Uy vy Vs v1/2  wve/2  wv3/6 vy+5up w5+ 3v1/2

2 0 0 -10 -3 0 0 0 0

0 2 0 18 6 0 0 18 6
A: A

-17 —-11 6 1 0 —17/2 —11/2 —84 —51/2

0 0O 1 0 1 0 0 1/6 0

Hemos hecho unas cuantas TEC a la matriz A, obtenienndo la segunda matriz. Estas
TEC son validas en todo cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3. Estas TEC y los
pivotes obtenidos nos dicen lo siguiente:

a. L(vy,vg,v3,04,05) = L(v1/2,09/2,03/6, 044501, 054301 /2) = L(v1/2,v9/2,v3/6, v5+
32}1/2) - L(Ul, Vg, U3, U5)

b. una base del subespacio anterior es vy /2, vy /2, v3/6, vs+3v1 /2 y otra es vy, va, Vs, Vs.
Esto ultimo también se puede comprobar calculando el menor 4 x 4 determinando
por las primeras 4 columnas de A y viendo que no se anula.

c. El subespacio considerado es el total.

DUDA 2: tengo una duda respecto a la segunda parte del ejercicio P18 H3, que no
estoy muy seguro de céomo encaminarlo. Cuando nos piden ecuaciones implicitas de H
respecto a esta base no candnica, se refiere a que tenemos que hallar las coordenadas de
x,y,z,t en esa base, y usar esas para hallar las ecuaciones implicitas? O que se supone
que tenemos que hacer?

RESPUESTA: Lo que preguntas no entra en este examen, ya que las cuestiones de
cambio de base quedan para el segundo parcial. Con todo, te envio la respuesta completa,
ya que conocemos todos los ingredientes necesarios para elaborarla.

Aunque la primera parte del ejercicio la hice en clase, la repito, ya que no la tengo a
la vista.

Tenemos que H = L(vy, vg,v3,v4) donde vy, vq, v3,v4 son los vectores cuyas coordena-
das (respecto de la base candnica) aparecen en las columnas de la matriz A siguiente, a la
que vamos a hacer unas pocas TEC, a fin de encontrar una base de H y unas ecuaciones
implicitas de H:

(%1 (%) V3 Uy U1/2 U2+U1/2 U3—’Ul/2 U4—’Ul/2
2 —-1 1 1 0 0 0
U S S ST O N R VP 3/2 3/2 1/2
30 3 2 3/2 3/2 3/2 1/2
-1 5 4 1 ~1/2  9/2 9/2 3/2

’U1/2 2/3(U2+U1/2)

0
1/2

3/2 1
—1/2 3

oo o O
oo o O
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Hemos hecho TEC a la matriz A, obteniendo la ultima matriz. Estas TEC son vélidas
en todo cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3. Estas TEC y los pivotes obtenidos nos
dicen lo siguiente:

a. L(vy,vy,v3,v4) = L(v1/2,u) = L(v1,u), donde u tiene coordenadas (0, 1,1, 3)7
b. una base de H es vy, u.
Para calcular una ecuaciones implicitas de H (respecto de la base candnica B, =

(e1,e,€3,€4)), si (z,y, z,t)T son las coordenadas de un vector arbitrario v, imponemos lo
siguiente:*

z 2 0 2 0
y 1 1] 1 1|
veEH&wves cldev,usrg o3 1|7 3 =2
t —1 3 -1 3
2 0
y orlando el menor no nulo det 11)= 2 # 0, llegamos a
( z 2 0
O=det |y 1 1
(1) z 31 O=zx+4+y—=2
x 2 0 0=2zx—-3y+1
O=det|y 1 1
t —1 3

\

Estas son unas ecuaciones implicitas de H (y lo comprobamos viendo que vy, vg, 3,04 ¥
u las satisfacen).

Ahora vamos a cambiar de base, que es como cambiar de idioma. Llamamos B’ a la
base nueva (por conveniencia de notacién) y obsevamos que B’ = (e1,e; + e3,e1 + €3 +
e3, €1+ ey + e3+ e4). Que un vector arbitrario v tenga coordenadas (2, v/, 2/, )T respecto
de B’ significa exactamente que v = 2’e;+y'(e1+e3)+2'(e1+ea+e3)+t' (e1+ea+estey) =
(@' +y' +2 4+t ) e1+ (v +2'+1)ea+ (2 +1')es+t'ey. Que el mismo vector v tenga coordenadas
(x,y, 2, t)T respecto de B, significa exactamente que v = xe; + yes + zes + tey.

Como las coordenadas de un vector cualquiera respecto de una base cualquiera son
Unicas, igualamos, obteniendo

:L’le—f—y/—l-zl—f—t/

y:y/+zl+t/
z=2z2+1
t=1t

4Sabemos que esto también se puede hacer con M Gauss Jordan
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y sustituyendo en las ecuaciones (1) y simplificando, llegamos a
O=a'+2y + 2/ +1
0=2z2"—y9y — 2
que son unas ecuaciones implicitas de H respecto de B'.
SEGUNDO PARCIAL
Préacticas V 24/01/2025: Hoja 4
17.  (2) Tenemos F' = L(a,b,c). Escribimos las coordenadas de los vectores ante-
riores en las columnas de una matriz, para hallar la dimensiéon de F' y una base de F":
S 12 0
Mp = 3 9 4 tiene rango 3, si car K # 2, yaque det | 2 2 2| = —4 # 0, luego
16 4 4 6 4

dim F =rg Mp =3y (a,b,c) es una base de F.

Tenemos G = L(d,e). Escribimos las coordenadas de los vectores anteriores en las

columnas de una matriz, para hallar la dimensién de GG y una base de G: Mg = 1

tiene rango 2, si car K # 2, ya que det (_11 g
(d,e) es una base de G.

1
Ampliamos a, b, ¢ a una base de K*, afiadiendo, por ejemplo, e3 (ya que det ;%,
4
(—4)(—1)**3 £ 0), luego e3 + F es una base de K*/F y dimK*/F =4 -3 = 1.
1
Ampliamos d, e a una base de K*, aniadiendo, por ejemplo, e, €4 (ya que det q
0

1 2
0

_ O W

2

DN DN DN
Ao O

[eo RN ev il \V]

0

) = —2#0, luego dimG =rgM¢g =2y

o= OO

[l ]

0

2(—1)"1(—=1)312 £ 0), luego es + G, €4+ G es una base de K*/G y dimK*/G =4 -2 = 2.

Tenemos F' + G = L(a, b, c,d, e). Escribimos las coordenadas de los vectores anterio-

res en las columnas de una matriz, para hallar la dimensién de F'+G y una base de F'+ G-

a b ¢ d e a b—2a c
12 0 1 2 1 0 0
2 2 2 0 3 . 2 =2 2
Mpic = 3 9 4 -1 0 Haciendo dos TEC, llegamos a 3 4 4
4 6 4 2 1 4 -2 4

d—a

_— O W o
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y observamos que b — 2a = d — a, de donde se deduce que G = L(a,b,c,d,e) = L(a,b —
1 0 0 2

. P . 2 =2 2 3

2a,c,d—a,e) = L(a,b—2a, c, e) y tenemos, a la vista de la dltima matriz, det 3 440
4 -2 4 1

0, luego 4 = rg Mp, ¢ = dim(F + G) y (a,b — 2a,c,e) es una base de F' + G. También
lo es (a,b,c,e). Deducimos que K* = F + G y que dim(FNG) =3 -2 —4 = 1. De los
calculos anteriores se sigue que b —a = d € F'N G luego este vector constituye una base
de FFNG.

Tenemos dim(K*/(F + G)) =4 —4 =0, luego K*/(F + G) = {0} no tiene base. Por
otro lado, dim(K*/(FNG)) =4 —1 =3 y una base de K*/(FNG) es (ex + (FNG), ez +

1 000
(FNG),eq + (FNG)) ya que det _01 (1) (1) 8 =1#0.
2 001

Préacticas V 07/02/2025: Hoja 5
1.

a. dados a(x) = agtajx+- - -+a,x", b(z) = by+byx+- - -+b,2", tenemos (a+b)(x) =
ag+bo+ (a1 + b))z + -+ (an +b,)z", d(z) = a1x + 2a2x + - - - +na,z" L, b (z) =
b1z + 2byx - - +nb,x™t y (a+b) (x) = a; + by +2(ag + bo)x - - - +n(an + by)z" 1,
de donde, sumando, se concluye que (a +b)'(z) = o'(x) + V' (x).
b. dados A € Ky a(x) = ap+a1x+- - -+ a,z™, tenemos (Aa)(z) = Aag + Aa1x+- - -+
Aa,z™, (Aa) (z) = Ma1x+ 2 asx + - - - +nXa, 2" = May +2asx+ - - +na,z" ) =
Ad ().
También podemos argumentar que es sabido que los polinomios (en una variable) son
funciones (de una variable), que la derivada de la suma de funciones es la suma de las
derivadas y que la derivada de un escalar por una funcion es el escalar por la derivada de
dicha funcién.

EJERCICIO: Sea (V,(,)) un espacio vectorial euclideano. Demuestra que
vectores no nulos y ortogonales dos a dos son linealmente independientes.
Dados vy, vy, ..., v, € V\{0} ortogonales dos a dos y A1, Ao, ..., A, € Ry supongamos 0 =
AU +Agva+- - -+, v,,. Entonces, para cada j = 1,2, ..., n, mutiplicando por v; obtenemos
0 =(0,v;) = (Mv1+ Xavg+ - -+ X\, v5) == A1 (v1,0;) + A2, ;) + - -+ Ny (vy, v5) y de
todos estos sumandos, solo uno puede ser no nulo: este es \;(v;,v;) = A\;||v;]|?. Deducimos
0 = \jllv;l1? v, al ser ||lv;]|* # 0 (ya que v; es no nulo), llegamos a que 0 = \;.

Préacticas V 14/02/2023: Hoja 5
20.
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a. Basta comprobar que los vectores f(v1), f(v2), f(v3) son li, para lo cual es suficiente

2 1 2
ver que 3 =rgP donde P=| 1 —1 —2| y como det P = —20, lo que sigue
-1 -2 4
es cierto solo cuando el cuerpo K tiene caracteristica distinta de 2 y 5.
2 1 2 1
b. La matriz A de f respecto de By B’ es, por definicién, A= 1 -1 -2 0
-1 -2 4 -1

Como P es la matriz de cambio de base de B” a B, entonces, la matriz de f respecto
de By B" es P71 A.
OTRA MANERA DE HALLAR la matriz de f respecto de By B”: es obvio

10 0 A

que la matriz pedida tiene este aspecto: C'= [0 1 0 pu | y que A, u, v satisfacen
0 01 v

la siguiente condicién (que se traducird en un SLNH 3EC 3INCOG que habra que

escribir y resolver)

f(va) = ur —uz = AM2uqy + up — ug) + po(ug — ug — 2ug) + v(2us — 2us + 4us)

24. ESTE EJERCICIO SOLO ES VALIDO CUANDO carK # 2. La aplicacién f
es lineal ya que

a. f(A+B) = (A+B)—(A+B)' = A+B-A"-BT = f(A )+f( ) VA, B € M,(K),

b. f(AA) = A — (AA)T = AA — MAT) = M(A— A7) = Af(A),VA € M, (K),V\ € K.
Tenemos
(2) ker f = {A € M,(K): A= A"} = M5™(K)
(3) imf={A-A": Aec M,(K)} C M (K)

el contenido anterior debido a que A— AT es antisimétrica, pues (A—AT)T = AT —(AT)T =
AT — A. Sabemos que

n(n+1) n(n —1)
5 —
y n? = ”(n;l) + "(n;l). De n? = dim Mn(K) = dimker f + dimim f = ”H + dim im f
deducimos que en (3) tenemos igualdad.” En particular, ker f N im f = M (K) N
M™(K) = {0} y ker f + im f = M5™(K) + M (K) = M,(K) y podemos escribir
M,(K) =ker f ®im f.

M,(K) = M*™(K)eM*"(K), condim M*™(K) = y dim M (K) =

OTRA FORMA DE DEMOSTRAR IGUALDAD EN (3): toma una matriz antisimétrica B cual-
quiera y encuentra A tal que B = A — AT,
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Practicas V 28/02/2025: Hoja 8

12. La matriz de r, respecto de B,, B. es R, y la matriz de s, respecto de B., B,
es S,. Para demostrar una igualdad de aplicaciones lineales basta comprobar la corres-
pondiente igualdad de matrices (donde la composicién de aplicaciones se convierte en el
producto de matrices). Asi pues, basta demostrar lo siguiente

a. RaRg = RgRa = Ra+5,

b. SaS5 = Ra_p,
C. Ra55 = Sa—i—ﬁa
d. SRz = Sa_p,

lo que se consigue, sin dificultad, usando las conocidas férmulas trigonométricas de co-
seno/seno de una suma/diferencia.
Ademsds, dos simetrias en R? conmutan si y solo si sus ejes son perpendiculares o

a
coincidentes. En efecto, los ejes de simetria respectivos son Fix(s,) = L ((g;sl é)) y
2

B
Fix(sg) = L (( o8 %)), y estas rectas son iguales o perpendiculares en los siguientes

sen D)

cuatro casos:

:§+2k;7r:§+4k;g, con k € Z,

=Z4+ 24 2%r =5+ (144k)Z, con k € Z,

:7r+§+2k7rzg+(2+4k)§, con k € 7,

=3+ 04 2kr =2 + (3+4k)Z, con k € Z.

Por el apartado segundo, s, 053 = 5505, 81y sélo si r,_g =13_4 51y sélo si existe n € Z
entero tal que a — 3 =  — a + 2n7 si y s6lo si 2a = 23 + 2n7 si y sélo si § = §+ng
Esto es equivalente a que suceda alguno de los cuatro casos anteriores, ya que dado n € Z
existe k € Z tal que se verifica que una de las sigientes condiciones:

)2 [0 N[ MR

n n =4k,

0 =1+ 4k,
0 =2+ 4k,
= n =3+ 4k.

Las rectas son perpendiculares (cuando n es impar) y son coincidentes (cuando n es par).
En la figura 1 vemos como se transforma un vector cualquiera, por ejemplo e;, mediante
las composiciones de rotaciones y simetrias estudiadas.

Préacticas V 07/03/2025: Hoja 8

11. (1) Como oy es la simetria respecto del plano y = 0, es obvio que (71(62 = —ey,
0
o1(e1) = e1, o1(e3) = es, luego la matriz S; de oy respecto de B, B, es —1 0
1



MARIA JESUS DE LA PUENTE MUNOZ (UCM) PRACTICAS ALGEBRA LINEAL 15

Como o es la simetria respecto del plano = = y, es obvio que oy(e1) = es, ga(e2) = €1,
010
o9(e3) = ez, luego la matriz Sy de o9 respecto de B,,B.es |1 0 0
0 01

Calculamos la matriz S3 de o3 respecto de B,, B, con la iqgualdad de Householder: S3 =

I —2A; donde A3 = uu” y u es un vector unitario perpendicular al plano Hs: por ejemplo
1/v3 1/3 1/3 1/3 1/3 —2/3 —2/3
u=|1/V3 ], quedando A3 = | 1/3 1/3 1/3 |y Ss=|-2/3 1/3 -2/3
1/v/3 1/3 1/3 1/3 -2/3 —=2/3 1/3

Observamos que det(S;) = —1 < 0y tr(S;) = 1 para j = 1,2, 3 (tal como dice la cla-

sificacién de isometrias de R?). Deducimos que det(S535551) = det(S3) det(Sy) det(S;) =

(—1)3 = -1 <0, luego f = 300500, es una isometria de R® que invierte la orientacién.
-2/3 —1/3 —2/3
Tenemos 535,51 = | 1/3  2/3  —2/3 | luego tr(S35,51) = 1/3. La clasificacién

-2/3 2/3 1/3
de isometrias de R? nos dice que f es una roto—simetria con traza 1/3 = 2cosa — 1, luego
cosa =2/3y, y sen’a =1—(3)? = 2. Usando la calculadora, obtenemos o ~ +0, 8144
radianes (el signo de « no esta determinado aun).
Sabemos que el inico vector fijo de f es el cero. Sabemos que f = 1, 4,051 = SpLOTy 4,
donde u es un vector unitario (que depende de f) y E = L(u). Se puede calcular u (ya

que es un vector que se invierte por f, i.e., f(u) = —u). Obtenemos V_;(f) = ker(f +id)

2
esta dado por las ecuaciones y = 0 , x = 2y de modo que podemos tomar v = | 0 \/Lg
1
Finalmente, usando el ejercicio H8P16, obtenemos sen o = L (gzo—(2 — cosa) be) = L2 (2~

0) = \/Tg Por tanto a ~ +0, 8144 radianes. También se puede hallar sen a a partir de la
traza de la matriz 535,51 B y se llega al mismo resultado.

De las composiciones de o1, 09, 03 en otros érdenes (hay 3! —1 =6 —1 = 5 en total,
aparte de f) podemos afirmar lo siguiente:

» todas tienen determinante —1 y traza 1/3 (ya que tr(AB) = tr(BA))
» todas son roto-simetrias r, , 0 SgL = SgL 07y 4, con a =~ £0, 8144 radianes.
= ]lo que cambia en cada caso es el vector unitario w.

Ampliacién: Observamos que S; = SjT para j = 1,2, 3. ;Qué significado tiene esto?
(buscar algtin ejercicio en la hoja 8 que nos ilumine). En cambio 53555 # (5359951)7.

Hoja 7

3.  Resuelvo algunos apartados. Los restantes son similares.
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c. Si A es autovalor de f, entonces existe 0 # v € V tal que f(v) = Av. Si k € N
entonces f*(v) = fEL(f(v)) = fFFHf(v)) = fF (W) = Af*1(v). Repitiendo
esto k veces, llegamos a f*(v) = M.

d. Si A\? es autovalor de f?, entonces existe 0 # v € V tal que f2(v) = A\*v. Surgen 3
casos:

a) Si f(v) + Av # 0, calculamos f(f(v) + M) = f2(v) + Af(v) = Mo+ Af(v) =

A(Av + f(v)), lo que prueba que A es autovalor de f.

b) Si f(v) — Av # 0, calculamos f(f(v) — Av) = f2(v) — Af(v) = N0 — A f(v) =

—A(f(v) = Av), lo que prueba que —\ es autovalor de f.

c) Si f(v)+Av =0y f(v) — Av =0, restando obtenemos 2\v = 0y, al ser v # 0,
deducimos A = 0y de ahi f(v) = Ov = 0, lo que prueba que A\ = 0 es autovalor

de f.

e. Si f2=fy0#wveV tal que f(v) = \v, entonces f2(v) = A\?v (por el apartado
¢) y deducimos A\*v = Av, de donde 0 = (A2 — X\)v = A(A—1)v =0 y, al ser v # 0,
deducimos A=06 A —1=0.

Si f2=1idy 0 # v € V tal que f(v) = Mv, entonces v = f%(v) = Av (por el
apartado ¢) y deducimos 0 = (1—A?)v = (1—-\)(1+\)v, y, al ser v # 0, deducimos
A+1=06A—1=0.

Si existe k € N tal que f* =0y 0 # v € V tal que f(v) = Av, entonces
0 = 0(v) = f*(v) = M (por el apartado c) y, al ser v # 0, deducimos \* =
luego A = 0.

f. 510 # v eV tal que f(v) = vy a € K, entonces (f —aid)(v) = f(v) —av =
A — av = (A — a)v. Por tanto, sp(f — aid) {A=a:Xesp(f)}

g. Si v € V es autovector de f, entonces existe A € K tal que f(v) = Av. Por el
apartado ¢ tenemos f*(v) = Mv, para todo k € N. Si

p(f) = anf" + anr [N+t anf + aid
para ciertos a,, G,_1,...,a1, a9 € K, entonces
p(f) (W) = (anf "Fan 1 f" - dar fagid) (V) = apf (V) Fan_1 (V) + - Far f(v)Fagid(v) =
= ap\"V + ap N o4 - ar v+ agu = p(A\)v,
con p(A\) € K. Ejemplo: p(f) = 7% — 3f2 + 25, p(f)(v) = (TA°> — 3\2 + 25)wv.

Préacticas V 04/04/2025: Hoja 10

9. HALLAR TAMBIEN d(r,s) Y DECIDIR SI » Y s SON PERPENDI-
CULARES. 7 es recta afin ya que es el conjunto de soluciones de un SLNH 4EC 5INCOG
1 1

con matriz de coeficientes ampliada (A|B) = L

y 1g(AlB) = 1g A = 4 =

—_
ol = O

5 — 1. Analogamente vemos que s es plano afin.



MARIA JESUS DE LA PUENTE MUNOZ (UCM) PRACTICAS ALGEBRA LINEAL 17

a. Ty s se cruzan y son perpendiculares, pues rNs = () (ya que 1 = z; = 0 es
absurdo en el cuerpo R), dirr = L(e;), dirs = L(es, e4), dirr € dirs, dirr 2 dir s
y dirr C (dirs)* = L(ey, e, €5).

b. P, =(1,0,1,0,0)7, P, = (0,1,0,0,5)7 son puntos en r, s resp. luego

—
r+s= P, +dirr+dirs+ L(P.P) = P. + dir(r + s).

Tenemos que dir(r + s) = L(es, 4, €5, —€1 + €2), luego r + s tiene dimensién 4

(i.e., 7 + s es un hiperplano afin). Unas ecuaciones paramétricas de r + s son

’ZE1 =1-4

To = 1)

r3=1+a vy, eliminando los pardmetros, (con condicién de rango o con M.

Ty = B

\ L5 = 7
Gauss—Jordan), llegamos a que una ecuacién implicita de r+ s es 1 + x5 — 1 = 0.
[OBS: no se cumple una férmula de Grassmann semejante a la férmula vectorial,
ya que § y r no se intersecan.|

c. PRIMERA FORMA: para a € R, sean P, € r un punto que recorre 7 y t, =
A(P,, R) un recta cualquiera del haz de rectas que pasan por R. Buscamos « tal

(21= 2+ A\

To= —1-—2MX
que A(P,,R)Ns # (.  Con detalle: P, = (1,0,1,0,a)T, ty : S 23 = —\ y

za= 0

(5 = —aA

t, corta a s cuando a = 5/2 y A = —2 dando el punto (0, 1,2,0,5)T € s. La recta
pedida es t5/5.

Las siguientes formas de razonar se basan en la OBS: R € r + s (ya
que R satisface la ecuacién z; + x5 — 1 = 0), de donde esperamos que las
intersecciones planteadas sean no vacias.

SEGUNDA FORMA: calculamos un punto Z € ({ R} +s)Nr, y comprobamos
que A(R, Z) N s # 0. La recta pedida es A(R, Z) (que debe coincidir con t5,s).

6Si A, B son puntos distintos, A(A, B) denota la recta que pasa por A y B. Si A = B, tenemos
A(A, A) = {A}.
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(x1= 2—2p
To= —1+2p
Con detalle: el subespacio suma { R}+s = R+dir s—i—L(ﬁs) Qw3 = A
Ty = W
(Z5 = 5p
(2, = 2—«
Ty = —14«
v tiene dimension 3, Z = (1,0,1,0,5/2)7, A(R, Z) = R+ L(RZ) : { 13 = «
zs= 0
(25 = Day/2

v A(R, Z) N s es el punto (0,1,2,0,5)T.
TERCERA FORMA: calculamos H € ({R}+7r)Ns, y comprobamos A({R}, H)N
r # . La recta pedida es A(R, H) (que debe coincidir con ¢5/5). Los detalles son

parecidos.
CUARTA FORMA: la recta buscada es ({ R} +r)N({R}+s). Tenemos { R}+7 :
(2, = 2+« (—2p =«
To= —1—« 2p = —«
r3= —« y la intersecciéon cumple ¢ A = —« de donde 8 = _75oz, luego
zs= 0 =70
(T5 = [ (Op = [
(2,= 2+«
To= —-1l—«
{R}+r)N({R}+s): 3= —« debe ser la recta t5).
= 0
\ L5 = _7504
(21 =0
To =1
d. d(r,s) = ||pW¢(]ﬁ)|| = /2. En efecto: L = s +dirr : 23 = p y su
Ty=v
(5 =D+ A

0

: ., 55 L
direccién es W = L(es,eq,e5), v tenemos pp(Ps) = P, + pw(P.Ps) = | 0| +
0
>
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1
-1
— = s
, luego pyo(P.FPs) = PPy — pw(P,.Ps) =

I
CoOo R~ O

0
0
0

19

y tiene norma
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Ficura 1. Composicién de dos isometrias en el plano real.




