ALGEBRA LINEAL
Hoja 9

Advertencia: colocaremos las coordenadas de vectores y puntos de K™ en columnas.

Ejercicio 1. Diagonalizar las siguientes matrices simétricas por semejanza, usando una matriz
de paso ortogonal. Diagonalizar por congruencia, usando las mismas transformaciones elementa-

0010 1
0100
111 -1 1
les de filas y de column LOo00
es dae as 'y de colu as. 1 1 1 1 -1 —4 2.0 2 1 1
1 1 -1 —1 -4 5 -4 0
d>1_1 1_1’6) 2—4—107f)1%;
1 -1 -1 1 00 09

[Indicacién: la dtima matriz de Bose-Mesner; ver hoja 2.]

Ejercicio 2. Demuéstrese que dos endomorfismos simétricos de un espacio vectorial eucli-
diano admiten una base ortonormal que los diagonaliza simultdneamente si y solo si conmutan.
[Indicacién: los endomorfismos simétricos se han estudiado en la hoja 7.]

Ejercicio 3. Sea V' un espacio vectorial real bidimensional y f : V' x V — R una aplicacién
tal que f(z,y) = 2191 — 2212 + 32292

a) Probar que es una forma bilineal. Escribir f como suma de una forma bilineal simétrica, fg,
y otra antisimétrica, fr. Hallar las matrices respecto de la base candnica de f, fs v fr. (Qué
relacion hay entre ellas?

b) Escribir la expresion analitica de la forma cuadratica asociada.

Ejercicio 4. Sean f y g dos formas lineales de un espacio vectorial V.

a) Probar que la aplicacién ¢ : V x V — K definida por ¢(u,v) = f(u)g(v) es una forma
bilineal.

b) Si (uy,...,u,) es una base de V halla la matriz asociada a ¢ en funcién de las matrices
asociadas a f y g.

c¢) Dar condiciones sobre f y g para que ¢ sea una forma bilineal simétrica.

d) Estudiar los valores que puede tomar el rango de .

Ejercicio 5. De una forma bilineal ¢ : R[X]; x R[X]; — R se sabe que es simétrica y que
olr+l,z+1)=8px+2,x+2)=11,p(z,x) =3.

Calcular su matriz respecto de la base (1, ).

Ejercicio 6. Sea f : V xV — R una forma bilineal simétrica en el R—espacio vectorial V' y sea
zo € V un vector que no es autoconjugado (o sea, f(zg,zo) # 0). Demostrar que el subespacio
conjugado de x( es un subespacio suplementario de L(x), es decir, que L(xg) & L(zo)¢ = V.
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Ejercicio 7. Demostrar que una matriz simétrica S € M, (R) es la matriz de una forma bilineal
simétrica semidefinida positiva en R™ si y sélo si existe P € M, (R) tal que S = PTP.

Ejercicio 8. Sea f(r,y) = z1y1 — 2T2y2 + 23Y3 + T1Y2 + T1y3 + Tayr — 272Y3 + T3Y1 — 273y
a) Dar la forma cuadratica ¢; asociada a f y su matriz.

b) Encontrar una base B = {v;,v2, v3} de R? que verifique
f(’l)l','l}j) = O,VZ 7£ j, f(’Ui,UZ') = 1,2 = 1, 2 y f('l}g,Ug) = —1.

c) {Cudl es el subespacio conjugado de U = L[(1,0,1)7] respecto de f? jEs autoconjugado el
vector (1,0,1)%?

Ejercicio 9. Calciilese el rango y signatura de la forma cuadratica de R™ cuya expresion es

Z?q’ Lilj.

Ejercicio 10. Dadas las matrices A = (1 1) y B = <_11 _11>, pueden representar la

misma forma cuadrdtica en distintas bases?

Ejercicio 11. Sea ¢ : R* — R la forma cuadratica:
q(z1, 29, 25, 24)" = 27 — 22 + x5 — 21T + 3Ty + 277

Estudia segtn los valores de a cuando la forma cuadratica ¢ es no degenerada.

Ejercicio 12. Clasificar las siguientes formas cuadraticas sobre R? y escribirlas como sumas
y/o diferencias de cuadrados.

a) q(z,y,2)T = 2% — 2% — 22y + w2
b) q(z,y,2)" = 22% + y? + 52% — 22y — 2yz + 6z2.
) q(z,y,2)T = —a? — 2y — 2% + 2zy + 2y2.

Ejercicio 13. Dada la familia de formas cuadraticas f,(z,y, 2)T = 22 +3?+ (a+1)22 4+ 2ayz +
2xz, se pide:

a) Clasificar las formas cuadréticas segin los valores del parametro a.

b) Para a = 2, obtener el subespacio conjugado de U : x —y =0, y = 0.

Ejercicio 14. Demostrar que en una forma cuadratica definida positiva todos los coeficientes
de las incégnitas elevadas al cuadrado son positivos, pero que esta condicién no es suficiente
para que la forma sea definida positiva.

Ejercicio 15. Halla segtn los valores del parametro t el rango y la signatura de las formas
cuadraticas reales:

qlr,y,2)f =2 + 22y +2tyz — 2%, qry 2) =2+ 2tey+ 202 +9* +2yz +t 27



Ejercicio 16. Sea ¢ : R? x R? — R la forma bilineal dada por:

o((r1,22)7, (y1,92)7) = 22191 — 42192 + HT2y1 + AT2Ys

Se pide: a) Razonar si es simétrica o antisimétrica.

b) Calcular los valores de @ para que la forma bilineal sea degenerada. En esos casos, obtener
vectores isétropos. [Se dice que v es isétropo respecto de ¢ si p(v,v) = 0.]

Ejercicio 17. Probar que las siguientes expresiones definen productos escalares en R3.
a) (z,y) = 211y1 + 209Ys + 203Y3 + D1y + T1Y3 + Tay1 + Toys + Tay1 + T3Ya.
b) (z,y) = x1y1 + 2x2y2 + 323Y3 + 2x2y3 + 223Y0.

Ejercicio 18. Razonar si tiene solucién no nula en R la ecuacién x2 +y? + 22 + 2zy = 0. Idem
222 + 2% + 2% + 22y = 0.

Ejercicio 19. Consideramos la familia de formas cuadraticas sobre R3:
Go(z,y,2)" = 2* + 4% + 22% 4+ 22y + 2az2,

donde a es un nimero real. Se pide:
a) La matriz simétrica asociada a q,.

b) Los valores v y p para que el conjunto {(1,0,0)7,(1,7,0), (—4a,a, )’} sea una base de
vectores conjugados dos a dos respecto de q,, cuando a es no nulo.

c¢) Una matriz P regular tal que la matriz PT AP sea diagonal.

d) Clasificar g, segin los valores de a.



