ALGEBRA LINEAL
Hoja 10

Advertencia: colocaremos las coordenadas de vectores y puntos de K" en columnas.

Ejercicio 1. En el plano afin K2 se tiene la curva I' de ecuacién y = 223 — 322 4+ x — 2. Probar
que las rectas que cortan a I' en tres puntos tales que uno de ellos es el punto medio de los
otros dos, pasan todas ellas por un mismo punto, hallando las coordenadas de dicho punto.

Ejercicio 2. Obtener el simétrico del punto P = (1,3,—1)T con respecto a la recta s :
=2\
y=2-—A
z=1+2\

Ejercicio 3.

1. Calcular una base del espacio de direccién, la dimensién y unas ecuaciones implicitas
respecto del sistema de referencia R del subespacio afin s de K® cuyas ecuaciones pa-
T :1+)\1+)\2+3)\3
[E2:6+2/\2+2)\3

ramétricas respecto de R son s: ¢ o3 = —A — Ay — 33
Ty = 1+ )\1 + 2)\3
Ty = )\2 + )\3

r—y+z—t=1
2. En K%, se considera el subespacio afin H : { o +y +2z+t=2 vy se piden la dimensién
x— 3y — 3t =0.
y la direccién de H, unas ecuaciones paramétricas de H y una familia de puntos afinmente
independientes que genere H.

Ejercicio 4. Obtener ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta de K® que pasa por el
punto P = (0,1,0)7 y es paralela a los planos m : z +y+2z =4y m:o—y—2=1.

Ejercicio 5. En R?, obtener ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta perpendicular
comun a las rectas r y s y la distancia entre ambas rectas, donde

rT—y=2z—2 r=0
T _Z_ . s y=2A
y= z2=—\

Ejercicio 6. En R3, hallar unas ecuaciones implicita de la recta [ que pasa por el punto
P =(3,2,1)T, es ortogonal a la recta r y corta a la recta s, siendo

r—3y+3=0 r—=3y—z+1=0
T , S
y+2z2—-3=0 rT—2y+22=3
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Calcular la distancia entre las rectas [ y r.

Ejercicio 7. En R’ se consideran los subespacios afines r : 1 = 1,25 = 0,253 = 1,24 = 0 y
s:x1=0,29 =1,25 = 5.

a) Hallar la posicion relativa de 7 y s.
b) Hallar unas ecuaciones implicitas del subespacio afin r + s.

c¢) Determinar la recta que pasa por el punto R = (2,—1,0,0,0)7 y corta a r y a s.

Ejercicio 8. Trabajando sobre R, hallar qué condicién tienen que cumplir los puntos P, =
(z5,y:)T, i = 1,2, para encontrarse en lados distintos de la recta de ecuacién r : az + by +c = 0.

Ejercicio 9. Sean A;, A, ..., A, puntos en un espacio afin A de dimensién n. Probar que

dim A(Ay, Ay, ..., A,) = d, donde

1 1 - 1
d+1=rg app G2 - Air
Upl Opo * + Qpy
y (ai1j,asj,. .., a,;)" son las coordenadas de A; respecto de cierto sistema de referencia carte-
siano de A dado. En particular, los puntos Ay, As, ..., A, son afinmente independientes si y

solo si el rango de la matriz anterior es r.

Ejercicio 10. El nimero m en la ecuacion de una recta de la forma y = mx + h se llama
pendiente. Demuéstrese que m = tan#, siendo 8 el angulo que la recta forma con el eje de
abscisas. jQué rectas no admiten ser expresadas de esta forma? ; Qué rango de valores tiene el
angulo 07

Ejercicio 11. Demuéstrese que dos rectas con pendientes m; y ms son perpendiculares si y
sélo si 1 4+ mymg = 0.

Ejercicio 12. Encuéntrese una recta que pase por el punto (2,—3)7 y que forme un angulo
de 60° con el eje de abscisas.

Ejercicio 13. Sin calcular el punto de interseccion de las rectas 2er+y+1=0yz—y+2 =0,
demuéstrese que la recta de ecuacion x + 5y — 4 = 0 pasa por el mismo.

Ejercicio 14. Demuestra que las posibles posiciones relativas de dos rectas afines [ y I de
un espacio afin de dimensién 3 son las siguientes:

1. ll == lg;

2. Iy y Iy son paralelas y disjuntas;



3. Iy y ly se cortan en un punto (son incidentes);

4. Iy y Iy no son paralelas y son disjuntas ( se cruzan).

Demuestra que [; + [ es una recta afin si y sélo si ocurre a). Demuestra que [ + [ es un
plano afin si y sélo si ocurre b) o ¢). Demuestra que l; + I3 es todo el espacio afin si y sélo si
ocurre d). A las rectas contenidas en un plano (casos a), b) y ¢)) se las llama coplanarias.
[Obs: dos rectas son coplanarias si y s6lo si son incidentes o paralelas.]

Ejercicio 15. En un espacio afin A de dimensién > 3 se consideran dos rectas [ y I, dos
puntos distintos P y ) de [, y dos puntos distintos P’ y )’ de . Demostrar que [ y I’ se cruzan
si y sélo si los puntos P,Q, P’ y Q' son afinmente independientes.

Ejercicio 16. Sean Ay, Ay, A3 tres puntos afinmente independientes en un plano. Demostrar

que las rectas que unen cada A; con el punto medio de AyAy, k, h # ¢ se cortan en un punto,
el baricentro de A, Ay, Az (es decir, que las tres medianas de un tridngulo se cortan en el
baricentro de tridngulo).

Ejercicio 17. Determinar la matriz, respecto del sistema de referencia candnico, de la aplica-
cién afin f de K? que cumple que

f((l’ 1)T) = (_170)T7 f((072)T) = (17 1)T7 f<<_17 2)T) = (07 _1)T

Ejercicio 18. Determinar la matriz, respecto del sistema de referencia canénico, de la aplica-
cién afin f de K® que cumple que

f((0,0,0)") = (1,1,-1)"),
F(1,1,007) = (=2,-2,-1)"),
F((1,0,1)") = (0,1,0)"),
£((0,0,1)7) = (2,2, -1)").

Ejercicio 19. Composicién de homotecias. Se consideran homotecias ho,,, : K* — K"
de centro O; y razén r; € K\ {0,1}, j = 1,2. Demostrar que ho,,, © ho,,, €s igual a a)
ho, riry = ROy © hoy vy 81 O1 = Og, cuando 17y # 1.

b) t,, cuando r;7m9 = 1. Calcula el vector v. [Indicacién: sale v = OO0 (1 — 71)]

¢) hogrr cuando riry # 1y Op # Oy, Demostrar que O3 estd alineado con Oy y Os.

Ejercicio 20. Demostrar que si una aplicacion afin f : K — K no tiene puntos fijos, entonces
2 tampoco los tiene. Mds en general, demostrar que si existe un k& € N tal que f* tiene algin
f P g q q g
punto fijo, entonces f también tiene algtin punto fijo.

Ejercicio 21. En R3 se consideran las rectas v : o7 = 1,3 = 0, s : 21 = 0,29 = 1y
t: 29 = 0,23 = 1. Hallar la matriz A correspondiente a una aplicacién afin f : R* — R3 tal que

fr)=s, f(s)=ty [(t) =



Ejercicio 22. Hallar la matriz del movimiento compuesto por la simetria respecto de la recta
r =y =z y una traslacién de vector (1,1,1)7. ; Tiene puntos fijos?

Ejercicio 23. Sea f : A — A’ una aplicacién afin y sean L, L1,Ly C Ay L' C A’ subespacios
afines. Demostrar

1. f(L) es subespacio afin,

2. f7Y(L') es subespacio afin o el vacfo,

3. f conserva las combinaciones afines y, si K = R, f también conserva las combinaciones
convexas,

4. si Ly, Ly son paralelas, entonces f(L;), f(Ly) son paralelas.

Ejercicio 24. Se consideran en el plano R? los puntos y rectas siguientes
0=(0,0" P=(-1,-D" Q=061 L:24+y=0, l:x=0.
a) Calcular la matriz respecto del sistema de referencia canénico del movimiento f de R? que
cumple que f(P) = O, f (I;) es una recta paralela a l; y @ € f (l3). {Qué movimiento es f7
b) Idem con Q = (3, —1)7.

Ejercicio 25. Se consideran en R? lasrectas syt dadaspors:x =y+1=0yt: 2z =y—1=0.
;Cuéntos movimientos f de R® cumplen que f(s) =ty f(t) = s? Probar que todos ellos son
isometrias (en particular, dejan fijo el origen de coordenadas). Clasificar dichos movimientos.

Ejercicio 26. Calcular la matriz del movimiento helicoidal que consiste en una rotacién de
60° alrededor de la recta generada por el vector u = (0,0, —1)7 seguida de una traslacién de
vector w = (0,0,1)T.



