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Introduccion. iii

Introduccion.
Uno de los principales objetivos de esta memoria es el estudio de la controlabilidad aproximada
para la ecuacion semilineal

aaty(t,x) — Ay(t,z) + f(y(t,x)) = Bu(t,x), (t,z) € (0,T) x Q,
con ) abierto regular y acotado de IR", f : IR — IR, u control exterior ejercido sobre el sistema
y Bu la manera en que tal control actua sobre el estado (junto con ciertas condiciones iniciales
y de frontera sobre las que a veces tambien actua el control). Este tipo de problemas es de gran
importancia en diversos contextos. Asi, por ejemplo, aparece en el estudio de las ecuaciones
que modelizan el clima de la tierra (vease Diaz [6]), el flujo de un fluido, etc...

El capitulo 1 contiene algunos resultados previos que de hecho solo pretenden ilustrar
técnicas cercanas al resto de esta memoria.

En el capitulo 2, se trata el caso lineal (f = 0), y se d& respuesta afirmativa a la controla-
bilidad aproximada en los casos de control sobre la condiciéon de Neumann y de control local
sobre el abierto, siguiendo resultados pioneros de Lions [28] y [29]. También se analizan los
casos de control sobre la frontera o sobre todo el abierto, bajo una restriccién en el signo del
control a ejercer, siguiendo a Diaz [8] y Diaz-Henry-Ramos [13], respectivamente. Por ultimo,
se especifican en algunos casos especiales, ciertos espacios funcionales para los que hay contro-
labilidad exacta. Tambien se dén (siguiendo a Lions [29] y Fursikov-Imanuvilov [20]) algunos
métodos constructivos sobre los controles a tomar para la ecuacién del calor y el problema de
Stokes.

En el capitulo 3, se trata el caso sublineal (| f(s) [< a+b| s |? con p < 1). Se muestra
la controlabilidad aproximada para controles actuando sobre una parte del abierto, ofreciendo
una pequena variaciéon de resultados recientes debidos a Fabre-Puel-Zuazua [15].

En el capitulo 4, se trata el caso superlineal. Se muestra que la respuesta puede ser negativa
siguiendo a Henry [22] y Diaz [8]. Un resultado afirmativo es presentado para el caso de control
sobre todo el dominio, incluso cuando se incluyen restricciones sobre el signo de control (Esta
ultima conclusion es uno de los objetivos del articulo Diaz-Henry-Ramos [13]).

Finalmente, en el capitulo 5, se abren nuevos caminos relacionados con la controlabili-
dad, cuando la respuesta a la controlabilidad aproximada es en general negativa, siguiendo a
Fursikov-Imanuvilov [20]. En particular, se demuestra la no controlabilidad aproximada de la
ecuaciéon de Burgers y se estudian nuevas cuestiones, como la obtencién de puntos de alcanza-
bilidad aproximadamente estables, etc...

El autor agradece al profesor J.I. Diaz su ayuda y paciencia en la direccion de este trabajo,
asi como al “reducido” grupo de companeros de despacho (Gema, Lourdes, Lucero, Carlos,
Luis, Paco y Sorin) por sus ayudas y comentarios.



Capitulo 1
ALGUNOS RESULTADOS PREVIOS.

1.1 Notacion.

Vamos a considerar V' C H, espacios de Hilbert con normas || . || y | . | respectivamente; V' el
dualde V, conloque V.C H C V' (H' ~ H); t serd la variable “tiempo” cont € (0,T), T < 0.

Sobre V' supondremos una familia de formas bilineales: ¢, ¢ — a(t;p,9) Vt € (0,7),
cumpliendo:

(1.1) t — a(t; ¢, 1) es una funcién medible sobre (0,7") VY, € V
(1.2) la(t; o) [Scllellll ¢l VEe(0,T), Vo, ¢ eV
(1.3) ANER [/ alt;o,0) + A |0 P>all¢l?, a>0Vp eV, Vte (0,T).

Dado que Vt €]0,T[, y Vo € V ¢ — a(t; p, 1) es una forma lineal y continua, JA(t)p €
V! [ alt; o) = (Alt)e, ¥)vrxy

De este modo si definimos L?(0,T;V) del siguiente modo:
(1.4) feL*0,T;V) & f(t)eVVte(0,T)y /OT | f(@) |} dt < oo,
entonces se puede definir analogamente L?(0,T; V') con lo que tenemos:
(1.5) A() € L(L*(0,T;V); L*(0,T; V"))
donde estamos considerando que A(.)f € L*(0,T;V’) si f € L*(0,T;V) y (A()f)(t) =
A(t)f(t) e V.

Demostremos (1.5):

1 A@)Sf@) [lv=" sup  (A(&)f(t),0) = sup a(t; f(t),p) <

(peVillell#L) (peVillel£1)
sup  c|[ f@) vl e llv=cll f(t) llv
(peVillell<1)

y por tanto:

1

A —TAttht%< T2t22—
1 AQS lorwn= | [ NA®F® I7odt) < ([ SN 1) =cll £ loa)

con lo que queda probado (1.5)
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Nos interesard tambien, dado f € L*(0,7;V) dar algiin tipo de significado a % f, para ello
recurrimos a la teoria de distribuciones:
Definimos el espacio de distribuciones sobre |0,T[ con valores en V como:

D(J0,T[; V) = L(D(J0, T[;V))

es decir, si h € D'(J0,T[; V), entonces ¥V ¢ € D(]0,T[), h(v) € V y ¢ — h(p) es lineal y
continua de D(]0,T]) en V.
Ahora, si h € D'(]0,T[; V) podemos definir 2h, del siguiente modo:

oh Op

v = o) = —h(5) Ve eD(0,T])

que también define un campo lineal de D(]0,T[) — V, por lo que de nuevo %h e D'(]0, T[; V).
La toplogia de D'(]0,T[; V') esta caracterizada por:

fo— [ enD(J0,T[V) si fuly) = f(p) V ¢ € D(]0,T)

(con lo que consecuentemente 2 f, — 2 f en D'(]0,T[; V) de modo obvio).
De este modo, si f € L*(0,T;V), podemos definir, Vo € D(]0, T[), f(¢) del siguiente modo:

T
flp) = / f(t)p(t)dt (integral generalizada con valores en V)
0

con lo que ¢ — f(¢) es una funcién lineal y continua de D(]0,7[) — V, y en consecuencia
podemos construir un campo lineal:

que al ser una inyeccién continua, permite identificar f con f y considerar L*(0,T;V) C
D'(]0,T[; V). Como consecuencia de esto, podemos introducir el espacio de Hilbert:(!)

W20, T;V)={f / f € L*(0,T;V), %f c L*(0,T;V")}

dotado con la norma:

T T of >
I wsswae= ([ 151 a1 5 1 i)

Un resultado conocido sobre este espacio (Ver Th. 3.1 en el capitulo 1 de [30]), es el siguiente:

Teorema 1.1 Todas las funciones f € WH2(0,T; V), son salvo modificaciones sobre conjuntos
de medida cero, continuas de [0,T] — H, es decir:

Wh20,T;V) c C°([0,T); H). g

LA este conjunto tambien se le denomina H'(0,T; V).
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1.2 Teorema de existencia y unicidad de problemas de
evolucion de primer orden.

1.2.1 Planteamiento del problema.

El problema de evolucién considerado es encontrar y € W12(0,T; V) tal que:

(1.6) ?Z—k/l(t)y — f.fel}0,T;V"

(1.7) y(0) = wo € H

Es claro que gracias al Teorema 1.1, la expresion (1.7) tiene sentido.
Como respuesta a este problema se tiene

Teorema 1.2 En las condiciones (1.1), (1.2), (1.3), el problema (1.6) y (1.7) admite una
tinica solucion en WH2(0,T; V). Ademas la solucién depende continuamente de los datos: es
decir, la aplicacidn bilineal (f,yo) — y es continua de L*(0,T;V') x H — W0, T;V).

Observacion 1.3 SiT < oo, se puede suponer A = 0 en (1.3), pues si escribimos y = exp(kt)z,
entonces (1.6) y (1.7) son equivalentes a:

(A(t)+k:])z+gj = exp(—kt)f
2(0) = wo

con lo que eligiendo k = A y reemplazando en el problema A(t) por A(t)+ kI tenemos probada

la observacién.
| ]

Probemos por tanto el Teorema 1.2, asumiendo que A = 0.

1.2.2 Demostracion de la unicidad.

Sea y solucién de (1.6) y (1.7) con f =0, yo = 0. Veamos que y = 0. En efecto:
Hagamos en (1.6) el producto escalar con y(t). Se obtiene

afts (1) w(0) + (P50 (1)) =0

e integrando:

y(t) _(/T10

LB yenar= [ L0 1y b= 5 1y(T) P (oues y(0) = 0)

con lo que
T 1
| attyerye)de + 5 1) =0
Ademas debido a la Observacién 1.3

T 1
o [ Wye) 17 dt 4 1 y() P< 0

con lo que, efectivamente y = 0.
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1.2.3 Demostracién de la existencia (Metodo de Galerkin).

Para simplificar las cosas supongamos V separable, es decir, existe un conjunto numerable
y denso en V. Ademadas se puede encontrar una base hilbertiana ws,...,w,,..., en V. Asi,
cualquier eleccion finita wj,,...w;, forma un conjunto linealmente independiente y las com-
binaciones 3%, §; w;;, con §;; € IR, son densas en V.

Definimos la “solucion aprozimada” de (1.6), (1.7) como

() = ig o

donde los g;,, son elegidos tales que

(18) (5 (t):5) + altys) = (F(0). ), 1< 5 <m

(1.9) Ym(0) = Yom = Zfimwi donde Z&mwi — 9o en H, cuando m — oo.

i=1 =1

El sistema (1.8), (1.9) es un sistema lineal de m ecuaciones en g;  de la forma:

0
Wmagm + Am(t)gm = fm s gm(o) = {glm}

donde
W =l (wiswy) | An(t)
gn(t) ={9:,,()}  fi(?)

| a(t; wi, wj) |

{(f(1),w;)}

con {z;} € R™.

Ahora, como detWy # 0, la teorfa sobre sistemas de ecuaciones ordinarias asegura que el
problema (1.8), (1.9) admite una tdnica solucién. Por tanto y,, estd bien definido.

A continuacién probaremos que lim,, .o ¥, = ¥y, siendo y una solucién de (1.6),(1.7).
Multiplicando (1.8) por g;,. y sumando sobre j se obtiene:

(2 0. 0)) + (810 (8) 3 (8)) = (F(D). (1)

o lo que es lo mismo

10

57 | Um0 [* +altiym(®), ym(0) = (F(), ym (1)),

con lo que

il T) P 420 [y Pt < T, P42 [ (5, gm0t
242 [0 50 Il ) Iy

2 r 2 1 r 2
< lwo, P 4a [ (@) 2 de+ = [0 1) I de.

< |,

Finalmente como por (1.9) | vo,, |<| o |, entonces

[ vz (e + 7150 1 @).
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Por tanto {y,, (t) }memn estd acotada en L?(0,T; V), con lo que podemos extraer una subsucesion
Yy, tal que
(1.10) Yy, — z débilmente en L*(0,7T;V).

Sea ahora j fijo aunque arbitrario y sea p > j. Entonces (1.8) es valido con m = p. Multipli-
cando (1.8) por ¢(t), donde
(1.11) p € CH0,T], ¢(T) =0

e integrando sobre (0,7), tenemos que si ;(t) = ¢(t)w;, entonces

[ 00,200 + a0, 10Nt = [0, 250t + (o, 05(0))

Utilizando (1.10) podemos pasar al limite y resulta

(1.12) [ =G G0 + a2 i)l = [ (F.03)dt + (s 25(0)).

Pero esto es cierto para cualquier ¢ satisfaciendo (1.11), con lo que si tomamos ¢ € D(]0,T)
queda:

gt(z(t), w;i) + a(t; z(t),w;) = (f(t),w;) (la derivada es tomada en D'(0,T)).

Ahora como j es arbitraria y las combinaciones lineales finitas de w; son densas en V', se deduce

(1.13) gj +At)z=f

0
con lo que P f— A(t)z € L*0,T;V’), y por tanto z € WH%(0,T;V). De este modo

podemos integrar por partes en (1.12) y teniendo en cuenta (1.13) obtenemos

(2(0),w;)(0) = (yo,w;)e(0) Vj, Ve,

con lo que (2(0),w;) = (yo,w;) Vj, y por tanto z(0) = yo con lo que y = z es una solucién.
Ademas

Ypm — y débilmente en L*(0,T;V)

[ e e (P [0 )

y puesto que f— A(t)y tenemos

o’ =

dy 2 < 2 T 2 4
| % 12209 ¢ |1 yo I + ; | f@) [y dt

con lo que obtenemos la dependencia continua de la solucién respecto de los datos.
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1.2.4 Ejemplo.
Consideremos el siguiente caso:

Q = Qr=1(0,T)xQ, donde Q es un subconjunto abierto de IR",
(1.14) I' = frontera de (2,
Y = YXp=(0,T) xT, frontera lateral de @,

junto con
ai; € L=(Q)
(1.15) FJa>0/ Y a;(t,2)&& > alG+ ...+ &), VEER", Vaen Q.
ij=1
Ahora si ¢, 1 € H'(Q), consideremos la forma bilineal ( ¢V t € (0,7)):

Jp Oy
a(t; o, ) = /Qaz‘,j(t,fﬂ)a;j —8$'dx.
i O

Si tomamos como espacio V = HJ (), y aplicamos el Teorema 1.2, obtenemos la existencia de
un tnico y € WH2(0,T; V), satisfaciendo
dy "0 Jy 9
1.16) — + A(t)yy = Alt)y = — —(a;. (t,x)==); L*(0,T; V")),
(L16) Gy + AWy = Fen Qs (A== 3 o)zl 1€ 10T
(1.17) y(0,2) = yo(x) en
Recordemos que la condicién y € W2(0,T; V), implica que

0
ye L(0,T;V), 5l e LO0.T:V).
Pero si y € L*(0,T;V) y satisface (1.16), entonces %y € L*(0,T; V"), con lo que para obtener

el resultado basta con observar que el teorema nos ha dado que y € L*(0,T;V), o incluso

(1.18) Y, gg € L*(Q), y=0en X (V = Hy(Q)).

Resumiendo, bajo la hipétesis (1.15), si yo € L*(Q2), y f € L*(0,T; V"), entonces existe un tnico
y satisfaciendo (1.18), (1.16) y (1.17).

1.3 Control 6ptimo.

1.3.1 Algunos resultados previos sobre minimizacién de funcionales.

Sea U un espacio de Hilbert; 7(.,.) una forma bilineal, simétrica y continua sobre { ;L una
forma lineal y continua sobre U y U,; un conjunto cerrado y convexo de U.
Consideramos el funcional cuadratico

J(w) =x(v,v) —2L(v) (v EU)
que se supone coercitivo, en el sentido que
m(v,v) >c||v]|® Yvel, ¢>0.

Se tienen los siguientes resultados:
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Teorema 1.4 Bajo las condiciones anteriores existe un unico elemento u € Uyq tal que

J(u) = inf J(v). g

VEUGq

Demostracién : Ver capitulo 1 de [28].
|
Mas en general se tiene

Teorema 1.5 Sea E un espacio de Banach reflexivo: A C E cerrado, convero y mo vacio;
v : A — (—00,00] conveza y s.c.i (semicontinua inferiormente) y @ # oo.

Supongamos que
(1.19) lim ¢(x) = co.

l[[|—o0

Entonces ¢ alcanza su valor minimo en A. Es decir 3 xo € A tal que

p(ro) = inf p(z)(= minp(r)). g
Demostracién : Se define I = inf,cs ¢p(z) < oo (pues ¢ # o0). Entonces existe z, €
A tal que p(x,) \, I. Ademas por (1.19) z, estd acotado ( si A estd acotado no hace falta la
hipédtesis (1.19)), con lo que por ser E reflexivo, 3 x,, — x € E (convergencia débil).

Por otro lado ¢ es convexa y s.c.i. fuertemente, lo cual implica (obviamente) que ¢ es s.c.i.
para la topologia débil y por tanto ¢(x) < limp(x,, ) = I. Ademés x € A (ya que A es cerrado
para la topologia fuerte y convexo, lo que implica que A es cerrado para la topologia débil), y
por tanto p(z) = I.

Teorema 1.6 En las condiciones del teorema (1.4) el elemento minimo u € U,y se caracteriza
por
m(u,v —u) > L(v —u), Yo € Usg. [

Demostracién : Ver capitulo 1 de [28].
|

Teorema 1.7 Suponiendo que v — J(v) es estrictamente convera, diferenciable y satisface
(1.19) con ¢ = J ( esta hipdtesis no es necesaria si Uyq es acotado), entonces el elemento u,
que minimiza el funcional J estd caracterizado por:

(1.20) J(w)(v—u) >0V v ey [

Demostracién : Ver capitulo 1 de [28].
|

Teorema 1.8 En las condiciones anteriores (1.20) es equivalente a:
(1.21) JW)(v—u) >0V v €Uy

Demostracion :
1)(1.20) = (1.21). Sien (1.21) ponemos v = (1 — §)w + fu, donde w es cualquier elemento
de Uy, v 0 €]0,1], queda:

(1-6)J((1—0)w+0u)(w—u) >0,

de donde
J((1—0)w+0u)(w—u) >0.
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Finalmente si § — 1 obtenemos (1.21).
2)(1.21) = (1.20). Por convexidad V 0 €]0, 1[:

J(0) — J(u) > ;[J<<1 —Out ) — Jw) VYuu

y haciendo 6 — 0 se obtiene:
(1.22) J(v) = J(u) > J'(u)(v — u).
Ahora si intercambiamos v y u en (1.22), tenemos
(1.23) J(u) — J(v) > J'(v)(u—v).
Finalmente combinando (1.22) y (1.23) queda

(J'(v) = J(u)(v—u) >0 Vuv

con lo que J'(v)(v —u) > J'(u)(v — u), y se obtiene (1.20).
|

Observacién 1.9 FEs claro que en el caso U,q = U, la caracterizacion anterior queda:

J(u)(w)=0 Vw el.

1.3.2 Presentacion del problema de control 6ptimo y propiedades.

En esta seccién llamaremos “espacio de controles” al espacio de Hilbert &/. Supondremos dado
un operador:

B € LU;L*0,T;V")).
Fijados yo € H y f € L*(0,T; V"), [bajo las hipétesis (1.1), (1.2) y (1.3)], lamaremos y(v), o
“estado del sistema” a la solucion de

(1.24) a%(tv)JrA(t)y(v) — f+Bu
(1.25) y(v) =0 = %o
(1.26) y(v) € L*0,T;V).

Observese que la existencia y unicidad de y(v) vienen dadas por el Teorema 1.2. Notaremos
y(v)(t) = y(t;v).

Llamaremos “observacion” a z(v) = C(y(v)), donde C € L(W'2(0,T;V); H), con ‘H espa-
cio de Hilbert. La “funcién coste” se supone dada por

J(v) = Cy(v) = za 5 +(Nu, v)u,

donde 2,4 es un elemento dado de Hy N € L(U;U) es hermitica (es decir, su traspuesta coincide
con su conjugada) y cumple:
(1.27) (Nu,u)y > v ||ullfy, v>0

Dado U,y subconjunto cerrado y convexo de U (conjunto de controles admisibles), los problemas
de control éptimo pretenden buscar

(1.28) inf J(v).

VEUL
Notese que por (1.24), v — y(v) es un campo afin de Y — W12(0,T; V) y continuo debido al
Teorema 1.2.
Se tiene
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Teorema 1.10 Supongamos (1.1), (1.2), (1.3), (1.27) y que el estado del sistema es dado por
(1.24), (1.25) y (1.26). Entonces eziste un unico u € Uyq tal que

J(u) = inf J(v). g

VEUL

Demostracién: Escribimos J(u) de la siguiente manera
J(w) =[ Cy(u) —y(0)) + Cy(0) — 2q |3, +(Nu, u)u

Tomando:

m(u,v) = (Cly(w) —y(0), Cly(v) = y(0)))x + (Nu,v)
L(w) = (za = Cy(0),C(y(v) = y(0)))n,
como v — y(v) es un campo afin continuo se concluye que L(v) es una forma lineal y continua
sobre U y w(u,v) es una forma bilineal, continua y simétrica sobre U, con 7 (v,v) > v || v ||
Vv el yaque | Cly(v) —y(0)) ||3,> 0, y se cumple (1.27). Finalmente

J(v) = m(v,0) = 2L(v)+ || 22 = Cy(0) I3,
con lo que obtener (1.28) es lo mismo que hallar

inf (7(v,v) — 2L(v)),

vEULg

y se sabe (vease el teorema (1.4)) que en las condiciones de 7(.,.) y L(v) anteriores existe un
unico u € U,q4, que alcanza este infimo y por tanto es el tinico u € U, tal que

J(u) = inf J(v).

vEULg ]

Definicién 1.11 El elemento u € Uyq para el cual J(v) alcanza su minimo es llamado “control
optimo”.

Si en el problema a considerar N = 0, solo podemos afirmar que 7(u,v) > 0, y tenemos el
sigiente resultado:

Teorema 1.12 Supongamos (1.1), (1.2), (1.3) con N = 0. Sillyg estd acotado, entonces existe
un subconjunto no vacio X de Uyq tal que

J(u)= inf J(v) VYweX g

VEULg

Demostracién : (Ver [28]).
|

Definicién 1.13 Al conjunto X se le llama conjunto de controles dptimos.

1.3.3 Desigualdades caracterizando el control 6ptimo.

Utilizando lo visto en el Teorema 1.7, un control u € U,4 es éptimo si y solo si
J(w)(v—u)>0 Vv&Uy.
o lo que es lo mismo:

(Cy(u) = 24, Cy(v) = y(u)))w + (Nu,v —u)yy 20 Vv € Una.
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Si notamos:
A = isomorfismo candnico de H sobre H’
Ay, = isomorfismo canénico de U sobre U’
la féormula anterior se reduce a

(1.29)C*"A(Cy(u) = z4),y(v) — y(u)) wr2o,mv)y xwizorvy + (Nu,v — )y > 0V v € Uyg.
Interpretaremos esta caracterizacién para el caso
Cy(v) = Dy(T;v), D € L(H; H),
con lo que la funcién coste resulta
(1.30) J(v) =| Dy(T;v) — 2z |* +(Nv, u)yxu-
La condicién de control éptimo (1.29) es equivalente a
(1.31)  (Dy(T5u) — zq4, Dy(T;v) — Dy(T5u)) mxm + (Nu,v — wyxyy > 0V 0 € Upg.

A continuacién introducimos el estado adjunto p = p(v) dado como la solucién de:

(1.32) —gtp—l—A*(t)p:Oen (0,7),

con A* el operador adjunto de A,

p(T;v) = D*(Dy(T;v) — za)
p € L*0,T;V).

(Para ver que p(v) estd bien definido, basta aplicar el Teorema 1.2 cambiando t por T'—t ).
Si en las anteriores ecuaciones tomamos v = u y multiplicamos escalarmente ambos lados
de (1.32) por y(v) — y(u) e integramos sobre el intervalo (0,7), nos queda:

(Dy(T;u) — za; Dy(T;v) — Dy(Tsu)) Hxr = /OT(p(UL B(v —u))dt,

ya que

[ mut) =yt = [0, S0 — )it~ (D*(Dy(T; ) = 20,(T:0) ~ y(T5 ).

De este modo (1.31) es equivalente a:
(A;'B* p+ Nu,v — w)ysy > 0V 0 € Uyg,
con lo que tenemos probado el siguiente
Teorema 1.14 Bajo las condiciones (1.1), (1.2), (1.3),(1.27) y J(v) dado por (1.30), el control

optimo viene determinado por

{;M@+Awmw:=f+3u
y(O;u) = wo
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{—gtp—i—A*(t)p =0
p(Tsu) = D*(Dy(T;u) — zq)

(1.33) (A" B*p(u) + Nu,v — w)ysyy = 0V 0 € Upg, U € Uyg,
Junto con

y(u) € L*(0,T;V)
p € L*0,T;V). [

Observaciéon 1.15 En el caso U,q = U, (1.33) se reduce a
u=—N""A,'B*p,

con lo que el sistema queda:

0
prias A(t)y + BN"'A'B*p =

—gtp +A () =
y(0)
p(T)

I
9o © =

“(Dy(T) = za).



Capitulo 2

CONTROLABILIDAD
APROXIMADA DE PROBLEMAS
PARABOLICOS LINEALES.

2.1 Controlabilidad aproximada: Propiedades de signo.

Definicién 2.1 El sistema cuyo estado es definido por (1.24), (1.25) y (1.26), se dice que es
“H-controlable aproximadamente” (respectivamente “H-controlable exdctamente”), si al variar
el control v, la observacion Cy(v) genera un conjunto afin denso en el espacio de las obser-
vaciones H (respectivamente si al variar v en el espacio de controles, Cy(v) recorre todo H).
Es decir, dado zg € H 3 v, € H (resp. v € H) tal que Cy(v,) — Cy(0) — z4 en H (resp.
Cy(v) = z4).

Veamos mediante varios ejemplos importantes como el estudio de controlabilidad se puede
reducir al problema de la unicidad para le ecuacion retréograda en el tiempo.

Ejemplo 2.2 .
Supongamos (1.14), V = H*(Q), U = L*(2),H = L*(Q2), A(t) como en el ejemplo de la seccién
(1.2.4), y el estado y(v) dado por la solucién de:

{ S0). ) +altsy(),8) = (F0),V)sz + (00,6 )
Ve ') (f € 12(Q)

con la condicién inicial

y(0,2) = yo en Q, yo € L*().
Asi;siyg=0y f =0, y(v) es la solucion de:

d
Sulo) + Ay() = 0en Q
iy(v) = ven X, velU=L*X)
(91/A
y(0,z;v) = 0en Q.
Supongamos que la observacién es dada por

Cy(v) = y(T, z;v).

12
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Veamos a continuacion que el sistema es controlable aproximadamente.
Sea 1 € L*(2) tal que
(2.1) / y(T,z;v)p(z)de =0V vel
Q
y £ la solucion de:
0

_Qf + A*f =0 en Q

(2:2) 0 & =0 en %

8VA*
E(T,z) =&(x) en .

Se tiene que

0 = /Q( S+ AE)y(v)dadt = / e dxdt+/A*§y v)dadt

0

— /QUTO(—atSy(v)dtl d:c+/0 - {/F aVA*gy(U>dF+izl/Qazjal’j 8xiy(v)dx] dt
Z / a &Ez fdw] dt

S / (&(T, 2)y(T, ; v))dz + / f—y(v)dxdtJr / l / Ay(v)édz + /F My(v)fdl“] di

= —/ (T, z)y(T, z;v) dx+/§ y(v dxdt—i—/

= —/ (T, x)y(T,x;v) d:E—l—/ s dZ—I—/ 7Y v) + Ay(v))&dxdt
= —/w y(T, xz;v) —|—/§vd2,
2

con lo que por (2.1)
/gvdz::ovveu,
=

de donde £ = 0 en Y, es decir la condicion de contorno de & es cero, con lo que por unicidad de
soluciones de (2.2), £ =0 y por tanto ¢ = 0.

Ejemplo 2.3 Un caso de mas interes en las aplicaciones es el siguiente:

Sea 2 C IR ™ y sea w C §2 un abierto sobre el que se ejercera el “control”. Se supone
que v € Uyg C (L*((0,T) x w) (conjunto de controles admisibles). Si y, designa la funcién
caracteristica de w, el problema que vamos a abordar es

(2.3) gzi — Ay = wvyx,enQ

(2.4) y(0) = 0 enQ
y = 0 enX.
A la solucién de este problema la denotaremos por y(v). Como en el ejemplo anterior se trata
de probar que Cy(v) = y(T, .;v) es denso en L?*(£2).
Sea f € L*(Q) tal que

(2.6) (y(T, ;v), f) =0V v e L*(0,T) x w).
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Definimos ¢ como solucién de:

(2.7) —?;f —AYp = 0en (0,7) xQ

(2.8) Y(T) = fenQ
¥ = 0en X.

Si multiplicamos (2.7) por y(v) = y queda:
—(y(T) f)+/ w(@—A Ydzdt =0
Yy ’ 0 dt Y -
y aplicando (2.6) y (2.3)
/Q@Dvxwdxdt =0VveLl*(0,7T) xw),

de donde
(2.9) 1 = 0 sobre (0,7") X w.

La propiedad de continuacién tnica (se deduce del teorema de Holmagren, ver S.Mizohata [32]
o J.C. Saut y B. Scheurer [36]) asegura que

0
—a—f —Ap =0 en ()
p =0 en (0,7) xw = p=0en Q.
p = 0 en
p € L7(Q)
Esto junto con (2.8) y (2.9), implica que
Y =0en Q,

y por tanto f =0 c.q.d.

Observacién 2.4 .

Un aspecto interesante es obtener subconjuntos del espacio ambiente para los que hay contro-
labilidad exacta (aunque en el espacio de estados solo haya controlabilidad aproximada). Nos
centraremos en el siguiente ejemplo:

—u(t,z) — Au(t,z) =0 , x€Q, t € (0,00)
(2.10) Bult,z) = f(t,z) 2 € d, te(0,00)
u(0,z) = up(x) , €L,

donde uy € L*(2) (2 es abierto acotado y regular) y B = a2 + 1 (v es la normal exterior a
01?). Denotemos por

E(T, L uy) ={u(T, ) : 3 f € L*=((0,00) x 0) con u(t,x) solucién de (2.10)}

Se puede probar que si f € L*®((0,00) x 012), (2.10) tiene una soluciéon débil u(t,z) con
u(t,-) € L*(Q) Vit > 0, E(T, L=, ug) es denso en L*(Q) (ver [31]), 0 € E(T, L>, ug) (propiedad
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conocida como controlabilidad nula y probada por ejemplo en [38]), E(T, L*,uy) es de hecho
independiente de 1"y wuq (ver [38]), con lo que podemos denotarlo de forma abreviada por E.

Al cumplirse que 0 € E se obtiene que S C F, donde S denota el conjunto de las soluciones
débiles de

Aw(x) = 0, z€Q
Bw(z) = g(x), = € 09,

con g(-) € L*(00Q).

Esto se debe a que si f € L>((0,00) x 092) es tal que la solucién u(t,z) correspondiente
a (2.10) nos permite alcanzar el estado nulo, entonces v(t,z) = u(t,z) + w(x) es solucién de
(2.10) para el control f 4 g € L*((0,00) x 0f2), y en tiempo T alcanza el estado

v(T,z) =0+ w(zr) =w(x)

Por tanto ya tenemos un subconjunto S controlable exdctamente. Mas todavia, en [35] se
prueba que si v(z) € E, g(x) € L>®(092) y w(x) es solucién débil de

Aw(z) =v(x), x€Q

(2.11) Bw(z) = g(z), x € 09,

entonces w(x) € E.
De este modo tenemos otro subconjunto

S" = {w(x) solucién de (2.11)}(D 5)

exactamente controlable.

Como consecuencia de este resultado, el conjunto de polinomios p(xy, ..., x;) tambien esta
contenido en E. Para probar esto tdltimo basta actuar por inducién sobre el grado de los
polinomios, para ver que son casos particulares de soluciones de (2.11) y por tanto pertenecen
al conjunto S’.

El conjunto exactamente controlable S’ se puede ampliar todavia mas a conjuntos mayores,
explicitados de manera parecida a S y S’, como puede verse por ejemplo en [37].

Observacién 2.5 Otro tipo interesante de controlabilidad es lo que podriamos llamar “con-
trolabilidad restringida”, que trataria de alcanzar (de forma aproximada o exacta) conjuntos
de estados (que no tienen por qué constituir un espacio de Banach), mediante conjuntos de
controles adecuados.

Un caso particularmente interesante es cuando se pretenden alcanzar estados positivos me-
diante controles positivos. Veamos a continuacion un par de resultados de este tipo.

Proposicién 2.6 (Diaz,J.I.-Henry,J.-Ramos,A.M. [13])
Sea Q C IR™ un conjunto abierto acotado y regular; X un subconjunto denso en L% (Q) =
{ue L*(Q): u>0}. Para cada v € X denotamos por y(v) a la solucion de

aaty—Ay:v en @
y(t,z) =0 en %
y(-,0)=0 en Q.

Entonces para todo T > 0, el conjunto F' = {y(T,v): v € X} es denso en L2(Q).
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Demostracion:
Supongamos que existe yq € L2 () tal que y4 ¢ F. Debido a que la aplicacién

LXQ) — L)
w — y(T,w)

es continua, se tiene que y(7T', L2(Q)) C F, cerrado y convexo.
Por la 2¢ forma geométrica del teorema de Hahn-Banach (vease Brezis,H. [4]), existe g €
L*(Q) y a € R tal que

/Qy(T, v)gdr < a < /deg, Vove Li(Q).

Ahora bien, dado v € L2 (Q) se tiene que Av € L2 (Q) para todo A € IRy, y por la linealidad,
y(T, ) = \y(T,v). De este modo

2
(2.12) Lmnmggo<a<4w%vUeL4@.
Sea ahora ¢ € L*(Q) la solucién de
Oy av=0 g
5 =0 en
W(T) =g en €
V= en .

Multiplicando por y(v) se obtiene

(y(T,v), 9) =/szwso, Vo e L2(Q),

deduciendose que 1 < 0. Por tanto g < 0, lo que implica

/ydggoa
Q

lo cual estd en contradiccién con (2.12) y prueba que y4 € F'.
u

Otro resultado en esta direccion es el siguiente

Proposicién 2.7 (Diaz,J.I. [8]) Se considera el problema

W oay=f @
(2.13) 2, .

y(0,2) =yo en €,
conv € X =CP(X). Dado el conjunto
EXNT; X) = {y(T, :v): y es solucion de (2.13), v € X},

entonces, E*(T; X) es denso en {y(T,-:0)} + L3 ().
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Demostracion:
Basta probar que

F={y(T,-;v) —y(T,-0): y es solucién de (2.13), v € X}
es denso en L3 (Q). Ahora bien,
F={z2(T,v): veX, zsastisface zy —Az=0en Q, z=ven Xy z(0,;v) =0 en Q}.

Supongamos que existe g € L2(Q), g # 0, tal que g € F @ue es un conjunto cerrado y
convexo). Por el teorema de la proyeccion existe un tinico u € F' tal que

(9—u,p—u)<0VpeF.

Ahora, como F es un cono convexo y cerrado, podemos tomar p = e+u 'y p = 0, respectivamente,
y se tiene:

(2.14) (g—u,e)<0VeeF
y
(2.15) (9 — uu) =
Consideremos a continuacién, g € C([0,T]; L*(2)) la solucién del problema
0
—a—z —Aq = en )
q=20 en X

(T, x) = g(z) —uz) en

Si multiplicamos la ecuacion de ¢ por las z de F', obtenemos:

L=580 = [ (9(a) ~u())=(T), ¥ 2 €

con lo que utilizando (2.14) y (2.15) se tiene que

(2.16) /E( ZZ)U<O‘V’UEXy/ ) =0,
siendo v° € X si u = z(T,-;0°) € F, o en cualquier caso v° € L% (2) si u € F. Ahora, como X
es denso en L3 (), utilizando (2.16) se concluye que —g—vaO =0en X.

Por otro lado, podemos suponer que g > o en un entorno de 92, pues en caso contrario,
aplicando el principio fuerte del maximo (vease Protter,M.-Weinberger,H. [34] tendriamos ¢ < 0,
que con la condiciéon g = 0 en X implica % > 0, y por (2.16), v° = 0, concluyendose por los
resultados ya citados de continuacién unica (vease Mizohata,S. [32]) que u = 0, lo cual es
absurdo.

Por tanto, con g > 0, utilizando la desigualdad (2.14), se deduce que existe § > 0 tal que
v’ > 0en X = (T'—0,T)x99. De este modo, por (2.16), 5 aq = 0 en X7 y empleando de nuevo
los resultados de continuacién unica, se concluye que q¢ = u en [T — 0, T] x €1, que contradicce
la suposicion de g # u.

En las tres siguientes secciones, veremos demostraciones constructivas de la controlabilidad
aproximada.
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2.2 Una demostracion constructiva de la controlabilidad
aproximada de la ecuacién lineal del calor, con con-
trol local sobre el abierto.

La densidad probada en el Ejemplo 2.3, implica que para cualquier zy € L?*({), existe una
sucesion {vy} C H = L*((0,T) x w), tal que

y(T;vp) — 24 en L*(92).

Siguiendo a Lions,J.L. [29], veremos que es posible construir dicha sucesion.
Si y(v) es la solucion de (2.3),(2.4) y (2.5), se define el funcional

1 k
Jx(v) = 2 | v H%?(wx(o,T)) +§ | y(T;v) — 24 H%Q(Q) (k> 0).

Se considera a continuaciéon

inf Ji(v).

veL2((0,T) X w)

Al ser J convexo, continuo y coercitivo (en el sentido de que es no acotado sobre los conjuntos
no acotados) sobre un espacio reflexivo, el infimo anterior se alcanza (vease p.e. el Corolario
I11.20 de [4] ) sobre un unico elemento vy. Si llamamos y, = y(v), se tiene

ot Ay, = vxe en@
(2.17) ye(0) = 0 en (2
yp = 0 en .

Se introduce también p; como solucién de

—% —Ap, = 0 en ()
(2.18) ot
: p(T) = yp(T) — 24 en Q
P = 0 sobre .

Por ser vy, el minimo de J, se obtiene (derivando en Jj )

(2.19) /( | et + k() = 20, y(Ti0)) =09 v € I((0,T) x )
0,7)Xw

Ahora bien, utilizando (2.17) y (2.18) se obtiene

((T) = z0.y(T50)) = (pu(T),y(T;v)
= —(e(0).y(0.)) — |

0
© T)XQ(Pk(t); ayk(t)(t; v) — Ay (t;v))dxdt
- _/(O,T)XQ@’“’UX‘”)’

con lo que (2.19) queda:

/(0 - Q(vk + kpp)vxodrdt = 0V v € L*((0,T) x w),
T) %
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y por tanto
UkXw T kPrXw = 0 sobre (0,7) X w.

De este modo el sistema (2.17), (2.18) se transforma en:

Oy

ot Ay + kprxw = 0 sobre (0,7") x
Ok
— —Apy = b T) x Q
(2.20) ot Dk 0 sobre (0,7T) x
ye(0) = 0 en
pk(T) = yk(T) — Zq4 €n Q
Yo =pr = 0 sobre Y.

La existencia de la solucién {yx, pr} del sistema (2.20) puede mostrarse por técnicas standar
(Lions,J.L. [28]). Ademas se verifica (segin veremos mds tarde)

(2.21) yr(T) — z4 en L*(Q) cuando k — oo,

y por tanto resuelve nuestro problema con vy = —kppx..
Demostremos por tanto (2.21): Sea € > 0 arbitrario. Por la densidad ya probada, sabemos
que existe wy € L*(w x (0,7)), tal que

£
| y(T5wo) — 24 ||I< 3

y como Jy(vg) < Jip(wp), se tiene en particular que
kAl yn(T) = za "<l wo [Z2x oy + I 9(T3w0) = za |17,

de donde se obtiene

2 2
wWo €
| HL2(WX(O’T)) + — < &2 para k suficientemente grande,

| y(T) = za 1< . 1

quedando probado (2.21).

2.3 Caso de la ecuacion lineal con potencial.

En lo sucesivo notaremos | € |, a la norma de 6§ en LP(2) (si 6§ € LP(Q))), p’ el exponente
conjugado de p (es decir ;1) + z% =1)y (f,9) = Jo f(t,x)g(t, x)dxdt (si esto tiene sentido).

El problema que se pretende resolver es el siguiente: Dados a € L*°(Q), (vo,v4) € (LP(Q2))?
y a > 0, se busca h € LP(Q)) tal que la solucién de

Y Aytaltz)y = hx. enQ
y = 0 en X
0 en €2

<

—
=

N~—
I

cumpla y(T') € B(yq, ) = {bola cerrada en LP(f2), centrada en y,; y de radio a}.
Siguiendo a Fabré,C.-Puel,J.P.-Zuazua,E. [15] (tal y como haremos en toda esta seecién),
introducimos el funcional

1 2
I =5 ([ lett.o) | doat) +a |1y = [ yucde,
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donde ¢ = (0,T) x w, ¢° € L”(Q) y ¢ es la solucién del problema

—— —Ap+ap = 0 enQ

p = 0 enX
o(T) = ¢° en Q.

(2.22)

Necesitaremos algunos resultados técnicos, que se exponen a continuacion.

Proposicién 2.8 Sea a = a(t,z) € L>®(Q). Euxiste una constante C > 0 tal que para cada
ke LP(Q) yw® € LP(Q), la solucién w de

gw—Aw—l—a(t,x)w:k en Q

ot
w=0enX
w(0) =w’ en Q
satisface
(2.23) | @ lrznan< € (1&° b + Ik @) o

Demostracién: Ver el teorema 9.1 en la pag. 341 de [25] y pags. 226-228 de [33].
|

Proposicién 2.9 En las condiciones de la proposicion (2.8), siw® = 0, entonces w € XP(0,T)
y existe una constante C' > 0 tal que

(2.24) | w llxr0r)< C |l K [l Lr (@),

donde
X?(0,T) = LP(0, T; Wy P () N W2 (0, T; LP(9)),

que es un espacio de Banach dotado con la norma
I lxron =l loormwir@) + |- lwrorie@) - o

Demostracién: Ver paginas 341-342 de [25].
|

Proposicién 2.10 Para todo o > 0, yq € LP(Q) ya € L>®(Q), el funcional J(.;a,yq) :
LP () — IR es estrictamente convezo y verifica

0.
(2.25) A Cat Y 7))

Ol—o0 [ 0 |

Ademas J(.;a,yq) alcanza su minimo en un tnico punto @° en L¥ (Q) verificando
(2.26) =0y [p< a
Finalmente, si M es el operador

M: LP(Q) x L¥(Q) — LP(Q)
(Ya, @) — &,

dados K compacto de LP(Q) y B acotado de L>*(Q), entonces M(K x B) es un subconjunto
acotado de LV (Q).
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Demostracién: Suponiendo que no se cumple (2.25), existird una sucesién 2 en L¥ (Q) tal
que

S J(SOO) a, yd)
| @Y |y— 400y liminf =227 < @
! ntoo [y
y por tanto(!)
nlls
(2.27) lim / Mdmdt — 0,
ntooJg | )y

pues en caso contrario

0. 1 (¢ 2 0
lim it L (Fni 00D _ lim inf (2“02 |p/< |""(7x>|dxdt> +a—/yd o )
n—-+00 q Q

n—too | ol |p’ | 05 ‘p’ | 8 |p’
. | en(t, ) | i
> liminf [ = | 0 | ( —— 2 dxdt | +a—|ya = +00.
n—+00 (2 | I ¢ |60 |y | Ya lp
o0
Por tanto se cumple (2.27). Ademas | 0"| tiene norma unidad, con lo que podemos extraer
“n 14

una subsucesién convergente en LP (2) a un elemento 1° de L” (), y utilizando (2.23) y el

n

| 0 |
convergen débilmente a v, solucién de (2.22), con dato final °. Entonces por (2.27) ¥° = 0.
Si esto lo unimos a que

paso al limite en (2.22) con dato final , se obtiene que las soluciones de estos problemas

0
¥
J(00;a,yq) =] oy | (a—/yd n dx),
' 2 | b |y
tenemos que
J 0.
limn g 7 (Fni @ )

>
e el

lo que contradice la hip6tesis supuesta y prueba (2.25).
Por otro lado J(.;a,y4) es un funcional convexo y continuo sobre el espacio reflexivo LP' (Q)
y
lim J(@%Q a, yd) = +09,

| |y —+o0

con lo que J(.; a, y4) alcanza su minimo en un tinico punto @ en L¥ (Q) (vease p.e. el Corolario
I11.20 de Brezis,H. [4]).
Ademas, si | yq [,< «, entonces

o !0900 = lyal o' | &° |y
| 2 |p’ (05_ ’ Yd |p> )
0 Ve LP(Q)

J(©2; a,yq)

IV IV IV

vy J(0;a,y4) = 0, con lo que $° = 0.
Reciprocamente, si ¢° = 0, supongamos que o <| Ya |p-
Consideramos

_yalp —a

€ 5 s

Lon(t, ) es la solucién de (2.22) con ¢° = ¥
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entonces como
| ya lp=sup | yayp’da,
|01 =1
podemos tomar @° € LF'(Q) tal que | ° |y=1y — foya@"+ | ya |,< 5, con lo que para todo
u > 0 se tiene

2 2
) = 5 ([ atwndt) +u(a— [y
2
< /;(/ t;rd:vdt) + p(a— | ya |p+§)
i £
< (/ txdxdt) + (=2 + 2)
2 \Jq 2
< 0, si p es suficientemente pequeno.

Pero @° = 0y J(u@®) > J(@°) = 0, lo cual es absurdo y contradice nuestra hipdtesis, con lo
que a >| yq |

En cuanto al operador M, supongamos que no es cierto lo expresado en la proposicion,
entonces existiran dos sucesiones (a,), C B C L>®(Q) y (y5), C K C LP(Q) tales que

(2.28) | &0 1= M(an, y7) |— oo

Ahora por ser K compacto y B acotado, existen a € L>®(Q), yq € LP(2) y dos subsucesiones
de las sucesiones anteriores (que podemos renombrar con el mismo parametro), cumpliendo:

an % a en L®(Q) debil-*
yn "5y, fuertemente en LP(€).

Veamos que la desigualdad (2.25) se mantiene si nos movemos a lo largo de los pares (ay,, y}).
Es decir que

J 0. - n
(2.29) lininf 2 Pni 00 ) o
Wly—oo | ¢S |

Suponiendo que no es cierto existira una sucesién (¢2), de L¥(Q) tal que | ¢ |, — oo y

J 0. - n
(2.30) lim inf M <a.
G K
A continuacién, siguiendo el procedimiento utilizado para probar la desigualdad (2.25), deno-
0
tamos @ = | SO"’ Y @n la solucién de (2.22) con respecto a a, y con @,(T) = ¢°. Como
Spn P

| go?L |y= 1, se puede extraer una subsucesién que volvemos a renombrar ¢, convergiendo en
L (Q) debllmente, a un elemento ¢° de LP' (). De esto se puede deducir (del mismo modo
que hicimos en la demostracién de la Proposicién 2.10) que @, converge débilmente en L'(g) a
@ ( solucién de (2.22) con respecto a a 'y con @(T) = ¢°).

A continuacién del mismo modo que haciamos en la demostracién de la proposicién (2.10),
se tiene

/ | Gy | dwdt "0,
q
y por la convergencia débil anterior y la propiedad de continuacién tinica ya citada anteriormente

@’ =0.
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(@25 an, yh)

Ahora si J,, = 5
| Son |p'

, se tiene

Jp > (a—/ ygtpodcc)

y como @ converge débilmente a 0 en LP'(Q) y ¢/} converge fuertemente en L?(Q), queda

liminf J, > a,

n—-+o0o

lo cual contradice (2.30) y prueba (2.29).
Para finalizar, basta observar que J(0;a,,y?) = 0, con lo que J(@%; a,,y%) < 0, lo cual
entra en contradicién con (2.28) y (2.29), deduciendose que

{18%] :ne N} < +oo. .

Observacion 2.11 La caracterizacion (2.26) nos resuelve el problema con potencial de modo
obvio con la solucion trivial y = 0.

Para resolver el problema en el caso que nos queda (| yq |,> @), necesitamos unos conceptos y
resultados previos:

Definicién 2.12 Dada V : X — IRU {400} una funcion convezra y propia sobre el espacio de
Banach X, se dice que un elemento py de V' pertenece al conjunto OV (xq) (subdiferencial de
V' en el punto xg € X) si

V(zg) — V(x) < (po,xo —z) ¥V x € X.
Observacién 2.13 9V es una aplicacion multivoca (V — 2"").

Proposicién 2.14 Si en las condiciones anteriores V' es semicontinua inferiormente, entonces
po € OV (xg) si y solo si

(po, ) < lim V(o + ha) — V()

Demostracién: Ver Proposicién 3 de pag 187, y Teorema 16 de pag 198 de [3] .

|
Observaciéon 2.15 FEn las condiciones de la Definicion 2.12, si V' es diferenciable, su diferen-
ctal coincide con la subdiferencial.

Lema 2.16 Para todo ¢° € L (Q), ©° # 0 si o es la solucion de (2.22) verificando o(T) =
Y, se tiene

OJ(p";a,yq) = {€ € LP(Q), I v € sgn(p)x, satisfaciendo

/Q ()6 (x)dr — < / | o(t,2) | dmdt) ( /q v(t,m)@(t,x)dxdt)

-2 ,.0

|<P ’p ©°(2) 10 0 0 P
/ o0 |p 1 0 (x)da:—/ﬂyd(x)Q (x)dx VO° € LP ()},

donde 9 es la solucidn de (2.22) verificando (T) = 6°.
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Demostracién:

I = I, = 5 ([ 1ot | o) +a | |y = [ yade = D)),

l\D\r—t

Vayamos por partes: Sea P = {(t,z) € q tal que p(t,z) =0}, y £ € dJ1(¢"). Entonces, como
Jy estd en las condiciones de la proposicién (2.14), para todo 6° € LP'(Q) se tiene:

(€,0°) < lim J1(® + hO°) — Ty (°)

h—0+ h

_ hli%izlhl(/ |gp(t,x)+h0(t,x)|da:dt)2—(/P|g0(t,x)]dxdt>2]
l( | o(t, ) + hé(t, x)]d:cdt) —(/P\goa,x)|dxdt)2]
+ lim — K/q llto) + hot, x)|da:dt> . (/P | go(t,a:)+h9(t,x)|dxdt>

lim —
+ hggl“' 2h

hﬂ0+h

= lm [(/q llt,a) | +sgnle (t,m))h@(t,:p)d:pdt)2—(/P|gp(a:,t)]dxdt>2]

+hli%l+H</q (g(ta) | +sgn( (t,a:))h&(t,x))da:dt)-(/Ph\e(t,x)]dxdt)]
(L

o g2
o hlg(glJr 2h l

sgn(p(t, x))0(t, a:)dmdt>2

+2h/ | o(t,x) | dxdt/ sgn(p(t, z))0(t, J?)dl‘dt:|
—I—/|g0t,x)|dxdt-/ | 0(t,x) | dxdt
q P

- / | o(t, ) | dedt /(I_Psgn(@(t,m))ﬁ(t,x)d:cdt—i— /q | (¢, @) | dadt /P 1 6(t, ) | dadt

q—P

- /q | o(t, ) | dadt /q sgnlp(t, )0t x)dwdt + /q | (¢, @) | dedt /P 1 0(t, ) | dadt.

Resumiendo,

£€d (") &V el (),

(€,0°) <] ¢ |21 (q) (/ Psgn(go(t,x))@(t,x)dxdt+ /P | o(t, ) | dxdt) )

—
Ahora llamo
G = {0 € L*(q)/0 es solucién de (2.22) con 6° € LV (Q)}.

Entonces, el campo 0 — 6° — (£,0°) es una forma lineal sobre Gy aplicando el teorema de
Hahn-Banach (Ver pag. 1 de [4]), existe una forma lineal V sobre L!(q), tal que

V60 e LP(Q), (£,0°) =V(0)

y VvV ©eL(g),

(2.31) V(©) <l ¢ (/ Psgn(go(t,x))@(t,x)dxdt—i—/}) Lot z) | dxdt).

De (2.31) se deduce que V es continua sobre L'(g) y por tanto V € L*(g), con lo que
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VO eLq),

/qV(t,x)@(t,x)dwdt— | @ |Lig) / Psgn(ap(t,x))@(t,x)dxdt <| ¢ |L1(q) /P | O(t,x) | dxdt,

q—

y si cambiamos © por (—©) podemos incluir un signo negativo en el término de la izquierda y
deducir que

(2.32) | / V(t, 2)0(t, x)dzdt— | ¢ |11 /q  sgnle(t,a))O(t x)dadt |<

q

§|gp|L1(q)/P|@(t,:v)|dxdt VO e L)

i

Si se elige primero © € L'(g) con soporte contenido en g — P, se obtiene que V =| ¢ |L1(q) o]
®

en casi todo punto sobre ¢ — P, y tomando a continuacién © € L'(P) se obtiene

| [ VLot e)dudt <] ¢ |u [ O | dedt,
P P

y por tanto
| V(t,2) S|V lpepy<| @ 11(q) Dot (x,t) € P.

Esto prueba que existe v € sgn(y)y, tal que
V=l ¢lp) v
Reciprocamente, si una funcién V' €| ¢ |14 sgn(¢)x,, entonces
60 /q V(t,2)0(t, 2)dedt
es una funcién lineal y continua sobre LP' (), con lo que existe un tinico & € LP(2) tal que

(€.6°) = / V(t,2)0(t, x)dadt ¥ 6° € L¥ (),

y & verifica de modo obvio (2.32), concluyendose que & € 9.J(¢°).

Por otro lado )

R = ([ 16 )

y utilizando la observacién (2.15),

1

1 ’ 71 ’
00 _ 0 p P / 0 p—2 0 0
on( = ([ 18w 1 dz)” ([ 1) P @ @ds)
_ 0 —('—1) 0 P=2 ,00210%(2)da.
LY [ 1@ 1 P @) () da
Finalmente (por linealidad),
0J5(0°)8° = — /Q ya(2)0(2)de.

El resultado final se obtiene de sumar los tres resultados parciales obtenidos.
|
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Observaciéon 2.17 En las condiciones de la definicion (2.12), xy minimiza V' sobre X (o sobre
un subconjunto convexo de X ) si y solo si

0e 8V(:1:0)
Llegamos por fin al resultado central de esta secciéon:

Teorema 2.18 En las condiciones anteriores, si | yq |,> o y @ es la solucion de (2.22) verifi-
cando p(T) = @°, entonces existe v € sgn(P)x, tal que la solucion de

3} .
prie Ay+a(t,z)y = | @l vXw €n @
(2.33) y = 0 en X
y(0) = 0 en Q
verifica
(1) =y LI
y(T') =ya — Aia
|20 [

y por tanto | y(T) —ya |= .

Demostracién: Utilizando la subdiferenciabilidad de J(.;a,y4) en su minimo @° # 0 (segin
el Lema 2.16) , y la Observacién 2.17,

0€ aJ(@"),

que segun el lema (2.16) es equivalente a la existencia de v €| @ |11y sgn(P)xq, tal que

(234) |3 luw (/qv(t,x)@(t,x)dxdt) _ |9;|;_1/Q ) [P (@) ()

— /Q ya(1)60° (z)dx

Ahora, si multiplicamos (2.33) por 6 se obtiene:

/Qy(—gtﬁ A+ aflt, x)@)dxdt—i—/gy(T) (/ 5(t,x) | dmdt) (/qv O(t,x dxdt)

es decir:

(2.35) (y(T),0%) = ( /q | 6(t ) | dmdt) ( /q v(t,x)é’(t,x)dmdt).
Por otro lado de (2.34) y (2.35) se obtiene

P 2’\0 ,
(U(T):6°) = (ya - 'lﬁ'),pl )0 e 1 (@)

122

y se concluye que y(T') = y4 — 047.
| @0 |7t n
P
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2.4 Una demostracion constructiva de la controlabilidad
aproximada para el problema de Stokes.

2.4.1 Introduccion.

Consideremos el sistema de Stokes (que describe el flujo de un fluido incompresible viscoso)
sobre un dominio acotado Q C IR%:

(2.36) gty(t,x) — Ay(t,z) — Vq(t,z) = wu(t,z), (t,z) € @=(0,T) x Q x
(2.37) div y(t,z) = 0enQ

(2.38) y(t,z) = 0en X = (0,T) x 00

(2.39) y(0,z) = Oen €,

donde y(t, ) € IR? representa la velocidad del flujo, Vq(t, z) el gradiente de la presién y u(t, z)
representa una densidad de fuerzas externas que sera el control a ejercer sobre el sistema.
Asumimos que u(t, z) estd concentrado en un subdominio dado, es decir:

supp u(t,") Cw, w C Q, vte (0,T)

Notaremos por U, Y, (), H a ciertos espacios de Banach. Supondremos que para cada
u € U existe una tnica solucién (y,q) € Y x @ del problema (2.36)-(2.39). Si vz es el operador
yry = y(T,-), supondremos que 7 : Y — H es un operador continuo.

Definicién 2.19 Se dice que el problema (2.36)-(2.39) es H-controlable aprozimadamente res-
pecto al espacio de controles U, si para yq € H y e > 0 arbitrarios, existe un control u € U tal
que la solucion y = y(u) del problema cumple

I vry = ya llu<e.

Notacién. Para un dominio G C IR? arbitrario, notaremos:

V(G) = {v(z) € (C(RN) : supp v C G, div(v) =0}

(@) = Vi)™
Vi) =vie) "
V(G) = (W (G) nVHG),

donde W*2(G) es el espacio de Sobolev usual (vease por ejemplo Brezis,H. [4]).
Si consideramos el espacio
U= L*0,T;V(w))

como espacio de controles, entonces podemos tomar
(2.40) Vo=t ) € PO.TVAQ) - oy e 10,7 V()
Q = {q(t,x) e D'((0,T) x Q) : Vg € (L*((0,T) x Q))%},

donde D'((0,T) x Q) representa el espacio de distribuciones sobre (0,7") x €.
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Un resultado conocido (vease Lions,J.L.-Magenes,E. [30]) es que 7Y = V1(Q) C V(Q),
por lo que para los indicados U, Y, @, se puede tomar H = V¥(Q), i = 0,1. En lo que sigue
consideraremos el caso H = V°(Q).

En los trabajos Fursikov,A.V.-Imanuvilov,0.Yu. [18], [19], se d4 una demostracién di-
recta de la V°(2)-controlabilidad aproximada de (2.36)-(2.39) respecto al espacio de controles
L*(0,T;V%w)). A continuacién, se d4 una demostracién constructiva del mismo resultado,
utilizando la teoria de problemas extremales.

2.4.2 Problemas extremales.

Dado un dominio G' C IR?, denotamos por Ilg a la proyeccién ortogonal del espacio (L%(G))?
sobre V(@G), y por comodidad notaremos Ilg = IT cuando G = €.

Si aplicamos el operador II sobre ambas caras de (2.36) teniendo en cuenta que y € Y,
donde Y es el espacio definido en (2.40) y u € L*(0,T;V°(w)), obtenemos que

(2.41) (t,z) — TAY(t,x) = u(t, x)

ay

Consideremos a continuacién el problema extremal

) 1 e (T
(242) il Ly ), ) = 5 D — v e +5 [ 1u) [Rag dr

estando J. definido sobre el espacio de pares (y,u) € Y x L*(0,T;V%w)) satisfaciendo (1.7),
(2.41).

Proposicion 2.20 Fijado € > 0, existe una tnica solucion (y.,u.) € Y x L*(0,T;V%(w)) del
problema (1.7),(2.41),(2.42). 0O

Demostracién: Ver por ejemplo Fursikov,A.V. [16] o Fursikov,A.V. [17].

]
La V9(Q)-controlabilidad aproximada del sistema de Stokes respecto a L?(0,T; V°(w)) queda
probada si
(2.43) | Y2ve — ya |[vo@— 0 cuando £ — 0.

Proposicién 2.21 Un par (y,u) = (y.,u.) € Y x L*0,T;V°w)) es solucién del problema
(1.7),(2.41),(2.42), si y solo si satisface (1.7),(2.41) y existe p € Y tal que

0
(24 () ~TAp = 0 enQ
(2.45) plt,x) = 0enX

(2.46) p(T.) = ya—y(T,") en

(2.47) eu(t,-) = T,p(t,-) en Q,

donde f[wp = L,oll,op|,, con L, el operador de extension por cero sobre el exterior de w.
O

Demostraciéon: Aplicamos el principio de multiplicadores de Lagrange para problemas regu-
lares (ver Alekseev,V.M.-Tikhomirov,V.M.-Fomin,S.V. [1] o Fursikov,A.V. [17]), que dice: Sean
Z, W dos espacios de Bananch y Z una solucién del problema extremal

(2.48) inf g(z),
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sobre elementos z cumpliendo

(2.49) G(z) =0,

donde g : Z — IR es un funcional continuamente diferenciable y estrictamente convexo, y
G : Z — W es un operador lineal, continuo y sobreyectivo. Entonces existe un funcional A
lineal y continuo sobre W tal que la funcién de Lagrange

L(z,\) =g(2)+ < Gz, A >y
satisface la igualdad
(2.50) < L2 N, h>z=<g(2),h>7 4+ <Gh,A\>y=0V he_Z,

donde < -,- >y representa el producto de dualidad entre un espacio de Banach V' y su dual
V*. Ademas, si 2 € Z satisface (2.49), (2.50), entonces z es solucién del problema (2.48).

En nuestro caso, tomamos z = (y,u), Gz = %y — Ay —u, g(z) = J.(y,u), W =
L*0,T;V9(Q) y Z = Yy x L*(0,T;V°w)), donde Yy = {y(t,-) € Y : y(0,-) = 0}. En esta
situacion se cumplen las condiciones anteriores. La condicién de sobreyectividad de G se sigue
de la existencia y unicidad de solucién para el problema de contorno del sistema de Stokes
(vease Ladyzhenskaya,O.A. [25]; Temam,R. [40]).

La funcién de Lagrange que se obtiene es:

0
L(y,u,p) = Je(y,u)+ < priae HAY — u,p >r200,1;v0(0))

y la ecuacién (2.50) se escribe como:

0 T
(2.51) (’}/Ty — Yd, ’yTh)VO(Q) + <Eh — HAh,p)LQ(O,T;VO(Q)) + 8/0 (u(t), U(t))VO(w)dt

_(vap)LQ(O,T;VO(Q)) =0V (hv U) € Za

o lo que es lo mismo:

0
(2.52) (Yry — ya, yrh)vo) + (ah — HAR, p)r201,v00) =0, V h € Yy,
junto con:
T
(2.53) 5/0 (u(t), v(t))voydt — (v,p) 20, rvo)) = 0, ¥ v € L*(0,T; VO (w)).

Ahora, del mismo modo que en Fursikov,A.V. [17], laigualdad (2.52) implica (2.44),(2.45),(2.46).
Ademas la igualdad

(/Uap)LQ(O,T;VU(Q)) = <v7p>L2(0,T;VO(w))7 Vove L2(07T7 Vo(w))a

junto con (2.53), implican (2.47) y termina la demostracion.

|
Si sustituimos (2.47) en (2.41) y tenemos en cuenta (1.7), obtenemos las igualdades:

A

0
(2.54) Cylta) ~ Ay = ~(Lp)(t,2) en Q.

(2.55) y(0,2) = 0Oen Q.
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Resolvamos a continuacion, el problema (2.44), (2.45), (2.46), (2.54), (2.55).
La teorfa de semigrupos (vease por ejemplo Pazy,A. [33], o mas concretamente para este
caso Vishik,M.I.-Fursikov,A.V. [41]) nos dice que la solucién de (2.44), (2.45), (2.46) es

(2.56) p(t,) = "0 (yy — y(T, ),

y aplicando el metodo de variacién de las constantes en (2.54), (2.55) obtenemos que
(2.57) o(t,) =< [ I, Jar

Ahora, sustituyendo (2.56) en (2.57) y tomando t = T queda

- YT = 2 [ TS ) — (T, ).

Si introducimos el operador R definido por

(2.59) Rz = /OT AT, (MAT=7) (2))dr,
podemos reescribir (2.58) como

(2.60) (I +e'Ry(T) = e *Ry,.

Para resolver (2.60) debemos estudiar el operador R.

2.4.3 Propiedades del operador R.
Lema 2.22 FEl operador R : V°(Q) — V(Q) definido por (2.59) es compacto autoadjunto y no
neqativo. 0

Demostracion:
Como ITA es un operador autoadjunto y definido negativo en V°(Q), el operador e
es autoadjunto, con lo que para todo z1, z € V°(Q) se tiene

[IA(T—t)

T ~
(Rev, z)voy = [ (M0 ([Le30 ) (21)), 2)o0oydr
0

T
(2.61) = / (Hw(eHA(T—T)(Zl)) ’w’eHA(T—T)@Q) ‘w)vﬂ(w)dT
0

T .
_ /0 (2, AT (AT 2, )) oy

= (21, RZ2>VO(Q) .

Ademas, a partir de (2.61), se tiene que
T
(RZ, Z)VO(Q) = /0 || HWGHA(T_T)Z H%/O(Q) dT Z 0

Por otro lado, en Vishik,M.I.-Fursikov,A.V. [41] (pag. 19), se prueba que el operador z —
A=) es continuo de VO(Q) en L2(0,T; V2(£2)), con lo que el operador z — II,,(eMAT=7)7)
es continuo de V°(Q2) en L*(0,T; V°(2)) y asf el operador (2.59) es continuo de V°(Q2) en V().
De este modo, como V(Q2) CC V°(Q) con inclusién compacta (vease p.e. el Teorema IX.6 (de
Rellich-Kondrachov) en Brezis,H. [4]), se deduce que el operador R : VO(Q2) — V°(Q) también

es compacto.
|

Una propiedad fundamental del operador R es el siguiente
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Lema 2.23 Ker R=0 (R:V°(Q) - V().

Demostracién:
Vease Fursikov,A.V.-Imanuvilov,0.Yu. [20].

2.4.4 Resultados principales.

Los lemas (2.22), (2.23) y el teorema de Gilbert-Schmidt (veanse los teoremas VI.8 y VI.11 de
Brezis,H. [4]) implican que el operador R tiene una base ortonormal {e;} de V°(Q2), que son
autofunciones con autovalores {\;} cumpliendo, Ay > Ay > ---, A; — 0 cuando j — oo. De
este modo, si z € V()

(2.62) z =Y zje;, entonces Rz = > \;zje;.

J=1 J=1

Ahora utilizando (2.57), (2.62), si y(T) = >_ y;e;, Ya = Y_ Ya,¢;, entonces

J=1 J=1

Mg

8 + )\ yjej = Z)\jydjej,
j=1 =1

lo que implica que

Z)‘j Ya; — Yj)e Zé‘yjej,

j=

—_

y por tanto
SN +e)(Ya, —yj)e; =D vaye-
j=1 J=1
De este modo,
. €Y, €
(2.63) ya—y(T,-) = .
jgl (E + )\J)

Teorema 2.24 Dado cualquier € > 0, el problema (2.44), (2.45), (2.46), (2.54), (2.55) tiene
una unica solucion (p(t),y:(t)). Ademas,

(2.64) pe(t) = 2T De(e] + R) 1y,

donde R es el operador (2.59) e y-(t) viene dado por (2.57). Por dltimo se cumple la conver-
gencia (2.43). O

Demostracién:

En primer lugar, la igualdad (2.64) se deduce de (2.56) y (2.63).

En segundo lugar, (2.57) y (2.64) implican la existencia y unicidad de solucién para el
problema (2.44), (2.45), (2.46), (2.54), (2.55).

Probemos por tltimo la convergencia (2.43).

= &% |y, |?
|| Ya y( ) HVO(Q) = (€+ )\j)z

N €2|yd |2 )
S Ly
(€+)\J) |yd |

j=N+1
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Entonces, dado § > 0 arbitrario, existe N € IN tal que

> )
Z | ydj |2< 5
j=N+1
Ahora, fijado este IV,
ol 82 | Yd; ‘2 ol 62 | Ya; |2 d
Z 2 = Z 2 <5
j=1 e+ X)) o AN 2

para ¢ suficientemente pequeno, lo que acaba la demostracion.
., . . . .
En conclusion, podemos enunciar el resultado siguiente:

Teorema 2.25 El problema (2.36)-(2.39) es V°(Q)-controlable aprozimadamente respecto al
espacio de controles L*(0,T;VO(w)). Ademas, si (y.(t,-),u-(t,-)) es la solucién del problema
(2.36)-(2.39), con control

ue = I, (e"2T (el + R)Yy,),

entonces y. satisface la convergencia (2.43).

Demostracién:
Basta aplicar el Teorema 2.24, teniendo en cuenta (2.41) y (2.54).
|

Observacion 2.26 Un resultado més fino que el Teorema 2.25 es debido a J.L. Lions [26],
[27] v segura que se puede obtener la controlabilidad aproximada por medio de controles de la
forma u = (uq,ug,0). Recientementen en Diaz,J.I.-Fursikov,A.V. [10] se ha probado que el caso
de controles u = (uq,0,0) origina distintos tipos de respuestas, siendo positivas para dominios
cilindricos.



Capitulo 3

CONTROLABILIDAD
APROXIMADA DE PROBLEMAS
PARABOLICOS SEMILINEALES.
CASO SUBLINEAL.

3.1 Presentacién del problema.

Seguiremos en este capitulo con la notacién del ejemplo (2.3), pero con dimensién arbitraria N >
1. Sea f : IR — IR una funcion real sobre la que despues impondremos algunas restricciones
necesarias.
Dado T > 0, se considera la ecuaciéon semilineal del calor siguiente:
dy
= —Ay+fly) = hxo end@

ot
(3.1) y = 0 en %

y(0) = yo en (.

En esta ocasién, dado p < 1 e yo € LP(Q) se pretende mostrar que el conjunto E(T) =
{y(T',z),,y es solucién de (3.1) y h € LP(Q)}, es denso en LP(Q) (h = h(t,z) representa el
control).

Antes de exponer el teorema objetivo de este capitulo necesitamos la siguiente

Definicién 3.1 Dadas dos funciones medibles v,s : Q@ — IR, se dice que v € sgn(s), si se
cumple:

s(t, )
| s(t, ) |

El resultado que sigue es una ligera generalizaciéon del dado en Fabre,C.-Pierre,J.P.-Zuazua,E.
[15] (para f localmente Lipschitz en todo s € IR).

v(t,z) = sis(t,r) #£0y |v(t,x)|<1sis(t,x)=0cV (t,z) € Q.

Teorema 3.2 Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

a) Existe al menos una solucion del problema (3.1).
b) Existe M >0, a>0yb>0 tal que | f(s)|[<a+0b|s]|, si |s|>M.
c¢) Existe s, € R, ¢ >0y d >0, tal que | f(s)— f(so) |[<c|s—so]|, sis€(so—0,8 +0).

33
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Entonces, el sistema (3.1) es LP(Q2)-controlable aproximadamente (sequn la definicion (2.1)),
para 1 < p < oo yT > 0 arbitrarios. Ademas los controles buscados se pueden tomar de la
forma:

e ([, 1ot | dadt) santiob,
(0,T)xw

donde ¢ es solucion de una determinada ecuacion del calor (que mds adelante especificaremos),
Y Xq €S la funcion caracteristica de ¢ = (0,T) X w.

Ejemplo 3.3 Algunos ejemplos de funciones f para las que se verifican las condiciones del
teorema son:

1. f continua y creciente cumpliendo b) y c) del teorema anterior.
2. f continua en IR y localmente Lipschitziana en un punto so, cumpliendo a) y b).

3. f continua cumpliendo b) y c¢) tal que f(s) — f(8) > c(s — §) si s > §(Vease Diaz,J.1.-
DeThelin, F. [9] para la existencia y unicidad de solucion,).

4. f localmente Lipschitz cumpliendo a) y b) del teorema anterior

5 f(s)=|sP s, con0<p<l.

Esquema. Resolveremos el problema en dos etapas:

a)Aplicaremos los resultados vistos en la controlabilidad aproximada de la ecuacién del calor
lineal con un potencial.

b)Trataremos el caso no lineal mediante un argumento de punto fijo.

3.2 Demostracion de la controlabilidad aproximada.

En esta seccion, segin se ha dicho anteriormente se utilizard un argumento de punto fijo que
exponemos despues de una definicién previa:

Definicién 3.4 Dados dos espacios de Banach X, Y, una aplicacion multivoca A : X — P(Y)
se dice que es hemicontinua superiormente en xo € X, si Vp € Y/, la aplicacion

z — o(A(z),p) = sup < p,y >yixy
yEA(z)
es semicontinua supertormente en xg.
La correspondencia se dird hemicontinua superiormente en un subconjunto K de X, si lo
es en todos sus puntos.

Teorema 3.5 (Teorema de punto fijo de Kakutani). Sea K C X un subconjunto convezxo
y compacto, y A : K — K una aplicacion hemicontinua superiormente que toma como valores
conjuntos convexos, cerrados y no vacios. Entonces existe un punto fijo xg, de la aplicacion
multivoca A.
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Demostracién: Ver p.e. pag. 126 de [2] .
|

Volvamos a la consideracién del problema (3.1). Gracias a la hipdtesis ¢), supuesta sobre f,
se tiene que la funcién g definida por

f(s) = f(s0)
g)=1 " s_s si s # s

c si s = s¢ (sirve cualquier otro valor),

verifica g € L>(IR), pues

ots) (= LIl el =l o i e (=000
y
| g(s) ’:|f(5)—f(80)|<a+|f(30)|+b‘5—80+50| <a+|f(50)‘+b+b’50|
|s—so| = |s—so] |s—so| — ) J

< o0, sise€R—|[(so— 0,80 +09)U(—M,M)].

Finalmente, si s no esta en las condiciones anteriores, entonces s esta sobre un compacto
de IR que no contiene a sy. De la continuidad de f deducimos que g estd acotada sobre ese
compacto.

A continuacién, dado z € LP(Q) se descompone y = u(z) + Y (z), donde u = u(z) es la
solucién de

0
Su—Autglelu = —f(s0)+g()s0 en Q
u = 0 en n
u(0) = o en ,

e Y(z) se definird més tarde. Entonces, como g € L>®(IR), debido al efecto regularizante de la
ecuacién del calor, por (2.23) y resultados de compacidad (ver Teorema 3 de la pag. 80 de [39])
se tiene que el conjunto

(3.2) {ya —u(T), z € LP(Q)}
es un subconjunto relativamente compacto de LP(£2).
Por los resultados de la seccién 2.3, aplicados con a(x) = g(z(z)), el funcional
Q) — R
P — J(@"9(2),ya — u(2))

tiene un tinico minimo ©°(2,yo,ya) v existe v(z,v0,y4) € sgn(e(z,yo,va))xq(*), tal que la
soluciéon Y =Y (z) de

0

=Y — AY + g(2)Y =] ©(2, Y0, Ya) |12(g) v(2, Y0, Ya) X €0 Q
: Y=0enX

Y(0)=0en Q,

satisface | Y(T') — yq + u(T) |,< a.

Yo(2,90,ya) es la solucién de (2.22) con ¢(z, yo, ya)(T) = ©°(2, Yo, ya)
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Por tanto, y = u + Y es solucién de

0
prie Ay +g(z)y = —f(s0) + 9(2)so+ | ©(2, %0, Ya) |1(g) v(2, Y0, Ya) Xw en @

(3.4) y=0en X
y(0) = yo en Q
| y(T) = ya |,< a.

Ahora si v € sgn(e(z, Yo, Ya)) X4, denotamos por y(v) a la solucién de
0
ay — Ay +g(2)y = —f(0) + g(2)so+ | ©(2, Yo, Ya) |L1(q) VXw en @

y=0en X
y(0) = yo en €.

y consideramos la aplicacién multivoca A : LP(Q) — P(LP(Q)) dada por

Alz) = {y(v), v e sgn(e(z 90, ya))Xar | 9(T) = ya lp< a}.
Por lo mencionado anteriormente A(z) es no vacio, y ademas se tiene el siguiente resultado.
Proposicion 3.6 En las condiciones anteriores, se cumple:
(i) Existe un subconjunto compacto X de LP(Q), tal que para cada z € LP(Q), A(z) C X.
(i1) Para cada z € LP(Q), A(z) es un subconjunto no vacio, convezxo y compacto de LP(Q).
(1it) A es hemicontinua superiormente.

Demostracién:
(i) Como ¢(-) € L*(IR), se tiene que

{9(2), z € L?(Q)}

es un conjunto acotado en L>*(Q). Si a esto le unimos (3.2), la proposicién (2.10) y la desigual-
dad (2.23), obtenemos que el conjunto

{90<Z7y07yd)7 S LP(Q)}
es acotado en L>®(0,T; L ()), y por tanto

{‘ 90(27?/07yd) ’Ll(q) v, U E 39”(80(Z>y079d))9<q7 Z € LP(Q)}

estd acotado en L™®(Q), y de nuevo usando la desigualdad (2.23) existe un subconjunto acotado
X en L¥(Q) tal que para cada z € L¥(Q), A(z) C X.
Para ver que se puede elegir X compacto, basta probar que el conjunto

Y ={y), v e sgn(e(z yo,ya))xqe 2 € L(Q)}

es relativamente compacto en LP(Q).
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En efecto, siy = y(v) € Y, existe z € LP(Q) y v € sgn(e(z, Yo, Ya)) X4 tal que y = u;+us+Y,
donde Y viene dado por (3.3) y u1, us estdn determinados por

0
am — Auy = —f(So) en @

u; =0en X
ul(()) = Yo cn Qa

ng — Auy + g(2)(us + u2) = g(2)so en @

ot
uy =0en X
u2(0) =0 en Q.

Al ser u; un elemento fijo de LP(Q), si variamos z a lo largo de LP(Q), g(z)u; describe un
conjunto acotado de LP(Q) (pues segiin hemos visto anteriormente, {g(z), z € LP(Q)} esta
acotado en L*°(Q)). Entonces por (2.24), las soluciones uy estdn en un conjunto acotado de
XP(0,T). Ahora como X?(0,7) C LP(Q) con inclusién compacta (utilizando el Teorema 3 de
la pag. 80 de Simon,J. [39]), us estd en un conjunto compacto K; de LP(Q).

Por otro lado, ya hemos visto que las funciones | ¢(z,40,v4) |11(y v estdn acotadas en
L>(Q), con lo que de nuevo usando (2.24) Y (v) esta en un conjunto acotado de X?(0,7), y
como antes Y (v) C K, con Ky compacto en LP(Q).

Por tanto Y C wu; + K + Ks, que es relativamente compacto en LP(Q). Esto finaliza la
prueba si se toma X =Y C LP(Q).

ii) Ya hemos visto que para todo z € LP(Q), A(z) es un subconjunto no vacio de L?(Q).
Ademas A(z) es convexo, pues dados y(v1), y(ve) C A(z) y A € [0, 1], entonces w = Ay(vy) +
(1 — N)y(vq) verifica

0
—w —Aw+ g(2)w = —f(s0) + g(2)s0+ | ©(2,%0,va) [21(q) (A1 + (1 = AN)v2)xw, en @

ot
w=0en X
w(0) = yo en €2,

w(T) = My(v)(T) + (1 = Ny(vo)(T) € B(ya, ) (pues B(yq, ) es un conjunto convexo) y
Avy + (1 — N)wve € sgn(e(z, Yo, Ya)) X, de modo obvio.

Por ultimo solo nos queda ver que A(z) es un subconjunto compacto de LP(Q). En el
apartado ii) hemos probado que A(z) C X con X compacto, luego en particular X es cerrado.
Sea (¥, ), una sucesion de elementos de A(z) que convergen en LP(()) a un elemento y € X.
Tenemos que ver que y € A(z).

Sabemos que existen funciones v, € sgn(p(z, yo, Ya)) X, tales que

0
ayn — Ay, + g('z)yn = _f<50) + 9(2)50+ | (,0(2, 3/073/d> |L1(q) UnXw €0 Q

(35) Yn = Oen X
Yn(0) = yo en Q
| Yn(T) — ya [,< .

Puesto que | v, |p=<1, Fv € L*®(q) tal que, despues de extraer una subsucesion se obtiene

v, — v debil-* en L*(q),

t,x .
con v € sgn(p(z, Yo, Ya))Xq (Pues v, (t,x) = ’ plt,7) VnelNsiptz)#0; y|v|egs1).

p(t, ) |
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De este modo, si pasamos al limite en (3.5) obtenemos:

£ = Byt g()y = —F(s0) + (=)o | 9290 1a) g v em @
y=0en X )
y(0) = yo en €
y por el efecto regularizante de la ecuacién del calor, y,(T) converge en LP(Q2) a y(T') (de
nuevo utilizando el resultado de compacidad de la pag. 80 de Simon,J. [39]), con lo que
| y(T') — ya |,< . Esto prueba que y € A(z) y finaliza la demostracién de ii).
iii) Segun la definicién (3.4), tenemos que probar que si zg € LP(Q), se cumple

limsup o(A(z,), k) < o(A(z), k), ¥ k € LP(Q).

Zn—20

En ii) hemos visto que A(z) es compacto, por lo que para cada n € IN existe vy, € A(z,) tal
que

o(A(zn), k) = /Q k(t, ) yn(t, ) dzdt.

Ahora por i) (y,), C X (compacto), luego existe y € LP(Q) tal que (despues de extraer una
subsucesién) y, — y en LP(Q)). Probemos que y € A(z).

St n = ©(2n, Yo, Ya), existe v, € sgn(pn)x, tal que

0
ayn - Ayn + g(zn)yn :l Pn ‘Ll(q) UnXw €N Q

(3.6) Yo =0 en X
Yn(0) = yo en Q
| Yn(T) = ya [p< .

Para continuar la demostracién necesitamos el siguiente

Lema 3.7

Zn T R0 €N LP(Q) = QOO(ZHJ y(byd) - @0(207 yO'yd) en LP/(Q) O

Demostracién: Ver [15].

|
Fin de la demostracién de la Proposicion 3.6:
Por el lema anterior y la desigualdad (2.23)

@n — ©(20,Y0,ya) en L7 (Q).

lo que implica que
| ©n ‘Ll(q)_>’ ©(20, Y0, Ya) ’Ll(q)

Pn — 90(20, y[byd) Ctp en §?
(despues de extraer una subsucesién).

De este modo, existe v € sgn(v(zo, Yo, Ya) X4 tal que

v, — v débil-* en L>(q),

v, — v c.t.p. en Q.
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Ahora, si pasamos al limite en (3.6) se tiene

0
= — Ay + g(20)y =| ©(20, Y0, Ya) |11(g) VXw €0 Q

ot
y=0en X ’
y(0) = yo en Q

y como antes, debido al efecto regularizante de la ecuacién del calor, | y(T) — ya [,< «,
deduciendose que y € A(zp).
En definitiva, para todo k € L (Q),

o(A(zn), k) = /Q k(t, ) yn(t, z)dzdt — /Q k(t, 2)y(t, ) dedt <

< sup k(t,z)y(t, x)dzxdt = o(A(z0, k),
yeA(z0) Q

lo cual prueba que A es hemicontinua superiormente y termina la demostracién de iii).

|
Teorema 3.8 Si f cumple las hipdtesis del teorema (3.2), existe y € LP(Q) tal que y € A(y).
Ademas es solucion de (3.1) y demuestra el teorema (3.2).

Demostracién: Si restringimos A a conv(X)(= envoltura convexa de X), que sigue siendo
un conjunto compacto en LP(2), la aplicacién resultante satisface las hipétesis del teorema de
Kakutani, y por tanto A tiene un punto fijo y € conv(X). Ademas, por construccién, existirad
©* € LP(Q) y v € sgn(p)x, tal que

—gtso—AsoJrg(y)w:O en @
©=0 en »
o(T) = ¢° en
gty —Ay+ f(y) =l ¢ 1) v en Q
y=0 en
y(0) = yo en
| y(T) = ya [p< o

Por tanto y es la solucién al problema planteado en este capitulo.

|
Observacion 3.9 Argumentos de punto fijo son tambien utilizados en Diaz,J.I. [7] para mostrar
la controlabilidad aproximada de una ecuaciéon con un término multivoco que aparece en Cli-
matologia.



Capitulo 4

CONTROLABILIDAD
APROXIMADA DE PROBLEMAS
PARABOLICOS SEMILINEALES.
CASO SUPERLINEAL.

4.1 Control sobre una parte del dominio.

Al contrario que en los casos lineal y sublineal, en el caso superlineal (salvo excepciones que co-
mentaremos), no es posible alcanzar la controlabilidad aproximada. Veamos algunos ejemplos:

Proposicién 4.1 (Debido a A. Bamberger: vease Henry,J. [22]).
Sea Q =)0, 1[. Consideremos el problema

ay a2y p—2 _

% “ o ly[PPy=0 en@
4D = y(1,0) = v(t); y(t,1) =0 en >

y(0,2) =0 en Q2.

Entonces, si . = (¢,1), (0 < e < 1), existe una constante C. (independiente de v) tal que
(4.2) [ 1) [P de < C.
Qe

para todo v € L*(0,T).

Demostracion:
Sea 1 una funcion de D(Q) con ¥(z) > 0 si z € Q. Si multiplicamos (4.1) por ¥ (z)y(z) e
integramos por partes sobre () se obtiene:

/ 0 [wla) |yt ) ) dodr + / Dyt 2) o)yt 2)) e + [ @) Ly(ta) 1 dodt =

== [ vyt 00y,

40
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o lo que es lo mismo:

dy(t, x)
2 2
3 6@ [T P do+ [ 0(o) | ote.o) )2 ey

T
+ [ @) () P dedt =~ [ o)y(,0)()dt
Ademas por la desigualdad de Holder, como

1 -2 1
T
2 2p P

se tiene que aplicando la desigualdad de Young,

diy 0 1 0
R I R e ey

</¢|8y|2d:pdt>2</¢_p+2||z)2dxdt> = </¢‘y|PdIdt>;

0 pt2
/wkﬁfdﬁ+ /wuﬁwmuu——/w‘ap—VQMﬁ

IN

IA

y por tanto

1 2 1 9 12 ot P
3 el @w) P w5 [ S dadt + (1 p)/@¢|y| drdt

—T———/¢; L——V?dﬂﬁ< t/ y(t, 0)u(t)dt,
deduciendose que
2 _pt2 dy 2
2 < / / p—2 — | p—2 .
[ 19(T.) [ de < =2 (1, 0wty + THS = [ w85 | S0 |57% da

Eligiendo ahora 1) tal que

cuando z — 0

P(x) = 2 + o(2?)
{ @ = B2t o2 )

dx
Y(z) =1 sobre (e, 1)
entonces
v pt2 ;W dy —BEE+(8-1) 255 +o(x —BEESH(B-1) 2 )

| =z

dr
Tal funcién esta acotada cuando z — 0 si

p+2

p_2+(5—1)2>0

_5 5

para lo que basta elegir (3 > o145, con lo que estara acotada sobre todo 2.
Finalmente, como ¥ (0) = 0 se deduce (4.2).
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Observacién 4.2 Es claro que (4.2) muestra que el problema (4.1) no es controlable aproxi-
madamente.

Proposicién 4.3 (vease Diaz,J.1. [8])
El problema

0

aiz —Ay+[ylTly=0 enQ

y(t,z) = v(t, x) en X

y(0,2) = yo en €,
conv € X ={ espacio de trazas para el que existe una solucion del problema }, no satisface la
propiedad de controlabilidad aprozimada en el caso dep >1.
Demostracion:

Probaremos que existe ¢ = ¢(p, n) tal que

1 1
(4.3) u(t,z) < c(p,n) (d(m) + tg> , V(t,z) € Q,
donde 0 = z% y d(z) denota la distancia de x a la frontera de Q2 (por supuesto, esto acaba la de-
mostracién). Seguiremos, por ejemplo, la demostracion de (4.3) dada en Kamin,S.-Peletier,L.. A .-
Vazquez,J.L. [23].

En efecto, sea xg € Q, to € (0,T] y k = ng:O). Consideremos en

S={(t,z) €Q: |z —mo|* <kt, 0 <t <t}

la funcion

C
(kt —r2)?
con r = |z — xo| y C una constante que despues elegiremos. Mostremos que para C' suficiente-
mente grande, U > u en S.

En primer lugar, U = oo sobre la frontera parabdlica de S. Ademas si denotamos (por
comodidad) w = kt — 72, tenemos que

Ult,z) = (= C(kt.(x — 20)*)7?),

LWU) = U —-AU+U?
= —kCOw™ Y 4+ div[20Cw Y (z, —ﬁxovi)i] + CPw™o
= —kCOW™ ) +3"40C(0 + 1)w D (2 — 20,)%] + Y [20Cw™ D] 4 CPw?
=1 =1
= —kCOw™ Y 1 40C(0 + 1)r?w™ 2 4 2n0Cw™ D 4 CPu0.

De este modo, si se cumplen las desigualdades

sCP7L > 40(0 + 1)r?
(4.4) sCP > 2nfw
%C’p_l > kbw,
se tiene que L(U) > 0. Ahora, puesto que 12, w < d*(zq) = kto, (4.4) se cumple si

C = clp, n)[d(z0)’ + k7 Td(zo)7T).
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Entonces, aplicando el principio de comparacion entre u y U se llega a que

C d(20)? + k71 d (o)’
u(t0>$0)SU(to,xo):W:c(p,n) (0> (kto)() (0) _
= c(p,n) 1+k9t511—()1+1
— W ey T Gete)? | T o) T 2

(en realidad tal proceso pasa por aproximar €2 por €2, — €, comparar uy U en Q,, = (0,T) x €,
y pasar al limite cuando n — oco. Este tipo de cosas puede verse con mas detalle en Diaz,G.-

Letelier,R. [5]).

4.2 Control sobre todo el dominio.

Cuando el control se ejecerce sobre todo el dominio es posible dar una respuesta afirmativa a
la controlabilidad aproximada para cualquier funcién continua f (vease Diaz,J.I.-Fursikov,A.V.
[11] y Henry,J. [22]). Aqui presentaremos un resultado mas fuerte dando informacién sobre el
signo de los controles.

Teorema 4.4 (Diaz,J.I.-Henry,J.-Ramos,A.M. [13])
Sea f : IR — IR una funcion mondtona no decreciente tal que f(0) > 0 y Q un abierto
acotado reqular. Para cada v € L*(Q) denotamos por y(v) a la solucidn de

0

Y Ayt fly)=v en@
y(x,t) =0 en 3
y(-,0) =0 en €.

(4.5)

Sea yq € L2(Q), y X un conjunto denso en L%(Q). Entonces, para todo € > 0 eziste v. € X
tal que || y(T;v) —ya lliz<e. g

Demostracion: Sean y; € L2(12), € > 0. Consideremos el problema lineal

Y
aat—AY:z5 en
Y(z,t)=0 en ¥

Y (z,0)=0 en €2,

con z. € X tal que
I Y(T, 2) = ya |2 < €

(esto se puede hacer segun lo visto en la Proposicién 2.6).
Consideremos Z; € L°(Q) suficientemente proximo a z. (en || - ||z2(g)) de forma que

|| Y(T, ZE) — Y(T,Z) ||L2(Q)< e.
Como 7z € LY(Q), se tiene que Y (Z) € L°(Q) y por tanto

fY(z)) € LT(Q) € LL(Q).
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Denotemos por ¢ a la solucién de:

-
%—Awf(i/(zwg) — .42 -7 enQ
(4-6) g((), ;p) =0 en §?
Zj(t>$) = 0 en Z,

con v € X tal que || v- — f(Y (%)) || r2)< €.
Entonces y = Y(Z:) + ¢ es solucion de (4.5) (recuerdese que v, + 2. € X). Ademas, si
multiplicamos en (4.6) por § e integramos sobre [0, 7’| obtenemos:

5 [ VBT P do [ V5 P dodt = | (- et + [ (0 - 1V )5+

/Q[f(Y(Ze))—f(Y(Ze)+z?)]z7dfcdt < ze=zZ @l § 2@ + o= FV () 2@l 9 1122 -

Ahora, si se aplica la desigualdad de Poincaré en el primer término y la desiguladad de Young
con peso en el ultimo, se deduce que

L 13T [ de =1 (D) 3202 0.
Finalmente se deduce que
1y(T) = ya < Y@ENT) =Y (@)(T) || + | Y (@)T) = ya | + | 5(T) | 0.

Observacién 4.5 Una demostracién de la anterior conclusion para f meramente Lipschitziana
(y no necesariamente monétona) puede encontrarse en Diaz,J.I.-Henry,J.-Ramos,A.M. [13].



Capitulo 5

ALGUNAS CUESTIONES
ALTERNATIVAS EN CASO DE NO
CONTROLABILIDAD
APROXIMADA.

En este capitulo trataremos la no controlabilidad aproximada de la ecuacién de Burgers me-
diante el método desarrollado en Fursikov,A.V.-Imanuvilov,A.Yu. [20].

5.1 La no controlablilidad aproximada de la ecuacién de
Burgers.

5.1.1 Estimacién principal.

Consideremos la ecuaciéon de Burgers:

(5.1) aaty(t,:z:) — jﬁy(t,x) + y(t,x);y(t,x) =u(t,x), = € (0,a), t € (0,7,

donde a > 0y T > 0 son numeros fijos aunque arbitrarios, junto con las condiciones de frontera

y valor inicial:
(5.2) y(t,0) =y(t,a) =0, y(0,z2) =0, z € (0,a), t € (0,T).

Para los controles supondremos que u(t, ) € L*([0,T] x [0, a]), junto con
(5.3) supp u(t,z) C (b,c), YVt € (0,T); con0<b<c<a.

Se sabe (Vease Ladyzenskaja,0.A.-Solonnikov,V.A.-Ural’ceva,N.N. [25]) que si u estd en las
condiciones anteriores, existe una tnica solucién y(t,z) € L*(0,T;W?%2(0,a)) del problema
(5.1), (5.2). Utilizando este hecho y la ecuacién (5.1), se deduce que en estas condiciones,
Sy(t,x) € L*((0,T) x (0,a)).

Para observar la no controlabialidad aproximada de este problema, es posible aplicar esti-
maciones similares a las de la Proposicion 4.3 (vease Diaz,J.I. [8]). Sin embargo, utilizaremos
un método de energia que desarrollamos a continuacién.

45
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Lema 5.1 Sea u € L*((0,T) x (0,a)) satisfaciendo (5.3), e y(t,z) una solucion del problema
(5.1), (5.2). Siyy(t,x) = max{y(t,z),0}, entonces para m > 5 se tiene la estimacion:

(5.4) at/ (b— 2)"y (t, 2)dr < a(m)b™?,

donde b es la constante dada en (5.3) y a(m) > 0 es una constante que depende solo de m.

Demostracion:
Multiplicamos ambas caras de (5.1) por (b — x)™y3 (¢, x), e integramos respecto de x sobre
el intervalo (0, b), obteniendo:

b

b o m Q 3 b o mq, 2 E 2 . o m—1,3 9
| =2yt + [ (b—a)"3y oy ) (oy)da = [ m(b—2)" S ydas

+/ (b—x)™ y+a ydr = 0.

Por los teoremas sobre regularidad de la ecuacién de Burgers (vease Ladyzenskaja,O.A.-
Solonnikov,V.A.-Ural’ceva,N.N. [24]), se tiene que y(t,z) € C((0,7) x (0,a)). Si ahora y_ =
min{y, 0}, entonces:

30 S(Q L9 )= 30 10 4
Yrgr? = Ye\gh T ¥ T Vv T oY

De forma anéloga:

2 2 0yy Oy (% 2 WOy _ 1 Oyt
*or 0 Ox or k+1 oz
Usando estas igualdades y la integracién por partes se deduce que:

b(b—x)" 0 4 b o yma, 2 9 27 bm(m —1) _ m—2 0 4
(55) [ S gtdr+ [0 )y (g e — [ TR0 — a2 Sy de

+/ (b—2)™ Yy dz = 0.
A continuacion, utilizando la desigualdad de Hélder con los exponentes conjugados 5 y g,
se tiene

4(m—1)

(5.6) /Ob(b— o)t dy = /Ob(b—:zr)m?G(b—x) =yt do

4
5

S

< (- ameani([ o - o)y
b5 b m—1,5 7 \%
_ (m_5)é(/0 (b—z)™ 1y da)5.

Por otro lado, utilizando la desigualdad de Young,

m m15 m(m 1)<m5> ety s .
/ B " 4(m )%b (/0 (b—2)" yidr)s > —a(m)b™”,

donde a(m) es una constante positiva (debido a que m > 5) que depende solo de m.

Por 1ltimo, sustituyendo (5.6), (5.7) en (5.5), se obtiene la estimacién del lema.
|
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5.1.2 Resultados de no controlabilidad aproximada.

Teorema 5.2 Fijado T > 0, un ndmero finito arbitrario, el problema (5.1), (5.2) no es
L?(0,a)-controlable aprozimadamente respecto al conjunto de controles u € L*((0,T) x (0, a))
satisfaciendo (5.3).

Demostracion:
Sea yq(z) € L*(0,a), ya(x) > 0, e y(x) una solucién del problema (5.1), (5.2). Entonces,

b
(5.8) / | ya(x) —y(T,z) |* dv)2 > (/0 | ya(x) — y(T,z) |* dv)2 >
3
> — T!l? 2dx-|—/ $—_T,£B de
- </{xe<0,’;>: y(T.2)>0} | 9a(@) =+ (T, 2) | 0.5): y(T,2)<0} | va(z) —y-(T> ) |
1
= / ) = y(T,2) |* dv + T 2dx>
( {wE(Q%):yCF@)20}| va(z) =y (T, z) | {xe(Q%):yCF@)§O}| Ya()

= ([ 1) =) Pe) =) Ly

> |l ya ||L2(o L | y+(T,) ||L2(0 5y

Ahora, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene:

D=

5-9) M ye(T,) N2y = (/Og<b—x)—?<b_x)?|y+(T,x) |2dx>

(/j(b—x)md:c)i (/g(b—x)m Ly (To2) |* dx)“

- (o o) i)

Ademas, integrando sobre (0,7") la estimacién (5.4), se obtiene la desigualdad:

IN

=

b
(5.10) / (b—2)™ | yo (T, 2) |* dz < Ta(m)b™ .
0
De este modo, si elegimos y4(x) € L?(0,a) satisfaciendo la condicién
1
bl—m(2m 1 _ 1) s 1
.11 oy (o ratmy=) 1

y tenemos en cuenta (5.8)-(5.11), se concluye que para cualquier control u € L2((0,7T) x (0, a))
satisfaciendo (5.3), la solucién y del problema (5.1), (5.2), cumple

lya —y(T,-) 200> 1.
Obviamente, esta tltima desigualdad acaba la demostracién.

|
Consideremos ahora la ecuacién de Burgers con control sobre la frontera:

0 0? 0
oY y(t,x) — ax2y(t,x) + y(t, x)%y(t,a:) =0, z€(0,a), y € (0,7)

(5.13) y(t,0) =0, y(t,a) = u(t).

(5.12)
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Teorema 5.3 FEl problema (5.12), (5.13) no es L*(0, a)-controlable aprozimadamente respecto
al espacio de controles L*(0,T) para cualquier T >0 fijo. 4

Demostracion:
De manera andloga a lo hecho en el lema 5.1, las soluciones y del problema (5.12), (5.13),
verifican la estimacién (5.4), con la que repitiendo los pasos de la demostracién del teorema

5.2, se concluye el resultado.
|

5.2 Puntos de alcanzabilidad estables de la ecuacion de
Burgers.

En el capitulo anterior se ha probado la no controlabilidad aproximada de la ecuacién de
Burgers. Esto mismo sucedia en ecuaciones semilineales superlineales. Debido a esto, parece
conveniente considerar nuevas cuestiones relativas a la controlabilidad de este tipo de problemas.
Consideremos la ecuacion de Burgers

0 0? 0
14 —_ - 2 _
(514 oyt ) = Syt ) + oy () =0, 2 € (0.a), 10,
con control sobre la frontera
(5'15) y(t, O) = UU(t)v y(t’ CL) = u1<t)7

y condicion inicial
(5.16) y(0,2) = yo(x),

donde yo(z) € L*(0,a) es una funcién dada.

Definicién 5.4 Una funcién yqs(z) € L*(0,a) se dice que es una funcién de alcanzabilidad esta-
ble para la ecuacion de Burgers con control sobre la frontera, si para cualquier condicion inicial
yo(z) € L*(0,a), existen T = T(yo) > 0 y controles u;(t) € L} .(Ry) (j = 0,1), tales que la
solucion y(t,x) del problema (5.14)-(5.16), satisface:

Iyt ) = Ya l200=0Y1>T(y) g
Esta definicion es demasiado “fuerte”, y conviene “debilitarla” de la siguiente manera:

Definicién 5.5 Una funcion yq(x) € L*(0,a) se dice que es una funcién de alcanzabilidad apro-
rimadamente estable para la ecuacion de Burgers con control sobre la frontera, si para cualquier
condicidn inicial yo(x) € L*(0,a), existen controles u;(t) € L3 .(IRy) (j = 0,1), tales que la
solucion del problema (5.14)-(5.16) satisface las condiciones:

(5.17) | y(t,*) = ya ||le20,0)— 0, cuando t — oo,

(5.18) Ve CX(0,a), /Oa aiy(t,:z:)g&(x)dx — 0, cuandot — oo.

Describamos en primer lugar, el conjunto de puntos de alcanzabilidad aproximadamente
estables, de la ecuacién de Burgers con control sobre la frontera.
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Supongamos que y4(x) € L*(0,a) es un punto de alcanzabilidad aproximadamente estable,
y que y(t,x) es la solucion de la ecuacion de Burgers cumpliendo (5.17), (5.18). Sea w(t,z) =
y(t,z) — yq(z). Multiplicando en (5.14) por ¢ € C°(0,a) e integrando sobre (0,a) se tiene:

619) [T 2 pale) + o @eds = [T o(t,2)p(w) + wlt, 0) ()t
()t ) + (1, 0)) o)

Ahora, si pasamos al limite en (5.19), teniendo en cuenta (5.17), (5.18), y que se cumple para
cualquier funcién ¢ € C°(0,a), obtenemos que

(5.20) _ 2 i)+ L@y =0
| g2 ¥\ ) T g al) =0

De esta manera, hemos probado el siguiente resultado:

Lema 5.6 Si yys(x) es un punto de alcanzabilidad aproximadamente estable, para la ecuacion
de Burgers con control sobre la frontera, entonces yq(x) satisface la ecuacion (5.20).

A continuacion, si escribimos

(5.21) Ya(0) = a1, ya(a) = s,

mostraremos que cualquier solucién del problema (5.20), (5.21), con aq, as finitos, es un punto
de alcanzabilidad aproximadamente estable. Para ello resolvamos primero el problema (5.20),
(5.21).

Lema 5.7 Para cualquier oy, oy finitos, cumpliendo oy < ap y acnag > —73, existe una unica
solucion del problema (5.20), (5.21). Ademas,

(5.22) si g — g > acyag,  entonces  ya(z) = e tg(v/c(x + d)),
-1

5.23 St Qg — (] = A g,  entonces r)=——-,

( ) 2 1 1002 Ya() (z +d)

(5.24) si gy — ay < aqyag,  entonces  yg(x) = —v/c cth(y/c(x +d)),

donde las constantes c,d son determinadas univocamente por aq, .

Por iiltimo, si a1 > g 6 aciag < —7, entonces el problema (5.20), (5.21) no tiene solucion.
O
Demostracién:

Integrando (5.20) una vez se obtiene
5.25 —ya =y +c.
( ) or Yd = Ya

Si ¢ > 0 podemos escribir esto como

10 Ya

Lo Yo
caxyd (\/E) +1,
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con lo que integrando de nuevo, se obtiene:

1
(5.26) —arctg(ﬁ) =x+d,
c

Ve Ve
o lo que es lo mismo,
ya(z) = Ve tg(Vel + d)).

Veamos que las constantes ¢ > 0 y d de esta igualdad, estan determinadas univocamente por
a1 y ag. Utilizando (5.21), (5.26), se tiene que

ay/c = a'r’ctg(%) —arctg(

Ve Nz

y utilizando la férmula:

_ tg(f) —tg(g)
tg(f—9) =1 ta(f)tg(g)’

Ve(ag —ay)

(C + Oé1a2) '

se deduce que
tg(av/c) =

Ahora, resolviendo esta ecuacién (p.e. por medio de gréficas), se tiene que si oy, a9 satisfacen
la condicién de (5.22), existe una tunica solucién positiva ¢ de esta ecuacién, y con ella una
Unica constante d.

Si ¢ = 0, entonces integrando en (5.25) se tiene que

—1
(x+d)’

Ya(z) =

y es facil comprobar que se cumple la condicién ay — a1 = aajag, con lo que se prueba (5.23).
Si ¢ < 0, las reglas de integracion sobre (5.25) nos dan

Ya — va 2/e1(a+d) deci
— = ! , = —/cicth(y/ +d)),
it o e es decir y4(z) cicth(y/ci(x + d))

donde ¢; = —c. Entonces, si llamamos v = /¢, aplicando (5.21) se tiene que

Qg — 7Y oy —7
= 29 . 214 = 27
Qg + 7y o+

Y

con lo que multiplicando la primera igualdad por la inversa de la segunda queda:

(a2 = 7)(@1+7) _ 2y
(a2 +7) (a1 — ) '

Ahora, resolviendo esta ecuacion, se puede probar que tiene una tnica solucién v > 0 (con la
que tambien deducimos la constante d) si a;, s estdn en las condiciones de (5.24).
Los argumentos anteriores nos prueban el resultado del lema sobre no existencia de solucion.



5. Algunas cuestiones alternativas en caso de no controlabilidad aproximada. 51

Teorema 5.8 Sean oy, ap € IR salisfaciendo las condiciones: oy > a1, acyag > —75; e
ya solucion del problema (5.20), (5.21). Entonces, yq(x) es una funcion de alcanzabilidad
aprozimadamente estable, que se puede aproximar por la solucion y(t,x) del problema (5.14)-

(5.16), con control ug(t) = v, uy(t) = ag. Ademas, si w(t,z) = y(t,x) — yq(z), se cumple:

I w(y, ) I720w< e | %o — va lli200 (A>0),

0
/O | ?w( ) 12200 dt < 5 H Yo —va 7204 - O

Demostracién:
Sea y(t,x) la solucién de (5.14)-(5.16) con wuy(t) = aq, ui(t) = ao. Utilizando (5.20),
deducimos que w(t, x) es solucién del problema

0 0? 0 J
(5.27) pradi el + Q&B (Wya) + = 0,
(5.28) w(t,0) = w(t,a) =0, w(0,2) = yo(z) — ya().

Si multiplicamos en (5.27) por w(t,z), integramos sobre (0,a) y tenemos en cuenta (5.28),
queda:

0
0 = S0t e + ;w( >||Lzoa)+2/w—yd>das+

+ 2/ de— wdx+/

E)
- m\lw( ) Bagay + Il 5ol Hmﬁ/W*ydd“/ 3001 =

8
(5:20) = 5511wl ) oo + | mewlts) oo + [ w2 (b =0

Consideremos A; el minimo autovalor del problema espectral:

(5.30) —@a;v( )+ (aaxyd(x))v(m) = \v(z), v(0) =v(a) =0.

Entonces como 2y4(z) > 0 (basta utilizar el lema 5.7), se tiene que A\; > 0 (basta multiplicar
n (5.30) por v(x) e integrar sobre (0,a)). Ahora, utilizando (5.29),

2dt || w(t, ) 200 M I @(t,-) 2000 < 0,

con lo que,

d td
i | wit, ) 17200 < —2M L I w(s,) NZ2(0.) @5 = 221 1| o — ¥a l1Z2(0.0)»

y aplicando el lema de Gronwall (vease por ejemplo la pag. 27 de Haraux,A.[21]) se tiene que

d —
dt || w( ) ||%2(O,a)S _2)\1 || Yo — Yda ||%2(0,a) e 2>\1t7

con lo que integrando,

I w(t,-) 1200 <l %o — ¥ 7200y € 2"
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a 0
Ademas, si en (5.29) utilizamos el hecho de que / wQO—(yd)dx > 0, integramos sobre (0,a) y
0 x

hacemos t — oo, obtenemos la ultima desigualdad del teorema.
Veamos por tltimo que se cumple (5.18). Multiplicando en (5.27) por ¢ € C*(0,a), e
intregrando sobre (0,a) queda:

2

0 a 0 a 0
= 2 — 2~ pdr <
/ 815 y(t,x)p(zr)dr = / 8 S5 pdr + /0 wydaxgodx—l—/o w axgpda: <

0? 0
<[ w(t,) [[z200l 527 z20,0) +2 [| w(t,*) 2200l Yagy @ lz20,0) +

8 t—>oo
+ wlts) (2200l 526 =0 =0

Estudiemos ahora, las funciones de alcanzabilidad estables de la ecuacién de Burgers, con con-
trol sobre la frontera. Para ello necesitamos un resultado auxiliar previo:

Sea yq(t,z) € W*((0,T) x (0,a)) = {y € L*(0,T;W?%(0,a)) : dy € L*(Q)} una solucién
de la ecuacién (5.14), y B,(yo) = {z(z) € W"*(0,a) : || 2 — 4o [lwr200,0)< 7}. Se tiene el
siguiente resultado:

Teorema 5.9 Dado T > 0, si r > 0 es suficientemente pequeno, entonces, para todo zo(x) €
B, (ya(0,2)), eziste una solucion z(t,z) € Wi*((0,T) x (0,a)) de la ecuacion (5.14), que satis-
face las condiciones:

2(0,x) = 2zo(x), 2(t,0) = up(t), z(t,a) = ui(t), (ug, ur a determinar),

y cumple:
(T, x) =v4(T,x).

Demostracién: Vease el teorema 5.1 de Fursikov,A.V .-Imanuvilov,0.Yu. [20], donde de hecho
se demuestra un caso méas general.

|
Teorema 5.10 Sean oy, ay € IR, tales que as > oy y acjae > —%. Sea por otro lado, y.(z)
una solucion de (5.20), (5.21). Entonces, ya(x) es una funcion de alcanzabzlzdad estable para
la ecuacion de Burgers con control sobre la frontera.

Demostracion:
Sea y(t, x) la solucién del problema (5.14)-(5.16), con ug(t) = oy, uy(t) = ao. Aplicando el
teorema 5.8, se tiene que dado r > 0, arbritario, existe to > 0 tal que

| w(to, z) ||W1!2(O,a):|| y(to, r) — ya(x) ||W1v2(0,a)< .

Si aplicamos ahora el teorema 5.9 con y,4(t, x) = ya(x), 20(z) = y(to, ), a traves de una correcta
eleccién de los controles de frontera ug uy, es posible hacer que la correspondiente solucién z(t, x)
cumpla z(T, z) = yq(z).

Observacién 5.11 Resultados de una naturaleza similar para la ecuacién semilineal superli-
neal son el objeto principal del trabajo Diaz,J.I.-Fursikov,A.V.-Ramos,A.M. [12].
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