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Resumen

La controlabilidad aproximada de ciertas ecuaciones parabdlicas cuasi-
lineales de segundo orden es analizada mediante un método de viscosidad
evanescente consistente en anadir un término de orden cuatro destinado
a tender mas tarde a cero. En aras a una mejor comprensién del método
se ilustra también su aplicacién al caso de ecuaciones parabdlicas semi-
lineales.

1 Introduccion

La consideracién de alguno de los miltiples problemas matematicos que tienen
su origen en la teoria de Control es bastante reciente si nos limitamos a la
produccién de especialistas espanoles. Si bien ya se pueden encontrar algunas
alusiones al tema en el discurso de ingreso en la Real Academia de Ciencias
de Madrid de Pedro Puig Adam en 1952 (Puig Adam [18]), el primer trabajo
en el que este tipo de cuestiones se aborda con rigor matematico parece ser
el de Antonio Valle (Valle [21]) fruto de su tesis doctoral (Valle [22]) que,
aunque presentada en la Universidad Complutense de Madrid, fué dirigida por
el Profesor J. L. Lions. Desde entonces, la labor impulsora de A. Valle en aras
al desarrollo de esta parcela en nuestro pais ha sido constante y se ha venido
encauzando en diferentes frentes: direccion de tesis doctorales, mecenazgo en
el contacto con grupos activos de otros paises, organizacion de congresos sobre
el tema, etc... Numerosos criterios objetivos permiten afirmar que su esfuerzo
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ha sido fructifero y hoy dia es grato reconocer la deuda que esta comunidad
cientifica tiene contraida con él. Valgan las lineas que siguen para manifestar
nuestro reconocimiento.

En el presente trabajo se aborda la cuestién de la controlabilidad apro-
ximada para ciertos problemas parabdlicos cuasilineales que relevantes en las
aplicaciones. Dada una funcién continua creciente (, numerosos sistemas fisicos
y biolégicos se rigen por el problema parabdlico cuasilineal

ye —Ap(y) = h+wvx, enQ:=Qx(0,7T),
(PC)§ ¢y) =0 en ¥ :=0Q x (0,7),
y(0) = o en Q,

donde h € L(0,T : H1(Q)), yo € L*(Q) son datos conocidos y v € L?(w x
(0,T)) representa una posible accién sobre el sistema desde el subconjunto
abierto w de Q. Aqui Q representa un abierto regular acotado de R™, T > 0
y H71(2) denota el espacio dual de H}(Q) (referencias sobre la modelizacién
pueden verse, p.e. en Kalashnikov [13]). Recordemos que, gracias a resultados
bien conocidos (véase p.e. Brézis [1]), se tiene la existencia y unicidad de
una solucién débil de (PC), y € C([0,T] : H~1(Q)). Nuestro interés radica
en la eleccién del control v de manera que y(-,T) se aproxime, en la norma
de H~1(Q), tanto como queramos a un estado deseado yg € H~1(Q2). Es la
controlabilidad aprovimada en H~1(2) (recordemos que el cardcter parabdlico
de (PC) conlleva diversos efectos regularizantes que impiden, en general, tener
la controlabilidad exacta y(-,T) = yq(+)).

Segtin la sistematizacién llevada a cabo en Lions [14], es bien conocido que
la controlabilidad aproximada puede ser obtenida, en el caso de problemas li-
neales, mediante una especie de alternativa de Fredholm que reduce el problema
a mostrar la llamada propiedad de continuacion unica para las soluciones del
problema lineal dual. El estudio de problemas parabdlicos no lineales parece
tener sus primeros resultados generales en la tesis de J. Henry (Henry [12]). Los
problemas son linealizados previamente y se abordan posteriormente mediante
técnicas de punto fijo. El anterior programa fué llevado con éxito sobre L?(Q)
para problemas semilineales de la forma

Yy —Ay+(y) =h+ovx, en@,
(PS)q y=0 en %,
y(0) =yo en 2,

en Fabre, Puel y Zuazua [10] [11] (véase también Diaz y Ramos [6] [7]) uti-
lizando de manera vital una informacién precisa sobre la construccién de los
controles para el caso lineal que tiene sus origenes en el importante trabajo
Lions [16]. Es de senalar que solo si w es un subdominio estricto el problema
ofrece una dificultad importante (véase Diaz y Fursikov [5] para el caso w = Q).

En el caso del problema cuasilineal (PC) el problema linealizado no posee
la compacidad suficiente para la posterior aplicacién del argumento de punto
fijo y se requiere una herramienta adicional. Aqui seguiremos un método que
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consiste en aproximar el problema mediante la adicién de un término nuevo en
la ecuacion que luego haremos tender hacia cero. Este tipo de métodos suelen
conocerse en la literatura como métodos de viscosidad evanescente, por aparecer
en el contexto de fluidos ideales cuando se interpretan como limites de fluidos
con una viscosidad cada vez més pequena. En nuestro caso serd conveniente
la presencia de términos de orden superior, lo que nos lleva a considerar la
cuestion de la controlabilidad aproximada asociada al problema

ye +eA’y — Ap(y) =h +vxe enQ,
(PC)- y=Ay=0 en Y,
y(0) = yo en Q.

Nuestro resultado principal (Teorema 1) parece ser el primer resultado en
la literatura para este tipo de problemas pero no alcanza a mostrar la con-
trolabilidad aproximada para (PC) en H~1(f2) sino en espacios méds débiles
H=177(€), con v > 0 arbitrario. La razén de no alcanzar H~1(£2) es bastante
técnica, radica en el tipo de linealizacion seguida y es independiente del proceso
de control. Bastaria probar un resultado de convergencia ante baja regularidad
(véase el Corolario 15) para concluir el resultado en este espacio. Con el fin de
exponer mas pedagdgicamente este punto técnico, presentamos aqui también
la aplicacién del método de viscosidad al caso del problema semilineal (PS)
que aproximamos mediante

ye +eA?y—Ay+o(y) =h+uvx. enQ,
(PS)eq y=Ay=0 en X,
y(0) = %o en Q.

Insistimos en que no pretendemos mejorar los resultados en la literatura sobre
la controlabilidad de (PS) sino mostrar como una linealizacién mas favorable
permite alcanzar resultados de controlabilidad en mejores espacios, tales como
L2(Q).

Es importante senalar que las funciones ¢ en (PC), (PC)., (PS) v (PS).
se supondran sublineales en el infinito, e.d. tales que

lo(s)] < C(1+1s]) si |s| > M, para algin M > 0. (1)

La razon es que en otro caso se pueden obtener resultados de Obstruccion que
muestran la imposibilidad de que se tenga la controlabilidad aproximada (esto
ha sido explicitamente obtenido en el caso de (PS) y (PS). en Diaz y Ramos
[7] v [8] respectivamente). Curiosamente, en el caso del problema (PC) aparece
también una obstruccién cuando ¢ es estrictamente sublineal en el infinito (por
ejemplo si p(s) = |s|™"1s y 0 < m < 1) tal y como se ha mostrado en Diaz y
Ramos [9]. Nuestro resultado principal se ocupard pues de una clase bastante
concreta de funciones ¢ que son “esencialmente lineales en el infinito” pero que
incluye un problema de interés en las aplicaciones como es el llamado problema
de Stefan a dos fases y que corresponde al caso de ¢(s) = kssis <0, p(s) =0
sis€[0,L]y ¢(s) =Fk(s—L)sis>L.
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2 Controlabilidad via viscosidad evanescente.

El principal resultado de este trabajo es el siguiente:

Teorema 1 Sea ¢ una funcidn continua no decreciente tal que ©(0) = 0.
Supongamos que existe k > 0 tal que

C
¢ € CHR\[-M;, M), |¢'(s) — k| < |?1| si |s| > M, (2)
Y
lp(s) —ks| <Cy VseR (3)

para ciertas constantes positivas Cq, My y Co. Entonces, sip'(s) > ¢ >0 c.p.t.
s€R oh e L*Q), el problema (PC) verifica la propiedad de la controlabilidad
aprozimada en H~=U+(Q) para cualquier v > 0, i.e., dados yq € H=1+7(Q)
y 6 >0 existe v € L*(0,T : L*(w)) tal que || y(T50) = ya | g-a+m ()< 0.

Como mencionamos en la Introduccién, la demostracién del Teorema 1 se
obtendra mediante el estudio de la controlabilidad aproximada para el problema
de orden superior con viscosidad (PC)..

Teorema 2 Supongamos ¢ € C°(R) (no necesariamente no decreciente) veri-
ficando (1) y derivable en algin punto so € R. Sea yq € H-H7(Q) y § > 0.
Entonces, para todo ¢ > 0 existe un control ve € L*((0,T) x w)) tal que si
y(t;v) es la correspondiente solucion de (PC). entonces

H y(T; UE) — Yd ||H—(1+w)(g)< 0. (4)

Si ademds  verifica (2) y (3), existe una constante positiva K, (dependiente
de k, C1, Cy y My pero independiente de €), tal que los anteriores controles ve
pueden ser tomados tales que

| ve lL2(x(0,rn< K, para todo € > 0. (5)

Con respecto a la aplicaciéon del método de viscosidad para el problema
semilineal (PS), se tienen las versiones andlogas de los resultados anteriores
aunque ahora en espacios mejores tales como, por ejemplo, L?(Q2). Recordemos
que la existencia de una tnica y € C([0,7] : L*(f)) se tiene por resultados
standard (véase p.e. Lions [15]).

Teorema 3 Sea ¢ una funcién continua no decreciente, con ¢(0) = 0, satisfa-
ciendo unicamente (1) y derivable en algin punto so € R. Entonces el problema
(PS) wverifica la propiedad de la controlabilidad aprozimada en L?(12).

Teorema 4 Sean ¢ como en el Teorema 2. Entonces el problema (PS).
verifica la propiedad de controlabilidad aprovimada en L*(Q). Ademds, sin
hipdtesis adicionales sobre ¢ se tiene la estimacion uniforme (5).
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La demostraciones de las primeras partes de los Teoremas 2 y 4 son muy
similares a las del resultado principal de Diaz y Ramos [8]. Las segundas partes
de esos teoremas siguen algunos de los pasos de la demostracion del Teorema
1 de Diaz y Ramos [8] que aqui inicamente esbozaremos, poniendo énfasis en
los nuevos argumentos necesarios para llegar a las conclusiones. En ambos
casos, el primer paso consiste en probar la controlabilidad aproximada para
unos problemas linealizados. Puesto que la hipétesis (2) implica claramente
que ¢'(s) — k cuando |s| — oo, es natural definir la funcién

wo(s) :==p(s) —ks, seR. (6)

De este modo, basta linealizar la funcién ¢g, lo cual (por conveniencia) lo
hacemos cerca de ciertos puntos s € R (que dependeran de ¢), elegidos de
manera adecuada, segin muestra el siguiente resultado:

Lema 5 Sea ¢ € C°(R) (no necesariamente no decreciente) satisfaciendo (2).
Dado € > 0, existe s € R tal que la funcion

ge(s) = L1 Polee) ™
satisface g. € L*(R)NC(R) y
| ge oo @) < Ve. (8)

Si ademds ¢ verifica (3), entonces existe una constante positiva Ko (que de-
pende de Cy, Cy y My pero no de €), tal que

lge(s)sc] < Ko,  para todo e > 0 y todo s € R. (9)

Demostracion. Por (2), podemos elegir s. € R suficientemente grande tal
que [s¢| > 2M; y
|se|

|@6(s)|<§ para todo s€R con |s| > 5 (10)

De hecho, si se tiene (3), e.d. si g9 € L>(R), entonces podemos elegir s,
satisfaciendo (10) tal que
ol _ veE

|se| -8’

En el caso de que (g no sea una funcién acotada, pero siempre bajo (2), pode-
mos elegir s. satisfaciendo (10) tal que

|sel
: (1)

lpo(s)l < lwo(se)l Vs €R tal que [s| <

|9”‘|)8(55) < f (12)
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En efecto: la hipétesis (2) implica claramente (12). Comprobemos (11). Si
definimos sy € [—N, N] tal que |po(sn)| = max{|po(s)| : s € [-N,N]},
entonces, como ¢y € C°(R) es una funcién no acotada, es claro que {sy} — +0o0
cuando N — +oo. Entonces, tomando s = sy, con N suficientemente grande,
las propiedades (10) y (11) se verifican simultdneamente.

Supongamos ahora que s. > 0 (el otro caso se hace de un modo simi-
lar). Entonces es sencillo comprobar la propiedad (8) si tenemos en cuenta

las propiedades anteriores, analizando los casos en los que con s estd en los
e Sey v (—oo, — 22
272 27

Comprobemos, por tltimo, que se verifica (9) bajo la condicién adicional

distintos intervalos [82—5700), (—

(3). Supongamos s € [8—5, 00): Entonces, por el Teorema del Valor Medio y (2),
existe (s) € [5,00) tal que
Se

0(s)

19:(5)sz| = |6 (0(s)0(s)l| 71 < 2l0p(6(5))0(s)| < 2Cy

Cuando s € (7%8, 8—26) se tiene que |s — s¢| > % y por tanto

[¢o(s)]

|s — s

|92 (s)s<| < |Issl < 2|po(s)| + 2po(se)| < 4C%.

|S |_|_ |900(5€)
€
S

|_6|

Finalmente, si s € (—oo, —%‘E], existe 0(s) € (—oo, —%] tal que

po(s) — po(—sc)| lpo(—s2)| lpo(se)l
ge(8)se| < S| + S| + Se
92(5)s o entlly, 4 Sl el
Se
< 1B s + eo(=s2)l + en(sc)] (pues s o] > )
< 2CT +20s.
|

Observaciéon 6 Es fécil ver que las siguientes condiciones (més faciles de ve-
rificar que (2) y (3)) son suficientes para obtener (9):

Primer caso: g es una funcién acotada con ¢g(0) = 0, existe 5 > 0 tal que
0i(s) <0V s>3, py(s) >0V s <=5y o es una funcién no decreciente en
(=00, =3 U [8, +00).

Sequndo caso: g es una funcién acotada con pg(0) = 0 y existe 5 > 0 tal
que ¢i(s) <0V s>3, ¢i(s) >0V s < —5.

|

Volvamos a nuestro proceso de linealizaciéon. Puesto que ¢g(s) = ¢o(s:) +
9:(8)s — g=(s)se, comencemos considerando la controlabilidad aproximada para

los problemas lineales que se obtienen al reemplazar el término ¢(y) por

ky + ga(z)y + @o(s:) — g:(2)se,
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en el caso del problema (PC). y

G(2)y + ¢(s0),

en el caso del problema (PS)., donde z es una funcién arbitraria de L*(Q) y G
o(s) = ¢(s0)
S — 8o
las expresiones anteriores coincidirdn con ¢(y). Si denotamos

es la funcién real definida por G(s) := . De este modo, si z = v,

he(z) := A (@0 (s2) = ge(2)s2) = —A(ge (2)s2) v H(2) := w(s0) — G(2)s0,

entonces se tiene que h.(z) € L>(0,T : H=2(Q)) y H(z) € L*(Q) para todo
z € L3(Q) y para todo € > 0. Consideremos pues la propiedad de controlabili-
dad aproximada correspondiente a los problemas lineales

ye +eA%y — kAy — A(g=(2)y) = h+ he(2) + ucxw  en Q,

(PcL)ed y=Ay=0 en ¥,
y(0) = yo en )
y
yr +eA%y — Ay +G(2)y=h+ H(2) +ucx, enQ,
(PsL)eq y=Ay=0 en X,
y(0) = yo en €.

Sea E := H?(Q) N H (). A continuacién damos un resultado de existencia y
unicidad de soluciones, en el espacio W := {y € L*(0,T : E); y; € L?(0,T :
E’)}, para un problema que engloba a (PcL). v (PsL)e

Proposition 7 Supongamosyo € L*(Q), h € L*(0,T; H*(Q)) y || a(x,t) || 1~ (q)
, N 0(x,t) ||Le(@)< M. Entonces existe una tnica funcion y € W solucion de

yr + A%y — Aa(z, t)y) + b(z,t)y =h en Q,
y=Ay=0 en X, (13)
y(0) = vo en .

Ademds se tiene la estimacion
lyllw < C (I1hll 20,6 + lyollL2(e)) » (14)
donde la constante C' depende solo de M (supuesto Q y T fijos).

Demostracién. Para todo n € N definimos y™*! como la solucién del pro-
blema iterativo

yi T+ A% = bt Aa(e,)y") = b,y en Q,
yn+1 — Ay"“ =0 en X,
y"HH0) = yo en &
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donde y°(¢) := 0 para todo ¢ € [0,7]. La existencia y unicidad de una solucién
y" € W se puede encontrar, por ejemplo, en el Teorema 3.4.1 de Lions y
Magenes [17]. De este modo, para todo n € N\{0, 1}, y"*! —y" es solucién de

(yn—i-l _ yn)t + A2(yn+1 _ yn):A[a(yn _ yn—l)]_ b(yn _ n 1) en Q7
(Yt —y") =A@ —y") =0 en 3,
(y" = y")(0) =0 en Q

(15)

y por tanto (véase de nuevo el Teorema 3.4.1 de Lions y Magenes [17]) y" ! —
yreWy

Iy =y Iw< el @+ b) 4" =5 ey - (16)

Entonces, como W C C([0,T]; L*(€2)) con inclusién continua (véase, e.g. [17]),
tenemos que

Iy =y leqorprzn< ea | (@+b) (4" =y 1) ll12(q) -

Ademds podemos elegir Co = C5(T') tal que
1y" ™ = y" lleqomizz )< Co || (a+b) (" = y" 1) L2, =), ¥Vt € [0, T].
De este modo

t
" = y™)() 20 < (C2M)2/0 I (" =y )(7) L2 dr, ¥t € [0,T]

Entonces, para todo t € [0,T] deducimos que

T1 Tn—1
I =)0 = (300 / 0P 00) [y dr -

< (C3M>)" 1// / Iy* = 9" 1Eo,ry:L2 () A7n -~ dma

< (C5MP)" m Iy =" 11002

Tyt
n+1

y' Hg([O,T];LQ(Q))’

lo que implica que || y = 4" lleo,m):22(2))— 0 cuando n — oo y por tanto,
por (16), deducimos que || y"*! — 4™ ||w— 0 cuando n — oco. Entonces, existe
y € W tal que y, — y en W cuando n — oo. Para ver que y es solucién
de (13) observemos que A%y™ — A2y en L%(0,T : E'), Ay™ — Ay en L?(Q),
A(ay™) +by™ — A(ay)+by en L2(0,T : E') e yi* — y; en L2(0,T : E')) cuando
n — oo. Pasando al limite en n € N se tiene que y es solucién de (13). Para
probar (14), multiplicamos en (13) por y. Entonces es ficil ver que

lyllw < C (IIhllL20,1:87) + 1ol L2 ) + Wl 2(q)) - (17)
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Ademas,

t
19) I (1900) ey +er A Wsco o)+ [ 11006) s
Entonces, aplicando la desigualdad de Gronwall, deducimos que

1 98) By (1 900) 22y +e2 | B 130z € V€0,
De aqui se concluye que

Iy 2@ < ea (17l 2o,y + lwollL2y)

lo cual implica, junto con (17), la desigualdad (14). Finalmente, gracias a (14)
y a la linealidad del problema (13), se deduce la unicidad de solucién.
|
Para establecer un resultado de controlabilidad aproximada, asociado a los
problemas (PcL). v (PsL)., siguiendo a Lions [16], comenzamos abordando
el problema de control 6ptimo

1
inf 7/ v?dxdt, ye .(T,v) € ya+6Bx: p,
veL?(wx(0,1) | 2 Jux(0,1)

donde By representa la bola unidad del espacio X’ que serda H-1+7(Q) y
L?(Q) respectivamente. Entonces, al igual que en [16], por la teorfa de dualidad
del andlisis convexo, es facil probar que el problema de control é6ptimo anterior
es equivalente a este otro:
inf J.(p°
inf Je("),

donde X = HiT7(Q) 0 X = L2() respectivamente y .J. = J.(-;z,54) : X — R
estd definido por

Je (0% 2, ya)=Je (0°) = % 12 172 s 0,0 I 27 lx = < ya,p” >xxx -
(18)
Aqui p representa la solucién del problema parabdlico retrégrado correspon-
diente, e.d.

—pt+eA%p —kAp —g.(2)Ap=0 en Q,
(PcL):q¢ p=Ap=0 en X,
p(T) = p° en Q

—pr +elA%p—Ap+G(2)p=0 enQ,
(PsL):y p=Ap=0 en Y,
p(T) =p’ en €,
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para cualquier p° € X dado. La existencia y unicidad de una solucién p € W
en ambos casos es similar a la demostracion de la Proposicién 7. Mas aun,
mediante algunas sencillas modificaciones de los argumentos dados en Fabre,
Puel y Zuazua [10], [11] para un funcional similar a este y la propiedad de
Continuacién Unica (véase Saut y Scheurer [19]) es facil probar que el funcional
Je(+;2,y4) es continuo, estrictamente convexo sobre X y satisface

Je(po; Z7yd) >4

lim inf (19)

I°lx—oo || PO [|x

Por tanto J.(+; z,yq) alcanza su minimo en un tnico punto pY de X. Ademds,
Pl =0siysolosi|yg|x <96

A continuacién damos un resultado de controlabilidad aproximada para dos
casos especiales:

Lema 8 Sea z € L*(Q) y ya € X'. Entonces, para todo § > 0 existe v. €
L?(w x (0,7)) tal que la solucién y. del problema

Yy + €A%y — kAy — A(g-(2)y) = vexw  €n @,

y=Ay=0 en X, (20)
y(0)=0 en Q
(respect.
ye +eA?y — Ay + G(2)y = vexw en Q (21)
satisface

lya —ye(T) [[x <6
con X' = H-H(Q) (resp. X' = L*(Q)).

Demostracion. Se podria probar la controlabilidad aproximada de los dos
problemas en L?(Q) para todo ¢ > 0 pero, para poder pasar al limite ¢ — 0,
en el primer caso, en el caso de (20) nos limitaremos a H~(+7)(Q).

Si ¢" € X y g, p son las soluciones de (PcL)? (resp. (PsL)’) con datos
q(T) = ¢ y p-(T) = p? respectivamente, entonces, por la caracterizacién del
minimo, tenemos que

—/ Peqdzdt+ < ya,q° >x1xx <
wx(0,T)

i O NP+ Rd® [lx =6 || BE flx
1m
h—0t h

<6’ llx Ve’ eX.
Ahora, si tomamos v, = p y multiplicamos en la ecuacién de (20) (resp. (21))
por g obtenemos

<Ya,q° >xrxx= / Peqdxdt
wx(0,T)
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y de este modo
<ya—ye(T;00), " >xux< 6 | ¢ lx ¥ ¢® € Hy(Q),
lo que muestra que
| ya — ye(T50e) [[x' <6
y concluye la prueba del Lema 8.

|
En relacién a la controlabilidad aproximada para los problemas linealizados
(PcL)e y (PsL)e tenemos el siguiente resultado

Teorema 9 Sean z € L*(Q) e yq € X'. Supongamos g.,G € L>®(R). Sean
| ya — y(T;2,0) ||x> 0 y pe la solucion de (PcL): (resp. (PsL)%) tal que
p(T) =12, conp? minimo de J.(-; z,ya—y(T; 2,0)), donde, en general, y(t; z, u)
representa la solucion de (PoL)e (resp. (PsL)X) correspondiente al control u.
Entonces la solucion y. de

yr +eA%y —kAy — A (9:(2)y) = h+he(2) + Pexw enQ,

y=Ay=0 en X,
y(0) = o en
(resp.
yt+€A2y—Ay+G(z)y:h+H(z)+ﬁEXw en @ ),
satisface
| Y=(T') — ya |x < 6. (22)

Ademds, si || ya — y(T;2,0) ||x'< J, entonces se cumple (22) con el control
ve = 0. Finalmente, si ¢ satisface (2) y (3) (resp. ninguna condicion suple-
mentaria), existe una constante positiva K, que depende de k, Cy, Cy y M,
pero es independiente de €, tal que los anteriores controles D. satisfacen

I Pe lleqo,rr2)n< K, para todo e >0 y z € L*(Q). (23)

Observacién 10 El Teorema 9 resuelve los problemas de controlabilidad apro-
ximada asociados a (PcL): v (PsL). con los controles u, := p.. De este modo

| e [|22(wx0,r) < K. . (24)

Demostracion del Teorema 9. Escribimos y. como y. = L. 4+ Y., donde
L. = L.(z) € C([0,T] : L*(£2)) satisface

Ly +eA*L — kAL — A(g-(2)L) = h+h(2) enQ,
L=AL=0 en ¥, (25)
L(0) = yo en

(resp.
Li+eA’L — AL+ G(2)L=h+ H(z) en Q (26)
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e Y. = Y.(2) se toma como la solucién de

Y; +eA%Y — EAY — A(g-(2)Y) = uc(2)xo en Q,

Y=AY =0 en 3,
Y(0)=0 en €,
(resp.
Y; +eA%Y — AY + G(2)Y = u.(2)xo en Q )

asociado al problema de controlabilidad aproximada con estado deseado yg —
L.(T),ie. tal que || Ye(T) — (ya—Le(T)) || x < 6. El control u, lo encontramos
del mismo modo que en el Lema 8. De este modo, si p; es la solucién de (Pc L)
(resp. (PsL)¥) con dato final M(e, z,yq4 — Le(T')), donde

M : (OB xI2Q)x X' — X
(E,Z,yd) - ]327

el control u.(z) := p. conduce a || Y(T) — g || x< 6, donde Py := yqg — L(T)
(en el caso || Ya ||x< 0 basta tomar u, = 0). Para la demostracién de (23)
utilizamos los cuatro lemas siguientes:

Lema 11 Si K es un subconjunto compacto de X' entonces M((0, R]x L?(Q)x
K) es un subconjunto acotado de X.

Demostracion. Si la conclusién no fuese cierta, entonces existirian tres
sucesiones {z, }nen C L2(Q), {y7 tnen C K y {en}nen C (0, R] tales que

1 9% (ens 20, y) [l x =l Men, 20, 4i) 1 x™— o0. (27)
Podemos suponer (renumerando las sucesiones) que
g, (2n) "= a en la topologia débil- * de L*(Q),

G(zn) "= A en la topologia débil- x de L*(Q),

Yy — ya en la topologia fuerte de X'

en — € en R.

Debido a (8), si € = 0 entonces a = 0.
Para obtener una contradiccién vamos a probar que para cualquier sucesién
{P2}nen € X tal que || ¥ ||x™== oo se cumple que

Je (P 2, Yf) - 5

lim su 28
meu (28)

Si (28) no es cierto, entonces existira una sucesién {p?},en C X tal que
n—oo

Ion Ix"= o0y .
limsup Ja(PmZmyg)

< 4. 29
PO (%)
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P
A
y con p,(T) = p?. Podemos suponer (de nuevo renumerando la sucesién) que
existe p € X tal que

Sean p¥ = ¥ Dn la solucién de (Po L)% (resp. (PsL)%) asociada a zp, €,

o =P

en la topologia débil de X.

De aqui deducimos que, o bien p, =5 en la topologia débil de L? (0,T: E),
con p solucién de

— Py +EA’P—kAD—aAp=0 enQ,

ﬁ: Aﬁ: 0 €n E,

B(T) =5 en 0
(resp.

—Dr +EA D — AP+ Ap=0 en Q ),

si & > 0, o bien p,, —3p en la topologia débil de L?(0,T : H}(Q)), con p

solucién de
—pt —kAp=0 en Q@

p=0 en X,
p(T) =p° en )
(resp.
—pt—Ap+Ap=0 en Q )

si € = 0. De este modo, se tiene que
~ 2
| Pn ||L2(w><(O,T))*> 0 cuando n — oo,

pues en caso contrario
lim inf Jeu (Pni 2n Yi) (p%o; ZnYid)
n—oo | p) [Ix

1 _ .
it (5 1152 el 7o 3oy +9- 1108 L ) = o6,

lo cual es una contradiccion con (29). De este modo p=0en w x (0,7, lo que
en ambos casos implica (por los resultados de continuacién unica; véase Saut
y Scheurer [19]) que p =0 en Q y por tanto p° = 0 en Q.

De esta manera,

J 0. n
timinf 222 PniF0Yd) S g (5 <m0 S ) = 6,

lo que contradice (29) y prueba (28).
Finalmente, sefialamos que J:, (0° (g5, 20, Y35 20, y5) < Je,, (052, 97) = 0,

lo que es una contradiccién con (28) y (27) y concluye el resultado.
|
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Lema 12 Supongamos (8) y (9) (resp. ninguna condicion suplementaria). Sea
z € L?(Q). Sea po € L*(Q) dado. Entonces, si p. es la solucién de (PcL)*
(resp. (PsL)%) existe a > 0 tal que

I pe lleqo.ryr2 @) < e [10° 2@ Ve >0y z e LX(Q) (30)
Demostracion. Si multiplicamos en (PcL)f (resp. (PsL)%) por p., para
todo t € (0,T] tenemos que

1
9 | p=(t) ”%2(9) +e || Ape ||%2(Q><(t,T)) +k || Ve ||2L2(Qx(t,T))§

1
5 Il p=(T) 1720 + [ 9=(2(2, 1)) Lo (@1l Ape ll2(@x e | Pe llL2@x 1)

(resp.

1
3 I pe() 1720 +€ | Ape 72y + 1| VP 132@x ) <

1
5 1P=(T) 220y + I G2, 1) =@ ll Pe 20ty )-

Entonces, aplicando la desigualdad de Young, deducimos que

1 € 1 1
3 | p=(t) ||i2(9)+§ | Ap- |\2L2(Qx(t,T))§§ | p<(T) (1720 5 I P 172(0x 6.1
(resp.

1 1
3 I p() 720y + | VD= 172005 (.0 < 3 I p=(T) 112200y Tk || Pe 1720 e,1y) )

y por tanto

T
I e () 1720 <Nl 2e(T) 720 +k/ I p<(7) 1220 dr-
t

Ahora, aplicando la desigualdad de Gronwall, deducimos la siguiente desigual-
dad que lleva a (30)

2= (t) 720y Sl pe(T) 122y €F7Y V€ (0,71, .
Lema 13 Supongamos (2) y (3). Entonces, las soluciones L.(z) de (25), con
e > 0 arbitarios (suficientemente pequenos) y z € L*(Q), estdn uniformemente
acotadas en C([0,T) : H1(2)) N L*(Q). Por tanto {L.(z : T)} es un subcon-
junto precompacto de H=1+M(Q), V v > 0.

Demostracion. Para todo e > 0y z € L?(Q) denotamos por 1 = 1.(2) a la
solucion de

{ —AY(t)=L(t) enQ

W=0 en 9 para todo t € [0,T].
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Entonces, como L = L.(z) € C([0,T] : L?(Q2)) para todo ¢ > 0y 2z € L?(Q)
(recordemos que {L € L?>(0,T : E): L, € L?>(0,T : E")} C C([0,T] : L*(Q));
véase e.g. Lions y Magenes [17]), tenemos que 9.(z) € C([0,T] : E). Ahora,
si tomamos ¢ € (0,7] y multiplicamos en (25) por %, mediante el producto de
dualidad < -, >712(0,1:5/)x L2(0,1:E), Obtenemos

1
3 I Ve (t) 11720y ¢ | VEe 22000120 5 1| Le 172 0x (0,6 <

1
3 1o 1172 + I b 22,01 | Le llL2@x(0.) +

| g-(2) ||L°°(Q)|| L. ||2L2(Qx(t,:r)) + || g=(2)s< ||L°°(Q)|| L ||L2(Q><(O,t)) .
Nétese que
| Vabe (t) 11220y =1l Le(®) I3r-1(0) -

Entonces, tomando ¢ suficientemente pequefio y usando la desigualdad de
Young se deduce que existe una constante C' > 0, independiente de ¢, z y
t, tal que

I Le() 1 F-10) + | Le 17206y < C

lo que concluye el resultado.
|

Lema 14 Sea yo € H}(Q2). Supongamos (1). Sean L.(z) las soluciones de
(26) con arbitrarios z € L*(Q) y ¢ > 0. Entonces {L.(2;T)} es un conjunto
precompacto de L?(£2).

Demostracion. Si multiplicamos en (26) por —eAL.(z) (en realidad hay que
multiplicar en sentido de distribuciones por funciénes —eA¢ donde £ € C°(Q)
aproxima en la topologia de L?(0,T : E) a L.(z) y pasar posteriormente al
limite) se obtiene

e/ |VL8(T)|2dx+/ |V5ALE|2dxdt+5/(ALE)Qdmdt:e/ Vo 2der

+/Q(G(Z)Ls — H(z))eAL.drxdt— < h,eAL: >12(0,1:1-1(Q))x L?(0,T:HL(R)) -
Entonces, utilizando las desigualdades de Holder y Young, se deduce que
| €AL:(2) [[20,1:1p ()< € paratodoe >0y z € L*(Q). (31)
De manera anéloga, si multiplicamos en (26) por L.(z), es ficil probar que
I Le(2) lleqo,ry:22(0)np20,m:m1 ) < C para todo € > 0y z € L*(Q).
Entonces, de la ecuacién de (26), deducimos que

” OL(2)
ot

lz2(0,m:m-1(0)< C paratodoe >0y z € L*(Q).
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Estas dos acotaciones implican (véase p.e. Simon [20]) que
{Le(2); >0, 2 € L*(Q)}

es relativamente compacto en LP(0,7 : L*(Q)) para todo p < oo.

Ahora, para toda sucesién {e,}nen C (0,R], tal que g, - €sin — ooy
{zn}nen C L?(Q) consideramos la solucién correspondiente L,. Entonces, por
las acotaciones anteriores y la ecuacién de (26), existe L € L>(0,7T : L*(Q)) N
L?(0,T : H}(Q)) tal que L, — L en la topologfa débil-x de L>(0,T : L?(2))
y débil de L?(0,T : H} (). De aqui y (31) se deduce que £, VAL, — 0 en la
topologfa débil de L?(Q). Ademds, si & # 0 entonces L, — L en la topologfa

oL oL
débil de L2(0,T : E) y —* — 5 la topologfa débil de L?(0,T : E') y

por tanto, L € C([0,T] : L*(Q)) (véase p.e. Lions-Magenes [17]). Ahora, si
pasamos al limite en (26), obtenemos que L es solucién de

Li+8A’L—AL+AL=h+H enQ
L=0,cAL=0 en 3,

donde A y H son los limites de G(z,,) y H(z,) respectivamente en la topologia
débil-x de L>=(Q). De aqui deducimos que si € = 0 entonces Ly € H=1(Q) y
también en este caso L € C([0,T] : L?(£2)). Por tanto, en ambos casos, en el
dato inicial se verifica L(0) = yo.

El resultado se concluye observando que, de las ecuaciones que verifican L,,
y L, se deduce que para todo n € N se tiene

1
B (L = LY(T) 720y + | V(Lo = L) [172(0)< Cll Ln = L || 22(g)

_/ enVAL,(x,t) - VL(x,t) dmdt+/ EAL(x,t)ALy,(z,t) dedt "= 0.
Q Q |

Final de la demostracion del Teorema 9. De (9) se deduce que existe una
constante K3, que depende de Cy, Cs y M; pero independiente de g, tal que

|| LE(Z) ||C([0,T]:H*1(Q))§ K3 paratodoe >0y z € Lz(Q)

Entonces {L.(2;T), Ve > 0y Vz € L?(Q)} es un subconjunto relativamente
compacto de H_(H‘”)(Q) para todo v > 0. Aplicando el Lema 11, existe una
constante K, que depende de C7, Cy y M; pero independiente de ¢, tal que,
si p es el minimo de J.(;2,yq — Lc(T)), entonces || pY ||12(0)< K4 para todo
e >0y z € L*Q). El Lema 12 implica (23) con K = e*T K. La demostracién
para el caso semilineal es andloga.
|

Demostracion del Teorema 2. La primera parte es similar a la probada
en el Teorema 1 de Diaz y Ramos [8] mediante la aplicacién del Teorema de
Punto Fijo de Kakutani al operador A, : L?(Q) — P(L?(Q)) definido por
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Ac(2) := {ye satisfaciendo (PcL)., (22), con un control u. verificando (24)},
donde la constante K de (24) depende de e. Finalmente, si ¢ satisface (2) y
(3), entonces el Lema 5 muestra (23), lo cual prueba (5) con K = e®TKj.
|
Demostracion del Teorema 1. Primer paso. Supongamos adicionalmente
que ¢ € C(R). Supongamos también que ¢'(s) > ¢ > 0 c.p.t. s € R (resp.
h € L*(Q)). Para todo ¢ > 0, sean v. y y. las funciones dadas en el Teorema
2. Como la ecuacién de (PC). tiene lugar en L2(0,T : E’), multiplicando por
ye € L?>(0,T : E) y aplicando la desigualdad de Young (resp. Gronwall) se
obtiene, gracias a la estimacién uniforme (5) y las hipdtesis sobre ¢’ o h, que
existe una constante C' > 0 independiente de ¢ tal que

e L ozszzy + / o (40)| Ve Pdedt < C. (32)
Q

De este modo, de (32) obtenemos que y. estd uniformemente acotado en
L>(0,T : L*(Q)) y por la ecuacién de (PC)., (y.): estd uniformemente aco-
tado en L>°(0,7 : H~*()). Entonces, como L*(Q) C H Q) C H 4Q)
con inclusién compacta, se deduce (véase Simon [20]) que y. es relativamente
compacto en C([0,7] : H=(£2)). Adema4s, de (32) y la acotacién de la funcién
¢ (¢ € L*(R) por (2)), deducimos que existe una constante K > 0 indepen-
diente de ¢ tal que

| 19000 ey dt = [ &' (0elont) o 0o 0DV (0o, 1) Pelnde < .
0 Q

De este modo, existe y € L>(0,T : L?()) y ¢ € L*(0,T : H}(Q)) (recorde-
mos que ¢(0) = 0) tales que y. — y fuertemente en L?(0,7 : H-}(Q)) y
©(ye) — ¢ débilmente en L?(0,T : H(£)). Pero el operador Au := —Agp(u),
D(A) :={u € H Q) : pu) € HY(Q)} es maximal mondtono sobre el es-
pacio H~1(Q) (véase Brézis [1]). Asi, la extensién A de A también es un
operador maximal monétono sobre L2(0,7 : H~1(2)) (véase Brézis [2]), Ejem-
plo 2.33). Finalmente, como todo operador maximal monétono es fuertemente-
débilmente cerrado (véase Brézis [2], Proposicién 2.5), obtenemos que ¢ = ¢(y)
en L?(0,T : H}(2)). De hecho, de la estimacién (5) obtenemos que v, — v
débilmente en L?(w x (0,7)), con

| v ll2@x o)< K. (33)

Entonces deducimos que y € C([0,T] : H~1(Q2)) es solucién de (PC). Ademss,
como | y=(T) ||z2(q) estd uniformemente acotada y y.(7) — y(T') fuertemente
en H=1(Q), deducimos que y.(T) — y(T) en la topologia débil de L?(Q2), lo
que implica que

1 9(T) = g -0y < T [ 5(T) = g1 [ -cx )< .

Segundo paso. Sea  como en las hipdtesis del Teorema 1. Es claro que podemos
aproximar ¢ por ¢, € C1(R), ¢, no decreciente, satisfaciendo (2) y (3) con
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las mismas constantes k, C1, Cy y M; que las dadas para . Entonces los
respectivos controles v, construidos como en el paso 1 estdn uniformemente
acotados (recordemos (33)) y de este modo la conclusién se deduce de resultados
conocidos expresando la dependencia continua en C([0,T] : H=(2)) de las
funciones y soluciones de (PC) (véase e.g. Damlamian [3], Teorema 2.3).
|
Las demostraciones de los Teoremas 3 y 4 son completamente andlogas, una
vez establecidos el Teorema 9 y los Lemas 8 y 14. Nétese que, sin perdida de
generalidad, se puede suponer que yo € Hg(£2) pues en otro caso basta tomar
v=0enwx (0,\) con 0 < A < T, reemplazar yy por y(:\\) con \ € (0,A) vy
razonar analogamente en {2 x (X, T).

Corolario 15 El resultado de controlabilidad aprozimada sobre H~177(Q),
v > 0, probado en el Teorema 1 para el problema (PC), permanece vdlido
en el espacio H=1(Q) si se verifica la siguiente propiedad:

(Hr) {L.(2): z€ L*(Q), € € (0,R]} es precompacto en H ().

Demostracion. Basta seguir los mismos pasos que en las demostraciones de
los Teoremas 1 y 2, utilizando la hipétesis de precompacidad en H~1(Q) de
este corolario en lugar del resultado de precompacidad en H~1~7(12) del Lema

13.
[
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