matemalticas

Comienza lan Stewart, en su libro De aqui al infinito, afirmando que uno de los mayores problemas a los que
se enfrenta las matematicas es el de explicar a los demas de qué se trata. Sin embargo, en los Ultimos afios se
ha hecho un gran esfuerzo en diversos ambitos para que esta disciplina sea conocida y considerada con res-
peto y admiracion por amplios sectores de nuestra sociedad. Quiz& nos encontremos en una época dulce de
las matematicas.

En las Gltimas décadas se ha producido un gran avance de las matematicas. Es, pues, necesario que aporten
su vision expertos en la materia para ayudarnos a todos a conformar, aunque sea de una manera superficial,
los campos en los que estan presentes.

Es imprescindible que el profesor de matematicas, independiente de su formacion universitaria como mate-
matico, fisico, quimico, bidlogo, ingeniero...se forme e informe de cuales son los avances de las matemati-
cas en los Gltimos tiempos, ademas, por supuesto, de la formacion en didactica necesaria para desarrollar su
labor diaria en el aula.

Por ello, iniciamos con estos Apuntes un ciclo con el nombre de Matematicas en aula y en la vida real, que
ha tenido sus inicios en la Universidad de Otofio, y que pretendemos continuar en diversos articulos y semi-
narios.

Enrique Zuazua es Catedratico de la Universidad Autonoma y Premio Nacional de Investigacion «Julio Rey
Pastor» en Matematicas y Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (2007), por su contribucion en
los ambitos de las teorias de ecuaciones en derivadas parciales y del control. Ademas, es director del Institu-
to Madrilefio de estudios Avanzados (IMDEA-Matematicas), cuyo extracto del discurso inaugural del presen-
te curso académico nos ha facilitado para publicar en estos Apuntes de Matematicas.

Julian Aguirre, Catedratico de la Universidad del Pais Vasco, nos muestra de forma clara y divulgativa, un
tema tan apasionante como es la Geometria Fractal y sus innumerables aplicaciones.

Maria Moreno, profesora del Instituto de Ensefianza Secundaria Alameda de Osuna, aborda de forma muy
didactica algunas ideas y problemas para ayudar a los alumnos a hacer conjeturas.

Adoracion Morales y losu Martinez son profesores del Colegio Nuestra Sefiora del Recuerdo de Madrid y
describen una experiencia de aprendizaje en Matematicas y Lengua, tanto en Primaria como en Secundaria,
mediante apoyo en la Red.

ANTONIO NEVOT
ROBERTO RODRIGUEZ
Coordinadores del Seminario de Matematicas del CDL
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IMDEA-MATEMATICAS:

UNA NUEVA OPORTUNIDAD PARA LA (NUEST(GQCI()N
DE EXCELENCIA E INTERDISCIPLINAR EN MATEMATICAS

Enrique Zuazua Iriondo
Catedratico de Matematica Aplicada,
Universidad Auténoma de Madrid
Director de IMDEA-Matemadticas

IESTE articulo pretende recorrer los caminos que han llevado a la creacion de
IMDEA, agradecer a todos los agentes y personas involucrados y por supuesto
trasmitir el espiritu de la iniciativa.

Al investigador de hoy, a la hora de desarrollar su actividad profesional se le presentan algunos dilemas que de-
be resolver con éxito.

PRIMER DILEMA: MULTIDISCIPLINARIEDAD FRENTE ESPECIALIZACION

El siglo XXI nos ha situado ante una dificil paradoja: Por un lado, en todos los ambitos de la actividad humana se
nos pide un nivel de especializacién mayor para poder asi realizar contribuciones de mas calado. Al mismo tiem-
po, la sociedad de la informacién, avanza con paso firme hacia la globalizacién y se demanda saber mas de mu-
chas més cosas.

Las Ciencias no son ajenas a esta situacién y viven una auténtica revolucién. En efecto, los cientificos, por una
parte, nos enfrentamos a la necesidad de especializarnos para poder realizar aportaciones de envergadura, pero
para avanzar resulta cada vez mas necesaria una ciencia multidisciplinar que, sin limitarse a las fronteras propias
de cada disciplina, sea capaz de proporcionar avances trascendentes para el progreso de la sociedad cada vez
mas tecnoldgica y a su vez, sensibilizada con la salud y el medioambiente.

SEGUNDO DILEMA: ELITE CIENTIFICA FRENTE APLICACION DE LA CIENCIA AL ENTORNO DEL I+D+

En la actualidad no es suficiente desarrollar una investigacion de élite en una determinada disciplina. La socie-
dad de hoy en dia busca ademas que los avances cientificos contribuyan al desarrollo de sus ciudades, sus re-
giones y sus paises. En definitiva, la ciencia moderna no sélo debe ser excelente en lo cientifico, sino también en
su aplicacién y contribucién a la sociedad que es por otro lado lo que persiguen las agencias gestoras y financia-
doras de la Ciencia.

Las Matematicas no son ajenas a este complejo escenario global al que debemos afadir algunas cuestiones in-
ternas que necesitan también respuestas o, al menos, tomas de posicion en el dia a dia. Entre estas cuestiones
debemos destacar:

1. Elrigor de las Matematicas, fuertemente enraizado en la Logica, que ha de ser compatible con dar so-
lucién a los retos que plantea nuestra sociedad en plazos que a los matematicos se nos antojan con
frecuencia cortos en exceso. Proyectos, entregables, objetivos, impactos, citas, plazos, gestion, llama-
das, convocatorias forman parte de nuestro quehacer cotidiano.

2. Por otro lado, en su cooperacién con el mundo tecnoldgico, el matematico debe asimilar que, en cier-
tas ocasiones, los teoremas, producto ultimo del pensamiento matematico, no son necesariamente el
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modo en que nuestro entorno nos valora sino que lo hace a través de recetas mucho mas elementales
(extraidas de aquellos teoremas), que a veces se nos antojan simplistas (en su forma pero no es su
contenido), que son mas transmisibles y utilizables por nuestra sociedad tecnolégica.

En definitiva, nos referimos al reto que supone hacer una matematica aplicada a los problemas concretos que la
tecnologia presenta, al estilo de la que ya realizaron nuestros grandes maestros: Newton, Gauss, Euler, etc.

La organizacion actual del mundo fuertemente globalizado en el que vivimos, establece un claro imperativo: no
hay futuro para una sociedad y cultura que no disponga de una ciencia de calidad, excelentemente planificada y
capaz de encarar con éxito retos tecnoldgicos en periodos sostenidos en el tiempo.

De ahi la necesidad de planificar la Ciencia a largo plazo, de manera que no dependa de los avatares politicos, ni
se sienta afectada por las incertidumbres econdémicas, las fronteras geopoliticas, y que sea capaz de sacar ade-
lante sus proyectos con los mejores RRHH disponibles en un mercado mundial.

Pero, para alcanzar esa meta, es necesario un marco de accién, unas herramientas de las que hasta hace muy
poco no disponiamos en Espana.

El modelo de una universidad de calidad es la base de toda investigacion cientifica. Pero parece a veces resentir
la fatiga derivada de la dificultad de atender simultaneamente, con los mismos criterios, con el mismo personal,
a una docencia cada vez mas polifacética e individualizada, y a una investigacion puntera que cubra desde los
ambitos mas basicos hasta los mas tecnolégicos y aplicados.

La Comunidad de Madrid, consciente de esta situacion, ha impulsado de manera decidida la iniciativa IMDEA:
Instituto Madrilefio de Estudios Avanzados, como una red de Institutos que comparten la misién de ser centros
de referencia a nivel internacional, a través de la excelencia, la internacionalizacion, la multidisciplinaridad y la
interaccién con el 1+D+i. Las Matematicas son una de las disciplinas elegidas en este nuevo y valiente impulso a
la Ciencia de la Comunidad de Madrid. Como matematicos creemos que lo son por su centralidad en el universo
de las ciencias, por su capacidad de aportar a la sociedad y tecnologia intuiciones e ideas innovadoras clave, de
manera directa o a través de sus modelos de juguete, de su universo de epsilons y deltas. No en vano las mate-
maticas y el lenguaje son posiblemente las dos maximas expresiones de nuestra especie humana y civilizacion.

Desde sus comienzos, IMDEA Matematicas ha contado en su direccién con grandes profesionales. En el primer
grupo de trabajo que establecimos para poner en marcha esta iniciativa, tuve la suerte de contar con la colabo-
racion de Manuel de Ledn, José Luis Gonzalez Llavona y Alberto Ibort, respectivamente del CSIC, UCM y UC3M.
Este grupo plasmo las ideas claves sobre las que se desarroll6 el proyecto IMDEA Matematicas:

¢ | aimportancia de crear un centro de referencia en Matematicas Aplicadas y Computacional, competiti-
vo a nivel internacional y basado en un personal de excelencia.

¢ | a necesidad de desarrollar este centro como una estructura nueva, complementaria, que no restara a las
ya existentes sino que aportara a cada una de ellas valor afadido a través de estrategias cooperativas.

¢ |aimportancia de que este centro no sélo fomente las iniciativas de excelencia que pudieran surgir
desde cualquier ambito de las Matematicas, sino que también responda a nuevos retos cientificos, con
nuevas metodologias y equipos, entre los que destaca una investigacion matematica interdisciplinar,
mas orientada a la computacion.

¢ La necesidad de cooperar con el entorno industrial y el I+D+i, contribuyendo en particular a transmitir
algo que es una realidad, tal vez no demasiado conocida: las nuevas generaciones de matematicos,
aunque no se hayan quitado de encima el polvo de la tiza, pues siguen trabajando con frecuencia en las
pizarras, estan preparados para escuchar a la sociedad y a sus diversos agentes y aportar soluciones a
sus problemas en forma de estudios, de algoritmos, de programas, de simulaciones visualizables, con-
trastables, cuantificables, lejos ya de aquél autismo del que las Matematicas se tuvieron que dotar en
nuestro pais para establecer sélidamente sus cimientos....

¢ Y por ultimo, pero no menos importante, el valor de adoptar modos de funcionamiento nuevos, mas fle-
xibles, donde los gestores de la ciencia sean mas proactivos y aporten valor afnadido a los resultados de
la investigacion.

Con este espiritu surgio el Instituto IMDEA Matematicas.
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IMDEA-Matematicas es, como deciamos, una iniciativa nueva, de espiritu fuertemente cooperativo, que cuenta con:
¢ Elrespaldo de la Comunidad de Madrid.

¢ Un Consejo Cientifico internacional, multidisciplinar, de gran experiencia y reconocido prestigio que es
para nosotros el mejor aval para encarar los retos cientificos que nos proponemos y a quienes agrade-
cemos hoy muy especialmente la presencia.

¢ Un Patronato que reline a las Instituciones de nuestra Comunidad, y a un buen nimero de empresas de
excelencia que identifican las matematicas como prioritarias, asi como un colectivo de cientificos y pro-
fesionales del maximo nivel.

e Un presidente del Patronato, el profesor Juan José Manfredi, de la Universidad de Pittsburg, madrilefio
de nacimiento, que ha colaborado en el proyecto desde sus inicios de manera generosa dandole vision
y dimensién y que, a pesar de sus esfuerzos, no ha podido estar hoy con nosotros a causa de compro-
misos ineludibles en su Universidad.

¢ Un grupo de investigadores que empezaran a incorporarse a partir del préximo 1 de Octubre, que han
sido captados a través de una llamada internacional, cuyos resultados, por la cantidad y calidad de in-
teresados, nos han sorprendido y que son claro indicador que IMDEA-Matematicas surge en el lugar
preciso en el momento correcto. ¢ Tal vez esto sea una manifestacién mas del acierto de la famosa frase
de Albert Einstein al asegurar que «lo mas incomprensible del éxito de las Matematicas es su validez
para comprender el mundo?»

¢ Unos proyectos realmente innovadores, algunos de ellos ya en marcha, como por ejemplo la colabora-
cion con AIRBUS-E e INTA en el ambito del disefio 6ptimo en aeronautica y la computacién de altas
prestaciones empleando nuevos paradigmas.

¢ Un proyecto de centro de computacion aplicado que la Universidad Auténoma de Madrid y el Parque Cien-
tifico de Madrid se han ofrecido amablemente a acoger en su seno y que puede ser el complemento ideal
para un Instituto, IMDEA, que se ocupara no sélo del fomento de la ciencia basica de la mas alta calidad.

¢ Y por ultimo, pero no por ello menos importante: Unas instalaciones en el Campus de Cantoblanco y
una sede definitiva en fase de rehabilitacion.

IMDEA Matematicas tiene en estos momentos lineas de trabajo abiertas en diversos campos de las Matemati-
cas, con diferente grado de implicacion y orientaciones diversas, algunas mas tedricas y otras mas aplicadas.
Pero todas estas lineas comparten el objetivo de hacer a IMDEA:

¢ Una institucion joven que pretende convertirse en un centro de referencia europeo e internacional de las
Matematicas.

¢ Un centro capaz de captar a los mejores cientificos y combinar experiencia y juventud en un equipo que
comparta el espiritu de IMDEA sin caer en el voluntarismo.

¢ Un centro altamente autofinanciable a través de proyectos de envergadura creando asi una Instituciéon
Cientifica moderna que combine Ciencia de maxima calidad con su aplicacién tecnolégica.

En estos momentos en Espana se discute el futuro de la Ciencia, de las Matematicas, y su articulacion, con
plazos a veces imposibles. Creemos que IMDEA-Matematicas e IMDEA en general son una aportacion hones-
ta y valiosa, digna de tener en cuenta. Las iniciativas de calidad necesitan de su tiempo de maduracion justo,
son incompatibles con las prisas pero necesitan a su vez de la maxima agilidad en su impulso y desarrollo.
IMDEA apunta en esta direccién. Algunos de los mimbres con los que ha sido tejida como son la libre compe-
tencia, la internacionalizacién de sus procesos de seleccion, evaluacion y seguimiento, son sin duda elemen-
tos trasladables a cualquier iniciativa de impulso a la Ciencia pues el futuro sera sélo de las Instituciones que
se asienten sobre soélidas bases, con el mejor proyecto cientifico-tecnoldgico y con gestores y cientificos de
excelencia. No hay atajos hacia el futuro. Un centro con aspiraciones, debe estar dispuesto a competir en un
mercado libre y global.

Han sido muchos los colegas que nos han ayudado y apoyado en el disefio del plan cientifico. En el libro que he-
mos editado con una veintena de vifietas sobre diversos aspectos de la Matematica actual podran encontrar una
pequeia muestra. Gracias a todos.
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GEOMETRIA FRACTAL

Julian Aguirre Estibalez
Catedratico de Analisis Matematico
Universidad del Pais Vasco / Euskal Herriko Unibertsitatea

FRACTALES EN LA NATURALEZA
En 1623, Galileo desvelaba el idioma en que esta escrito el Universo:

«... es el de las Matematicas, y sus caracteres son triangulos, circulos y otras figuras Geométricas...»

Sin embargo, en la naturaleza no vemos triangulos, circulos o esferas. La geometria euclidea no resulta ade-
cuada para describir la sutil complejidad de las irregularidades de la naturaleza. Como dice Bendit Mandelbrot
(1924-), inventor del término fractal:

«...Las nubes no son esferas, las montafias no son conos, la corteza de un arbol no es suave y la luz no via-
ja en linea recta.»

La geometria fractal permite estudiar de manera cientifica formas naturales como la del arbol, romanesco, co-
po de nieve y rayo de las fotografias, en las que apreciamos irregularidades, estructura en todas las escalas, y
autosemejanza, es decir, un parecido de las partes con el todo. Pero no sélo la naturaleza produce objetos frac-
tales. También la industria ha comenzado a explotar las formas fractales para la produccién por ejemplo de ante-
nas, difusores de fluidos e incluso camuflaje militar.

Los antecedentes de los fractales los encontramos en construcciones patolégicas de figuras planas con pro-
piedades contrarias a toda intuicién. Los primeros ejemplos son curvas continuas, que pueden dibujarse en un
so6lo trazo sin levantar el lapiz del papel, pero que no tienen tangente en ninglin punto, y que provocaron el si-
guiente comentario de Charles Hermite (1822-1901):

«El andlisis matematico quita con una mano lo que da con la otra. Huyo con miedo y espanto de ese deplo-
rable mal, funciones continuas sin derivada.»

LA CURVA DE KocH
Una de las méas conocidas es debida al matematico sueco Helgen von Koch (1870-1924), construida a partir
de un segmento rectilineo, procediendo asi:

1. Se divide el segmento en tres partes iguales;
2. Se sustituye la parte central por un triangulo equilatero sin la base;

3. Se repite el proceso con cada uno de los cuatro segmentos resultantes.

El resultado de iterar este proceso hasta el infinito, es una curva de longitud infinita que no tiene tangente en
ninguno de sus puntos.
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Giusepe Peano (1858-1932) y David Hilbert (1862-1943) construyeron ejemplos alin mas contrarios a la intui-
cién: curvas que llenan el plano, y cuyo dibujo es un cuadrado sdélido.

EL TRIANGULO DE SIERPINSKI
Waclaw Sierpinski (1882-1969) ided el conocido como triangulo de Sierpinski. Para su construccion se parte
de un tridngulo, y se repite el siguiente proceso hasta el infinito:

1. Se divide el triangulo en cuatro tridngulos iguales;
2. Se elimina el triangulo del medio.

Se trata de una generalizacién de una construccion debida a Georg Cantor (1845-1918), conocido como el
creador la teoria de conjuntos.

SISTEMAS ITERADOS DE FUNCIONES

La curva de Koch, el triangulo de Sierpinski y gran parte de los fractales se construyen con un mismo meca-
nismo: una regla sencilla que se repite unay otra vez en un proceso de retroalimentacion (feedback), en el que el
resultado de aplicar la regla a un dato, se utiliza como dato para la siguiente iteracién. Asi se construyen fracta-
les mediante sistemas iterados de funciones, siendo uno de los mas conocidos el helecho de Barnsley. Partien-
do de una figura cualquiera, como el cuadrado verde de la izquierda, se hacen cuatro fotocopias deformadas de
una cierta manera, se giran y se trasladan, y se forma una nueva figura, con la que se repite el proceso. La foto-
copiadora es aqui una metafora de una funcion entre puntos del plano.

El nimero de copias, la deformacién que sufre cada una de ellas y su posterior colocacion permiten generar
una variedad infinita de fractales, algunos que imitan formas naturales, y otros patrones geométricos.
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Los mamiferos y otros animales superiores tienen simetria bilateral o de reflexion, es decir, se dividen en dos par-
tes, una imagen especular de la otra. Muchas flores, como las margaritas, tienen simetria de rotacién. Los ejemplos
de fractales que hemos visto tienen una forma de simetria distinta: son iguales a la unién de un nimero finito de co-
pias de si mismos. Es lo que se conoce como autosemejanza, y es una de las caracteristicas que define un fractal.

EL CONJUNTO DE MANDELBROT

Otra fuente de fractales es la iteracion de funciones de variable compleja. Los nimeros complejos son una ex-
tension de los nimeros reales, introducidos para poder resolver ecuaciones como x2 + 1 = 0, de las que se dice
que no tiene solucién. En efecto, el cuadrado de un nimero real nunca es negativo, y al sumarle uno no puede dar
cero. Por ello se ideé la unidad imaginaria, representada por i, con la propiedad de que i = —1. Los nimeros com-
plejos son de laformaz = x + y i, donde x e y son nUmeros reales. De la misma manera que representamos los nu-
meros reales en una recta, los nUmeros complejos se representan en un plano, identificando z = x + y i con el pun-
to de coordenadas (x,y). Los nUmeros complejos se pueden sumar y multiplicar, y a efectos de lo que aqui nos
ocupa, podemos definir una funcién compleja que a z le hace corresponder z° + ¢, donde ¢ es un parametro tam-
bién complejo. Algunos de los fractales mas bellos y complicados de las matematicas, entre ellos el conjunto de
Mandelbrot, se obtienen al aplicar el proceso de retroalimentacion a esta familia de polinomios de segundo grado.

El conjunto de Mandelbrot esta formado por los valores del parametro ¢ que cumplen cierta propiedad que
estudiamos a continuacion. Partimos del numero complejo 0, lo elevamos al cuadrado y le sumamos ¢, obte-
niendo 02 + ¢ = c. Repetimos el proceso con este valor, obteniendo ¢? + c. Al iterar este proceso de feedback, se
obtiene una sucesion cuyos primeros términos son

0, ¢, ¢’ +c, c+cl+c, (P+cP+clP+c, ((2+cP+cP+c,..

Existen entonces dos posibilidades: los términos de la sucesion permanecen todos en un circulo, o se alejan
hacia infinito. En el primer caso, el nimero estéa en el conjunto de Mandelbrot. El algoritmo que acabamos de
describir puede programarse para obtener imagenes del conjunto de Mandelbrot. Existen ademas algoritmos
para colorear esas imagenes, basados en los valores de la sucesion de iteraciones, que producen imagenes im-
pactantes, como las que siguen a estas lineas.

DIMENSION FRACTAL

¢ Qué es lo que hace que una cierta imagen sea un fractal? Hasta ahora hemos mencionado la autosemejan-
za, pero no es suficiente. Un cuadrado es autosemejante, pues es la union de cuatro cuadrados iguales entra si
y semejantes al primero, pero dista mucho de ser un fractal. El ingrediente que falta es la dimensidn fractal. To-
dos tenemos una idea intuitiva de dimensién, que coincide con a llamada dimension topoldgica: un punto no tie-
ne dimensién, una linea tiene una, una superficie dos y un sélido tres. Pero los matematicos han ideado otros
conceptos de dimension, que resultan mas adecuados para el estudio de los fractales.

Para calcular la dimension fractal de una figura plana se preparan una serie de cuadriculas cada vez mas fi-
nas, de manera que el lado de una cuadricula sea la mitad del de la anterior. Se superponen sobre el conjunto y
se cuenta el numero de cuadros que tienen algun punto en comun con la figura. La forma en que varia ese nume-
ro con el tamafio de la cuadricula determina mediante una férmula la dimension fractal de la figura. De esta for-
ma se puede determinar experimentalmente la dimensién fractal de una nube, un linea de costa o un cuadro, tal
y como se ha hecho con las drip paintings del pintor americano Jackson Pollock (1912-1956).
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La curva de Koch tiene dimension fractal 1,262, y el triangulo de Sierpinski 1,585.

¢ QUE ES UN FRACTAL?
Estamos ya en condiciones de responder a esa pregunta. Segin Mandelbrot , una figura es un fractal cuando
su dimension fractal es mayor que su dimensién topoldgica.

CAOS Y FRACTALES

En lenguaje coloquial, entendemos por caos una situacién confusa, con un desarrollo erratico y desordenado.
Ese comportamiento cadtico lo asociamos con fenédmenos aleatorios, en los que es imposible predecir el resul-
tado de un experimento concreto, como el de lanzar una moneda al aire. La teoria de la probabilidad, desarrolla-
da a partir de los estudios sobre los juegos de azar por Pierre de Fermat (1601-1665) y Blaise Pascal
(1623-1662), permite estudiar esos fendmenos de manera cientifica, y obtener informacién util sobre ellos. Por
ejemplo, explica porqué a la larga no puede ganarse dinero jugando en un casino.

Para explicar el fendmeno del caos determinista, realicemos un pequefio experimento con una calculadora. Intro-
ducimos un nimero positivo cualquiera y pulsamos repetidamente la tecla . El resultado final, independientemente
del nimero inicial, sera 1,000... Algo similar ocurre si pulsamos la tecla correspondiente a la funcion . Imaginemos (o
programemos) una tecla que realice con un numero x la operacion 4x(1-x), y repitamos el experimento, esta vez con
numeros comprendidos entre 0y 1. Nos daremos cuenta enseguida de que el comportamiento de la serie numérica
que vamos calculando a medida que presionamos esa tecla parece caotico. Ademas, si realizamos el experimento
con dos numeros iniciales distintos pero muy cercanos, después de presionar unas cuantas veces la tecla, el resulta-
do sera muy distinto, como se aprecia en el siguiente cuadro. La primera fila es el nUmero de veces que presionamos
la tecla, la segunda el resultado que se obtiene al empezar con x=0,300, y la segunda al empezar con x=0,301.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0,300 0,840 0,538 0,994 0,023 0,088 0321 0872 0448 0,989 0,434 0,166
0,301 0.842 0,533 0,99 0,018 0,069 0,258 0,765 0,719 0,808 0,620 0,942

Este fendmeno es lo que se denomina dependencia sensitiva de condiciones iniciales, y es mas conocido co-
mo efecto mariposa. Una pequena diferencia en las condiciones iniciales, como puede ser el aleteo de una mari-
posa, puede producir a la larga resultados completamente diferentes. Cuando un sistema tiene este comporta-
miento, es inutil hacer predicciones a largo plazo, como bien saben los meteredlogos.

Muchos de estos sistemas cadticos tienen atractores extrafios, figuras hacia las cuales evolucionan con el
transcurso del tiempo. A su vez, estos atractores son frecuentemente fractales.

ARTE FRACTAL

El impacto visual de las imagenes creadas a partir de los experimentos de Mandelbrot inspird a una serie de artis-
tas, que propusieron usar los algoritmos generativos de fractales para la creacion de obras de arte. Una de las carac-
teristicas que diferencian el arte fractal de otras formas de arte digital, es que son las matematicas las que, a partir de
parametros elegidos por el artista, crean la obra. Por arte fractal se entiende la creacion de obras de arte mediante al-
goritmos matematicos de generacién de fractales, y su posible manipulacion posterior. La mayor parte de la produc-
cion de arte fractal es visual, imagenes para ser vistas en la pantalla del ordenador, y en ocasiones impresas para su
comercializacion, como si de litografias se tratase. Pueden verse en un museo para el que no es necesario entrada,
sino que basta una conexion a Internet. Quien desse visitarlos puede hacerlo escribiendo en su buscador favorito
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«arte fractal». Los fractales se han mostrado también al publico. La exposicion Arte Fractal: Belleza y Matematicas'
pudo admirarse por ejemplo en Madrid durante el Congreso Internacional de Matematicos Madrid 2006.

Los algoritmos fractales se usan también para la composicién musical, cotinuando la estrecha relacién entre musi-
ca y matematicas, que que va de los aspectos mas técnicos de escalas, afinado y armonia a los mas creativos de la
composicion. Musica fractal es la musica derivada de una sucesiéon de numeros producida por un algoritmo fractal. La
idea de utilizar secuencias de nimeros o letras para componer musica no es nueva. Ya en el barroco era habitual com-
poner a partir de las letras del nombre del propio compositor o alguno de sus mecenas. En la musica fractal,

La musica tiene una cierta estructura autosemejante. Muchas composiciones se basan en una melodia que se
repite, variando aspectos como el tono, la duracién de sus notas, o invirtiendo el orden en que son tocadas. El
siguiente algoritmo produce musica con una estructura autosemejante similar a la de un fractal. Se escriben los
numeros naturales en base 2:

1,10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111, ...
Se cuenta el nimero de unos que tienen en su forma binaria:
1,1,2,1,2,2,3,1,2,2,3,2,3,4,1, ...
Se asigna a cada uno de esos nimeros una nota:
Do, Do, Re, Do, Re, Re, Mi, Do, Re, Re, Mi, Re, Mi, Mi, Fa, Do, ...

¢ Donde esta la autosemejanza? Si eliminamos una de cada dos notas, quedandonos con las que estan en ne-
grita, se obtiene la misma melodia. Aplicado a distintas sucesiones, el algoritmo produce distintas melodias.
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¢Y para n?

ALGUNAS PROPUESTAS PARA GUIAR A NUESTROS
ALUMNOS A HACER CONJETURAS

Maria Moreno Warleta
IES Alameda de Osuna

IEN este articulo se presentan algunas ideas y problemas que pueden ayudar a nuestros alumnos a hacer
conjeturas y a entender qué son y por qué se deben hacer demostraciones.

¢ POR QUE ENSENAR A CONJETURAR?
1°) Ensefando a conjeturar mostramos mejor la esencia del quehacer matematico.

2°) Enseflamos a nuestros alumnos un tipo de razonamiento que le sera util en contextos no matemati-
Cos.

3°) Detectamos errores conceptuales, motivamos la introduccién de conceptos nuevos y afianzamos el
aprendizaje de los ya ensenados.

4°) Los alumnos lo toman como un reto. Se sale un poco de los programas habituales.

Lo dicen los grandes maestros de la didactica de las matematicas: Ya Polya en los afios 60 incluia en su decalo-
go del profesor de matematicas un punto que rezaba asi: Ensériales a conjeturar. Y Puig Adam también ahonda-
ba en esta idea: Ensefia guiando la actividad creadora y descubridora del alumno.

La forma mas sencilla de conjeturar es buscar pautas y generalizar. Este tipo de ejercicio puede hacerse en va-
rios contextos. Veamos algunos de ellos:

BUSCANDO PAUTAS EN CONSTRUCCIONES:
PROBLEMA 1: En un rectangulo como este, de 4 x 5, hay 14 puntos en la frontera.

¢ Cuantos puntos habra en la frontera de un rectangulo de n x m?

Si planteamos este problema a alumnos de la ESO, seguro que en el aula surgen algunas de estas férmulas con
sus respectivas justificaciones:

2n+2(m-2) 2(n-1)+2(m-1) 2(n-2)+2(m-2)+4 2n+2m-4
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Un ejercicio interesante para los alumnos del primer ciclo es comprobar
que todas las expresiones son iguales.

Algunos problemas similares al anterior son los siguientes:

n-m—(n-2)-(m-2)

PROBLEMA 2: ; Cudntos cuadrados azules y cuantos
blancos necesitaré para hacer la figura numero 5007 [2]

PROBLEMA 3: Con cubos blancos hacemos construcciones en
forma de L y una vez armadas las pintamos de azul. En la cons-
truccion 500, ¢ cudntas caras pintaré? [2]

PROBLEMA 4: Los triangulos de Sierpinski
e ;Como se forma la siguiente figura?

e Si el drea de la parte coloreada en el primer tridngulo es 1 u?.
¢ Cuadl es el drea de la parte coloreada en el cuarto triangulo? ;Y en
el decimoprimero?

e ;Y el drea de la parte blanca?

e Siel lado del triangulo grande mide 1 u, ¢;cudl sera el perimetro de
la zona azul en la enésima figura?

e ;Cuantos triangulos de cada color habra en la figura 12007

Los problemas 2 y 3 son una buena forma de trabajar, de forma intuitiva, razonamientos de tipo inductivo y por
recurrencia.

En el problema 4 planteo algunas preguntas que les han surgido a alumnos de la ESO. Este problema es espe-
cialmente interesente para alumnos de 3° ESO ya que permite deducir la férmula de la suma de los n primeros
términos de una progresion geométrica (comparando la suma de las areas de los triangulos blancos con la dife-
rencia entre el area total y el area azul) y, posteriormente, aplicarla para resolver las otras cuestiones.

PROBLEMA 5: La region perdida

¢ Cuantas regiones, como maximo, se forman dentro de un circulo si unimos dos a dos n
puntos sobre su circunferencia? [10]

Este es un problema que provoca mucha sorpresa ya que, tras probar para los primeros
valores de n, se conjetura con facilidad que el nimero de regiones sera . Sin embargo, si
se hace para n = 6, el nUmero de regiones es sélo 31. Con este tipo de problemas mostra-
mos a nuestros alumnos la necesidad de demostrar nuestras conjeturas.
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BUSCANDO PAUTAS EN JUEGOS:

Dos juegos clasicos que permiten, ademas de buscar estrategias de resolucioén, conjeturar y dar argumentos in-
ductivos, son:

PROBLEMA 6: Las torres de Hanoi (Puedes jugar online en [A])

Objetivo: llevar los discos de la varilla izquierda a la varilla derecha.
Reglas del juego:
¢ No se puede desplazar mas de un disco en cada movimiento.
¢ Un disco sdlo se puede apoyar sobre otro de diametro mayor.

¢ Cudl es el minimo numero de movimientos para 4 discos? ;Y para 64 discos?

Problema 7: Las ranas saltarinas (Puedes jugar online en [B))

Objetivo: intercambiar la posicion de las ranas.
Reglas del juego:

® Una rana puede saltar al cuadrado contiguo o saltar por encima de otra rana al cuadrado siguiente si es-
ta libre.

¢ No se puede saltar por encima de mas de una rana.
¢ [ as ranas sdlo pueden avanzar, nunca retroceder.
¢ Cuantos movimientos son necesarios con 4 ranas de cada color? ;Y con 100?

En el caso de las ranas saltarinas tras jugar varias veces con 2, 3, 4 y 5 ranas, es posible encontrar una pauta nu-
mérica en el numero de movimientos. De ello surge una conjetura que se puede demostrar observando que al ju-
gar con n ranas primero hay que jugar con n-1.

Tras 5 movimientos llevamos una azul a la derecha y llegamos a:

Tras 4 movimientos llevamos una roja a la izquierda y llegamos de nuevo a (2):
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BUSCANDO PAUTAS NUMERICAS:

Algunos problemas numéricos requieren para su demostracion de argumentos inductivos o de complicadas ma-
nipulaciones algebraicas. A continuacién ofrecemos problemas cuyas demostraciones pueden ser comprendi-
das por alumnos de la ESO:

Problema 8: Piensa un numero de dos cifras. Réstale la suma de sus cifras, ;qué observas? (Puedes encontrar
una aplicaciéon sorprendente de este resultado en [C])

Los siguientes problemas permiten Demostraciones sin palabras [3].

Problema 9: ; Cuanto suman los diez primeros numeros enteros? ;Y los diez mil prime-
ros numeros enteros?

Problema 10: ; Cuanto suman los veinte primeros enteros impares? ;Y los cinco mil pri-
meros numeros enteros impares?

Problema 11:

Piensa un numero de 4 cifras no todas iguales.

Reordena las cifras para obtener el mayor y el menor nimero posible.
Calcula la diferencia de entre estos dos numeros.

Repite el proceso unas cuantas veces con los nimeros que vas obteniendo.
¢ Qué observas?

Este curioso problema esta demostrado en [4]. Su demostracion requiere de algunas deducciones logicas y, fun-
damentalmente, de un estudio sistematico y metddico de todos los casos que aparecen, lo que la hace especial-
mente adecuada para los alumnos de la ESO.

TRES CONJETURAS FAMOSAS:

Para aquellos que se hayan quedado con ganas, dejamos como «ejercicio» las siguientes conjeturas para que
las demuestren o encuentren contraejemplos: [5]

Conjetura de Goldbach (1742): Todo numero par mayor que 2 se puede escribir como suma de dos numeros
primos.

El problema 3x + 1:

Comienza con un numero natural cualquiera.

Si es par, dividelo entre 2.
Si es impar, multiplicalo por 3 y sumale 1.

Repite el proceso.
Conjetura: Todo numero natural produce una secuencia que finalmente acabaen 4, 2, 1.

Ejemplo: 17,52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1

Conjetura de los capicuas:
Piensa un numero. Invierte sus cifras. Suma esos dos numeros. Repite la operacion con el resultado obtenido.

Conjetura: Tarde o temprano obtendras un numero capicua.

Ejemplos: 235 + 532 =767
139 + 931=1070; 1070 + 0701= 1771
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APOYO EN LA RED
UNA EXPERIENCIA DE AULA

Adoraciéon Morales Antequera
losu Martinez Martinez
Colegio Nuestra Sefiora del Recuerdo

IEL Colegio Nuestra Sefiora del Recuerdo pertenece a la Compafia de Jesus, y se encuentra ubicado en el
distrito de Chamartin de Madrid. Es de caracter concertado, y en él puede cursarse desde el ultimo afio del pri-
mer ciclo de Educacion Infantil hasta 2° de Bachillerato.

Cuando asignan en el colegio una clase de apoyo, de Matematicas o Lengua, a partir de las cuatro de la tarde,
empieza una cierta angustia.  Como hacerlo?

Las dificultades son mayores que en una clase normal: hay que buscar una metodologia util y motivadora pa-
ra los alumnos; realizar una programacion de contenidos conceptuales y procedimentales que faciliten el apren-
dizaje; buscar métodos y criterios de evaluacién que permitan detectar las deficiencias y necesidades de los
alumnos, asi como los logros que se vayan consiguiendo en las clases de apoyo y establecer un disefio realista
—adecuado a las circunstancias del Colegio— de los tiempos y lugares en los que atender a los alumnos con ne-
cesidades especiales en estas areas del aprendizaje.

Ante estas dificultades, y con ayuda de la Fundacion Pastrana, un grupo de profesores que daban y dan cla-
ses a alumnos con dificultades trabajaron durante dos afos. Y dicho trabajo se concretd en una pagina Web.

Entre otras conclusiones se llegd a que no cualquier profesor puede dar apoyo, y sobre todo que el criterio no
debe ser que a un profesor le falten horas para asignarle este tipo de grupos. Normalmente un grupo de alumnos
de apoyo «desquicia», ya que tienes a chicos que no entienden la clase y el profesor tiene que «ingeniarse»
otras metodologias para llegar a los alumnos. Ademas se repiten las cosas muchas veces.

Por ello clasificamos las caracteristicas del profesor de apoyo segun el curso:

En Primaria debe ser el mismo que da clase en la seccion puesto que conoce al alumno, o un experto en logo-
pedia o psicopedagogia. Los mismos profesores de primaria podrian ser las personas mas adecuadas para lle-
var a cabo el apoyo. Ellos saben mejor que nadie, por el dia a dia, cuales son las dificultades y la manera de so-
lucionarlas. Esto simplifica el trabajo y lo hace mas efectivo. Un posible obstaculo que se encuentra en todas las
etapas del apoyo es que los padres no acepten el fracaso.

En ESO debe ser un profesor del area de Matematicas o Lengua. El profesor de la asignatura no deberia poner
las notas de estos alumnos sin contar con el profesor de apoyo, ya que esto significaria, que el profesor de apo-
yo cuenta y tiene algo que decir. Que el profesor haga pruebas o ponga notas puntuales que ayuden al chico, ya
que hay chicos que hacen un gran esfuerzo en dicha clase. Ha de ser un profesor dialogante, paciente y con au-
toestima.

Igualmente se hizo un perfil del alumno de apoyo, clasificado por cursos:

En Educacion Infantil el alumno de apoyo es aquel alumno que esta desorientado; que no es capaz ni por si
mismo ni con la aclaracion del profesor, de seguir el ritmo de la clase.

El principal objetivo que se deberia conseguir en la clase de apoyo es que los alumnos con dificultades adqui-
rieran autoestima. Es decir, que el alumno asuma su ritmo de aprendizaje como algo natural, pero evitando ex-
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presamente que vaya a acomodarse en una ley del minimo esfuerzo. El segundo objetivo es que el alumno llegue
a superar esa dificultad o situacién, de modo que desarrolle la autonomia necesaria para dejar el apoyo, en el
plazo de tiempo mas breve posible.
En Educacién Primaria los alumnos de apoyo presentan dificultades en el aprendizaje de la lectura, escritura
o calculo. Sus caracteristicas son:
e Suelen ser alumnos inmaduros, con problemas de lateralidad y deficiencias en la organizacion espacial
e Alumnos que no pueden seguir el ritmo de la clase ya que su nivel esta muy por debajo del nivel me-
dio
e Suelen ser timidos, inseguros y con una autoestima muy baja
e Presentan problemas en la percepcion espacial

En ESO debe ser un alumno que no presente problemas de disciplina y aproveche las clases. El criterio inicial
es el académico (malas notas en Matematicas o Lengua), junto con la opinién del profesor y el consejo del servi-
cio de orientacion. Otro requisito es la aceptacién por parte del alumno de asistir a la clase de apoyo. Son alum-
nos que presentan carencias conceptuales que impiden el aprendizaje. Suelen tener un nivel entre el «3 y 5», es
decir que con una ayuda pueden superar las dificultades. No deberian ir alumnos que «se les de mal» una parte
pequefa del temario en un determinado curso (en general no tienen problemas de aprendizaje).

Se crearon unos materiales para cada curso en las areas de Matematicas y Lengua, desde 3° de Infantil a 4°
de ESO.

En primaria se clasificaron las fichas en Lectoescritura y Razonamiento Matematico.

El material desde 4° de Primaria a 4° de ESO esta ordenado siguiendo la secuenciacion de contenidos con-
ceptuales.

Unas pruebas de nivel, una propuesta metodoldgica y unas técnicas de evaluacién completan la pagina Web.

PROPUESTA METODOLOGICA

Se parte de los conocimientos, intereses y capacidades del alumno, asentando los nuevos contenidos. Esto
supone partir de sus conocimientos previos, hacer explicaciones a su altura y comenzar con ejercicios pensados
para su nivel. Cuando los alumnos comprenden y resuelven sus dificultades, es decir, obtienen éxito en su
aprendizaje, se produce un avance clave: ellos son los protagonistas de su aprendizaje.

Este planteamiento no supone rebajar los contenidos de forma indiscriminada sino partir de la realidad de
ellos para llegar mas lejos.

Tiene que existir un seguimiento individualizado del progreso del alumno por parte de ambos profesores (titular
y de apoyo). El seguimiento individual es posible por el reducido nimero de alumnos que participan, maximo 5.

Se estableceran pautas de ayuda y actividades adecuadas para que progrese en los demas aspectos o
supere sus dificultades. Se intentara desde el comienzo de curso que el alumno «nos vea de su parte».

Tenemos que hacernos conscientes de la importancia de crear un buen ambiente para potenciar los valores
individuales desde el esfuerzo positivo por el trabajo bien hecho y por las actitudes personales destacables. Los
alumnos tienen que adquirir compromisos individuales y ser capaces de analizarlos.

Durante los tres afios que llevamos poniendo en practica todo el contenido de esta pagina Web, los resulta-
dos obtenidos por parte de los alumnos de apoyo han sido satisfactorios. Asi mismo la evaluacién que del traba-
jo han hecho profesores, alumnos y padres de alumnos han siso muy positiva y nos anima a seguir trabajando en
esta linea.
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