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1. Introducciéon

En los tltimos anos he-
mos asistido a una revolu-
cion en el disenio de cohetes
espaciales. El ahorro de cos-
tes, la posibilidad de reuti-
lizacién de los cohetes pro-
pulsores de naves espacia-
les, la posibilidad de la lle-
gada del hombre a Marte,
etc. ha introducido nuevas
perspectivas y objetivos en
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pacial o un cohete es un
auténtico desafio, pero atin
lo es més el poder hacerlo
en un lugar predeterminado y con una determinada precisiéon. En este sentido, en
los ultimos anos hemos asistido a mejoras en los algoritmos de aterrizaje de las na-
ves espaciales, donde apenas hace una década la denominada elipse de aterrizaje se
medfa en unidades del orden de decenas de kilémetros (de ahi el aterrizaje de naves
o sondas espaciales en zonas desérticas u océanos) a aterrizaje en vertical de cohetes

Figura 1: Aterrizaje en vertical de un cohete
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incluso en plataformas moviles situadas en el océano. Es decir, en los tltimos anos
se ha pasado de medir las elipses de aterrizaje del orden de decenas de kilometros al
orden de metros.

Estos avances han venido sin duda de la mano de una resolucion mas precisa de
los problemas matemaéticos que conllevan estos retos. Pero quizas, proponer para este
concurso un problema mas completo de aterrizaje vertical de una nave espacial sea
un problema demasiado complejo para el tiempo de que se dispone. Sin embargo,
vamos a proponer un problema més sencillo que creemos bastante atractivo y donde
pretendemos resolver este tipo de aterrizajes en vertical.

Los problemas que se proponen en los siguientes apartados son problemas ma-
tematicos simplificados en los que se pide el planteamiento matematico del problema
propuesto y también una resolucion numérica del mismo, ayudados de codigos reali-
zados preferentemente en Python o Matlab.

2. Problema propuesto: Aterrizaje vertical opti-
mo de una nave espacial
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Figura 2: Esquema de las trayectorias de los cohetes lanzadores para aterrizar en las plataformas

de tierra o en el mar.

Consideremos el problema de optimizar el perfil de empuje para que una nave
espacial realice un aterrizaje en una posicién objetivo. La dindmica de la nave viene



dada por la ecuacién:
mp = f — mges,

donde m > 0 es la masa de la nave espacial, p(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R? es la
posicién de la nave espacial, siendo 0 la posicién de aterrizaje objetivo, e3 = (0,0, 1),
f(t) € R3la fuerza de empuje y g > 0 es la aceleracién de la gravedad (por simplicidad
supondremos que la masa de la nave espacial es constante aunque ésta no es una
buena suposicion en la realidad ya que la masa de la nave decrece con el consumo
de combustible. También se ignorard la friccién atmosférica). Se debe tener que
p(T*) =0y p(T?) =0, donde T°" es el tiempo de aterrizaje. La nave espacial debe
permanecer en la region dada por

2(t) = all(z(t), y(t)ll2,

donde o > 0 se denomina pendiente de planeo minima (se supone conocida). La
posicién inicial p(0) y la velocidad p(0) son conocidas. La fuerza de empuje f(t)
se obtiene de un tnico propulsor de la nave espacial, con un empuje maximo dado,
F méx; un sistema de control de altitud gira la nave para conseguir cualquier direccion
de empuje deseada. Por tanto la fuerza de empuje se caracteriza por la restriccion
| £(t)]]2 < F™8X_ La tasa de uso de combustible es proporcional a la magnitud de la
fuerza de empuje, por lo que el uso total de combustible es

T'dt
/0 A0 |t

donde v > 0 es el coeficiente de consumo de combustible.

Supondremos que la fuerza de empuje se discretiza con el tiempo en el que es-
tudiamos el problema, es decir, es constante a lo largo de K periodos de tiempo
consecutivos de tamano At > 0, con f(t) = fr para t € [kAt, (k + 1)At), para
k=0,...,K —1, donde T = KAt. Por tanto, tenemos

Vk1 = U + (At/m) fr, — Atges, pri1 = pr + (AL/2)(vg + Vg1),

donde pj, denota p(kAt), y v, denota p(kAt). Utilizaremos este modelo discreto en
tiempo. Por simplicidad, impondremos la restricién de la pendiente de planeo sélo
en los tiempo t = 0, At, 2At, ..., KAt.

Se plantean las siguientes cuestiones:

(a) Descenso con minimo consumo de combustible. Dada una posicién
objetivo, formular el problema matematico cuya soluciéon proporcione el perfil



del empuje fo,..., fKk_1 que minimiza el consumo de combustible, fijado el
tiempo de aterrizaje T® = KAt y el paso de discretizacién en tiempo At.
Disenar un algoritmo numérico (preferentemente en Python o Matlab) para
resolver el problema propuesto.

Se proponen unos parametros sencillos* para resolver numéricamente el proble-
ma en un dominio reducido y con un coste computacional también reducido:

o At =10,

o g=20.1,

e m = 10.0,

o FUMEX — 17 (),

e po = (50,50, 100),

e vy = (—10,0,—-10),

o a=0.5,

e v=1.0,

e Posicién objetivo: (0,0,0).

Suponiendo K = 35, implementar un programa (preferentemente en Python o
Matlab) cuya salida grafica muestre la trayectoria de descenso del cohete y los
vectores de los perfiles de empuje para cada paso de tiempo.

Encontrar, para este caso, el consumo total éptimo de combustible.
*Notas:

i) Puesto que en los pardmetros del ejemplo no hemos introducido unidades del S.I. no
serd necesario expresar las respuestas con unidades de medida. Sera suficiente con el valor
numérico de la magnitud que se pregunta.

ii) Se sugiere el siguiente marco espacial para representar la trayectoria del cohete: —40 <
x <55, 0<y <55 0<L2z<105.

Tiempo minimo de descenso. Suponiendo At fijo, encontrar el valor mini-
mo de K tal que el problema de descenso con minimo consumo de combustible
planteado en el apartado (a) sea factible. Para el valor encontrado, representar
graficamente la trayectoria de descenso del cohete y los vectores de los perfiles
de empuje para cada paso de tiempo. ;Cudl es el tiempo minimo de descenso
encontrado?



2.1. Algunos videos para ver ideas de este problema en ac-
cion.
= Controlando el desvio de la nave Grasshoper. Camara simple - Youtube - Spa-

ceX.

= Controlando el desvio de la nave Grasshoper. Multiples cdmaras - Youtube -
SpaceX.

= Aterrizaje historico de la primera etapa de Falcon 9 en la zona de aterrizaje 1
(misién OG-2) - Youtube - SpaceX.

s Aterrizaje de la primera etapa del Falcon 9 Desde helicéptero - Youtube -
SpaceX.

Nota: En la valoracién de las soluciones propuestas se tendra en cuenta la clari-
dad de los problemas matematicos propuestos asi como la calidad, en términos de
eficiencia, de los programas con los algoritmos de resolucién presentados.


http://www.youtube.com/watch?v=2t15vP1PyoA
http://www.youtube.com/watch?v=2t15vP1PyoA
https://www.youtube.com/watch?v=orUjSkc2pG0
https://www.youtube.com/watch?v=orUjSkc2pG0
https://www.youtube.com/watch?v=1B6oiLNyKKI
https://www.youtube.com/watch?v=1B6oiLNyKKI
https://www.youtube.com/watch?v=ZCBE8ocOkAQ
https://www.youtube.com/watch?v=ZCBE8ocOkAQ
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