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Dedicado a la memoria de Julio Rey Pastor con motivo del centenario de su nacimiento.
Resumen. En este trabajo se considera la ecuacion cuasilineal eliptica -
-div (Q(1Vul) Vu) + fu) = g(x)

en undominic € de R" con condiciones de contorno de Dirichlet o bien de tipo capilaridad,
Dicha formulacién incluye el caso de ecuaciones semilineales Q(r) = 1 ; cuasilineales de tipo
depenerado apareciendo en la teoria de fluidos no Newtonianos Q(r) = r"‘z, p > 1 ;ylaecuacién
no paramétrica de una superficie con curvatura media prescrita como aparece, por ejemplo, en
fluidoestatica separando la regién ocupada por un liquido en reposo v el aire, Q(r) = (1 +12) 2.
Se dan condiciones necesarias y suficientes sobre Q, f para que la solucién u se anule
localmente en alguna subregion de 2 (zona seca de la vasija) supuesto que el "tamafio" de Q
sea suficientemente grande, Tal fenomeno es peculiar de perturbaciones f con derivada infinita
en el origen cuando Q es, por ejemplo, la dada en el primer o tercer ejemplo. Esto motiva el
establecimiento de resultados de existencia, unicidad y regularidad de soluciones que generalizan
los existentes en la literatura y en los que se imponia una condicién de Lipschitz sobre f.Enla
obtencion de la existencia juega un papel primordial las estimaciones "'a priori” sobre Vu en el
espacio L™ (Q).

Introdoccitn
En este trabajo se estudia la ecuacién cuasilineal eliptica

3] -div(Q(TVul) Vu) + flu) = gx) en Q,
Jjunto con condiciones de contorno de tipo Dirichlet

2 u=h en d2

0 bien de tipo Neumann o capilaridad

3) QUVu))Vu.T =P en 90,

5 o .
donde U 25 el vector unitario normal exteriora 302 .
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" Las hip6tesis estructurales que admitiremos en lo que sigue son las siguientes;
£ abierto, acotado y de frontera regular.
Q: [0, =) 4 [0, =) funcién con las propiedades

(i) V K compacto de RN existe una constante ¢ = c(K) > 0 tal que

QUEDE -QUEDNE) E -&) 2CIE - §IN
ey VE,E € K yalginm >1.
(ii) La funcién a: [0,) > [0,) dadapor a(s)=Q(s)s verifica
aeC’([0,)) N C'((0,)) ,a0) =0, a’(s)>0 si 5>0.

f: R R funcidn tal que f(0) = 0, f(r) > 0 si r > 0, fno-decreciente.
g y h: RY - R funciones de L.™(Q) y L™ (9Q) respectivamente, P e R,
Be(an,a,),a, = rlg’n Q@)r ,

(Ia hipdtesis f(0) = 0 puede ser suprimida sustituyendo f(x) por f(x) = f(x) - £(0) y g(x) por
gx) = g(x)-£0)) .

Problemas del tipo (1) (2) 6 (1) (3) han atraido la atencién de numerosos autores en los
tltimos afios toda vez que la ecuacién (1) modeliza importantes modelos concretos, Un
tratamiento monogréfico del caso de no linealidades potenciales Q(r) = r* "%, p > 1, fue realizado
en {Di], donde el lector podra encontrar numerosas referencias asi como alusiones a la aparicién
de (1) en el estudio de particulas cataliticas, en el caso semilineal p = 2, 0 en el tratamiento de
fluidos no Newtonianos si p # 2. Uno de los objetivos de este trabajo es extender la teoria
desarrollada en [Di] al caso de funciones () no necesariamente homogen&as y mas en especial at
caso de superﬁmes de curvatura media prescrita Q(r) = (1 + r ) 2 Una descripeién de como
la ecuacién (1) modela tal tipo de superficies puede encontrarse, por ejemplo, en [Gi-Trl.
Fisicamente, en procesos en los que aparece un medio continuo sometido a una tensién
superficial, la ecuaci6n (1) aparece con frecuencia dado que dicha tensién superficial viene
expresada por la curvatura media de la superficie.Problemas del tipo (1) (2) 6 (1) (3) con esa
eleccidn de Q han sido objeto de consideracién de muy prestigiosos autores desde finales del
siglo pasado, recibiendo dichos problemas los nombres de "problema de Plateau' y "problema
de la capilaridad"” respectivamente. El problema de Plateau aparece, por ejemplo, en el estudio
de la deformacion de una membrana eldstica por la accion de un campo de presiones (en la
ecuacion representado por el término g(x) - f(u(x)) supuesto que la membrana tiene sus bordes
fijados rigidamente (vease, p.e., (Ca-Ke]).

El problema de la capilaridad aparece en Hidrostatica (vease, p.e., [Fi]): La funcién u
representa entonces la altura de la superficie de un fluido reposando sobre una vasija cilindrica
de base £ y el dngulo de contacto del fluido con las paredes verticales de 1a vasiia viene dado
por ¥ . En ese caso. f =cosy . El término f{u(x)) -~ g(x) representa un campo de presiones o
fuerzas mésicas. La zonade £ enla que u es cero representa la regidn en que la membrana
toca el sueio o -bien la parte de la base de la vasija que queda seca, En ambos casos es
intuitivamente claro que el dominio 2 debe ser adecuadamente grande en relacién con la altura
maxima de la membrana o el volimen total del liguido que han de suponerse "pequefos". Tal
balance serd explicitado con precision (vease por ejemplo el Teorema 7). Por dltimo sefialemos
que el caso fisicamente més frecuente corresponde al de un campo de fuerzas gravitatorio, lo que
corresponde a perturbaciones del tipo f{u) =A u ¥ (450, donde 7 (-0 vale cero sobre la zona
enque u=0 yunodondeu > 0, Taltipode funciones f cae fuera de las hipdtesis estructurales
que suponemos en este trabajo, sin embargo nuestros resultados son de interés en la aproximacion
de esa formulacibn fisica. En efecto, log argumentos de existencia, regularidad, etc, de esos
problemas se basan en la aproximacion de esa  (multiveca en u = 0) por una sucesidn de
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funciones f; que usualmente se toman regulares (por ejemplo mediante argumentos de
penalizacin, vease p.e, [Ki-St}). Nuestros resultados muestran que en ese proceso desaparecen
ias fronteras libres y asi, para elestudio de la frontera libre (separandoe las zonas u> 0 de
u=0) resulta de mis utilidad aproximar f por funciones f, no Lipschitcianas (por ejeraplo
£ (u) = Ant? sign (u)}. Para terminar estas alusiones al modelo de Ia hidrostdtica seRalemos que
nuestras soluciones serén de clase C' con lo que Vus=0 enla frontera libre. Tal situaci6n
corresponde a cuando el fluido moja la base de la vasija y asi el dngulo de contacto del liquido
con la base es cero, ’
El contenidode este rabajo es el siguiente. En la Seccitn 2 abordamos 1a existencia, unicidad
y acotacion de soluciones de los problemas (1) (2) y (1) (3). La dificultad primordial radica en
12 supresidn de toda condicién de Lipschitcianidad sobre f v en la gran generalidad de la
hipbtesis (4) sobre Q que permite casos de operadores degenerados (Q'(0) = 0) o bien no
uniformemente elipticos (como por ejemplo cuando Q(r) = (1 +1%) ™). En la obtencion de los
resultados de la Seccion 2 la estimacién "a priori”en L™ (2) del Vu juega un papel primordial.
Dado que 1a derivacién de esas estimaciones es bastante larga y de un interds en si mismo hemos
desarrollado ese tema en la Seccién 3. El tipo de estimaciones serd de la forma

(5 Ve @)1 < oulx)), xe &,

para una cierta funcién- ¢ que solo depende de Q,f, el minimodeuen Q ylacurvatura media
de 0K (pero sin hacer alusién a la derivabilidad de f). Tal resultado es obtenido mediante la
aplicacién del principio del méximo a un adecuado funcional que involucra a | Vu 1. Nuestra
estimacion resultard "6ptima” en el sentido de que en el caso particular de que g sea una
constante y N = 1 se tiene la igualdad en (5). Otras aplicaciones de 1a estimacion (5) son dadas
mais tarde. )

Por 1ltimo en la Seccidn 4 nos centraremos en el estudio de la lamada "zona nula™ de Ia
solucién N(u) = {x € £ : u(x) = 0} y de su frontera, 1a frontera libre F(u) = 3(N(u)) n o{8(u))
(donde S{u} es el soporte de la solucién, es decir, S(u) = {x € Q: u (x) #0}). Daremos criterios
de existencia y no existencia de la frontera libre, asi como una estimacién sobre su localizacién.
La existencia de frontera libre viene dada esencialmente por el cumplimiento de dos hi potesis:

(a) un adecuado balance entre los términos de difusién y absorcién.

(b) un adecuado balance entre los tamafios del dominio y de la solucidn.

Se obtendra también un Gtil "principio fuerts del méximo", que, en esencia, nos dice que si
1o se verifica (a) entonces o bienu=0en Qo bienu>0en Q. Silo que no se cumple es (b)
también demostraremos la positividad de la solucién, es decir, la no formacidn de la frontera
libre. Estos resultados son asi una extensién de los expuestos en [Di] para el caso de Q(r) =r "2

Seccién 1. Resultados de existencia, unicidad y acotacién de soluciones

La ecuaci6n en derivadas parciales (1) bajo la hipétesis estructural (4) es muy general
abarcando como casos particulares ecuaciones de una naturaleza bien distinta. Asi, por ejemplo,
cuando Q() = r *? la ecuaci6n es degenerada cuando p > 2 pues pierde su caricter
estrictamente eliptico para r = 0, Este hecho conduce a importantes patologias en sus soluciones
que se manifiestan en torno a los subconjuntos de 2 donde Vu = 0. En particular es bien
conocido (vease p.e. la exposicién de [Di]) que en ese caso puede no existir solucién clasica
incluso cuando todos los datos del problema son todo lo regulares que se quiera. Otro tipo bien
distinto de ecuaciones englobadas en la formulacién (1) corresponde al caso de las
no uniformemente elipticas como por ejemplo Q(r) = r*% 0 Qi) = 1/(1+r %) "2 Ahora la
dificultad viene ligada a que la constante de coercitividad C en (4) es tal que C(K) — 0 cuando
1K1 - +e0 y de nuevo importantes patologias aparecen en las soluciones, en este caso en puntos
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en los que | Vu | es grande (como p.e. en 9Q) . Sin duda de estos dos dltimos ejemplos es el del
operador de curvatura media prefijada el que ha sido mds tratado en la literatura.
Contraejemplos para la existencia de soluciones clisicas bajo ciertas condiciones
geométricas sobre 3 pueden encontrarse en [Se] (problema de Plateau) y [Fi] (problema de
capilaridad).
Con el fin de introducir una nocidn de solucién débil para (1) observemos que la ecuacién
es "formalmente" la ecuacién de Euler del funcional

6) Lo = | BOWI) + J FV) - gv)
: ' Ja 0
siendo _
o Bs) = | amdr . a@):= QT
R 44
@) F(s) " fnyar.
Jo

Para dar sentido al funcional I habra que trabajar con funciones v en un espacio de energia
W(L2) adecuado con la propiedad

v € WQ) = > J B(IVvl) <o,
a .

En el caso de Q(r) = r P2 resulta W(Q) « WP (£2) mientras que el de curvatura media
prefijada Q(r) = (1+r?) " permite elecciones del tipo W(£2) « W™ (Q) 0 bien W(L) = BV(Q)
, siendo esta illtima la més dtil dado que J, no es semicontinuo inferiormente sobre W' (Q).
Mas en general, bajo la hlpote51s de convexidad sobre B (entre ocras condiciones) es posible
trabajar con éxito sobre el espacio de Sobolev-Orlicz asociado W' (£2) (véase referencias en

[Di] p. 245 y 246).

Dadas las patologias originadas sobre a2 antes comentadas una nocién de solucidn débil
paradatos h enelcontornoconh € L' (Q) fue introducida en el caso del probiema de Plateau
por diferentes autores (véase p.e. [Ge**], [Gi] y sus referencias) minimizando el funcional

vy = Ty(v) + g Iv-ht dH g,
m
sobre W{£2) . En el caso de! problema con condiciones de contorno (3) el funcional a minimizar
pasa a ser

L) =Iv+ B j vdH ;.
‘ an

En lo que sigue denominaremos soluciones variacionales a las encontradas mediante la
minimizacién d€ J; 6 J, . (En el caso de condiciones de Dirichlet y si por ejemplo Q(r) = r *?,
p > 1, basta minimizar J; incluyendo la condicidn u=h en dQ en la propia definicién
de W(Q))

La cuestidn de la existencia de soluciones vanacmnales s bastante compleja debido a la
gran generalidad de la formulacién (1). Asi,enel casode Q(r) = r 2 p>1y condxcxones de
Dirichet la existencia v1ene garantizada con solo pechr que X sea Lipschitz, g € W ' (Q), f
no-decreciente y h € W' (Q) tal que F(h) e L'(Q), donde F es una primitiva de f (véase
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funciones f; que usualmente se toman regulares (por ejemplo mediante argumentos de
penalizacion, vease p.e, [Ki-St}). Nuestros resultados muestran que en ese proceso desaparecen
Ias fronteras Hbres y asi, para el estudio de la fronteralibre (separando las zonas u>0 de
u=0) resulta de més utilidad aproximar f por funciones f, no Lipschitcianas (por ejemplo
() = An'? sign (u)). Para terminar estas alusiones al modelo de la hidrostatica sefalemos que
nuestras soluciones seréin de clase C' conlo que Vu =0 en la frontera libre. Tal situacién
corresponde a cuando el fluido moja 1a base de la vasija y asi el dngule de contacto del liquido
con la base es cero. ’
Elcontenidodeeste frabajoes el siguiente. En la Seccién 2 abordamos1a existencia, unicidad
¥ acotacién de soluciones de los problemas (1) (2) y (1) (3). La dificultad primordial radica en
la supresidn de toda condicién de Lipschitcianidad sobre f y en la gran generalidad de la
hipétesis (4) sobre Q que permite casos de operadores degenerados (Q’(0) = 0) o bien no
uniformemente elipticos (como por ejemplo cuando Q(r) = (1 +1%) "), En Ia obtencién de los
resultados de la Seccién 2 laestimacién "a priori"en L™ (Q) del Vu juega un papel primordial.
Dado que la derivacién de esas estimaciones es bastante larga y de un interés en si mismo hemos
desarrollado ese tema en la Seccién 3. El tipo de estimaciones serd de la forma

3) IVu@ ! < oulx)), xe L,

parauna cierta funcién ¢ que solo depende de Q,f, el minimodeuen £ y la curvatura media
de 98 (pero sin hacer alusion a la derivabilidad de £). Tal resultado es obtenido mediante 12
aplicaci6n del principio del méximo a un adecuado funcional que involucra a | Vu 1 . Nuestra
estimacion resultard "6ptima" en el sentido de que en el caso particular de que g sea una
constante y N = 1 se tiene 1a igualdad en (3). Owas aplicaciones de la estimacidn (5) son dadas
més tarde.

Por iiltimo en la Seccién 4 nos centraretnos en el estudio de 1a llamada "zona nula® de la
solucién N(u) = {x € Q : u(x) =0} y de su frontera, la frontera libre F(u) = 3(N(u)) ™ 2(8(n))
(donde S(u) es el soporte de la solucidn, es decir, S(n) = {x € Q: u (x) # 0}). Daremos criterios
de existencia y no existencia de la frontera libre, asi como una estimacion sobre su localizacién.
La existencia de frontera libre viene dada esencialmente por el cumplimiento de dos hip6tesis;

(a} un adecuado balance entre los términos de difusién y absorcién.

(b) un adecuado balance entre los tamaiios del dominio y de la solucidn.

Se obtendrd también un Gtil "principio fuerte del méximo", que, en esencia, nos dice que si
no se verifica (a) entonces 0 bienu=0en Qobienu>0en Q. Silo que no se cumple es {b)
también demostraremos la positividad de la solucién, es decir, 1a no formacién de la frontera
libre. Estos resultados son asf una extensién de los expuestos en [Di] para el caso de Q(r) =1 ™2,

Seceién 1. Resuoltados de existencia, unicidad y acotacién de soluciones

La ecuacién en derivadas parciales (1) bajo la hipétesis estructural (4) es muy general
abarcando como casos particulares ecuaciones de una naturaleza bien distinta. Asi, por ejemplo,
cuando Q) = r ®? la ecuacién es degenerada cuando  p > 2 pues pierde su caracter
estrictamente eliptico para r = 0. Este hecho conduce a importantes patologias en sus soluciones
que se manifiestan en tomo a los subconjuntos de © donde Vu = 0. En particular es bien
conocido (vease p.e. la exposicion de [Di]) que en ese caso puede no existir solucién cldsica
incluso cuando todos los datos del problema son todo lo regulares que se quiera. Otro tipo bien
distinto de ecuaciones englobadas en la formulacién (1) corresponde al caso de las
no unifornremente elipticas como por ejemplo Q) = % 0 QD = 1/(1+1r% ™ Ahora la
dificultad viene ligada a que la constante de coercitividad C en (4) es tal que C(K) — 0 cuando
1K1 — +eo y de nuevo importantes patologias aparecen en las soluciones, en este caso en punios
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Supondremos también que Q es estrictamente eliptico (a’(s) >0, a(s) = Q(s)s) en el
caso en el que DQ no sea uniformemente coercitivo (e.d. si C(K) — 0 cuando | X | — ). Por
tltimo si Hy_y(x) es la curvatura media de 9, supondremos también la condicién
(11) f(k) < Na(A ' (A (+)/N)Hy, (x), x € 0€,
siendo

T
Ar) = J a'(s)s ds, A(+e) = lim A(r)
0 I ~34o0
y donde
k=max {u(x): x € 08 } en el caso de (Py) .

Entonces (Pp) y (Py) admiten al menos una solucién débil en la clase u e W"™ (Q).

Demostracién del Teorema 1. En ambos problemas estableceremos varias etapas:

Primera etapa : Sustituyamos Q por Qy f por f, , donde

N QW si te [0,M],
QM =
QM) + Q'(M) (t-M) sit € (M, =),

con M > 0 a determinar con posterioridad, y £, la aproximacién Yosida de T (recuérdese que f
es un grafo maximal mondtono al ser continuo y no-decreciente), es decir,

I,m-r .
(12) L@ = —— = T, ),
‘ 1/n

condy(®) = I+ (/A D () (la A-resolvente de ), _
As, transformamos los problemas (Pp) y (Py) en ()

B -div @V l) Vu)+f () =g  en€2,
(PD_n) = )
u, = K endQ,
¥
_ -div(Q (1 Vu, 1) Vo) +f,(u) =g enQ,
(PN,n) = ) — -
Q(IVyl)Vu, .v' =B enaQ,

(*) En lo que sigue mantendremos el simbolo de g aunque en nuestro caso es g=0. Se
pretende mostrar como se trataria el caso de g € L y Vu, acotado independientemente de n.
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respectivamente, con Ia particularidad de que ahora § ya es globalmente coercitivo y f, cumple
1as siguientes propiedades (véase, por ejemple, [Br*]): '

f, es Lipschitciana de constante 1/ 1,
f, es maximal monétono (no decreciente),
£ T Vr e R,
H,mOF s 1 finl.
Estas propiedades nos permiten asegurar la existencia de una tinica solucién
U eW' Q) N C" (D) N C{xeQ: I Vuiz0}.
de ('Esn' o y de (?N_ o) TESpectivamente; véase, por ejemplo, [Tv], {DBe}, [To], [La-Ur].

Segunda etapa: Con el fin de pasar al limite en u, cunando n — « necesitamos
estimaciones previasde [lu, llg=y 11 Vu,1l;= independientesde n.

Si consideramos los problemas (Pp, ) basta comparar con una funcion constante C tal que
C2Kyf(C) 11 glly= (queexiste ya que se verifica (11). Por el principio de comparacién,
obsérvese que £, (C) — HC), tenemos que

xS CVxel.

En forma andloga podemos acotar inferiormente la sucesion. _

31, por el contrario, estamos interesados en los problemas (Py, o) comparamos con una
funcion del tipo v(x) = ¢; ¢ {x) + ¢,, con ¢, 0 ¢, constantes a determinar y ¢ , por ejemplo, la
primera autofuncién del operador laplaciano con condiciones de contorno homogéneas de tipo
Dirichlet. Por el principio fuerte del maximo ([Gi-Tr]) se sabe que existe una constante positiva
m talque -M € V¢ .T < -m en 3Q. Elijamos c; tal que

(13) QUwly w.v 28,

y ¢, paraque se verifique

(14 ~div(QUIWH Wi+f (w2 g,

con ¢, independiente de n, 1o que es posible yaque ¢ € C* @) (por 1a regularidad de d§2 y, por
ejemplo, el lema 14.16 de [Gi-Tr]), £, () T f(r) Vre R, g € L™ (Q) y la hipsiesis (11). Por
el teorema de comparacion para problemas coercitivos con condiciones de contorno de tipo
Neumann (véanse las referencias antes citadas) de (13) y (14) obtenemos que

g, ) syx)sC.

Andlogamente obtenemos una scotacidn inferior de Iz sucesién.
Laestimacidnde |1 Vu, 11~ independiente de n resultard inmediata cuando g=0,a

partir del Teorema 2 que mostraremos en la Seccidn 3 aplicado a £, envez de f ydela
acotacitn de lasucesidn [y 11~ .
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Tercera etapa: (paso al limite en ia sucesioénu, } .
" De la etapa anterior y del hecho que Q es acotado tenemos que u, estd acotada en L (®))
V-p € [1, =], de lo que deducimos que existe una subsucesién, que seguiremos llamando u,,
tal que: .

(15) u,— uen W (Q) (débilmente) V p & (1,90) (por ser los espacios W'? ()
reflexivossi p € (1,=) )y

(16) u,~>uenL? (Q)Vp € [1, =] (por los teoremas de inclusién compacta).

Cuarta etapa;. Para acabar, comprobemos que u es solucidn de (Pp) y (Py)
respectivamente. Como Il u, 1! cestdacotadoy If(r)1 < [ f(r) | sabemos que

HE, (u) -2 C,
de donde se sigue
an f,(u) —h en L*(Q) (débilmente) con p € (1, ).
Ademds, por ser { maximal mondtono y por la definicion (12) de f, se verifica que
(18) h=1u),
(véase, por ejemplo, [Br*] pag. 27). Por otra parte, el operador
D:W'P Q) — (W' ()
u—-)div(Q' (1Vul) Vu).
es mondtono y hemicontinuo, en consecuencia, de la convergencia
u,—u en WP (Q) (débilmente ) con p € (1, =),
se deduce por el argumento de Minty .
19) D(u,) — D()en (Wl"’) * (£2) (débilmente),

(véase, por ejemplo, el capitulo 2 de [Li*]).
Por lo tanto, si u, son soluciones de (Pp ,} tenemos que u, € K+ WeP (Q)y

<div(@ (1 Vul) Vu),E>+ Lfn(un) E = L E, YEe W;® (),

donde el corchete <.,.> representa la dualidad W'® x(W'®)". Tomando limites y utilizando las
convergencias (19), (17) y (18) se sigue que

-<div (@I Vul)Vuy , E>'+ J-nf(u) E+ L e &, YEe Wy? (Q),

Como G( IVul)Vu eL”(Q) v K + Wf)' P (€2) es un convexo y cerrado en la topologia
fuerte (y en consecuencia también en la débil) se tiene que
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-<div (§(1Vul) Vo) ,E> = jﬂ Q1 Vul) Vu VE,

yasi u es solucién de (Pp), es décir, . del problema (Pp) con Qen lugar de Q. Anélogamentie se
-obtiene que si u, son soluciones de (Py,,) entonces u es solucion de (Py) .
Asimismo, por estar Vu, acotada en L™ sabemos que

Vu, L Vu enl” (débil *)
y por la semicontinuidad de la norma
HVullj<C

(con C cualquier cota superior de 11Vu, {1, .} . Eligiendo la constante M de la definicion de §
tal que M 2 C se sigue que

Q(Ivul) = Q(IVuly,
y por tanto, gue u es también solucion de (Py) y (Py,) respectivamente.

Pasemos ahora a tratar del problema de la unicidad y comparacion de soluciones. El primer
resultado explota el hecho de que en la clase de soluciones en W™ (Q) la ecuacion puede tratarse
como una ecuacidn uniformemente coercitiva.

Proposicién 1. Supongamos que se verifican las hipétesis del Teorema 1, entonces existe
a lo sumo una solucién en W {Q) de los problemas  (Pp) y (Py).

Demostracion. Es inmediata a partir de la coercitividad local de Q,

QUENE-QUEIE)E-E)2CK) 1§~ I,
VE,E e Kym>1,

y de la monotonia de £ (vEase este tipo de arpumentos en {Di)).

Sefialemos también que la comparacion de soluciones es igualmente satisfecha en la clase
de soluciones W"™({2). La existencia de tal clase de soluciones ha requerido hipdtesis de tipo
geométrico sobre d€2 que sin embargo no son necesarias para la existencia de soluciones
variacionales. El siguiente resultado recoge diversas respuestas para esta clase de soluciones.

Propesiciones 1 ° a) Sean u y v soluciones variacionales asociadas al funcional J,
(respectivamente J, ). Entonces a lo sumo v y v difieren en una costante. En particular si f es
estrictamente crecienie enfonces U= v,

b) Sean u, i=1,2, soluciones variacionales del funcional

1w mfﬂﬁ(;vvt)a“fn {F(v)-gw)dx-%—f

0 JitxvydH

donde j; (x, -} es una funcidn convexa, Supongamos que una de las soluciones u; 25 tinica, que
B g yqgue ji{X,) - o (x,7) esno-decrecienteen 052, Entonces v, % u, en Q. Enparticular
si v es la solucién variacional correspondiente al problema de Ploteau (resp. de capilaridad)
asociadoa h; (resp. [;) entonces hy<h, (resp. B,SP,) implicaque u, £ u, en Q.
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¢) Sea u solucién variacional dnica del funcional
HY) = J- B(IVvi)dx+ J (F(v)-gv)dx+ J. lv-hl dHy.,
- fo} n a0
con j(x,*) convexa. Sea ue wh (U) supersolucion de la ecuacién sobre U < §) tal que

Uag. a0 SUisy. a0 h Su en 3U N3

Entonces u<u en U,

Demostracion. La primera parte se obtiene por argumentos cldsicos de convexidad junto
con el hecho de que-

QUENE -QUENE). E-E)20 §,& eR"

La conclusién b} es una (ficil) adaptacién del Lema 3.3. de [Ge]. Consideremos por dltimo
el apartado c). La dificultad esencial radica en que al satisfacer u la ecuacién y la condicién
de contorno meramente en sentido variacional no podemos afirmar que ul5q = h en sentido
de trazas. Sin embargo, si v es una funcién arbitraria definida sobre U y tal que

IUB(!VVI)dx < 4o

entonces J(u) < I(v), siendo

. ven U
vV =

uen Q-U.

En particular se tiene que

IB(iVu!)+ JF(u)+ I lu-hldH,, < jJ%(inl)+ LF(V)+
u

U u U nan

+ j Iv-hl|dH y, + jlu-vldHN_,,
U nan aU - 30

Tomando ahora v = min(u, u) y utilizando que u es una supersolucién sobre U se llega
aque de hecho J(u) = J(v) ycomo u esunminimo estricto, se concluye que u Su en U.

Observacién. Una manera alternativa de mostrar la unicidad de soluciones variacionales se
basa en el hecho de que dos posibles soluciones tengan igual traza sobre una parte de la frontera,
para lo cual se hace necesario imponer hipétesis del tipo (11) 6 (10) sobre una parte de 92 (véase
p.e. [Ge**] 6 [Gi]).

Seccién 2. Acotacién éptima del Gradiente
Como ya hemos adelantado, nuestro objetivo es obtener una estimacién del gradiente del
tipo | Vu(x)! £ ¢(u(x)), siendo u unasoluciéndel problema (1) con condiciones de contorno
tanto detl tipo (2), con h(x) =k =0 en JQ como (3). Probaremos esta acotacion mediante un
argumento de principio del mdximo, denominado "el mejor" por algunos autores, siguiendo los
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métodos de L.E, Payne (véase la monografia de [Sp], o las referencias {Pa-Ph], [Pa-St, [Sp-St],
etc).
Un primer resultado en este sentido es el siguiente .

Teorema 2 Sea u solucidn de (1) con condiciones de contorno del tipo (2) 6 (3), tal que
ue W {xe © : Vux)#0}) n C'(Q).Entonces, para cada x & Q se tiene

(20) A(1Vu) 1) € Fu) - au)-m) ,
donde

m=min {u(x): X € fz} 20,

Alr) = Lr(Q(S) s) s ds,

F(r) erf(s) ds vy

& = min {0, min { (N-1) H(x) Q (1 Vu(x) |) Vu(x).D : x€dQ } }:
siendo H(x) la curvatura media de 0%},

Observacién 1. Laregularidad exigida a la solucidn no es restrictiva, dado que el operador
a lo sumo degenera donde Vu=0. Es bien conocido que en muchos casos importantes, entre
elios el operador de superficies minimas y el laplaciano - p , las soluciones débiles tienen dicha
regularidad (véase [DBe]) .

Observacidn 2 , Es ficil observar que la estimacién (20} es 6ptima en el sentido de que de
hecho es una igualdad para N = 1. En efecto, multiplicando la ecuacién (1) por u’ e integrando
sobre (0, x) se obtiene .

-J;K(Q’(Iu’l) !l +Qlu ) u”+ J’: flwuw = 0.
¥ por tanto

Al x)!) = Fu)).

Demostracién. Para obtener la estimacion (20), basta probar que la funcién

(21) I(x) = A(IVu)!) - Fux)) + au(x) ¥V x € Q ,
verifica

) SamVx e Q.
Como J es continua en £, compacto , existe al menosun p € Q tal que

22) Hp) = max {J(x) : x € Oy,

luego es suficiente con observar que



186 J.1.DIa%, J.E.SAA ¥ U.THIEL

(23) Ip) sam.
Emplearemos lanotacion D, = {x €  : | Vu(x)| > & },para £ >0.
Primera Etapa: Probemos que
24) " Existe un operador estrictamente eliptico T tal que Ve > 0
T@) e L°(Dy) y TUX)) 20V x € D, ".

Diferenciando J en sentido de distribuciones (como haremos en toda la demostracién) se
obtiene

(25) D;T=(Q'(1Vul) [Vul +Q(I1Vul)) DjuDyju-f(u) Dju+abju enDg,
(26) Dy, J=(Q(1Vul) +2 QUVul)) pup, uD;uD; 0 +
{Vul

+(Q’(|Vu|) 1 Vul +Q(|Vu|)) (D_“uDjku + DjuDjk,u) -
-P(u) Dy uD u-fw) Dy, u + oDy, u enD,

27 Al=(Q (1 Vul) +2 QU Vul)) DuD, uD;uD;u +
: IVul

+(@QUVul) 1Vul +QUIVul)) ((Dju) + DjuAD;u)) -
- £'w) FVul? - fu) Au + 0Au en D, .

En (25) , (26}, (27) y en el resto de la demostracién usaremos el convenio de sumacién de
Einstein , Diferenciando ahora Ia ecuacién (1) y tras algunos célculos se sigue

(28) DuADuw - (__QXIVel) . Q(IVul)
Q*(IVul)IVai?  Q(IVul)[Vul?

+ w_____me’(IVul) )(D,uD;ub;u) -

QU Va)Tvals
- _2Q (1Vul) (DyjuDjuDb;ubu) -
Q(tVul)lVul

- _QUYuD)  pupuDuD. ) -
SIvaTy a1 e DuDiu Dy

T vanTvar 0 Pre DDy -

_fm e,
Q(IVul)
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Si definimos el operador G, mediante su actuacién sobre una funcién W, como

G ;A+__Q_ILYU_I)._DUDUD enD, .
() W QI Ve 1Val k Ul W e

podemos obtener, utilizando (26), (27) y (28} y tras varios cilculos,
(29) G(J) ad AI(DJ u DJL u Dkiu Di U) + Al (D_]k U)2 + A3 (Di u D“ u Dl u)2 +

+ AD;uDzuDju) +__fW (o . fw) enD, ,
Q(1Vul)

donde

Q*IVul) , Q(Vul)

A = Q"(1Vul) -
= QWD - T TVal

A, = Q(IVul) IVul + Q(IVul),

Q'IVul) 4 _QVul)

Ay = — AU T U2
Q (1Vul}lVul QUVul)IVul
_Qr(iVul) + Q(1Vul) .

{ul? | Vul?

Ay~ ) Q;Z(Wul) . _QUVul)
Q@ (IVal)  Q(IVal)iVul

Se tiene, claramente, que G(J) € L™ (D, ). Consideremos ahora el operador T definido por
Ty = G) -W(y) Dy y  enD,. ,

con -

Dyu
Q' (IVul) IVul + Q(1Vul)

|Vuf (O y+2Du f@-0) 4
(QUVul)IVul + Q(1Vui))?

+ (A + As (Dy v+ 2Dy u (f(u)-a))
IVul?” (@I Vul)IVul + Q(1Vuli))?

W) = A,

3

ComoD,J € L”(D,). W, (N eL™(D,) yGUJ) e L”(D,) entonces TJ) e L™ (D) .
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y tras varios cilculos més obtenemos que

TU(x)) 20 Vx €D, .

Paraverque T es un operador estrictamente eliptico basta tener en cuenta que de
(Q(r) 1)’ >0 seobtieneque - (Q'(1)) / rQ()) < (/2.
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Segunda etapa: . Definiendo D = eH:DE' ;Srobaremos que

(30) "Si p, definido por (22), estal que p € Q con Vu(p)! # 0,
entonces J(x) = J(p) V x € D",

Sea0 < & < | Vu(p)!, porla primera etapa sabemos que T es un operador estrictamente
eliptico tal que T(J) e L* (D) y TU(X)) 0 2 V x € D, . Usando el principio fuerte del
maximo de Hopf podemos concluir que I{x) = J(p) V x €D,.

Tomando € todo lo préximo a 0 como queramos y por continuidad de J obtenemos que
Jx) = I{p) V x € D.

Tercera etapa: Probemos que:

@3y "' 8i estamos en el caso de condiciones de contorno de Dirichlet y
p € 0Q entonces, o bien Jx) = J(p) ¥V x € D, o bien
Vuix) =0 V x € 0Q. Si las condiciones de contorne
son de tipo Neumann entonces p € dQ "

Supongamos, en primer lugar, que estamos en el case de condiciones de contorno de
Dirichet, es decir, que se verifica (2). Como u es constante en €2 , la ecuacidn (1) evatuada en
o< queda de la forma (D, = derivada respecto a la normal)

(32) QUVul) Dpu+ N-1DHD,u) + Q(1Vul) I Vul Dyu= f(u) en 2.

Derivando por otra parte a funcién J en la direccion de las coordenadas normales a la curva d€2,
es decir, en la direccidn de 1, y usando que u es constante en Mag2, obtenemos

(33) D,J = (Q(UVul) 1Vui + Q(IVul)) DyuDyu - fu)Dyu + aDu
» en 0%
Despejando Dy, u en (32) y sustituyendo en (33) nos queda

D,J = Dyu(o - N-1)HQ(IVul) D u) en dQ .

Al ser u solucidn de (1), (2) verificau £ ky por lo tanto D u> 0, lo que unido a la eleccidén
de a nos permite concluir

(34) D,J £ 0 en 0Q

Si p, dado por (22), es tal que | Vu(p) 1#0 podemos usar el principio fuerte del maximo
de Hopf como en la etapa anterior y concluir que o bien J(x) = J(p) ¥ x €D o bien
D, J(p) > 0. Como la dltima posibilidad contradice (34) , se sigue que I(x) = J(p}V x € D.

Si por el contrario Vu(p)=0,deJ(p) = max {J(x):x € Q} yu(x) = k¥Vx € 9Q se
deduce Vu(x) = 0 V x € 0Q2.
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Supongamos, ahora, que estamos en el caso de condiciones de contorno de Neumann, es
decir, que se verifica (3). Para no complicar excesivamente los cilculos vamos a restringirnos al
caso bidimensional. Para abordar el caso general, se procederd de forma totalmente andloga.
Consideremos ’

x(s) = (x,(s), %, (s)) la parametrizacion de la curva dQ respecto al arco
t(s) = %iis (8) = (x’,(s), x’5(s)) latangente alacurvadQ, y
() = (M(s), Mz (8)) = (-x’5(s),x’(s)) lanormal exterior a la curva o€,
entonces
lsyl = 1
35) % (s) = -H(s) n(s), esdecir, x{'(s) = -H(s) () y x5 (s) =-H(s) N, (s)
Siguiendo la notacion empleada anteriormente D f = .g-s. f(x,(8), %5 (8) ) = VE(x) - t(s).

Como en estaetapa necesitaremos relacionar con frecuencia D;u con D,uy Dy, u, exponemos
las siguientes formulas (que se obtienen tras unos sencillos calculos)

(36) Ds u x’lA x,z Dl u
Dyuj = Xy X'y D,u ’

(37 Dpqu=Djux’} - 2Dpux’y x°, + Dpu x77,
(38) Diyu=Dju+ Dypu-Du-HDu y
a9 " Dpu = (Dyu- Dju)x x; + D,zu(x‘f -x'3 ) +HDu.

Como D, u #0en 0% se sigue Vuz0endQ y entonces podemos aplicar el principio fuerte
del miximo de Hopf para obtener que en el punto p en el que J alcanza el miximo se verifica.

(40) D Jp)>0,D,Kp) =0 y D Jp) 50.
Derivando J respecto del arco, siempre en sentido de distribuciones, obtenemos
D,J = (Q(IVul) IVul +Q(IVul) (D,uD u+D ubu)-
- fluyDyu + ¢B,u =0 en p.
Derivando la condicidn de frontera (3), se sigue

QUYD)  ©,u+D,u+D,uD,u)D,u+Q(IVui)D,u=0enp
| Vul
y, despejando,
Q(I1Vul)D,uD, uD,u
(41) Du = - en
QUIVul) IVul + (D u)® Q(1Vul)
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Sustituyendo el valor de D, u en el valor de D, J obtenemos

D,Q(IVul)IVul (Q(IVul) +1Vul Q(I1Vul))
(42) D)= D,u{ -f(u)+a}0 enp
_ Q(1Vul) I Vul + (D uf Q(IVul)

De (42) extraemos dos posibilidades

(fw)- o) (Q(1Vul)IVul + (D, u)* Q(1Vul))
(8) Dgju = enp ,
Q(I1Vul) Vel (QUI1Vul) + 1 Vul Q¢ Vul))

() Diu =0 enp.

Caso (a) . La condicion (41) puede ser escrita, ahora, en la forma

(a - fu)DubD,uQ'(1Vul)
D,u = en

IVul QI Vul) (Q(1Vul) +1Vul Q(I1Vul))

El valor de Dy, u puede calcularse usando la ecuacién diferencial (1) evaluada en p,

Q(1Vul)
Q(!Vul) (D u+Dyu+ HDu)- f(u) + TN (D,u)*Dyyu + (D, w)* Dyqu +
Y
+2D,uD,uDgu - 2(DuP DyuH + (D,uf’DyuH) = 0 enp.
(vaquesetiene (36), (37), (38) y {39)), yse obtiene

Q’(IVul)‘ Q(1Vul)

f(u) - D,u QU1 Vul) + (D,u)? 2 D,uD,uD,,u
iVul . 1Vul
(43) Dyu= +
Q'(1Vul)
QU Vul)+(Dyuf} —— )
iVul
-Q(1Vul) HD,u+ (D,u)* D,uH
+ enp . -
Q(1Vul)
QUVuh)+ D)} ——— )
iVul-

Insertando el valor de D,,u dado en (a) y los valores de D,,, u(p) y D,,;, u(p) dados en las f6rmulas
anteriores en la igualdad
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(44) DyJ = (QIVul)+Q'(1Vul) IVul) (D,uDu+Dyub,u -H({D,u)?) -
- f{u)Dyu+ ¢ Dyu enp,

- obtenemos, tras algunas manipulaciones,

IVul{Qivu)+Q (1 Vul) I Vul)

D,J= { -f(u) cos 7+ 2 &t cos ¥ -
QUIVu ) (QUI Vul) [Vul+(D,u) Q(I1Vul))

—HQ2 (IVal) [ Vuli? ) enp (yaque se verifica (3) ).
Como por hipStesis @ € HQ(!Vul)Dyu y Q(I1Vul)Dyu = cosy  se tiene que
Zacosy - HQ (1Vul) IVal? S0 enp,

yporlotanto D, J(p) € 0, lo que contradice (40) .

Caso (b). SiD,u(p} = 0, obtenemos de (41)
Dp,u(p) = 0
y derivando en (42)
Dyl =D uD,uQ(IVul) + (& - Ku)) enp.
Como por (40) sabemos que D, J(p) < O entonces ha de verificarse que
fu)- o
Qi Vul)

Usando ID, u{p) = Dy u{p) =0 obtenemos de (43) y -(44) las expresiones

D,ufp) 2 0 y Dyu(p) £

flu) - Dyyu Q(1Vul) - Q(IVul) HD,u
Do = enp
Q(IVul) + 1¥Vul Q(IVul)

Dpu=(Q(I1Vul)+IVul Q'(1Vul)yDyuDyu - flu)Dyu aDyu enp..

Por tanto
Dyl = -Dyucosy +Dyu{a-DyuHQ(IVul) enp.

Como D, u(p) 2 0, Dyu(p) > 0 y & £ HQ(IVul)D,uentonces D, J(p) < 0, Io que
contradice (40) . ‘

Por tanto, en el caso de condiciones de contorno de Neumann se tiene p & 982 , como
anuncidbamos en (31).

Conjeturamos, de las etapas 2 y 3, que
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VU(p) =0

y por tanto u(p) = m (ya que J alcanza el mdximo en p), con lo que concluimos (23).

En efecto, si Vu(p) # 0 entonces usando (30) y (31) obtendriamos que I(x) =I(p) Vx € D,
Enelcasodeque D = Q tomando p*e& Q tal que u(p*) = m, que verificara, por tanto
Vu(p*) = 0, llegarfamos a una contradiccién con J(p*) = I(p).Si, porel contrario, DS &,
considerariamos un p* € 9D; como por coatinuidad J(p*) = I(p) y Vu(p*) =0, entonces
u(p*) = m y por lo tanto Vu(p) = O, con lo que volveriamos a llegar a una contradiccién,

Observacidn 3 . El Teorema (2) extiende resultados previos de [Pa-Ph] para el caso de

ecuaciones cuasilineales fuertemente elipticas. Un avance preliminar del Teorema 2 para el caso
de condiciones de Dirichlet fue presentado en [Di-Sa]. La estimacion (20) es de gran utilidad si

(45) Flu(x))-aux)-m € [0, A(+=)] ae. x €8, Al+w )= 1im A(t)

como es el caso de cuando Qes umfarmemente coercitivo (p.e. Q(r) = 7 y p22). Sin embargo
en el importante caso de Q(r) = (1 + 1 ) 2 no es dificil ver que A(+e0 ) = 1 y asi la condicion
{45) es bastante confusa por su cardcter implicito. Un caso en que tal condicion es satisfecha
corresponde a cuando Hy,, 20 vy F(k) £ 1.

Con el fin de exclarecer la condicién (45) cuando A{+e) < +co recordemos el siguiente
resultado para operadores fuertemente elipticos (compérese con (4) (i) ) .

Teorema 2 * ([Pa-Phl) . Sean fy Q como en la introduccion. Supon;gamos ademds que
a’(s) >0 si s 2 Qslendo afs) = Q(s)s
Sea v una solucion regular de la ecuacidn (1). Entonces la funcién
I#*(x) = A(lVux)1) - lI:I-l’*'(u(x) )
alcanza su méximo en 9€2.

Observacién 4. En el trabajo antes sefialado se supone una hipdtesis tcnica sobre f que es
satisfecha en nuestro caso, asi como la derivabilidad de f que puede suprimirse mediante
aproximacion y paso al limite.

Como consecuencia de los teoremas 2 y 2* se obtiene .

Corolario 1. Sean Q y f como en la introduccion, Q estrictamente elipticay u solucién

de(1)con u=Ken 0Q,K constante 2 Oy conlaregularidad del Teorema 2. Supongamos
ademds que 0X2 tiéne curvatura media no negativa Hy, 2 0 tal que

(46) "f(k) € Na (A'l (‘ff\(w)lf\f))HN_l (x}), x & of2.
Entonces flu(x)) € [0,A(+=)) x €& y en particular .
(46%) IVux)! s AT (Fu(x))-Flumin)) Vx € O

La estimacidn (46*) es también vdlida para el caso de condiciones de contorno (5) donde ahora

K = max u.
o)
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Demestracién, Sean g = max { | Vu(x) | : x € 9Q } y Hmin = min {Hy(x) : x € 98).
Por el Teorema 2* se tiene que

-% (F(w) - F(k) < A(q) - A(I Vul)
En particular
.;. (Flumin) - F&)) € Algy)

Evaluando dJ*/dn y utilizando la ecuacién (1) en € se obtiene de manera similar a (33)
¥ (32) (véase (2.44) de [Pa-Ph]) que

f(k)

Qlge)go =
N Hmin
e.d.
(k) |

go S 2t ( )

N Hmin

En consecuencia se tiene que ,
1 (k)

- — (F(u) - F(k)) < A@" ( )) - AQ) .
N Hmin
y por tanto
, 1 | £(k)
(46%* ) - — (F(umin) - FK)) < A’ ( )) .
N N Hmin

Utilizando ahora 1a demostracién del Teorema 2 deducimos que la funcién A(l Vu(x) 1) -

F(u(x) ) alcanza su méximo en un punto critico de u (véase también el Corollary 1 de [Pa-Ph}]).
Entonces

A(1Vul) - Fu) £ A(0) - F(umin) = - F(umin) .

e.d.
(47%) A(IVul) <€ F(u) - Flumin)
Dadoqueu < ken Q setendri en virtud de (46%*), que
F(u) - Flumin) € F(k) - Flumin) S N A" ( w )) .
Humin

Finalmente, como A(s) & A{+e) Vs 2 0lacondicién F(u) - F(umin) A(+eo ) estd asegurada
por la hipdtesis (46) con lo que se puede invertir A en (47*) lo que prueba el resultado. El
tratamiento del caso de condiciones de contorno (3) es similar con la modificacion senalada en
el enunciado.
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Observacién. Tal y como se sefiala en [Pa-Ph], en el caso particular de Q(r) =1 +r? y"?
y f{r) = r, la condicién (46) es més débil que 1a (10) debida a Serrin, cuando N3, Respecto
del caso de condiciones de contorno de tipo (3) sefialemos que una estimacién de | lu |1« @
ha sido ya dada en la demestracién del Teorema 1 (ver segunda etapa) en el supuesto de 9Q
regular. Estimaciones mis finas y vilidas para dQ meramente Lipschitz pueden encontrarse
en [Fi] y {Ge] parael caso de Q(r) = (1+1%) "2, '

Seceibn 3. Criterios de existencia y localizacién de la frontera libre .

Para el estudio de la frontera libre de soluciones de la ecuacién (1) es muy itil comenzar
estudiando el caso particular del problema de Dirichet simétrico, s decir, Q=B (0; R) , g=0
y h(x) = k > 0, Usando la simetria de este caso reduciremos la ecuacidn en derivadas parciales
a una ecuacion ordinaria ficil de tratar.

Sea, por lo tanto, el problema

(Pg) {- div(Q(IVul) Vu) + flu) = 0 en B@O;R),
u o=k en JB(O:R)

Supongamos que se verifica la condicién (11) o bien que f es estrictamente creciente. Por

la unicidad de soluciones se tiene que la solucién de (Py) es radial, con lo que podemos escribir
u(x) =u(r)conr= Ix|.lasolucién u de (Py) debe verificar que

(47) L(u)m—%ﬁ"v-'g';(rm QM) &Y s fw =0 en OR),

(48) uR) = k, w0 =0,
La principal dificultad del estudio de (47) es debida a que si N > 1 1a ecuacién (47) es no

auténoma, por lo que al igual que en [Di] parece conveniente comenzar estudiando el caso
N = 1, Para ello vamos a definir varias funciones auxiliares. Comenzamos por la funcién

I8
(49) Ar) = jo a'(s) sds, vr20,

recuérdese que a(s) = Q(s) s . Se observa que A estd bien definida a pesar de que a’ no exista
en 0. Integrando por partes,

r
Ay =a®r - IO a(s) ds,

lo que prueba que A € C' (0,2) N C° [0 ). Ademas ,se verifica que A(0) = 0, A es
creciente, y si llamamos A(w) l1_1_211 A{r) entonces Rango A = [0, A, () ). Sean también

r
(50) O - | fods, vrzo,
es facil ver que F es creciente, y F(0) = 0; y

r
{51) Yr) = L} FQ(SF(_S)) conr € [ 0, F! (A())),
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entendiendo por F'(A(0) ) = = si A(o)= = , que verifica
y & C(0,FHA(®)) N C'[0,FHA())), ¥@)>0 y y'(@)=#0.
- Por dltimo, definimos
(52) o = v,
obsérvese que 1) € C7(0, y(F (A(=)))) N C'{0, W(F '(A(=)))), n(0)>0 y 7'(0) # 0.
-y 1 es creciente. De [Di] se sigue inmediatamente el resultado:

 Lema 1. Si se verifica que

(53) W(0") < o ,esdecir, que existe un £ > 0 tal que
J' £ s
yie) = 0 m @ ]y
(54) k < min { F'(A()),¥'R) }

entonces la soluciénde Py con N=1 viene dada por

0si lx! € R-y(k)
(55) ug) =M I x| -R+yk) 1) = {
BIx!-R+y®)) si R-yk) < Ixl.

Por otra parte, si R > y(k) entonces u> O0en [-R,R] .

Observacién4 . Enel problema unidimensional ya se observa la naturaleza de las hip6tesis
suficientes para la existencia de la frontera libre, a saber:

(a) un adecuado balance entre los términos de dlfUSIOI'l y absorcidn, W(O ) <+ (gque, por
ejemplo, en el caso del problema homogeneo a(s)=s"" y f(s) = A1s] o1s  se traduce en la
conocida hipbtesisde g < p-1).

(b) un adecuado balance entre los tamafos del dominio y de la solucion yk) £ R.

La hipétesis k £ F~ '(A(=0) ) es técnica y no aparece en el caso del operador laplamano P
alser A (=) = = , pero sien otros operadores, como por ejemplo en el de superficies minimas,
donde A(w) =1,

En el problema (Py) , como en el caso unidimensional, la existencia de frontera libre estd
relacionada con la existencia de soluciones no triviales del problema de Cauchy.

L(u) = -(a(u’) ) - M-l a(’) + f(u) = 0 en (o, R)l
(Pc)

w0) = 0, () =0,
donde u’ = du/dr . Para poder utilizar argumentos andlogos a los del caso unidiensional

necesitamos modificar ligeramente la definicién de la funcién . Asi, dado p> 0, introducimos
la funcion v, :[0,6,]1 — [0,=) como
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r ds

-1
0 W , donde 9},1 F™ (A( )/}l).

(56) . o= |

El resultado base del caso radial es:
Lema2. Sea N 2 2y supongamos que se verifica (53) . Definamos
(57 NCoRY [0, (8,)) = [0,8,) falque ni:p = v, (),
entonces se tiene ‘
(i) Si p=z1 entonces Lin(r,p)) < 0 para > 0
(i) Sio<p< lﬁenmnces Ln(r; w) >0 y L{nG, lﬁ))ZOparar>O
(iii) ¥ 7 2 0 lafuncién 7, (; ) wn([r-71+;p.) verificague para t > 71
<0 si p21

Ly () = ypara rS7L((r;p)=0.
>0 si O<p<1/N

Demostracién. De la definicién de n(r; p ) se sigue que

‘8 J' (r; 1 ds
= — <
(58) r 0 AT (R , con 0 € r< wu(eﬂ).

Como 7(.,n) € C'[0,%) N C*(0,=) podemos diferenciar en (59} y obtenemos
Wrip) = AT MEme; W)y
AM'(r; W) = pFOyrs ) -
Diferenciando de nuevo se verifica que
M )N WM = w i wWIn'e W,
yeomo N(r; i) > 0 sir>0 nosqueda
(aM’(r;w))’ = pf(m(r;p)) enr > 0,
Por tanto

(59) L) = (1-p) f(r;p)) - N1

am’(r; W) sir>0.

De (59) se sigue inmediatamente (i).

Para demostrar (ii) usemos la funcién auxitiar o(r; ) = a(i)’(r; u)). Setiene que
¢0; p) =0, ¢@r; W >0sir>0y ¢ esconvexa (yaque ¢'(r; p)= (a(n’(r; p))) =
= fm(r; p)) esno decreciente) porloque ¢(r;u)<r¢'(r; w si r>0 (se empleael
teorema del valor medio vy el no-decreciente de la derivada) .
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Si 0 < p <1/N tenemos que
(60) LG ) = (- fnes ) - S5b ot )
2 (1-p) fir; w) - (N-1) ¢(r; 1)
= (1-Np) fn(; 1)

y por tanto (ii) .
Paraacabar,sea 7> 0 y s =1 -7T con r 27, entonces

Ln(r-11"51)) = - (am(s)))’ -
(1-p) fin(s)) -

am’ (s)) - fis))
N‘l £
. a(n’(s))

Si p21y r>7 esobvioque L(n, (r; W) <0 ysi p<U/N quel(m,(r; W) >0 (ya
que de ¢(s) < sd’(s) S(s+71)¢’(s) ¥V 7>0 obtenemos que L(7, (r; 1)) =(1 - pN) f(n(s) ).

Estamos ya en condiciones de demostrar que la existencia de frontera libre de la solucion
del problema de Dirichlet (1) (2) viene dada, como en el Lema 1, por una adecuada relacién
(balance) entre los términos de difusién y absorcién asi como entre los tamanos del dominio £
y de la solucién u. Admitiremos a partir de ahora, y s6lo para simplificar las demostraciones, que
f es impar (en caso contrario ver observacion 6). Supondremos también que g y h son funciones
generales y no O y cte respectivamente toda vez que los argumentos que siguen son
independientes de los de la existencia de soluciones.

El resultado que sigue serd vahdo para soluciones variacionales acotadas de (1) y por tanto
también para soluciones en la clase W™ (Q) como las obtenidas en el Teorema ! tanto para (Pp,)
como para (Py).

Teorema 3 . Supongamos que se verifica (53) . Sea u solucién variacional de (1), (2)
(resp. (3)) y M >0 tal que 1| ull wS M. Si M < F1(N A(w)) entonces

N o {xeN@g) : () 2y,;xM) } ,
donde d,(x) = d(x,5(g)).

Observacién 5. La hipdtesis (53) establece el balance entre la difusién y la absorcién,
mientras que el balance entre el tamafo del conjunto N(g) y la solucidn viene resefiado en la
conclusién del teorema, Por otra parte, un exdmen detallado de la demostracion que sigue pone
en evidencia que en el caso de condiciones de Dirichlet se puede mejorar la estimacién de N(u)
sustituyendo d,(x) por d (x) =d(x,S(g) USth19Q))

Demostracién. Seax, € N(g) talque di(xo) > Wi (M) ¥

Rmdl(xo)'e con Em'{dl(XO)'w“N(M) }.

Definamos una supetsolucién 1 (x ;%) 2 Oen By (%), es decir, una funcién u gue verifica
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-div(Q(I Vul) Vu) + f(u) 2 0 enB(xq;R) y
u=M  endB(x;R).
Por ejemplo, nos vale E(x 1%0) =M1 x-x1; I/N ) en virtud del Lema 1, ya que R 2y (M)
Por el principio del miximo (Proposicién 1*C) se tiene que u(x) Su(x;x o) en B(xg: R) M.
Anilogamente tomemos una subsolucion u(x ; x5 ) <0en B(x,; R), por tanto 1_ verifica
~div(Q(1Vul) Vu )+fu) £ 0 enB(xy;R) ¥
1 % -Men dB(x;R).

Podemos tomar i(x ; Xo) =-1(1x-%e1; 1/N}, y argumentando igual que con la supersolucién
obtenemos

(1% -% 1 1/N) s ux) € N(Ix-x51;1/N)en B(xg; R) NnQ.
Comou € C(£2) entonces u(xy) =0 y %4 € N(u), como queriamos demostrar.

Observacién 6. Se puede omitir la hipétesis de f impar. La dnica diferencia estriba en
que hay que construir la subsolucién u(x ; x¢) de distinta forma. Para proceder sin esta hipdtesis
hay que extender ¥, atodo R, de forma natural como,

! ds % s ,
wilm) Jo AT (LF()) J, ATwRgy ST

Evidentemente, ha de verificarse que pF([7,0]) C Rang(A) vy esfacil comprobar que
¥, (1) <0 si 7<0 . Suponiendo en lugar de (53) que
mm{j S j— - } <
ot A7 (nFGs) o A7 (RF@s)

entonces Y, estd bien definida y podemos definir n(r; p) como \y,,'l(r) . Definiendo, entonces
u(x; xp) ="1)(-F x - %p!; 1/N') obtenemos la subsolucién que marcha bien cuando la f no es impar.

El método de las sub y super soluciones locales también sirve para estudiar como se anula
la funcién en puntos de la frontera del soporte de g y h/ 92 . Veremos que para que la solucién
se anule en estos puntos son necesarias hipétesis adicionales sobre ¢ o h.

Teorema 4. Supongamos que se verifica (33) y que si xy € F(g) entonces existen R > 0,
>0, 1, >0 ralgue

(61) LO-n(1x-xol5 1)) S gx) < LI x-%015 )

en c.t.x € £ N By(x).
Admitamos también que se cumple o bien que

(62) 9(Q M By(xg)) € N(h/8Q) , obienque

(63) d(xg, S (h/32)) 2R y AR;w) 2 Hull , (=1,2)
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Entonces se riene gue toda solucién u de (13 y (2) verifica

{64) -q(!x-xoi;u}) Sulx)y Snihlx-xlim) en ﬁmBR(xc).
- En particular u(xp)=0.

Demostracién . Definamos u{x ; Xg) = ( Ix-x1; 1), por (61) sabemos que L, = 2
en Q =By (%) NQ ycomo u<i en o) (ya que si se verifica {62) n=0 en dQ ysi
lo que se verifica es (63), como RSd(x,,05(h/AR)) y R ) 211ull o, u=0 en
92 y us llull o <SR; W)=uen dQ—0Q ), por el principio’ del miximo
podemos concluir que u(x) & U(x; xp)en & . Anilogamente sin (x; xp) = -1 (1% -xg15 ;) se
tiene la desigualdad u (x ; x) € u(x) en £

Un caso particular en donde con hip6tesis adecuadas se obtiene la no difusién del soporte,
e.d., que el soporte de la solucion coincide con el de la funcién g es el siguiente:

Teorema 5. Supongamos que se verifica (53) y que existen R>0 y p,, p, € (0,1/N]
tales que .

(65) -(1- 1y N) findx,95(2) )5 1)) S 200 £ (1-p N) f(d (x, 9 S(g) ; 1))
en ct. x & S(g) talque d(x,95()) <R,
donde R <min {y, 8, ) v,,®,,)}
Admitamos también que

(66) AS(/3Q),5(@) 2 2R y qR; ) zliull . (=1,2).

Entonces si u es sol&cidn de (1), (2) se tiene que u(x) = 0 si
xeN(g) y d{x,5(h/9Q})= R.
En particular si h=0 en 8Q entonces Sop(u) = Sop(g) .

Demostracién . Veamos en primer lugar que u=0en 35(g). Seax, € 95(g) . six, € ()
9% la conclusitn es obvia a partir de (66). Si x, € 9S(g) - 9€2, es claro que ¥V x € Q N Bgxg)
d(x,05(g)) S 1x-xg! yusando (65), la monotonia de f y M v (60) se tiene que

67 200 £ (1-py N) fn{1x-%015 1) S LO(hx-x1;
en ct. x € £ M Brixg)
Ademds por (66) sabemos que d(x),dS(h/9Q)) 2R y nR; ) Hull ., Inego

se satisface la hip6tesis (63) del Teorema 4. De la desigualdad (67) y la andloga con
N x-xo 15 1) se sigue que también se verifica (61) per lo que podemos aplicar el Teorema 4

y obtener u (%) = 0.
Hasta aqui hemos probado que u=0en d5(g) . Consideremos ahora la regién
{i={x € N : dix,S(g)) <R},

en la gue el problema (1), (2) se puede escribir en la forma
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(68) ~div(Q(I VulVu) + fu) = 0 en$ , u=0 en 363,

para probar que u = 0 en 39 dividimos 08 = 18~ 928 338, donde 318 = 98 A DQ,
RQ=S(@HN Q& y 330={x €N(g) :xe ,x23Q y d(x,3dS(g))=R }. Es trivial
comprobar que u =0 en 1€} U 2C} . Empleando que Y, es decreciente en Py usando (66)
tenemos que

Nd(Sh/a9Q), S(g)); UN) > Hull o,
lo que unido al Teorema 3 da Ia inclusién
Nu)o{xe N(g) UN(h/dQ) : d(x,S(g) v S(h/3Q2)) = R}.

Basta observar que 33&? < {x € N(g) WN(h/9Q) : d(x,S(g) v Sh/32)) = R } para
obtenerque u=0en 032 y porlo tanto en todo 9. Por la unicidad de soluciones del problema
(68) concluimos que u =0 en todo €I,

En muchas aplicaciones es deseable evitar la formacién de Ia frontera libre. Por ello vamos
a estudiar bajo qué condiciones ia solucién es estrictamente positiva (para simplificar la
exposicién vamos a considerar iinicamente soluciones no negativas, que por otra parte son las
de la mayoria de las aplicaciones). Veremos que cuando falla la hipétesis (53), o cuando no se
verifica el adecuado balance entre el tamafio de N(g) y 11 u] lL““ no se forma la frontera libre.
A partir de ahora, el considerar sélo soluciones no negativas obviamos la hipdtesis de que f sea -
impar, sin embargo, hemos de afiadir la de que Q sea conexo.

Nuestro primer resultado es un importante principio fuerte del miximo, que siguiendo a
[Va] reproduce el esquema de demostracién original de [Ho] :

Teorema 6. Supongamos que W(0™) =, e.d.,

ds © o=
Io+ Al (F(s)) 8=0.

Sea ue Y% (Q),u = 0, solucién de la ecuacién (1), entonces, o bienu=0en § , 0 bien .
Loc

u >0en Q. Aiin es mds, para todo compacto K < Q existe una constante v = v(k) tal que
uzv>0en K,

La idea central de la demostracién es construir una subsolucién local adecuada, lo que
haremos por medio del resultado auxiliar siguiente:

Lema 3., Sean 1, v, dcl)s mimeros positives cualesquiera con t; < R . Entonces existe
una dnica funcién v € C% [0. 1] solucién del problema.

(69) -(QUIVvI)v') + g—{?} QU YV +fv) =0 en (0,r), v(0)=0, v(r) =v, .

Dicha funcién verifica v 2 0 y v' 2 0. Ademds, si W(0*) = se tiene qie
vi{0)>0 y 0 <v(r) <v; paratodo 0 <1 <.
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Demostracion. La existencia se obtiene por argumentos estandar y la unicidad es
consecuencia de la monotonia de £ y de la monotonia estricta de Q(s) s . Por resultados de
monotonia también tenemos que v = 0. De la ecuacion (69) obtenemos que

-(70) (R-0)™QUIvE ) vn)) = R-t)™" fiv(r)) 2 0

porlo tanto (R-r) NTQ(1v(r) 1) v’(r) es no decreciente, y como Q (1v’(0) 1) v'(0)20
entonces QUIV'(OD)v'(r) 20 en [0,r] loqueimplicaque v'(r) 20 en [Or]. Sea
1o = sup{r=0tal que v(r) = 0}, sabemos que 0 €1, <r; yaque v; 20 .Como Q(1v’(r) 1) v'(r)
> 0 siv(r) #0entonces v'(r) > 0siv(r) # 0, porlo que la funcién v es biyectiva de [rg, 1]
en [0,v,], con lo que podemos cambiar de variable en la integracion y obtener

n V(1) YIods
70 IID ATEm)) I o ATEs)

Por otra parte, integrando la expresic‘)n (70) sobre (rg, 1), (con r <1, ), obtenemos

T
R-DM Qv ) vi() = J R -s}™ f(v(s) ds
. "

<f(v) (R-ro)”N~ (R- )"

]

existe, por tanto, una constante ¢, tal que
QUIVI )V £ o f(vn)) Vre (1)

Multiplicando esta desigualdad por v'(r} y volviendo a integrar sobre (1, r) nos queda

[EEAC MR
, ATEEG))

Esta dltima desigualdad contradice (71) y por lo tanto v{(ry ) #0.

Demastracion del teorema 6. Supongamos que u se anula en alguna parte de £2 pero que

no es idénticamente igual a 0, entonces P(u) = {x € Q : u(x) > 0} verifica que P(u) < Qy P(u)

i @ Sea Xp € P(u) tal que d(xy, 9P(n) ) < d(x,y,d6) ysi R=d(x,, oP(u) ) entonces R/2

(A(w)) Es obvio que existe algdn y € 9B(xy; R) M Q tal que u(y) = 0y como u >

O en B(xo . R)entonces Vu(y) = 0 (recuérdese queu € CLD (£2)). Mediante una subsolucién

adecuada vamos a llegar a ver que Vu{y} # 0, con lo que tendremos una contradiccion y por

tanto demostrado el teorema.  Sea el anillo A={x € R": R2< 1x-x] < R}CQ y

a=ainf {u(x): ! x-%5 | =R/2 }, obviamente u>0en A y a>0 Consideremos la funcién
ux)=v(R- Ix-x%1) con x € A, donde v es la solucion del problema

Qv 1y vy B

i QUIVIIIY + £v) =0, w(0) = 0, v(R/2)=a,

Por lo tanto u verifica

~div(Q(IVyi)Vu ) + flu) = 0enA, 4 < uen dA,
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con lo que &s una subsolucion de (1) . Aplicando el principio de comparacién se sigue que y < u
en A y entonces obtenemos :

lim inf-«lt— {uly+txg-y)) -uly) 3 2 1im~1t— {nly+t(x-yN-u@))}

o 140
mum V(R"(l't)R)'V(O) nRV’(O).
10 t

Como por el lema 3 v’(0) > 0 podemos concluir que Vu(y)# 0, con lo que demostramos que
u=0¢en £2 6 u>0 en £, el resto es estandar.

Observacién 7. Es ficil observar que el resultado del Teorema 6 sigue siendo cierio para
subsoluciones. Ademds, también se puede obtener una versién puntualenla frontera. Bn concreto
siue C (2 u dx,}) satisfaciendo 0 en %g la condicidn de esfera interior y que u (x5 =0
entonces se tiene que (Vu . v) (%) > 0. Por otra parte, 5i no nos restringimos a soluciones
no-negativas se verifica que obienu (x) = infu” ¥ x € £ o bien ux)> inf 0" ¥ x £ (con
r=min{r,0)). df2 Q2

Hemos visto en el Teorema 3 que si se verifica (5.37) entonces u (x4) = O Yirg e N{g)w
N(h/oL2) tal que d(x, ,S(g) v S(h/aQ) ) = Y (M) . Si no existen puntos cumpliendo las
propiedades de x,, por ejemplo, si no se verifica que :

(77) P2 yyn (M),
r T

(72) J. QUvs) ) v’z (s) ds £ ¢, J f(v(s))v(s)ds = ¢, F(v(r)) .
['0 TO

También sabemos que

Fv() y = fvin) v = ((QUvE D v(E)) - ER—I;‘ QUIVIH D vE)) v,

¥ por lo tanto
(73) R-n™ED)) = (R-0™ Qv vy v .

Utilicemos estas expresiones para probar que vt} #0, loque unido al hecho de que
ve C"* (10, ;1) implica que ry = 0 y acabamos la demostracién |

Supongamos que no es cierto, es decir, que Vv'(rp) = 0. Integrando el término de la izquierda
de la ignaldad (73) sobre (1, , 1}, (conT < r;), y estimdndolo superiormente nos queda.

¥ r :
(74) f R-9)"HFME) ) ds £ ®R-10) ™ f (F(v(s)) ) ds
0 o

= (R-1)™ Fv(r)).

Integrando sobre (r, . 1), ahora el término de 1a derecha de la igualdad, (73), v estimandolo
inferiormente resulta
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T )I'
J({R-S)N" QUV V()Y vis)ds = R-r, ) (f QUV(I) v (s)) v'(5) ds -

1 Ty

wr B-Loquivi 1) v2(s) ds)
y R-s ’

> R-r, VHAVED) -

14
L J' QUIVE) ] ) vZ(s) ds .
R-r, 3 ‘
Usando (72) se sigue
r
(s) I (R-9"1.QUVE 1) V()Y vis) ds 2 CAVE)) - C; Fivn)))
I ’

{donde cj representa una constante positiva) .
Uniendo las expresiones (74) y (75) obtenemos

(76) AlV(r)) £ CyF(v(ry) .

Sea D una constante positiva tal que C, f(s) SDf(D5) ¥ 5 €.(0,v,) (siempre existe al ser f
no decreciente, por ejemplo, D = max {C,,1}), entonces

C4F(s) £ F(Ds) Vs e (0,v),
y la desigualdad (76) se puede escribir como
A(V'(r)) € BIX(V())),

lo que implica que

donde p es el radio de la mayor bola inscripta en N(g) 1« N(h/9Q), nos preguntamos si podemos
afirmar que no existe frontera libre, Queremos saber si las condiciones suficientes para la
existencia de frontera libre son también necesarias en algiin sentido. El Teéorema 6 nos dice que
si no se verifica (53) no existe frontera libre, Silo que no se verifica es el balance entre los tamafios
del dominio y la soluci6n, es decir, si no se cumple (77), no se puede demostrar con toda
generalidad la falta de la fronters libre, pero daremos un resultado en esta direccién.

Teorems 7. Supongamos que . es convexo y se verifica la hipétesis (11) . Sea wsolucidn
de {1} en la clase Wl'w(ﬁ) con g=0 verificando o bien {a condicién de contorno (2) con
h =k o bien la condicidn (3). Sea xm unpuntotalgue u(xm) = m=min {ux): x3} y
! =min {u(x): x 082 }, entonces

(78) A, Q) r &
‘ mo AFEE)
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En particular,

. ! d
Nw =8 s p<wih) - | B
’ m

donde p es el radio de la mayor esfera inscriptaen .
Demostraci6n . Esti basada en la estimaci6n del gradiente del Teorema 2,
IVax) ! € ANFu)),

ya que al ser  convexo a=0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que xm € 02 .
Seanx; € 9Q,r=d (x, xy), v, : [0, r] — R definida como ‘

vy(8) = xm + 8 (X7 Xm
1 (Bta)
y 3 € [0,r] unpuntotal que w(vy(s)) )=m y u(v;(s)) > m Vs & (sy , 1] . Claramente
tenemos que

f—s u(v;(5)) S 1 Va(v; ()1 S ANFQv ()))).

Integrando esta expresién sobre [s, , r] y operando se sigue

r r 1
d(xz,xl)=j ds 2 f L CATIODD I _f _&
; s, AT (5))) m ATED)

Como d(xm,x;) 2d(x,,x)} ¥y x, es un punto arbitrario de 3Q obtenemos la primera parte
del teorema. Para la segunda basta considerar el caso cuando m = 0 y observar gue
p = d(xm,df2).
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